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Capitulo 1

Topologia de R". Limites y
continuidad

1.1. El espacio euclideo R". Espacios euclideos, nor-
mados y métricos.

El conjunto
R" — {(ml,...,xn):xl eR, 1§i§n}
es un espacio vectorial real n-dimensional, con las operaciones

($17---737n)+(y17--'7yn) :(x1+y17"'7xn+yn)
a(xy,...,xn) = (axy,...,axy), Va € R.

Las propiedades fundamentales de R™ como espacio vectorial constituyen
una parte esencial del curso de Algebra Lineal. (En efecto, recuérdese que
todo espacio vectorial real n-dimensional es isomorfo a R™.) En Anélisis lo
que nos interesard es desarrollar sus propiedades topoldgicas (nociones de
limite, continuidad,...) y métricas (distancia, dngulos,...), que son funda-
mentales para definir el concepto de derivabilidad.

Definicién 1.1. Dados dos vectores x = (z1,...,%n),y = (y1,--.,Yn) € R,
su producto escalar euclideo se define mediante

n
-y = szyz
i=1

El producto escalar euclideo en R™ goza de las siguientes propiedades
cuya comprobacién es elemental:

) z-y=y-z, xz,y € R"
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maz-(y+z)=x-y=x-z, z,y,z € R
) (ax)-y=a(x-y), acR, z,y € R"
W) VeeR" z-2>0, yz-z=0 <= =0

En otras palabras, el producto escalar euclideo es una forma bilineal simétri-
ca definida positiva. En general, un espacio vectorial real (aunque no nece-
sariamente de dimensién finita) en el que hay definida una forma bilineal
simétrica definida positiva recibe el nombre de espacio euclideo (real).
(Hay una generalizacién del concepto de espacio euclideo al caso complejo,
el llamado espacio pre-Hilbertiano, que se estudiara en la segunda parte de
la asignatura de Métodos Mateméticos I.)

Ejemplo 1.2. Sea
E =Cla,b]={f:[a,b] - R| f continua},

con el producto escalar definido por

b
mm:/fwmmm. (11)

Es inmediato comprobar que (-,:) : E x E — R es una forma bilineal
simétrica y definida positiva. Por tanto, (E (e )) es un espacio euclideo, de
dimensién infinita.

Si (E L (e )) es un espacio euclideo, se define la norma de un vector x €

mediante
[zl = V/(z,2), (1.2)

donde se ha de tomar la raiz cuadrada positiva. La norma cumple las si-
guientes dos desigualdades fundamentales:

1) |[(xz,y)| <|l=|lly]] (desigualdad de Cauchy-Schwarz)
1)  Jlz+yl| <zl + |yl (desigualdad triangular)
En efecto, veamos en primer lugar que ii) es consecuencia de i):
2 2 2
lz+yll” = (@ +y,z+y)=[zI" + [yl + 2(z,y)
2 2
<l + llyll* + 212l Iyl = (llll + [lylh?,

de donde se sigue ii). Para probar i), podemos suponer que y # 0, ya que si
y = 0 i) se cumple trivialmente. Desarrollando entonces ||z + ty||*> obtene-
mos

lz + tyll* = |ll|* + 2t(z,y) + £ |ly|* =0,  VteR.
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Completando el cuadrado:

2 2
(t”y||+ (“””’y)> n <\|:c||2— @)l ) >0, VieR.

Iyl lyl?

en la desigualdad anterior el primer paréntesis se anula,

(z.y)
[l
y queda la desigualdad de Cauchy—Schwarz.

Tomando t = —

Definicién 1.3. Un espacio normado es un par (E, | -||), siendo E un es-
pacio vectorial real y ||-|| : E — R una aplicacién con las siguientes propie-
dades:

Dz >0vzelE, y [z]=0&2=0
1) |[Az|| = Al ||z, VAER, Vx € E
m) flz+yll < llzll +llyll,  Vz,yekE

Por lo visto anteriormente, todo espacio euclideo (E, (-, )) es un espa-
cio normado con la norma euclidea (1.2) asociada al producto escalar. En
particular, R™ es un espacio normado con la norma usual

n 1/2
|| =V -x = (ZJE?)
i=1

asociada al producto escalar euclideo, que denotaremos con el simbolo |- |
porque es la norma que utilizaremos por defecto en R™. Por supuesto, se
pueden definir muchas otras normas en R™. Por ejemplo, las férmulas

lzll =) I (1.3)
i=1

|| = méx{|z;| : 1 <i < n} (1.4)

definen dos normas en R™ distintas de la usual. Cualquiera de estas dos
normas tiene la propiedad de no provenir de un producto escalar; en otras
palabras, no hay ningtin producto escalar en R" cuya norma euclidea sea una
de las dos normas definidas anteriormente. En particular, esto demuestra que
hay espacios normados que no son euclideos, es decir cuya norma no es la
norma asociado a ningin producto escalar.

Ejercicio. Probar que en un espacio euclideo (E, (-, )) el producto esca-
lar se puede “reconstruir” a partir de la norma mediante la identidad de
polarizacion

1
(2,5) = 7 (ke + 9l = 1z~ y1I°).

Utilizando esta férmula, probar que las normas (1.3) y (1.4) no estan aso-
ciadas a ningun producto escalar.
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En un espacio euclideo arbitrario E se define el dngulo entre dos vectores
no nulos z,y € E como el inico nimero § € [0, 7] que cumple

(z,y)
2l llyll

cos =

En efecto, el miembro derecho es un nimero real en el intervalo [—1,1] en
virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y la funcién cos : [0,7] —
[—1,1] es biyectiva.

Ejemplo 1.4. Si E = CJa,b], con la norma euclidea asociada al producto
escalar (1.1):

b
171l = / f(2)2 d. (1.5)

Las desigualdades de Cauchy—-Schwarz y triangular aplicadas a este caso
proporcionan las desigualdades entre integrales siguientes:

/ ’ fla) o) da] < (/ " fay? iz - (/ " g(@)? i)
(/ @) + o) ) " (/ ' flay? iz " (/ ’g(a)? i)

En un espacio normado (E, || - ||) podemos definir la distancia entre dos
puntos z,y € E mediante la férmula

1/2

1/2

d(z,y) = [lz —yll- (1.6)

De las propiedades de la norma se deducen las siguientes propiedades de la
distancia:

1) Vaz,yeE, dz,y) >0, v dz,y)=0&x=y
m  d(z,y) =d(y, z)
)  d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (desigualdad triangular)

La desigualdad triangular de la distancia es una consecuencia inmediata de
la desigualdad andloga para la norma, ya que

d(z,2) = llz — 2| = [(z —y) + (y = 2)
<z =yl +lly — 2l = d(z,y) + d(y, 2).
Recibe el nombre de desigualdad triangular porque expresa la propiedad

geométrica bien conocida de que la longitud del lado zz del tridngulo de
vertices xyz es menor que la suma de las longitudes de los dos lados restantes.
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Definicién 1.5. Sea M un conjunto cualquiera. Una distancia en M es una
aplicacion d : M x M — R con las propiedades i)-iii) que acabamos de
enunciar. Un espacio métrico es un par (M,d), donde M es un conjunto
v d es una distancia en M.

Por lo que acabamos de ver, los espacios normados (y por tanto los
euclideos) son espacios métricos, con la distancia (1.6) asociada a la norma.
En particular, R™ es un espacio métrico, con la distancia

asociada a la norma euclidea. Si no se dice nada en contrario, esta es la
estructura de espacio métrico que se considera usualmente en R™. Sin em-
bargo, estd claro que el concepto de espacio métrico es mucho mas general
que el de espacio normado. En efecto, a diferencia de los espacios euclideos
y normados, los espacios métricos no tienen por qué ser ni siquiera espacios
vectoriales. Esto no es arbitrario, sino que es debido a que para definir los
axiomas del producto escalar y de la norma hay que recurrir a las opera-
ciones de espacio vectorial, mientras que en el enunciado de los axiomas
i)-iii) de la distancia no aparecen ni la suma de puntos de M ni el produc-
to de nimeros reales por elementos de M. Incluso en el caso en que M es
un espacio vectorial, puede probarse que hay distancias en M que no estan
asociadas a ninguna norma. (Por ejemplo, una de ellas es la distancia trivial
que veremos a continuacion.)

Ejemplo 1.6. En el espacio normado C/a, b] con la norma (1.5), la distancia
asociada a la norma estd dada por:

b
d(f,9) = \// [(f(z) — g(x)]? da.

Por ejemplo, se calcula facilmente que la distancia entre las funciones sen x
y cosz en C[0,27] es /271 ~ 2,507, mientras que la distancia entre z y z2
en C[0,1] es 1/4/30 ~ 0,183.

1.2. Interior, cierre, frontera. Abiertos y cerrados.

Vamos a estudiar en el resto de este capitulo la topologia definida en un
espacio métrico por la distancia. Para ello, es fundamental el concepto de
bola abierta, que definimos a continuacion:

Definicién 1.7. Sea (M, d) un espacio métrico, a un punto de M y r > 0.
La bola abierta de centro a y radio r es el conjunto B, (a) definido por:

By(a) ={z € M :d(z,a) <r}
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Andlogamente, si r > 0 se define la bola cerrada de centro a y radio r
mediante

B.(a) ={z € M : d(z,a) <r}.
En un espacio normado,
By(a)={zeM:|z—a|l <r};
en particular, en R” se tiene
By(a)={z e M:|z—a| <r}.

Evidentemente, se obtienen férmulas anslogas para B,.(a) sin mas que re-
emplazar < por <.

En R las bolas abiertas son intervalos abiertos, en R? son circulos (ex-
cluida la circunferencia), y en R3 son esferas sélidas (excluida la superficie
esférica). En general, es evidente que la forma de las bolas en un espacio
métrico depende no sélo del conjunto M sino también de la distancia d. Asi,
si en R? consideramos la distancia asociada a la norma (1.3) entonces las
bolas abiertas son cuadrados cuyos lados forman un dngulo de 45° con los
ejes de coordenadas, mientras que si la distancia es la asociada a la norma
(1.4) las bolas son cuadrados con lados paralelos a los ejes coordenados. Un
ejemplo todavia mas exdtico es el siguiente:

Ejemplo 1.8. Sea M un conjunto no vacio arbitrario, y definamos la apli-
cacion d : M x M — R mediante:

d(z,y) = {‘1) o (L.7)

Es facil probar que d es una distancia en M. El tinico axioma de la distancia
cuya verificacién no es trivial es la desigualdad triangular. Pero si x = 2z
entonces d(z,z) = 0 es trivialmente menor que d(x,y) + d(y, z), mientras
que si © # z entonces d(z,z) = 1, y d(z,y) + d(y,z) > 1, porque en caso
contrario d(x,y) = d(y,z) =0 =z = y,x = z => = = z. En este espacio
métrico, es inmediato comprobar que

sl =)

En el espacio métrico del ejemplo anterior, las bolas de radio < 1 son
conjuntos finitos. Esto no puede ocurrir en un espacio normado:

Proposicién 1.9. En un espacio normado distinto de {0} las bolas abiertas
(y por tanto las cerradas) son conjuntos infinitos.
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Demostracion. En efecto, sea (E, || - ||) un espacio normado, y escojamos un
vector cualquiera v de norma 1. Un vector de la forma a + t v pertenece a la
bola abierta B,.(a) siy sélo sit € (—r,7), ya que

d(a,a +tv) = lla+tv—al = [[to] = [¢] [[o] = |¢|.

Por tanto, B,(a) contiene al segmento {a + tv : t € (—r,7)}, y dicho seg-
mento es un conjunto infinito, ya que se puede poner en correspondencia
biunivoca con el intervalo (—r,r), que es no vacio al ser r > 0. Q.E.D.

Ejemplo 1.10. Sea C(R) el conjunto formado por las funciones continuas
y acotadas de R en R. Es facil ver que Cy(R) es un espacio vectorial real.
En Cp(R) definimos

11 = sup{|f ()] : « € R}.

Es facil ver que || f|| estd bien definida para toda f € Cy(R), precisamente por
ser acotadas las funciones en dicho espacio. También es inmediato verificar
que || - || cumple los axiomas de la norma. La distancia asociada a esta norma
estd dada por:

d(f,g) = sup{|f(z) — g(x)| : © € R}.

Veamos cémo son las bolas cerradas en este espacio métrico. Si f € Cp(R) y
r > 0, Una funcién continua y acotada g pertenece a la bola cerrada B, (f)
si y sélo si

sup{|f(x) —g(x)|:z € R} <.

Es inmediato comprobar (utilizando la definicién y las propiedades del su-
premo de un conjunto de nimeros reales) que lo anterior es equivalente a la
desigualdad

f(x) —g(@)| <7, VzeR,

o lo que es lo mismo
f(z)—r<g(x) <g(x)+r, VzeR

Por tanto, la bola cerrada B,.(f) estd formada por todas las funciones conti-
nuas y acotadas g cuya grafica esta comprendida en la “bandacerrada limita-
da por las graficas de las funciones f—ry f+r. No es cierto, sin embargo, que
la bola abierta B,.(f) esté formada por todas las funciones g € Cy(R) cuya
grafica esté comprendida en la banda abierta limitada por las graficas de las
funciones f —r y f+r. Por ejemplo, si f =0y g(z) = 22/(2® +1) € Cy(R),
la grafica de g estda dentro de la banda abierta limitada por las funciones
f—-1=—-1y f+1=1, pero

d(g, f) = d(g,0) = sup{|g(z)| : z e R} =1,

luego g ¢ Bi(f).
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Ejercicio. Probar que g € B,.(f) siy sélo si la gréfica de g estd en la banda
abierta limitada por las funciones f — p y f + p, para algin 0 < p < r.

Definicién 1.11. Sea (M, d) un espacio métrico, y sea A C M.
1) x € M es un punto interior a A <= Ir > 0 tal que B,(z) C A.

1) © € M es un punto exterior a A <= 3Ir > 0 tal que B,.(z) C A,
siendo A = M — A el complementario de A:

A°={yeM:y¢ A}

1) x € M es un punto frontera de A si x no es punto interior ni exterior a
A. Equivalentemente, para todor > 0 B.(x)NA # 0y B.(x)N A # 0.

Utilizaremos a partir de ahora la siguiente notacién:

o

A= {:17 € M : x es punto interior a A} = interior deA
ext(A) = {& € M : z es punto exterior a A} = exterior deA

fr(A) = {x € M : 2 es punto frontera de A} = frontera deA

o

Las siguientes propiedades de los conjuntos A, fr(A4) y ext(A) son con-
secuencia inmediata de sus definiciones:

o

) M= AU fr(A) Uext(A), siendo los conjuntos A, fr(A) y ext(A)
disjuntos dos a dos

) ext(A) = (A9° (= A = ext(A%))
ur)  fr(A) = fr(A°)
V) ACA (= ext(A) C A)

Definicién 1.12. Dado un subconjunto A de un espacio métrico (M, d), el
cierre de A es el conjunto A definido por

A=A Ut(A).

En otras palabras, x € A si y s6lo si para todo r > 0, B,(z) N A # 0.

Por lo tanto,
fr(A) C A4, AcCA.

A los puntos del cierre de A se les llama a veces puntos adherentes a A, y al
cierre de A se le llama también adherencia o clausura de A.
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Los puntos del cierre de A se dividen en dos clases disjuntas: puntos
aislados y puntos de acumulacién. Por definicién, x € M es un punto aislado
de A si existe r > 0 tal que B,(x) N A = {z}. En particular, los puntos
aislados de A pertenecen a A y por tanto a A. Los puntos de A que no son
aislados se denominan puntos de acumulacion de A. Equivalentemente, x es
un punto de acumulacién de A si y sélo si para todo r > 0 (B,(z) — {z}) N
A # 0. Por construccién, A es la unién disjunta

A=A"U{z € M : z es punto aislado de A}, (1.8)

siendo A’ el conjunto formado por los puntos de acumulacién de A (conjun-
to derivado de A). Si ademds M es un espacio normado (con la distancia
asociada a la norma) se verifican las dos propiedades siguientes:

1) z punto aislado de A =z € fr(A)

1) AcA

Demostracion. La demostraciéon se basa en que las bolas abiertas en un
espacio normado no nulo son conjuntos infinitos (Proposicién 1.9).

i) Si z es un punto aislado de A, = € A, y toda bola centrada en x corta a A
por lo menos en x. Basta por tanto probar que para todo r > 0 B, (x)N A #
(). Como z es punto aislado de A, existe un € > 0 tal que B.(x) N A = {z}.
Dado r > 0, sea p = min{r,e}. Entonces 0 < p < ey B,(x) C Be(x) C A,
por lo que B,(x) N A = {z}. Al ser B,(z) # {z}, existe z € B,(z) tal
que z # x. Entonces z € A, pues By(x) N A = {z}, y z € B,(x), pues
B,(z) D By(x).

ii) Siz e ;1, existe un € > 0 tal que B.(z) C A. Dado r > 0, sea p =
min{r, e}. Entonces 0 < p < ¢, por lo que B,(x) C Be(x) C A, y por tanto

(Br(z) ={z}) N A C (By(z) —{z}) N A = By(x) — {z} # 0,
porque en caso contrario B,(z) tendria un sélo punto. Q.E.D.

Ejemplo 1.13. Sea M = R? con la distancia usual, y sea

A:[O,l)x[O,l)U{<2—%,0> :neN}E[O,l)x[O,l)US.

(Nétese que (1,0) € S C A, mientras que (2,0) ¢ A.) Intuitivamente, es
evidente que el interior de A es el cuadrado abierto

A =(0,1)x (0,1) = C.

La frontera de A estd formada por los lados de C, los puntos de la sucesién
Sy el limite de dicha sucesién (2,0):

fr(A) =fr(C)uSU{(2,0)},
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siendo
fr(C) =10,1] x {0} U [0,1] x {1} U {0} x [0,1] U {1} x [0, 1].
Por tanto el cierre de A estd dado por
A=A Ut(4)=10,1 x [0,]]USU{(2,0)},

y el exterior es
ext(A) =R?* — A,

Los puntos aislados de A son los puntos de S menos el punto (1,0), es decir

1
{(1——,0>:nGN,n22};
n

por tanto, el conjunto derivado de A estd dado por
A'=A—(S-{(1,0)}) =[0,1] x [0,1] U{(2,0)}.

(Probaremos més adelante teoremas que permiten justificar rigurosamente

el célculo de ;1, fr(A), ext(A) y A’ en este ejemplo.)

Definicién 1.14. Sea (M, d) un espacio métrico, y sea A C M.

1) Aesabierto <« A= A

1) Aescerrado <= A es abierto

= Como siempre se cumple que A C A,
A es abierto «<— ACA.

= En virtud de la anterior, A es abierto si y s6lo si A contiene una bola
abierta centrada en cada uno de sus puntos. En otras palabras,

A abierto <= Vx € A,3r >0 tal que B,(z) C A.

» Un conjunto puede ser a la vez abierto y cerrado (por ejemplo, veremos
a continuacién que M y () lo son), o no ser ni abierto ni cerrado (como,
por ejemplo, un intervalo acotado semicerrado [a,b) en R).

Proposicién 1.15. En un espacio métrico (M,d), M y () son abiertos y
cerrados.
Demostracion. En efecto, M = M (pues M contiene una bola abierta cen-

trada en cada uno de sus puntos), y ) = () (pues @ C 0). Por tanto, M y () son
abiertos. Luego también son cerrados, ya que M = (¢ y ) = M.  Q.E.D.
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Proposicion 1.16. Las bolas abiertas en un espacio métrico son conjuntos
abiertos.

Demostracion. Sea (M, d) espacio métrico, sea a € M,y sea r > 0. Para ver
que B;(a) es abierto, hay que probar que para todo y € B, (a) existe 6 > 0
tal que Bs(y) C By(a). Pero si z € Bs(y) entonces se tiene

d(z,0) < d(z,y) + d(y,a) <d+d(y,a) =r
si tomamos 6 = r—d(y,a) > 0 (nétese que r > O porsery € By(a)). Q.E.D.

Ejercicio. Probar que en un espacio métrico arbitrario las bolas cerradas
son conjuntos cerrados.

Proposicién 1.17. Sea (M,d) un espacio métrico, A C M. Entonces A es
cerrado si y sdlo si A = A.

Demostracion.
A cerrado <= A€ abierto <= (A°)° = A°
= ext(4) = A4°= [ Ufr(A)]c _ (A
— A=A
Q.E.D.

Como siempre se cumple que A C A,
A cerrado <= A C A.
Por otra parte, al ser A = AU fr(A) y Ac A,
A cerrado <= fr(A) C A.

En otras palabras,un conjunto es cerrado si y sélo si contiene todos sus
puntos frontera. Del mismo modo, de (1.8) y de que los puntos aislados de
A estéan en A se deduce que

A cerrado <= A’ C A.

Luego un conjunto es cerrado si y solo si contiene todos sus puntos de acu-
mulacion.

Ejemplo 1.18. Sea (M,d) el espacio métrico trivial, en que la distancia
entre dos puntos estd dada por (1.7). Veamos que todo subconjunto de M
es a la vez abierto y cerrado, y con frontera vacia. En efecto, sea A C M,y
sea a € A. Como B% (a) = {a} C A, A contiene un entorno de cada uno de

sus puntos, y es por tanto abierto. Esto prueba que todo subconjunto de M
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es abierto, lo que a su vez implica (;por qué?) que todo subconjunto de M
es también cerrado. De esto se sigue que fr(A) es vacio para todo A C M,
ya que

o

fr(A) = M — (A U(A°)°) = M — (AUA®) = M — M = 0.

Una consecuencia interesante de todo esto es que en este espacio métrico
hay una bola abierta cuyo cierre no coincide con la bola cerrada del mismo
radio. En efecto, las bolas cerradas en este espacio métrico son

R

Por tanto

Bi(a) =M,  Bi(a) = Bi(a) = {a}

y Bi(a) # Bi(a) si M tiene mas de un elemento.

Ejercicio. Probar que en un espacio normado siempre se cumple que B,.(a) =
By(a), y

fr(B,(a)) = {z € M : d(x,a) =r}.

. Es esta ultima propiedad valida en cualquier espacio métrico?

1.3. Limites y continuidad

Sean (M,d) y (Mj,dy) dos espacios métricos. Una funcién f: M — M;
es cualquier regla que a cada = perteneciente a un cierto subconjunto D C M
le asigna un 4nico elemento f(z) € M. A f(x) se le llama la imagen de x
bajo f. El dominio de f es el conjunto dom(f) = D C M en que la actuacién
de f esta bien definida, es decir

dom(f) ={z e M:3f(z)}.

La imagen de f es el conjunto Im(f) C M; al que pertenecen los valores de
f(z) cuando z recorre dom(f), es decir

Im(f) = {(x) : @ € M}.

Nétese que, aunque escribamos “f : M — M;”, en general dom(f) e Im(f)
son subconjuntos propios de M y M, respectivamente. Si A C M, utilizare-
mos a veces la notacién f(A) para denotar el conjunto de las imédgenes bajo
f de los elementos de A en que f esté bien definida, es decir

fA) ={f(z):x € Andom(f)} C M.
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Por tanto, f(A) = f(A N dom(f)); en particular,

f(M) = f(dom(f)) = Im(f).

Si B € My, el conjunto f~1(B) es el conjunto de los elementos de dom(f)
cuyas imagenes caen en B, es decir

f~YB) = {z € dom(f) : f(z) € B} C M.
Nétese que f~1(B) = f~1(BNIm(f)), y
dom(f) = f~'(Im(f)) = f~'(My).

Ejemplo 1.19. Sea f : R? — R la funcién definida por la férmula

f(z,y) =sinz + /x — y2.

Claramente, dom(f) es el subconjunto de los puntos (r,y) € R? que satis-
facen la desigualdad = > 2, es decir la regién a la derecha de la pardbola
r = y? (incluida la propia parabola). En cuanto a la imagen, un sencillo
célculo muestra que es el intervalo [—1,00), pues sinz + \/x — y?2 > —1 para
todo (z,y) € dom(f), y si t > —1 la ecuacién sinz + \/z — y? = t siempre
puede satisfacerse. (Si t € [—1,0], tomamos un = > 0 tal que sinx = ¢, e
y=+/z.Sit e (0,00), tomamos x = kr > 12, con k €N, e y = Vz — t2))

Definicién 1.20. Sea f: M — My, sea b € My, y sea a € dom(f)’. Se dice
que b es el limite de f en, y se escribe

lim f(z) = b,

r—a

si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

f(Bs(a) —{a}) C Be(b).

Esta definicién, una de las mas importantes del curso, merece varios
comentarios:

1) f no tiene por qué estar definida en el punto a, y si lo esta el valor
de f en a no interviene para nada en la definicién de lim,_,, f(z). En
particular, ni la existencia de lim,_,, f(z) ni su valor dependen de la
existencia 6 el valor de f en a.

11) Para que exista el limite de f cuando x — a es imprescindible que a sea
un punto de acumulacién de dom(f). Esta condicién no es arbitraria,
sino que se impone para que f (B, (a) — {a}) sea no vacio para todo r >
0. En caso contrario, la condicién de limite se cumpliria trivialmente
tomando cualquier § cualquier r > 0 tal que (B, (a) —{a})Ndom(f) =

0.
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1) La condicién (1.20) se puede expresar como sigue:
Ve >0, 35 > 0 t.q. (x € dom(f), 0 < d(x,a) < 5) = dl(f(x),b) <€
De esto se sigue que

lim f(z) =10 = lim d; (f(z),b) = 0.

r—a r—a

El segundo limite es el limite de la funcién numérica (a valores reales)

d(f(-),b).

Proposicién 1.21. Sea f: M — M'. Entonces Ilim,_, f(z) = b si y sdlo
. ., (@) .

st para toda sucesion (:En)nzl tal que x,, # a para n suficientemente grande

y lim, o0 , = a se tiene lim, o f(x,) = b.

Demostracion.

=) Dado e > 0, 30 > 0 tal que 0 < d(z,a) < 6 = d(f(z),b) < e
Escojamos N € N tal que n > N = 0 < d(zp,a) < 0; entonces Vn > N se
cumple d(f(zy),b) < € = lim, oo f(zn) = b.

<=) Supongamos que lim,_,, f(x) # b (lo cual ocurrird, en particular, si

no existe dicho limite). Entonces, J¢ > 0 tal que V§ > 0 f (Bs(a) —{a}) &
B(b). Apliquemos lo anterior a § = %: Vn € N,3z, con 0 < d(zp,a) < %

tal que d(f(zy),b) > e. Consideremos la sucesién (:En)zozl construida de

esta forma. Por un lado, se tiene claramente que xz,, # a para todo n, y
lim,, oo ©, = a, pues d(z,,a) < %@ >> n— oo > 0. Por otra parte,
limy, o0 f(zp) # b, pues d(f(zy),b) > € Vn € N. Q.E.D.

Una generalizacién de lo anterior consiste en considerar el comporta-
miento de f : M — M’ a lo largo de curvas continuas que pasen por el
punto a. Concretamente, una curva continua por a es una funcién continua
v : 1 — M, donde I es un intervalo abierto de la recta real que contiene a
0, tal que v(0) = a. Por definicién, el limite de f a lo largo de ~y en el punto
a € M esel lim_q f (’y(t)) Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposicién 1.22. Si f: M — M’, lim,_, f(z) = b y v es cualquier curva
continua por a, entonces el limite de f a lo largo de v en el punto a es igual
ab.

Demostracidon. Basta considerar la funcién fovy : I — M'. Como ~ es con-
tinua en 0, lim;—oy(¢) = 7(0) = a, y por el teorema sobre el limite de una
composicion de funciones y la hipdtesis acerca de la existencia del limite de
f cuando x — a se obtiene el resultado anterior. Q.E.D.

Comentarios:
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1) Por lo tanto, una condicién necesaria para que el lim,_,, f(x) exista
es que exista el limite de f a lo largo de cualquier curva continua por a
en el punto a, y que todos estos limites sean iguales. (Se puede probar
que esta condicién es también suficiente, aunque esto 1iltimo no es de
utilidad practica para probar la existencia del limite de una funcién
en un punto.)

11) En particular, si se encuentran dos curvas por a tal que los limites de
f en a a lo largo de dichas curvas son distintos, no puede existir el
limite de f en a.

Ejemplo: Sea

3 2
f(ZE,y): %7 (ZE,y);é(0,0)
0, (z,y) = (0,0).

Entonces f no es continua en el origen, pues no existe el limite de
f en (0,0). En efecto, si tendemos al origen a lo largo de una recta
~(t) = (t, At) de pendiente \ entonces se tiene:

22 + ¢
Ii = lim ———— = 2)\2.
i ((0) = Jiy 1~ =2
Este limite existe, pero depende de la pendiente A de la recta por la

que tendamos al origen. Por tanto, no existe lim, ,y_.(0,0) f(z,9)-

111) Sin embargo, si el limite de f a lo largo de una familia de curvas por
a existe y es igual a b, jno se sigue necesariamente que exista el limite
de f en a!

Ejemplo: Sea ahora
2
Ty
Flz,y) = ma (z,y) # (0,0)

0, (z,y) = (0,0).

Si de nuevo tendemos a (0,0) a lo largo de la recta v(t) = (¢, At)
obtenemos )

lim f(y(t)) = lim _ Xt

t—0 t—0 1+ 42
Por tanto, el limite de f a lo largo de cualquier recta por el ori-
gen existe y es igual a 0. Pero seria incorrecto deducir de esto que
lim, ) (0,0) f(@,y) = 0. En efecto, si tendemos al origen a lo largo de
la pardabola (t) = (t2,t) obtenemos

=0.

lim f(y(t)) = lim ro_1
g T =G 51 T o

Este limite es distinto del limite de f en el origen a lo largo de una
recta cualquiera, por lo que no existe el lim, ) (0,0 f (z,y). L]
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Veamos a continuacién algunos lemas que son ttiles en el calculo de
limites de funciones escalares.

Lema 1.23. Si f : M — R y lim,_,, f(z) > 0, entonces f > 0 en un
entorno reducido de a.

Demostracion. Sea b = limg_,, f(z) > 0. Por definicién de limite, Ve > 0
36(e) > 0 tal que [f(z) —b] < € si @ € Bs)(a) — {a}. En particular, z €
Bs(e(a) —{a} = f(x) > b— ¢, y por tanto basta tomar ¢ = b/2 > 0 para
concluir que f > 0 en Bj()(a) — {a}. Q.E.D.

Corolario 1.24. Si f: M — R es continua ena y f(a) > 0, entonces f > 0
en un entorno de a.

Nota. Aplicando el lema anterior a —f se obtiene un resultado analogo
cuando lim,_,, f(x) < 0.

Lema 1.25. Sean f,g,h : M — R. Sig(z) < f(z) < h(x) Yz en un entorno
reducido de a, ylim,_, g(x) = lim,_,, h(x) = b, entonces I1lim,_, f(x) = b.

Demostracion. Dado e > 0, 30; > 0 tal que [g(z) — b| < €510 < d(z,a) < 01,
y andlogamente 392 > 0 tal que |h(x) — b| < e si 0 < d(z,a) < J2. Tomando
d = min(dy,d2, R) (siendo R el radio del entorno reducido del enunciado),
para todo x tal que 0 < d(x,a) < 0 se tiene entonces

b—e<g(r) < fz) <h(r) <b+e,
es decir |f(z) —b| < e. Q.E.D.

Lema 1.26. Sean f,g : M — R tales que f estd acotada en un entorno
reducido de a € M, ylim,_., g(xz) = 0. Entonces lim,_., f(z)g(z) = 0.

Demostracion. Sea |f(z)| < K en B,(a) — {a}. Entonces Vz € B,(a) — {a}
se tiene

0<|f(@)g(z)| =[f()] |lg(z)] < K |g(z)],
y basta aplicar el lema anterior. Q.E.D.
Definicién 1.27. Si f : M — M’y A C M’, la imagen inversa de A es el

subconjunto
f_ {a:EM f(z EA}Cdom(f)

El resultado méas importante de esta seccién afirma que la imagen inversa
de un abierto bajo una funcion continua es un abierto:

Proposicién 1.28. Si f: M — M’ es continua en M yV C M’ es abierto,
entonces f~Y(V) es abierto en M.
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Demostracién. Sea a € f~1(V), y por tanto f(a) € V. Por ser V abierto,
Je > 0 tal que B, (f a)) C V. Al ser f continua en a, 36 > 0 tal que
) = f(Bs(a))

f(Bs(a)) € Be(f(a) f(Bs(a)) € V.= Bs(a) N dom(f) = Bs(a) C
f7H ). Q.E.D.

Corolario 1.29. Si f : M — M’ es continua en M y A C M’ es cerrado,
entonces f~1(A) es cerrado en M.

Demostracion. A¢ es abierto, y por tanto f~1(A°) es abierto. Pero
fFrAY)={zeM : f(z) e A ={z e M: f(x) ¢ A} = M — f1(A),
y por tanto f~1(A) es cerrado. Q.E.D.

Nota. Si f : M — M’ es continua y S C M es abierto (cerrado), f(S) no
tiene por qué ser abierto (cerrado).

Ejemplo 1.30. Sea f : R — R definida por f(z) = 2?, Vx € R,y S =
(—1,1). Entonces f(S) =[0,1), que no es abierto. Por otra parte, si f(x) =
e~ " Va € R se tiene f([0,00]) = (0, 1], que no es cerrado.

Nota. Se dice que f : M — R es una aplicacién abierta si transforma abiertos
en abiertos. El ejemplo anterior demuestra que las aplicaciones continuas no
tienen por qué ser abiertas.

Ejemplo 1.31. De las proposiciones 1.28 y 1.29 se deduce el siguiente re-
sultado. Supongamos que fi,..., fm : R” — R son funciones continuas, y
consideremos los subconjunto de R"

Ap = {zeR": fi(z) =0, 1 <i<m}
Ay = {zeR": fi(z) >0, 1 <i<m}
Ay = {zeR": fi(x) >0, 1 <i<m}
A3 = {zeR": fi(z) <0, 1 <i<m}
Ay = {xeR“:fi(:n)go, 1§i§m}.
Es inmediato comprobar que
A = (VFH0Y, A=) £(0,00)), Az =[] f7"([0,00)),
=1 i=1 =1
A3 = ﬂ £ ((=00,0)),  Ag=[)fi"((~00,0]).

=1

s
I
—_

De aqui se deduce que los conjuntos Ag, As y A4 son cerrados, y A1 y As
son abiertos. De hecho, este resultado proporciona uno de los métodos mas
utilizados para probar que un subconjunto de R™ es abierto o cerrado.
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Ejercicio. Utilizar el ejemplo anterior para probar que los hiperparalelepipe-
dos (a1,b1) X ++ X (@, by) v [a1,b1] X -+ X [am, by] (donde se admite que
a; 6 b; puedan ser iguales a —oo 6 00 para algin ¢) son abierto y cerrado,
respectivamente, en R™. Deducir de esto que el producto cartesiano de m
abiertos o cerrados de R es abierto o cerrado, respectivamente, en R™.

El que las imagenes inversas de conjuntos abiertos (cerrados) sean abier-
tos (cerrados) caracteriza a las funciones continuas:

Proposicién 1.32. Sea f : M — M’ con dom(f) = M. Si f~Y(V) es
abierto para todo abierto V.C M’ entonces f es continua en M.

Demostracion. Dado a € M y € > 0, el conjunto V = B, (f(a)) es abierto
en M’. Por tanto, f~1(V) es un abierto de M que contiene a a € M, lo cual
implica que existe § > 0 tal que Bs(a) C f~%(V), de donde f (Bs(a)) CV =
B. (f(a)). Esto equivale a decir que lim,_,, f(x) = f(a), y por tanto f es
continua en a. Q.E.D.

Nota. El resultado anterior vale cambiando la palabra “abierto”por la pala-
bra “cerrado”. En efecto, basta aplicar que f~1(A¢) = M — f~1(A).

1.4. Subespacios y topologia relativa

Cuando el dominio de f no es todo M, se pueden probar resultados
andlogos a los del final de la seccidon anterior. Sin embargo, para ello hay
que estudiar con mas detalle el concepto de subespacio de un espacio métrico
introducido anteriormente. Recordemos que si (M, d) es un espacio métrico
y S C M, automdticamente (.S, d) es un espacio métrico, en que la distancia
entre dos puntos es la misma que en M. Se dice que (S, d) es un subespacio
métrico de S.

Nota. No confundir este concepto con el de subespacio vectorial. M no tiene
por qué ser un espacio vectorial, y en cualquier caso al subconjunto S no se
le exige absolutamente nada.

Queremos ver qué relacién existe entre las topologias de (S,d) y (M, d).
Veamos para ello, en primer lugar, como son las bolas abiertas de centro
a € Sy radio r en el espacio métrico (S,d), que denotaremos por B (a).
Por definicién,

B%(a) = {z €S :d(x,a)<r}=DB(a)NS.

Por tanto, las bolas abiertas en (S,d) son simplemente la interseccién de
S con bolas abiertas de M. Nétese, en particular, que B2 (a) no tiene por
qué ser una bola abierta, ni siquiera un subconjunto abierto, de M. (Por
ejemplo, considérese el caso M = R?, S = B1(0) y a un punto de la circun-
ferencia S1(0).)
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Definicion 1.33. Sia € S, un entorno relativo de a en S es cualquier bola
abierta B2 (a) centrada en a. Un subconjunto A C S es abierto respecto de
S (o abierto en S) si A es un conjunto abierto del espacio métrico (5, d).

Como puede verse por el ejemplo anterior, un abierto respecto de S no
tiene por qué ser abierto en M. Teniendo en cuenta que un subconjunto de
un espacio métrico es abierto si y sélo si contiene un entorno de cada uno
de sus puntos, es evidente que A € S es abierto respecto de S < Va € A
3dr > 0 tal que B,(a) NS C A. La topologia de (5, d), es decir la familia de
conjuntos

Ts = {A € S : A abierto respecto de S}

se denomina topologia relativa de S (respecto de M).
Veamos a continuacién qué relacién hay entre los abiertos de S y los de
M:

Proposicion 1.34. Un subconjunto A C S es abierto respecto de S si y
solo si AV C M abierto tal que A=V NS.

Demostracion.

=) Sea A abierto en S. Entonces Ya € A Jr(a) > 0 tal que B,.(,(a)NS C
A. Entonces V' = (J,c 4 Br(q)(a) es un abierto en M (unién de abiertos), y

vns= (U Bw@)ns= [Buw@ns] ca

a€cA a€A

Por otra parte, si a € A entonces a € SNB,(4)(a), dedonde a € J,e 4 [Br)(a) N S| =
VNnSs.

<) Sea A =V NS, conV C M abierto. Entonces A C S, y dado
a € A se tiene a € V, por lo que Ir > 0 tal que B,(a) C V, de donde
B(a) = B,(a)nSCcVNS=A. Q.E.D.

Corolario 1.35. A C S es cerrado en S—es decir, cerrado en el espacio
métrico (S,d)—si y sélo si A=CnNS, con C cerrado en M.

Demostracion. A cerrado en S <= S — A abiertoen S <— dJV C M
abierto tal que S —A=VNS < A=S—-(VNnS)=5SN(M—-V), con
M —V cerrado en M. Q.E.D.

Nota. Por supuesto, A C S abierto (cerrado) en S no implica que A sea
abierto (cerrado) en M. Por ejemplo, témese M = R, S = [-1,1] y A =
(0,1]. Entonces A = (0,2) NS es abierto en S pero no en M. Sin embargo,
de la proposicién anterior se sigue inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 1.36. Si S es abierto (cerrado) en M, entonces A C S es abierto
(cerrado) en S si y sélo si lo es en M.
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Volviendo al estudio de las funciones continuas, si f : M — M’ definimos
la restriccion flg : S — M' mediante f|s(z) = f(z), Va € S. Nétese que
f|s se considera una funcién del espacio métrico (S, d) en el espacio métrico
M.

Proposicién 1.37. f: M — M’ continua en S = f|g: S — M’ continua
en S.

Demostracion. En efecto, dado a € S f es continua en a, y por tanto Ve > 0
36 > 0 tal que f (Bs(a)) C Be(f(a)), de donde f (B (a)) = f (Bs(a)NS) C
Bc(f(a)). Q.E.D.

Comentarios:

1) La proposicién anterior sigue siendo valida si reemplazamos M’ por
f(S) en el enunciado, pues

f(Bs(a)) = £ (Bs(a)N'S) € Be(f(a)) N f(S) = B (f(a)).

11) El reciproco no es cierto. Por ejemplo, sea M = R?, § = {(:E,:E) tx €
]R} y definase

ry
9, 9 T,y 7é 070
flz,y) = =+ ) 7 (0.0
3 (z,9)=(0,0).
Entonces f : M — R no es continua en (0,0) € S (el limite a lo largo

de una recta de pendiente A vale A\/(1+?)). Sin embargo, f|s: S — R
es continua, ya que f|s(x,z) =1/2, Vo € R.

1.5. Conjuntos conexos

Definicién 1.38. Un espacio métrico (M,d) es conexo si no existen dos
abiertos disjuntos no vacios A, B C M tales que M = AUB. Un subconjunto
S C M es conexo si el espacio métrico (5, d) es conexo. Por iltimo, S 6 M
es disconezo si y sOlo si no es conexo.

Comentarios:

1) S C M es conexo si y sélo si no existen A, B C S abiertos respecto de
S y no vacios tales que ANB=0y S=AUB.

11) Un espacio métrico M es conexo si y s6lo si los dnicos subconjuntos
de M que son a la vez abiertos y cerrados son M y (). L]
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Intuitivamente, S C M es conexo si y sélo si consta “de una séla pieza”.
Por ejemplo, si M = Ry S = (—1,0) U (1,2] entonces es intuitivamente
evidente que S no es conexo. Para probarlo rigurosamente, basta notar que
S =AUB, con A =(-1,0) y B = (1,2]. Estos subconjuntos de S son
claramente no vacios y disjuntos, y ambos son abiertos en S, ya que A =
SN(=1,0)y B=5SnN(1,3).

Ejemplo 1.39. Q C R no es conexo. En efecto, si x es un nimero irracional
culaquiera entonces Q = ((—o0,z) NQ) U ((z,00) N Q).

También resulta intuitivamente claro que un intervalo cualquiera de la
recta real es conexo. (Formalmente, un intervalo de R se define como un
subconjunto I C R que goza de la siguiente propiedad: si xz,y € I con
x < y, entonces [x,y] C I.) De hecho, se puede probar el siguiente resultado
(cf. Fleming, Prop. 2.11):

Proposicion 1.40. Los unicos subconjuntos conexos de R son los intervalos.

Demostracion. En primer lugar, veamos que si S C R no es un intervalo
entonces S es disconexo. En efecto, si S no es un intervalo Jz < z < y con
x,y € Sy z¢S. Pero entonces S = ((—o0,2) N S) U ((z,00) N S) es una
unién disjunta de dos subconjuntos no vacios y abiertos en S.

Probemos ahora que cualquier intervalo I C R es conexo. En efecto, si
I no fuera conexo entonces existirian dos subconjuntos disjuntos no vacios
A, B C I abiertos respecto de I tales que I = AU B. Sean entonces x1 € A,
x9 € B, y supongamos (sin pérdida de generalidad) que z1 < 3. Como
x1,x9 € I, se tiene [x1,z9] C I. Llamemos B; = {a: €eB:x > ml}; por
ser By no vacio (x9 € Bj) y acotado inferiormente, existe y = inf By, y
claramente y € [x1,x9] C I, por ser z1 cota inferior de By y ser x5 € Bj.
Como y € I, o bien y € A o bien y € B. Supongamos que y € A. Por ser A
abierto en I, existe § > 0 tal que (y — d,y +9) NI C A. Como [x1,22] C T e
y # x9 (pues y ¢ B), tomando §; = min(d, zo—y) > 0 se tiene [y, y+3d1) C A.
Pero esto es imposible, ya que al ser y = inf By en todo intervalo (y,y + 01)
con §; > 0 debe haber puntos de By, y por tanto de B. Del mismo modo,
si y € B entonces y # 1, y 30 > 0 tal que (y —d,y+ 6) NI C B. Tomando
ahora 62 = min(d,y —x1) se tiene (y — de, y] C By, luego y no es cota inferior
de Bj. Por tanto y no puede pertenecer ni a A ni a B, en contradiccién con
la igualdad I = AU B. Q.E.D.

El resultado principal de esta seccién afirma que la imagen de un sub-
conjunto conexo de un espacio métrico bajo una funcién continua es conexo:

Proposicién 1.41. Si f : M — M’ es continua en S C M y S es conexo,
entonces f(S) C M’ es conexo.

Nota. Como se verd por la demostracion que sigue, de hecho basta con exigir
que f|s sea continua en S.
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Demostracion. Sea g = f|s : S — f(S); entonces g es continua en S por la
proposicién 1.37, y g(S) = f(S). Si f(S) no fuera conexo, existirian Ay, By C
f(S) no vacios, disjuntos y abiertos en f(S) tales que f(S) = A; U By. Si
llamamos A = g~!(A;) y B = g~ (B1), entonces es claro que A y B son
ambos no vacios (al ser g(S) = f(59)), disjuntos (pues x € ANB = g(z) €
A1 N By =0), abiertos en S (por ser imdgenes inversas de abiertos bajo una
funcién continua), y claramente S = AU B. Por tanto S no serfa conexo, en
contra de la hipdtesis. Q.E.D.

Teorema (de los valores intermedios). Si f : M — R es continua en un
subcongunto conexo S C M, entonces f(S) es un intervalo.

Demostracion. f(S) C R ha de ser conexo por la proposicién anterior, y los
unicos subconjuntos conexos de R son los intervalos. Q.E.D.

En otras palabras, si f : M — R es continua en un conjunto conexo
SCM,xz,yeSy (por ejemplo) f(x) =a < f(y) = b, entonces para todo
¢ € [a,b] 3z € M tal que f(z) =c.

1.5.1. Conexién por arcos

Definicion 1.42. Si p,q € M, un arco en M por p y q es una aplicacion
continua v : [0,1] — M con p = v(0) y ¢ = ¥(1). Un espacio métrico M
es conero por arcos (6 arco-conexo) si Vp,q € M existe un arco en M por
py g. Un subconjunto S C M es conexo por arcos si S, considerado como
espacio métrico (subespacio de M), es conexo por arcos.

En otras palabras, S C M es conexo por arcos si y s6lo si 3y:[0,1] — S
continua tal que v(0) = py v(1) = ¢q. (Nétese que v : [0,1] — S es continua
<= 7:[0,1] — M continua.)

Ejemplo 1.43. R™ es conexo por arcos. En efecto, si p,q € R™ un arco en
R™ por p y q es por ejemplo el segmento de extremos p y ¢. Formalmente,
basta definir v : [0,1] — R™ mediante v(t) = p + t(¢ — p). (Nétese que v es
continua, por ser la suma de una funcién constante y una funcién lineal.)

Nota. De hecho, la demostracién anterior prueba que todo espacio vectorial
normado es arco-conero.

El concepto de conexion por arcos es mas fuerte que el de conexién. En
efecto, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.44. Si un subconjunto S de un espacio métrico M es conexo
por arcos, entonces S es conezxo.

Demostracion. Supongamos, por reduccion al absurdo, que S no fuera co-
nexo. Existirfan entonces dos subconjuntos no vacios A, B C S, disjuntos y
abiertos en S, tales que S = AU B. Sean entonces p € Ay q € B; por ser S
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arco-conexo, existe 7 : [0, 1] — S continua con v(0) = p, v(1) = ¢. Entonces
[0,1] =y Y A) Uy 1(B) (por ser S = AUB), con v~ (A) y v~ 1(B) abiertos
en [0,1] (imdgenes inversas de abiertos en S), disjuntos (por serlo A y B)
y no vacfos (0 € y71(A4), 1 € y~1(B)). Por tanto [0, 1] serfa disconexo, en
contra de la hipdtesis. Q.E.D.

Corolario 1.45. R" (y, en general, cualquier espacio vectorial normado)
es conexo.

En general, la conexion por arcos es més fuerte que la conexion; en otras
palabras, hay conjuntos conexos que no son conexos por arcos. El ejemplo
tipico es el conjunto

S:{(O,y):—1§y§1}u{(a:,sen%):a:>0}

en R2. Sin embargo (cf. Fleming, Proposicién 1.25) puede probarse que un
abierto de R™ es conexo si y sélo si es arco-conexo.

1.6. Conjuntos compactos

Definicion 1.46. Sea S un subconjunto de un espacio métrico M. Un re-
cubrimiento de S es una familia A = {A; : j € J} de subconjuntos de M tal
que S C UjesA;. Un recubrimiento A de S es abierto si todos los elemen-
tos de A son conjuntos abiertos, y es finito si A es una familia finita. Un
subrecubrimiento de A es una subfamilia A’ C A que es recubrimiento de S.

Ejemplo 1.47. Sea M = R, S = (0,1]. Si A, = (1/n,2) Vn € N, en-
tonces A = {A,, : n € N} es un recubrimiento abierto de S, pero no es un
recubrimiento finito. Un subrecubrimiento de A es {4, : n € N;n > 2}. La
familia B = {B,, : n € N} con (1/n,1] es otro recubrimiento de S, pero no
es un subrecubrimiento de A (aunque B,, C A, Vn). Por tltimo, la familia
C ={(—1,1),(0,3]} es un recubrimiento finito de S.

Definicién 1.48. Un subconjunto S de un espacio métrico M es compacto
si todo recubrimiento abierto de S contiene un subrecubrimiento finito.

Nota. Es inmediato ver que S C M es compacto si y sélo si .S, considerado
como espacio métrico (subespacio de M) es compacto.

Ejemplo 1.49. Los conjuntos finitos son compactos. En efecto, si A =
{A; : j € J} es un recubrimiento abierto de S = {s1,..., sy} entonces todo
s; € S pertenece a algin A;, € A== {4;,,..., Aj,, } es un subrecubrimiento
finito de A.
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Ejemplo 1.50. R no es compacto. En efecto, si A, = (n,n + 2) entonces
A ={A,, :n €Z} es un recubrimiento abierto de R. Cualquier subfamilia
finita A" = {A,,,..., Ay, } C A no puede recubrir R, ya que si n; < ng <
... < ny entonces ¥, A,,, C (n1,np + 2).

Ejemplo 1.51. El intervalo (0,1] C R no es compacto. En efecto, si A,, =
(1/n,2) entonces A = {A,, : n € N} es un recubrimiento abierto de (0, 1] que
no contiene ningin subrecubrimiento finito. En efecto, si A" = {A,,,..., An, }
C A con ny < ...< ny entonces se tiene 0 ¢ Ule A, = (1/ng, 2).

Definicién 1.52. Un subconjunto S de un espacio métrico M es acotado si
dR > 0 tal que S C Bg(0).

Si S C M es un conjunto acotado, definimos su didmetro mediante
diam(S) = sup{d(z,y) : z,y € S}.
Noétese que este supremo existe (es finito), ya que por ser S acotado se tiene
d(z,y) < d(z,0) +d(y,0) < 2R,
y por tanto {d(:n,y) DX,y € S} estd acotado superiormente por 2R. En

consecuencia, todo conjunto acotado tiene un didmetro finito.

Ejercicio. Probar que diam B,(a) = 2r, y que el didmetro de un hipercubo
de lado L en R™ es Ly/n.

El objetivo principal de esta seccion es el de obtener la siguiente ca-
racterizacion de los conjuntos compactos de R”: un subconjunto de R™ es
compacto si y solo si es cerrado y acotado. Empezaremos probando que,
en cualquier espacio métrico, los conjuntos compactos son necesariamente
cerrados y acotados.

Proposicion 1.53. Si S es un subconjunto compacto de un espacio métrico
M, entonces S es acotado.

Demostracion. La familia {B,(0) : » > 0} recubre S por lo que, aplicando
la definicién de compacidad, existirdn 1, < ro < ... < 7y, tales que S C
U, B,,(0) = By, (0). Q.E.D.

Para probar que los subconjuntos compactos de un espacio métrico son
cerrados, utilizaremos el siguiente lema:

Lema 1.54. Si z,y € M, existen sendos entornos U de x y V de y tales
que UNV = 0.

Demostracion. Basta tomar U = B,(z), V = B,(y) con 2r < d(x,y).
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El lema anterior, que parece totalmente trivial, no es cierto sin embargo
en espacios topolégicos arbitrarios (entendiendo por entorno de un punto un
abierto que contiene a dicho punto). Por definicién, se dice que un espacio
topoldgico es de Hausdorff (o separado) si en dicho espacio el lema anterior
es cierto. Por tanto, hemos probado que los espacios métricos son de Haus-
dorff. Con ayuda de esta propiedad de los espacios métricos, se demuestra
el siguiente resultado:

Proposicion 1.55. Un subconjunto compacto de un espacio métrico es ne-
cesariamente cerrado.

Demostracion. Si S C M es compacto, probaremos que S¢ es abierto. En
efecto, sea = € S¢. Por el lema anterior, Vz € S 3U, entorno de x y V,
entorno de z tales que U, NV, = (). La familia {VZ 1z € S} es entonces un
recubrimiento abierto de S; al ser este conjunto compacto, han de existir
Z1y...,2m € Stalesque S C V,; U---UV, . El conjuntoU =U,, N---NU,,

es un entorno de x, por ser interseccion finita de bolas abiertas centradas en
z. Por otra parte,

UﬂSCUﬂGVi:CLJUﬂVZiCGUZZ.HVZZ.:(Z).
=1 i=1 i=1

Por tanto, dado un punto cualquiera x € S¢ existe un entorno de x contenido
en S¢. Esto significa que S¢ es abierto, y por tanto S es cerrado.  Q.E.D.

Con las dos proposiciones anteriores hemos establecido que los subcon-
juntos compactos de cualquier espacio métrico M son cerrados y acotados.
El reciproco de este resultado es cierto en R™ (de hecho, puede probarse que
no es cierto mas que si M es isomorfo a R"):

Teorema (Heine-Borel-Lebesgue). Un subconjunto cerrado y acotado de
R"™ es compacto.
1.6.1. Sucesiones de Cauchy. Completitud

En la demostracion del teorema de Heine-Borel-Lebesgue es fundamen-
tal el concepto de sucesion de Cauchy:

Definicién 1.56. Una sucesién (mm):zl en un espacio métrico (M,d) es
de Cauchy (6 fundamental) si Ve > 0 IN(e) € N tal que d(z;, ) < € si
I,m > N(e).

., Qué relacién hay entre el concepto de “sucesién de Cauchyt el de “suce-
sién convergentel (Una sucesién es convergente si su limite existe, divergente
en caso contrario.)

Proposicion 1.57. Toda sucesion convergente es de Cauchy.
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Demostracion. Silimy, o Ty = x, dado € > 0 AN € N tal que d(x,, x) < 5
si m > N. Entonces si [,m > N se tiene d(z;, zy,) < d(z;,x) + d(zm, ) <
5+s5=¢€ Q.E.D.

Sin embargo, el reciproco de la proposicién anterior no es cierto en es-
pacios métricos arbitrarios:

Ejemplo 1.58. Sea M = (0, 1] con la distancia euclidea. La sucesién (1/m)°_;
es claramente de Cauchy, pues dado € > 0 si [,m > N se tiene

d(xy, ) = ‘%—% < % <e€
sin més que tomar N > 2/e. Sin embargo, es ficil ver que dicha sucesién
no es convergente en M. Intuitivamente, esto es debido a que la sucesiéon
converge a 0, y 0 ¢ M. Mas rigurosamente, hay que probar que Vb € (0, 1]
se tiene lim,,, . 1/m # b. En efecto, como b > 0 podemos tomar p € N tal
que b —1/p > b/2. Entonces Vm > p se tendra

y la definicién de limite falla tomando € = b/2.

El ejemplo anterior sugiere que la razén esencial por la cual hay suce-
siones de Cauchy que no son convergentes es porque al espacio métrico “le
faltan puntos”. Esto motiva la siguiente terminologia:

Definiciéon 1.59. Un espacio métrico es completo si en él toda sucesion de
Cauchy es convergente.

Una de las propiedades basicas de los nuiimeros reales es que R es un
espacio métrico completo. A partir de esto se demuestra sin dificultad que
R"™ es también completo:

Proposicion 1.60. R™ es completo.

-, o0 .z
Demostracion. Sea (mm) una sucesion de Cauchy en R", y denotemos

m=1
Tm = (T, .- 2. Como |zf — al,| < |z — x|, la sucesion de nimeros

reales (xin):zl es de Cauchy, y por tanto convergente (pues R es comple-

to). Al ser las sucesiones (azﬁn):zl

. . o0
propiedades de las sucesiones (mm)mzl

convergentes para ¢ = 1,2,...n, por las
es convergente. Q.E.D.

Proposicion 1.61. Si M es un espacio métrico completo, entonces S C M
es completo si y solo si es cerrado en M.
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Demostracion.
=) Sea S completo, y sea x € S. Entonces Ym € N 3x,,, € B1 (z) N S.

La sucesién (mm):zl C S es de Cauchy en S, pues al ser convergente a x en
M es de Cauchy en M, y la distancia en S es la misma que en M. Por ser
S completo, (wm):zl converge a un punto z € S. Como lim,y, o0 Ty = 2
también en M, por la unicidad del limite de una sucesién z = x, y por tanto

x€S. Luego S C S,y S es cerrado.

<=) Supongamos ahora que S es cerrado en M, y sea (xm):zl C S una
sucesion de Cauchy. Como M es completo, existe lim,, oo ., = x € M. Por
definicién de limite de una sucesién, z € S = S, por ser S cerrado. Luego
toda sucesién de Cauchy en S es convergente en S,y S es completo. Q.E.D.

1.6.2. Teorema de Heine—Borel-Lebesgue

Proposicion 1.62. Si M es un espacio métrico compacto, un subconjunto
de M es compacto si y solo si es cerrado.

Demostracion. En primer lugar, todo subconjunto compacto de un espacio
métrico es cerrado, por la proposicién 1.55. Sea, por otra parte, C C M
cerrado, y sea A = {A; : j € J} un recubrimiento abierto de C'. Como C' es
cerrado, C° es abierto, y A" = AU{C*} es un recubrimiento abierto de M. Al
ser M compacto, A’ contiene un subrecubrimiento finito A” de M. Entonces
A" — {C*} es un recubrimiento finito de M contenido en A. Q.E.D.

Por la proposiciéon anterior, para probar el teorema de Heine-Borel-
Lebesgue basta demostrar que el hipercubo [—R, R]" es compacto en R”.
En efecto, si K C R"™ es cerrado y acotado, entonces 4R > 0 tal que K C
Br(0), y como Br(0) C [-R, R|" (pruébese ésto analiticamente) entonces
K es un subconjunto cerrado de un compacto, y por tanto es compacto. La
demostracién de la compacidad de [—R, R]™ se basa en el siguiente lema,
debido a Cantor:

Lema (Cantor). Sea A, cerrado en R™ ¥Ym € N, y supongamos que Ay D
As D -+ D Ap D Aps1 D ... Silimy, o diam(A,,) = 0, entonces
No°_1 Ay, consta de un solo elemento.

Demostracion. Tomemos un punto x,, en cada cerrado A4,,, y construyamos
la sucesién (azm):zl. Dicha sucesion es de Cauchy: en efecto, si [,m > N
entonces A;, A,, C Ay, y por tanto |z, — ;| < diam(Ay) < € tomando N
suficientemente grande. Al ser R"” completo, dx = lim,;, .o ;. Veamos, en
primer lugar, que x € NY°_; A,,. En efecto, para un m fijo cualquier bola
B, (x) contiene un punto de A,,, ya que por definicién de limite IN € N
tal que x € B.(z) para k > N, y basta entonces tomar k > max(N,m)

para concluir que z € A, N B.(x). Por tanto, z € A,, para todo m,
y como A,, = A, por ser A, cerrado, de aqui se sigue que x € N>_; A;,.
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Finalmente, siy € NS°_; A,, entonces 0 < d(z,y) < diam(A4,,) Vm € N; como
lim,;, o0 diam(A4,,) = 0, d(z,y) = 0 y, por tanto, ha de ser y = z. Q.E.D.

Demostremos, finalmente, que [—R, R]™ es compacto en R™, con lo cual
habremos completado la demostracién del teorema de Heine—Borel-Lebesgue:

Teorema 1.63. [—R, R|" es compacto en R™.

Demostracion. En efecto, sea A un recubrimiento abierto de Cy = [-R, R]",
y supongamos que no se puede extraer de A ningin subrecubrimiento finito
de (Y. Dividiendo cada un de los lados del hipercubo cerrado Cj en dos par-
tes, obtenemos 2" hipercubos cerrados mas pequenios de lado R y didmetro
Ry/n = 1 diam(Cp). Si todos estos hipercubos se pudieran recubrir por una
subfamilia finita de A, la unién de estas subfamilias serfa un subrecubri-
miento finito de Cjy. Por tanto, al menos uno de estos hipercubos no puede
ser recubierto por un numero finito de elementos de A. Sea C; C Cp uno de
dichos hipercubos; nétese que diam(C4) = %diam(C’o). Dividiendo C; en 2"
hipercubos cerrados iguales, por el mismo razonamiento que antes existe otro
hipercubo cerrado Cy C Cy con diam(Cs) = 1 diam(Cy) = 272 diam(Cy) que
no puede ser recubierto por una subfamilia finita de A, y asi sucesivamen-
te. De esta forma construimos una serie de hipercubos cerrados tales que
CoDC1D-DCh D Chy1 D ..., condiam(Cy,) = 27" diam(Cp)@ >>
m — oo > 0 y con la propiedad de que ningin C,,, puede ser recubierto por
una subfamilia finita de A. Por el lema de Cantor, N°_,C,, = {z}. Como
x € Cy, JA € A tal que x € A, y al ser A abierto 3r > 0 tal que B, (z) C A.
Por ser lim,,_,o, diam(C,,) = 0, 3k € N tal que diam(Cy) < r, y como
x € Cy se tiene C, C B,(z) C A. Por tanto {A} C A es un subrecubrimien-
to finito de Cy, en contra de su construccién. Q.E.D.

Proposicion 1.64. Si S es un subconjunto infinito de un espacio métrico
compacto M, entonces S tiene al menos un punto de acumulacion.

Demostracion. Si S no tiene puntos de acumulacién, entonces S es cerrado y
todos sus puntos son aislados: Va € S, 3U, entorno de x tal que U,NS = {z}.
Al ser S cerrado y M compacto, S es compacto por la proposicién 1.62.
Consideremos entonces el recubrimiento abierto A = {Ux cx e S } de S.
Si A1 C A es una subfamilia finita de S, entonces A; = {Uw T € 51},
siendo S7; un subconjunto finito de S. Nétese que = # y = U, # U,,
pues x € U, — Uy, y € Uy — U;. Como S es un conjunto infinito y Sy es
finito, S1 # S, y por tanto .4; no puede recubrir S, ya que sélo recubre
S1. Por tanto, A es un recubrimiento abierto de S que no contiene ningun
subrecubrimiento finito, en contra de la compacidad de S. Q.E.D.

Corolario (Bolzano-Weierstrass). Todo subconjunto infinito y acotado de
R" posee al menos un punto de acumulacion.
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Demostracion. En efecto, sea S C R™ acotado e infinito. Entonces S es
también acotado (S C Br(0) C B,(0) si p > R), y al ser ademas cerrado
es compacto en R™ (teorema de Heine-Borel-Lebesgue). Aplicando la pro-
posicién anterior con K = S obtenemos que S C S posee algin punto de
acumulacion. Q.E.D.

Para finalizar este apartado, senalaremos sin demostracién algunas pro-
piedades que son equivalentes a la compacidad en un espacio métrico arbi-
trario:

Teorema 1.65. Sea M un espacio métrico, y sea K C M. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1) K es compacto

11) Toda sucesion (wm):zl C K posee una subsucesion (mml)oo

. conver-
gente en K

111) Todo subconjunto infinito de K posee un punto de acumulacion en K

1.7. Continuidad y compacidad

Aligual que la conexién, la compacidad es una propiedad que se preserva
al tomar imagenes bajo funciones continuas:

Teorema 1.66. Si f : M — M’ es continua en K C M y K es compacto,
entonces f(K) C M’ es compacto.

Demostracion. Sea g = flg : K — f(K); entonces g es continua en K,
y 9(K) = f(K). Si B = {Bj : j € J} es un recubrimiento abierto de
f(K), entonces es claro que A = {¢g7'(B;) : j € J} es un recubrimien-
to abierto de K; nétese que g_l(Bj) es abierto en K, por ser la ima-
gen inversa del abierto B; de f(K) bajo la funcién continua g. Por ser
K compacto, este recubrimiento de K contiene un subrecubrimiento fini-
to {g71(Bj,) : jk € J,1 < k <m}, de donde se sigue que f(K) = g(K) =
Bj U---UB;, , y por tanto {Bj, : ji € J,1 < k < m} es un subrecubrimiento
finito de f(K). Q.E.D.

Nota. Como se ve de la demostracién, el teorema es valido bajo la hipdtesis
més débil de que f|x : K — M’ sea continua.
En el caso de funciones escalares, el teorema anterior tiene el siguiente

corolario:

Corolario 1.67. Si f : M — R es continua en un compacto K C M,
entonces 3xg, yo € K tales que f(xo) < f(x) < f(yo), Vo € K.
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Demostracion. En efecto, por el teorema anterior f(K) C R es compacto.
Por ser f(K) acotado, 3a = inf f(K), 3b = sup f(K), y a < f(z) < b,
Va € K. Por definicién de infimo y supremo, a,b € f(K) = f(K), donde la
ultima igualdad se debe a que f(K) es cerrado por ser compacto. Por tanto,
dz0,yo € K tales que a = f(z9), b = f(yo), y el corolario estd demostrado.

Q.E.D.

En otras palabras, una funcidén escalar continua sobre un conjunto com-
pacto alcanza sus valores mdzimo y minimo en dicho conjunto. En particu-
lar, una funcién escalar continua en un conjunto compacto esta acotada en
dicho conjunto.

1.7.1. Homeomorfismos e isometrias

Definiciéon 1.68. Sean My y My espacios métricos. Un homeomorfismo de
M, en M, es una aplicacién biyectiva f : M; — My tal que fy f~!:
My — My son continuas. Dos espacios métricos son homeomorfos si existe
un homeomorfismo f : My — Mos.

Notese que, si f : My — M, es un homeomorfismo, entonces f trans-
forma abiertos de M; en abiertos de My (pues f(A) = (f_l)_1 (A), y f1
transforma abiertos de My en abiertos de M;. De aqui se sigue que cualquier
propiedad topolégica de M; (es decir, cualquier propiedad que se pueda ex-
presar en términos de la topologia de M;j exclusivamente) se transforma
en una propiedad topoldgica equivalente de My al aplicar f (y viceversa al
aplicar f~1). Por tanto, desde el punto de vista topoldgico dos espacios ho-
meomorfos son equivalentes. (De hecho, es inmediato probar que la relacién
“M; homeomorfo a M. una relacién de equivalencia.) Por ejemplo, si A
es abierto, cerrado o compacto en M; entonces f(A) es abierto, cerrado o
compacto en My, etc. Sin embargo, un homeomorfismo f : M; — Ms no
tiene por qué respetar propiedades métricas: por ejemplo, si A es acotado
en M; f(A) no necesariamente es acotado en Ms.

Definicién 1.69. Una isometria entre dos espacios métricos (Mj,d;1) y
(Ms,ds) es una aplicacién biyectiva f : My — My que respeta la distan-
cia: Va,y € M se tiene dy (z1,x2) = da (f(xl), f(xg)) Dos espacios métricos
son isomorfos si existe una isometria entre ellos.

Noétese que una isometria es automaticamente continua en ambos sen-
tidos; por tanto, toda isometria es un homeomorfismo. De nuevo, la rela-
ciéon “M;y isomorfo a M>.® una relacién de equivalencia. Dos espacios iso-
morfos son totalmente equivalentes, tanto desde el punto de vista de las
propiedades topolégicas como desde el punto de vista métrico. Por ejem-
plo, f(Br(x)) =B, (f(:z:)), si A es acotado en My f(A) es acotado en My,
diam(A) = diam(f(A)), etc.
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Ejemplo 1.70. M; = (-3, %)y M2 = R (cada uno de ellos con la distancia
euclidea) son homeomorfos pero no isomorfos. En efecto, la aplicacién tg :
(=%, %) — Res claramente continua y biyectiva (tg es derivable en (-7, 5),
y su derivada tg'(z) = sec?z no se anula en ningiin punto). Su inversa,
arctg : R — (=3, §) es también continua, y de hecho es derivable, por ser
la funcién inversa de una funcién con derivada no nula en su dominio. En
consecuencia, (—%, %) v R son homeomorfos, y tienen por tanto las mismas
propiedades topolédgicas. Sin embargo, es claro que no hay ninguna isometria

entre ambos conjuntos, porque el primero es acotado y el segundo no.

Ejemplo 1.71. R no es homeomorfo a (0, 1]. En efecto, (0, 1]—{1} es conexo,
mientras que R — {z} no es conexo para ningin x € R.

Notese que para que una aplicacion f : M; — Ms sea un homeomorfismo
no sélo basta con que sea biyectiva y continua, sino que ademads es necesario
que f~! sea también continua, lo que no es en general consecuencia de las
condiciones anteriores. Sin embargo, si M; es compacto entonces f~' es
automdticamente continua si f es biyectiva y continua:

Proposicion 1.72. Si My es compacto y f : My — My es biyectiva y
continua, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracién. Basta probar que g = f~ : My — M; es continua, es decir
que g~ (A) es cerrado para todo A cerrado en M. Pero, al ser M; compacto
y A cerrado en My, A es compacto, y de la continuidad de f se sigue que
g 1 (A) = f(A) es compacto en Mo, y por tanto cerrado. Q.E.D.

1.7.2. Continuidad uniforme

Definicién 1.73. Una funcién f: M — M’ es uniformemente continua en
A C dom(f) si Ve > 0 3d(¢) tal que Vr,y € A con d(z,y) < d(e) se tiene

d(f(x), f(y) <e.

Es inmediato probar que si f es uniformemente continua en un conjunto
A autométicamente f|4 es continua en dicho conjunto. En efecto, si fijamos
a € Ay damos € > 0, entonces x € Ay d(z,a) < §(e) = d(f(x), f(a)) <,
y por lo tanto lim,_., f(z) = f(a). Sin embargo, es claro que la continuidad
uniforme es mucho mas fuerte que la continuidad, y de hecho es facil dar
ejemplos de funciones continuas que no son uniformemente continuas:

Ejemplo 1.74. La funcién f : R — R definida por f(z) = 2%, Vo € R, es
continua pero no uniformemente continua en R. En efecto, hay que pro-
bar que Je¢ > 0 tal que V§ > 0 Jz,y € R tales que |x —y| < § pero
|f(x) = f(y)] = |2® —y?*| > e Dado § > 0 arbitrario, si tomamos (por
ejemplo) z = R > 0,y = R+% se tiene |z —y| = % < § pero ‘x2 —y2‘ =
|z +y||lz —y| = (2R+%)% > R0 > 1 tomando R >

Sl
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Sin embargo, una funcién continua sobre un conjunto compacto es au-
tomaticamente uniformemente continua en dicho conjunto:

Teorema 1.75. Si f : M — M’ es continua en un compacto K C M,
entonces f es uniformemente continua en K.

Demostracion. Sea € > 0. Por ser f continua en K, Vz € K 30(2) tal que

p € Bs(»)(2)NK = d(f(p), f(2)) < €/2. La familia {Bg(z)/g(Z) i2€K}es
un recubrimiento abierto de K; al ser K compacto, 3z1, ..., 2, € K tales que
K C Bj(z,)/2(21)U- - \UBj(2,,)/2(2m). Sea entonces § = %ml’n{é(zl), . ,5(zm)},
y sean x,y € K con d(z,y) < 0. Como = € Bj,)/2(2;) para algin i €
{1,...om} y d(y, z) < d(z,y) +d(z,z) <+ @ < @ + Lgi) = (%),
entonces ¥,y € Bj(;,)(2;) N K, de donde

d(f(2), f(y)) < d(f(@). F(z0) +d(f(z). fW) < 5+ 5 =€

Q.E.D.

1.8. Espacios de funciones continuas y convergen-
cia uniforme

Si ( fn)zozl es una sucesién de funciones f, : M — M’ con dominio M,
se dice que (fn)::;1 converge puntualmente a una funcién f : M — M’
si limy, oo fn(z) = f(x), V& € M. En otras palabras, Vo € M,Ve > 0
3N (e, z) tal que d(f,(z), f(z)) < esin > N(e x). Aunque este concepto de
convergencia es muy sencillo, adolece de serios defectos. Por ejemplo, puede
ocurrir que una sucesién de funciones continuas converja puntualmente a
una funcién no continua:

Ejemplo 1.76. Sea M = [0,1], M’ =R, f,(x) = 2", Vx € [0, 1]. Claramen-
te, las funciones f,, son continuas (polindmicas), y

n—oo

lim f(x) = {

.z o0 ., .
Por tanto, la sucesién ( f")n converge puntualmente a una funcién discon-

=1
tinua en x = 1.

Para evitar este tipo de anomalias, se introduce el concepto de conver-
gencia uniforme. La idea es exigir que el entero N(e,z) en la definicién de
convergencia puntual se pueda tomar independiente de x. En otras palabras,
se exige que d(fn(z), f(z)) < € simulténeamente (= uniformemente) para
todo x € M, si n es suficientemente grande:
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Definicién 1.77. Si f, : M — M’ Vn € N, se dice que la sucesién de
funciones ( fn)zozl converge uniformemente a la funcién f : M — M’ si
Ve > 03N (e) € Ntal que Vo € My Vn > N(e) se cumple d( fn(x), f(z)) <e.

Notese que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual: si
( fn)zozl converge uniformemente a f, entonces ( fn)zozl converge puntual-
mente a la misma funcién. Graficamente (si M’ = R), si ( fn)zozl converge
uniformemente a f entonces Ve > 0 la grafica de f, estd comprendida en
la banda limitada por las gréficas de las funciones f — € y f 4+ ¢ para n
suficientemente grande.

Si M’ es un espacio vectorial normado, el concepto de convergencia uni-
forme se puede formular de manera maéas concisa introduciendo una norma
en el espacio B(M, M’) de todas las funciones acotadas f : M — M’'. Por
definicién, f: M — M’ es acotada si f(M) es acotado, i.e. si IK > 0 tal que
|f(z)|| < K Vz € M. Si fy g son acotadas, entonces ||Af(z) + ug(z)|| <
IMIf(@)]] + || [lg(x)]|, y por tanto A\f + ug es también acotada. Por tanto,
B(M, M') es un espacio vectorial. Introducimos entonces la norma uniforme
(o norma del supremo) en B(M, M'), definiendo

If1l = sup{[lf ()] : = € M};

nétese que el supremo existe (es < oo) por ser f acotada. Es inmediato
probar que la norma uniforme cumple todas las propiedades de una norma.
Por tanto, B(M, M’) es un espacio vectorial normado. En particular, la
norma uniforme induce una distancia en B(M, M') mediante

d(f,9) = If — gl = sup{[[f(z) — g(@)[| : © € M}.

Con esta distancia (que llamaremos uniforme) es inmediato comprobar que
una sucesién de funciones f, : M — M’ converge uniformemente a una
funcién f siy sélo silimy, oo d(fr, ) = lim, o0 || fn — f|| = 0. En particular,
si f, € B(M,M') Vn € N entonces la convergencia uniforme de ( t)‘"n)zoz1 af
es equivalente a la convergencia en B(M, M’) con la norma uniforme de la
sucesion ( fn)zoz1 C B(M, M"). Nétese que el limite uniforme de una sucesién
de funciones acotadas es una funcién acotada.

Ejemplo 1.78. La sucesién del ejemplo 1.76 no converge uniformemente a
ninguna funcién f € B([0,1],R). En efecto, como la convergencia uniforme
implica la convergencia puntual, si ( fn)zozl convergiera uniformemente su
limite habria de ser la funcién f tal que f(1) =1y f(z) =0 Vz € [0,1).
Sin embargo, es evidente que ( fn);:o:l no converge uniformemente a esta
funcion, ya que

I fn— fl| =sup{a":2€[0,1)} =1, VneN.

A diferencia de la convergencia puntual, la convergencia uniforme tiene la
siguiente propiedad fundamental: el limite uniforme de funciones continuas
es una funcion continua:
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. o - . .
Teorema 1.79. 5i (f")n:1 es una sucesion de funciones continuas M —
M' uniformemente convergente a f : M — M’, entonces f es continua.

Demostracion. La demostracién es un tipico “argumento €/3”. En efecto,
dado a € M y € > 0, se tiene

d(f(x), f(a)) < d(f(2), fa(2)) +d(fa(2), fala)) +d(fala), f(a)).
Por la convergencia uniforme de ( fn)zoz1 a f, podemos escoger n tal que
|l fr. — fll < €/3; por tanto, para este n el primer y el tercer sumando de
la desigualdad anterior son menores que €/3. Por otra parte, por ser f,
continua en M 35 > 0 tal que el segundo término de dicha desigualdad
también es menor que €/3 si d(x,a) < . En consecuencia, si d(x,a) < ¢ se
tiene d(f(x), f(a)) <§+35+35=¢y fescontinua en a. Q.E.D.

Sea C(M, M') el espacio de las funciones continuas y acotadas de M en
M’ (siendo M’ un espacio vectorial normado). Entonces C(M, M’) es un
espacio vectorial (subespacio de B(M, M’)), en el que se puede considerar
la norma uniforme. Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposicién 1.80. Si M’ es completo, C(M, M") es completo con la norma
uniforme.

Demostracion. Sea ( fn)zozl una sucesién de funciones continuas acotadas
de M en M’ que es de Cauchy respecto de la distancia uniforme. Co-
mo ||fi(z) — fm(2)|| < ||fi — fm|] Yz € M, para cada = € M la sucesién
(fn(:n))zozl es de Cauchy en M’. Al ser M’ completo, 3f(z) = lim, o fn(2)
para todo z € M. Probaremos a continuacion que f € C(M, M'), y lim,, . || fn — f]| =
0.
Empecemos por probar esta dltima afirmacién. Por ser ( fn)zoz1 de Cau-
chy, dado € > 0 3N € N tal que ||f; — fml|l < €¢/3 si [,m > N. Fijando un
x € M yunl > N se tiene entonces

@)~ @ < 1) ~ Fm@ + () ~ £
< St lfml@) — @l < S+ =

337

tomando m > N tal que ||fm(z) — f(z)|| < €/3. (N6tese que este m de-
pendera en general de z.) Como la igualdad anterior es cierta para cada
[ > N fijo y para todo = € M, se tiene ||f; — f|| < 2¢/3 < ¢, VI > N;
en consecuencia, lim,_. || fn, — f|| = 0. Por el teorema anterior, f es con-
tinua, y sélo resta probar que es también acotada. Pero esto es sencillo,
ya que tomando n € N tal que (por ejemplo) ||f, — f|| < 1 se obtiene
1f @) < 1f(@) = fa@)| + [ (@)l <1+ | full, V2 € M. Q.E.D.



Capitulo 2

Diferenciacion de funciones
de R" en R™

2.1. Derivadas direccionales y parciales

En el caso de una funcién f : R — R, se define la derivada de f en un
punto zy como el limite (si existe)

f(@o +h) — f(zo) |

)

! ’
o) = lim
f( 0) h—0 h
se supone que f estd definida en un entorno de z, para que f(xg+h) esté de-
finido para |h| suficientemente pequeno. La definicién anterior se generaliza
sin dificultad a funciones de R en R™ (es decir a curvas parametrizadas en
R™):

Definicion 2.1. Si f : R — R™ estd definida en un entorno de ty € R,
definimos la derivada de f en tg como el limite

F(t0) = % (1) = Jimg L0 21 =S (1)

e R™,
cuando dicho limite existe.

Geométricamente, f'(tg) es un vector tangente a la curva f en el punto
f(to). Por las propiedades de los limites, si f = ( fi,.e, fm) entonces f’(to)
existe si y sélo si existen las derivadas de las funciones componentes (funcio-
nes de R en R) f; en tg, 1 <i < m, y se tiene f'(tp) = (f{(to), . ,f,’n(to)).

Sin embargo, si f : R® — R™ con n > 1 es evidente que no puede
utilizarse la definicién anterior, pues en tal caso h € R™ es un wvector, y no
tiene por tanto sentido dividir por h. ;Cémo definir entonces la derivada de
una funcién f: R™ — R™?

Un primer intento de definir la derivada de una funcién de R™ en R™
conduce al concepto de derivada direccional. La idea (suponiendo de nuevo

35
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que f : R™ — R™ estd definida en un entorno B,(a) de un punto a € R")
consiste en considerar la restriccion de f a lo largo de rectas que pasen
por a. En otras palabras, para cada vector v € R" consideramos la recta
{a +tv:t e ]R}, y definimos la derivada direccional de f a lo largo del
vector v en a € R™ como la derivada en t = 0 de la funcién f, : R — R™
definida por f,(t) = f(a +tv):

Definicion 2.2. Si f : R™ — R™ estd definida en un entorno de a € R", la
derivada direccional de f a lo largo de v en el punto a es igual a

flattv) - f(a)
" :

D, f(a) fla+tv) = lim

dt|,_,
cuando este limite existe.

La derivada direccional tiene las siguientes propiedades, que se siguen
facilmente de su definicién:

1) Sif= (fl, e ,fm), entonces D, f(a) existe si y s6lo si existe D, f;(a)
para todo ¢t = 1,2,...,m,y D,f(a) = (val(a), e ,vam(a))

11) Si D, f(a) existe para algin v € R™, entonces existe D), f(a) para todo
A € R,y se tiene Dy, f(a) = AD,f(a)

Debido a esta ultima propiedad, y dado que si v # 0 entonces los vectores v y
Av definen la misma recta para todo A # 0, es habitual considerar derivadas
direccionales sélo a lo largo de vectores v normalizados, i.e. con |v| = 1.
Nosotros, sin embargo, no haremos esto. Notese que, aunque exista D, f(a)
para todo v € R™, esto no implica en general que D, f(a) sea una funcién
lineal de v: Dyyqpw f(a) # XDy f(a)+p Dy f(a), en general (véase el ejemplo
siguiente).

Un caso particular de las derivadas direccionales son las derivadas par-
ciales. Por definicién, la i-ésima derivada parcial de f : R™ — R™ no es més
que la derivada direccional de f a lo largo de ¢;, el i-ésimo vector de la base
canénica de R™:

of

D;f(a) = a) = De, f(a).
H(@ = 57-(@) = Def(@)
Otras formas equivalentes de expresar la i-ésima derivada parcial de f en
a, que se obtienen sin mas que aplicar la definicién de derivada direccional,
son:

d
Dif(a) = o

fla+te;) =

0 dxl f(al7"'7a’i—17xi7a’i+17"'7an)’

T;=a;

Por la propiedad i) de las derivadas direccionales, se tiene

@ = (@ @),

donde el miembro izquierdo existe si y sélo si existen cada una de las com-
ponentes del miembro derecho.
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Ejemplo 2.3. Sea f: R? — R definida por

$y2
flz,y) =< a2 +y*

Vimos en el capitulo anterior que f no es continua en el origen (el limite
a lo largo de rectas por el origen no coincide con el limite a lo largo de la
pardbola x = y?). Sin embargo, veamos que f tiene derivada direccional en
el origen a lo largo de cualquier direccién v = (v1,v3). En efecto,

2
tog, t 2 %
Duf(0,0) = lim L0102 g, vty J5 v A0

=0t =00 +t2 |0, vy =0.

En particular, Dy f(0,0) = D2f(0,0) = 0. Nétese por ultimo que D, f(0,0),
aunque estd definido para todo v € R?, no es lineal en v.

Ejemplo 2.4. Sea f: R? — R definida por

fla,y) = ;;;23:75@/2 (z,y) # (0,0)
| 0, (z,9)=(0,0)

Esta funcién no es continua en el origen (pues el limite de f en el origen a lo
largo de rectas por el origen depende de la pendiente). Sin embargo, veamos
que existen las dos derivadas parciales de f en (0,0). En efecto,

f(t,0)
t

D1 £(0,0) :%1/_{% =0,

y andlogamente D, f(0,0) = 0. Por otra parte, no existe la derivada direc-
cional de f a lo largo de ninguna otra direccién v # Ae; 6 Aes, ya que

, f(tvl,t’l)g) , 1 V1V9
Dior,0n) £(0,0) = iy === = limg 3 22

es infinito.

2.2. Derivada

Como se ve en los ejemplos anteriores, la existencia de derivadas parcia-
les no es suficiente para garantizar la continuidad de una funcién de R" en
R™. (Recuérdese que, para funciones f : R — R, f diferenciable en un punto
implica f continua en dicho punto.) Es por esto por lo que la existencia de
derivadas parciales (o incluso de derivadas direccionales en cualquier direc-
cién) no juega un papel importante en el caso de funciones de R — R™.



CAPITULO 2. DIFERENCIACION DE FUNCIONES DE R® EN R™ 38

Necesitamos, por tanto, una generalizacion del concepto de diferenciabilidad
al caso de funciones de R™ en R que (entre otras propiedades) implique
la continuidad. Examinemos con mas detalle, para ello, la definicién de la
derivada de una funcién real de variable real en un punto. Si f/(x() existe,
se puede aproximar f(xg+ h) — f(xg) para |h| suficientemente pequeno por
f'(xo) h, que es una funcién lineal del incremento h. Si llamamos A(h) a esta
funcion, la afirmacién anterior se expresa de forma més precisa mediante la
igualdad

lim & (f(w0 + h) — f(w0) = A(h)) = 0.

FEn otras palabras, si f es derivable en zq la diferencia entre el incremento de
la funcién en zq, f(zo+h)— f(xo), y la aproximacién lineal A(h) = f'(x¢) h es
o(h). Reciprocamente, si se cumple la igualdad anterior para alguna funcién
lineal A : R — R entonces A\(h) = ah para algin a € R, y f'(z9) = a.
FEn otras palabras, la existencia de una funcién lineal A : R — R tal que
se cumple la igualdad anterior es equivalente a la derivabilidad de f en xg.
Motivados por esta observacion, hacemos la siguiente definicién:

Definicion 2.5. Si f : R” — R™ esta definida en un entorno de a € R",
diremos que f es derivable o diferenciable en a si existe una aplicacién lineal
Ao : R — R™ tal que

o (@4 1) = F@) = Ma(h)

h—0 |h|

= 0. (2.1)
A la aplicacién lineal A\, : R® — R™ se la denomina derivada de f en el
punto a.

Nota. Nétese que (2.1) es equivalente a

o F@ ) = £(@) = ()

h—0 |h]

=0 (2.2)

La definicion anterior de derivada tiene sentido en virtud de la siguien-
te proposicién, que establece la unicidad de la derivada de una aplicacién
derivable:

Proposicion 2.6. Si f : R" — R™ es derivable en a, su derivada es unica.

Demostracion. Supongamos que existiera otra aplicacién lineal p : R" —

R™ tal que
St h) — f(a) — p(h)
h—0 |h]

=0.

Restando esta ecuacién de (2.2) se obtiene

o Aall0) = (1)

=0.
h—0 |h|
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En particular, haciendo h tender a cero a lo largo de una recta h = tv con
v # 0 arbitrario se obtiene, por linealidad,

o 1o Palt) = (t0)] _ (o) = ()
AT ol

de donde se sigue que A,(v) = u(v) para todo v # 0, lo cual implica que
Ag = p. Q.E.D.

Para denotar la derivada de una funcién f : R™ — R™ en un punto a,
utilizaremos la notacién D f(a). Por definicién de derivada, D f(a) : R" —
R™ es una aplicacién lineal, que (como indica la notacién) depende del punto
a. Ademés, como es costumbre en las aplicaciones lineales, la imagen de
h € R™ bajo D f(a) la denotaremos por D f(a)-h. Por definicién de derivada,
Df(a) (si existe) satisface

L 1f(a st h) — f() —~ Df(a) b
h—0 |h|

= 0. (2.3)

Otra forma de expresar la existencia de derivada de una funciéon f : R" —
R™ en un punto a € R" es la siguiente:

fla+h)—f(a) = Df(a)h+na(h), (2.4)

con 1, = o(|h|), es decir )
, Na
|
T

=0. (2.5)

La derivada de una funcién tiene las propiedades elementales siguientes, que
se prueban ficilmente a partir de la definicién:

1) f=(f1, -, fm): R" = R™ es derivable en a si y sélo si f; : R" — R
es derivable en dicho punto para todo¢=1,2,...,m

1) Si f:R" - R™y g:R" — R™ son ambas derivables en a, entonces
Af 4 g es derivable en a VA, € R, y se tiene

DA f+pg)(a) = ADf(a)+ pDg(a)

1) Si L:R™ — R™ es lineal, entonces L es derivable en cualquier punto,
con derivada
DL(a) = L, Va € R"

La definicién de derivabilidad que acabamos de ver garantiza la continuidad:

Proposicion 2.7. §i f : R" — R™ es derivable en a, entonces f es continua
en a.
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Demostracion. Si f es derivable en a, por hipdtesis f estd definida en un
entorno de a, y por tanto a € dom(f) Ndom(f)’. Ademas, utilizando (2.4) y
observando que limy_.o 74 (h) = limy_g |h| ”T}(L?) =0-0=0, recordando que
las aplicaciones lineales de R™ en R™ son continuas obtenemos

lim f(x) = fllin%]f(a +h) = f(a)+ Df(a)-0+0= f(a).

r—a

Q.E.D.

Veamos a continuacién qué relacién hay entre la derivada y las derivadas
direccionales y parciales. Si f : R™ — R™ es derivable en a, haciendo h en
(2.3) tender a cero a lo largo de una recta h =tv (v # 0) obtenemos

. |fla+tv) — fla) —tDf(a) - v|

0 =lim
= £l To
| f@t ) = (@) = 1D (a) -0
t—0 t
i[OIy |
lo que equivale a
lim flatt) = fla) = Df(a)-v.

t—0 t

Por tanto, hemos probado la siguiente proposicion:

Proposicion 2.8. Si f es derivable en a, entonces existe la derivada direc-
cional de f en a a lo largo de cualquier direccion v, y se tiene

D,f(a) = Df(a) -v. (2.6)

Como corolario de la proposicién anterior, nétese que si f es derivable no
sélo existen las derivadas parciales de f a lo largo de todas las direcciones v,
sino que ademéds D, f(a) ha de ser lineal en v. De la proposicién anterior se
sigue que si f es derivable en a entonces existen todas las derivadas parciales
de f en a, y se tiene

Dif(a) = Df(a) - ei, (2.7)
de donde se obtiene por linealidad que si v = (vl, e ,vn) entonces
D,f(a) = Zvin(a) e = ZDif(a) ;. (2.8)
i=1 i=1

Noétese que esta formula no tiene por qué ser valida si f no es derivable en
a (cf. el ejemplo 2.3). En otras palabras, si f es derivable en a entonces el
incremento de f en a

Af(a;h) = fla+h) = f(a)
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se puede expresar de la siguiente forma en términos de las derivadas parcia-
les:

ZDf ) hi + o(|h]).

Por 1ltimo, obsérvese que si f = ( fi,. .., fm) entonces (2.7) afirma que en
las bases candnicas de R™ y R™ la i-ésima columna de Df(a) es el vector
columna formado por las componentes de D; f(a), es decir el vector columna

2
<8f1 (a)--- af—”?(a)) . Por tanto, la matriz de D f(a) en las bases candnicas

ox; ox;
de R™ y R™, llamada matriz jacobiana de f en a, estd dada por
9f1 df1
aml( a) amn( a)
Jf(a) = . (2.9)
afm 0fm

——(a) (a)

axl 8:cn

Veamos a continuacién algunos casos particulares de lo anterior.

i) Curvas

Si f: R — R™, entonces f es derivable en a € R si y sélo si existe f'(a),
en cuyo caso Df(a) : R — R™ es la aplicacién lineal definida por D f(a) -
h = f'(a) h, Vh € R. En efecto, si f es derivable en a, por (2.9) su matriz
jacobiana es la matriz columna

Jf(a) = (fia)-- fo(a) ',

de donde se sigue la férmula para D f(a) - h. Reciprocamente, si existe f'(a)

entonces (f(aJrh}z —fla) f/(a)> -0

lim = (f(a+ ) ~ f(a) ~ b f'(a)) =

h—0 h—>0

por definicién de f'(a).

ii) Funciones escalares

El caso particular mas importante es el de una funcién escalar f : R" — R.
Si f es derivable en a, Df(a) es una aplicacién lineal R” — R, es decir un
elemento de (R™)*. La matriz jacobiana Jf(a) es la matriz fila

150 = (520 5L @);

por tanto, si h = (hq,...,h,) € R™ se tiene

Df(a)-h=Jf(a)-(hi...hy)".
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Es conveniente, en vista de lo anterior, definir el gradiente de f en a como
el vector Vf(a) € R™ cuyas componentes son las derivadas parciales de f

en a, es decir 5 5
Vi@ = (5@ 2 @) (210)

con esta definicion, si f es derivable en a entonces se tiene
Df(a)-h=Vf(a)-h,

donde el punto en el miembro derecho denota producto escalar.

Vimos anteriormente que la existencia de derivadas direccionales o par-
ciales de una funcién en un punto no implica su derivabilidad en dicho pun-
to. Sin embargo, probaremos a continuacién que si las derivadas parciales de
f: R - R™ existen y son continuas en a € R™, entonces f es derivable en
dicho punto. Para ello, recordemos el teorema del valor medio para funciones
reales de una variable real:

Teorema (del valor medio). Si f : R — R es continua en [a,b] y derivable
en (a,b), entonces 3e € (a,b) tal que f(b) = f(a) + (b—a)f'(c).

Teorema 2.9. Supongamos que una de las derivadas parciales de f : R™ —
R™ existe en a € R”, y las restantes n — 1 derivadas parciales existen en un
entorno de a y son continuas en dicho punto. Entonces f es derivable en a.

Demostracion. En primer lugar, el caso general se obtiene aplicando el caso
m = 1 a cada una de las componentes de f (recuérdese que f es diferenciable
en a siy sélo silo son cada una de sus componentes). Por tanto, supondremos
a partir de ahora que f es una funcién escalar. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que D f(a) existe, y que las derivadas parciales D, f con
2 <1 < n existen en un entorno de @ y son continuas en dicho punto. Nétese
que si f es derivable en a, necesariamente su derivada D f tiene que venir
dada por

Df(a)- (hy,....hn) =>_ Dif(a)hs;
i=1
por tanto, para probar que f es derivable hay que probar que

o M@+ h) = £(@) = 0, Dif @) bi] _

0.
h—0 ‘h’
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Para ello, escribimos el numerador de esta ultima expresién como sigue:

fla+h) = fla)=Y_ Dif(a)h;
=1

n

= [flar+ha, o ai+ by aiga, - an)
i=1

— flar +hi,...,ai-1 + hi—1, a4, ... an) — Dif(a) hy]
= f(a1 + h1,a9,...,a,) — f(a1,...,an) — D1 f(a) by

n
+Z[f(a1+h17---7ai+hi7ai+17"'7an)
=2

— f(al 4+ h1,...,a;_1+hi_1,a,... ,an) — sz(a) hz] .

Por el teorema, del valor medio aplicado a cada una de las funciones reales de
variable real f(a; +hi,...,a;—1+hi—1, *,Qit1,--.,05), 2 < i < n, podemos
escribir

i=1
flay + hi,a9,...,an) — f(ay,...,an) — D1f(a) by
+ Z [Dif(ar + h1,...,a;—1 + hi—1,a; + 0; hiy a1, ... yan) — Dif(a)] hy,

1=2

con 6; € (0,1), 2 < i < n. Al existir D;f(a), el primer término de esta
ecuacién se puede escribir

f(a1 + hl,ag, e ,an) — f(a) — le(a) hl = ,u(hl) hl,

donde limy,, o p(h1) = 0, y se puede tomar p(0) = 0 (pues el valor de p en
0 no afecta la igualdad anterior). Por tanto se tiene, finalmente

|f(a+h) — f(a)“:’ > i Dif(a) byl < %M(hl)

+ Z |D;f(ar + hi,...,ai—1 + hi—1,a; + ;i hi,a;q1,. .., an) — Dif(a)] [
=2

Como |h;| /|h| < 1 para todo i, el primero de estos sumando tiende a cero
por la existencia de D; f(a), mientras que el segundo tiende también a cero
por la continuidad de Do f,..., D, f en a. Q.E.D.

Nota. El teorema anterior proporciona una condicién suficiente, pero no ne-
cesaria, de diferenciabilidad. En otras palabras, hay funciones diferenciables
que tienen alguna derivada parcial discontinua. (Por ejemplo, piénsese en el
caso de funciones de R en R.)
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Ejemplo 2.10. Un polinomio P : R” — R es una funcién diferenciable en
cualquier punto. En efecto, las derivadas parciales de un polinomio respecto
de cualquier coordenada son polinomios, y por tanto son continuas en todo
punto.

Definiciéon 2.11. Sea U un abierto de R”. Se dice que f : R® — R™ es de
clase 0 en U, y se escribe f € C°(U), si f es continua en U. Si todas las
derivadas parciales de f existen y son continuas en U, se dice que f es de
clase 1 en U, lo que se denota por f € C*(U).

Si f € CY(U), al ser U abierto puede aplicarse el teorema anterior, y f es
diferenciable en U. Por la proposicién 2.7, f es continua en U; en particualr,

CYU) c COU).

2.3. Regla de Leibniz y de la cadena

En la seccién anterior hemos visto algunas propiedades fundamentales
de la derivada de una funcién de R™ en R™. Ademads, hemos desarrollado
una condicién suficiente para averiguar si una funcién es diferenciable en
un punto (Teorema 2.9). En esta seccién completaremos dichas propiedades
con otros dos resultados fundamentales, que permiten muchas veces probar
que una funcién es diferenciable sin necesidad de calcular sus derivadas par-
ciales. Comenzaremos probando que el producto de dos funciones escalares
diferenciables es diferenciable:

Teorema 2.12. Si f,g : R — R son funciones diferenciables en a € R™,
el producto fg es diferenciable, y se tiene

D(fg)(a) = f(a) Dg(a) + g(a)Df(a)
(regla de Leibniz).

Demostracion. La demostracién es un calculo sencillo. El incremento de fg
en el punto a es

fla+h)g(a+h)— fla)g(a)
= (f(a) + Df(a) - h+n(h)) (9(a) + Dg(a) - h+ u(h)) — f(a)g(a)
= f(a) Dg(a) - h+g(a) Df(a) - h + p(h),

p(h) = f(a)u(h) + g(a)n(h) + [Df(a) - h] [Dg(a) - h]
+ u(h) Df(a) - h+n(h) Dg(a) - h + n(h)u(h),
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y n(h) = o(|h|), u(h) = o(|h|). Por tanto, basta probar que también p(h) =
o(]h|). Todos los sumandos de que consta p son patentemente o(|h|) menos
el tercero. Para ver que este sumando es también o(|h|), escribimos

[Df(a) - hl [Dy(a) - h|
I

'Df ‘ |Dg(a) - hl. (2.11)

Al

Como Df(a) es continua en el compacto B1(0), existe una constante M tal
que

‘Dﬂ) i

y por tanto (2.11) estd acotado por M Dg(a) - h, que tiende a cero cuando
h — 0 por continuidad de Dg(a). Q.E.D.

<M, VYh£0,

Nota. La regla de Leibniz se suele expresar también en términos del gra-
diente, en lugar de la derivada:

V(fg)(a) = g(a) Vg(a) + g(a) V f(a).

El siguiente teorema demuestra que, al igual que el producto, la compo-
sicién de funciones diferenciables es diferenciable:

Teorema 2.13. Sig: R"™ — R™ es diferenciable en a € R™, y f : R — RP
es diferenciable en g(a) € R™, entonces la funcion compuesta fog : R" —
RP es diferenciable en a, con derivada

D(f°g)(a) = Df(g(a)) - Dg(a)
(regla de la cadena).

Demostracion. (Nétese que, por definicién de producto de aplicaciones li-
neales, Df(g(a)) - Dg(a) = Df(g(a))° Dg(a).) Sea A(h) = g(a + h) — g(a);
entonces, por ser f diferenciable en g(a) se tiene

flgla+h)) = f(g(a)) = Df(g(a)) - A(h) + n(A(h)),

siendo n(k) = o(|k|). A su vez, por ser g diferenciable en a el incremento
A(h) puede expresarse de la forma siguiente:

A(h) = Dg(a) -+ pu(h),
con f1(h) = o(|h|). Sustituyendo en la ecuacién del incremento de f o g queda

flgla+h)) = f(g(a)) — (Df(g(a)) - Dg(a)) - h = Df(g(a)) - u(h) +n(A(h)).

Basta probar, por tanto, que el miembro derecho de la ecuacion anterior es
o(|h|). El primer término lo es claramente, pues

Df(g(a)) - pu(h) p(h)

—@>>h—>0>0,
|h| h

= Df(g(a)) -
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por la continuidad de la funcién lineal Df(g(a)). En cuanto al segundo
término, procediendo como en la demostracién de la regla de Leibniz se
demuestra que A(h)/ |h| estd acotada cuando h tiende a cero, es decir exis-
te M > 0 tal que |[A(h)] < M |h| para h suficientemente pequeno. En
particular, de esto (o directamente de la definicién de A(h)) se sigue que
limy, o A(h) = 0. Por otra parte, por ser n(k) = o(|k|) podemos poner
n(k) = |k| ¥ (k), con limy_,o (k) = 0. En consecuencia,

n(Ah) _ 1A
|l Id

~Y(A(h) < My(A(h))@ >>h — 0> 0,

lo cual concluye la demostracion. Q.E.D.

Ejemplo 2.14. Si f : R® — R es diferenciable en a € R", y f(a) #
0, entonces 1/f es diferenciable en a. En efecto, 1/f = ¢o f, siendo ¢ :
R — R la funcién definida por ¢(t) = 1/t, Vt # 0. Como esta funcién
es derivable en su dominio y f(a) # 0, aplicando la regla de la cadena se

obtiene efectivamente que 1/f es diferenciable en a. Ademds, la derivada de
1/f estd dada por

1

D(1/f)(a) - h = Dp(f(a)) - (Df(a) - h) = —WDf(a) +h.
Por tanto, .
D(1/f)(a) = —WDJC(@),
0 1
V(1/f)(a) = —va(a),

en términos del gradiente. En particular, si ¢ = P/Q es una funcién racional,
de lo anterior se sigue que g es derivable en el conjunto de puntos en que no
se anula el denominador @ (que evidentemente es un abierto de R™).

La regla de la cadena puede formularse también matricialmente. En efec-
to, con las mismas hipdtesis que en el teorema anterior, recordando que la
matriz de un producto de aplicaciones lineales es el producto de las matrices
de dichas aplicaciones (en las bases adecuadas) se obtiene la férmula

J(feog)(a) =Jf(g9(a)) - Jg(a),

donde el punto denota el producto de matrices. Si f = (fl, ceey fp) yg=
(gl, ey gm), tomando el elemento de matriz ij de la igualdad anterior se
obtiene

Dj(ficg)(a) = Y Difi(9(a)) Djgr(a), 1<i<p, 1<j<n
k=1
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Abusando ligeramente de la notacién, es costumbre escribir y = g(z),

f(y) = f(g(x)), Djgr(a) = 52 (a), Difilg(a)) = §2(y(a)) y D;(fiog)(a)

ng (a); la férmula anterior se escribe entonces en la forma mas familiar
J

8zz 32, 8yk
83: j Z 8yk (%c j 9, V-

En particular, sea f : R — R una funcién escalar, y llamemos F(z) =
flg1(x),...,gm(z)), Vo € R™. Si cada una de las funciones g; : R" — R
son de clase 1 en un entorno de x € R™ y f es de clase 1 en un entorno de
g(x) = (91 (x),... ,gm(x)), entonces F' = fog es derivable en x (regla de la
cadena), y se tiene

< Of (4(ay) 29
‘] .
- (z), 1<i<n,
83:, 2:: Y axl( ) - =
donde hemos puesto, como es costumbre, a = D;f.

Ejemplo 2.15. Sea f : R" — R una funcién diferenciable, y sea v : R — R"
una curva diferenciable. Evaluando f a lo largo de la curva « se obtiene la
funcién F' = fov : R — R, que es diferenciable en R por la regla de la
cadena. Aplicando la regla de la cadena se obtiene

DF(t) -h=F'(t)h = Df(y(t)) - (Dy(t) - h) = Df(y(t)) - (' (t) h)
=hDf(y(t) -~ (1),

de donde
F'(t) = Df(v(t) -7/ (1)

En términos del gradiente, esta formula se escribe

F'(t) = V() (1) (2.12)

Noétese que las férmulas anteriores son una generalizacién de (2.6) (témese
v(t) = a+tv y evaliese F' en t = 0).

Ejemplo 2.16. Cdlculo del laplaciano en coordenadas polares

Sea f : R? — R, y supongamos que existen las derivadas parciales f, =
of )0z, f, = 0f/9y : R? — R y son de clase 1. Entonces existen y son
continuas las derivadas parciales de segundo orden f,, = 0f,/0x, fzy =
Of2)0y, fyz = Ofy/0x, fyy = 0f,/0y : R? — R. Ademés, veremos a conti-
nuacién que con las hipdtesis hechas sobre f se verifica la igualdad f., = fyz.
Se define entonces el laplaciano de f mediante

(Af)(‘ray) = fl‘l‘(‘ray) + fyy(x7y)'
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Sea ahora g : R? — R? la funcién definida por g(r,6) = (r cos,r senf),
Vr > 0, V0 € (0,27). La funcién g aplica biyectivamente la franja abierta
(0,00) x (0,27) en el abierto U = R? — {(z,0) : > 0}; por definicién, se
dice que (r,0) son las coordenadas polares del punto (r cos,r senf) € U.
Entonces la composiciéon F' = fog no es otra cosa que la expresion de f
en coordenadas polares, y nuestro objetivo es escribir (Af)eog—es decir,
la expresion de Af en coordenadas polares—en términos de las derivadas
parciales de F' con respecto a ry 6.
Para ello, calculamos primero F,. y Fy utilizando la regla de la cadena:

fm —I— fya =cosf fy +senf f,, (2.13)

fm ax ot fy 89 =r(—senf f; +cosb f,). (2.14)

Notese que las derivadas parciales respecto de r y 6 estan calculadas en
(r,0), mientras que las parciales respecto de x e y se evalian en (z,y) =
g(r,0) = (r cos@,r senf). Aplicando de nuevo la regla de la cadena a F, y
Fy se obtiene:

Frr =080 (fzy cosO + fyy senb) + senf (fy, cos0 + fy, senf),
1
;Fgg = —cosf f, —senf fy, —r sen6 (—fr, sen + fy, cosf)
+ rcos 0(— fyz sen + fy, cosB).

Utilizando la expresién anterior de F., y teniendo en cuenta la igualdad
fay = fyz Podemos escribir

F.p = cos?0 fur + sen(20) fry + sen’ 6 fuys
r_12F69 + %Fr = sen’ 0 frp — sen(20) fuy + cos? 0 fiy,
y sumando queda
Frr + r_12F99 + %Fr = fox + fyy = (Of) g

que es la expresién que buscabamos. En particular, supongamos que f es
armonica, es decir satisface la ecuacion de Laplace Af = 0,y F s6lo depende
de r. Entonces se tiene

0=(Af)og=F"(r) + F/(r).

Integrando una vez queda log |F'(r)| = —logr + ¢ con ¢ constante, o equiva-
lentemente F'(r) = 2, donde a es constante (a = ). Integrando de nuevo
queda

F(r)=alogr+1b

con a y b constantes arbitrarias, que es la expresion mas general de una
funcién armoénica independiente del 4ngulo polar 6 en R?.
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Nota. El potencial eléctrico (o gravitatorio) V : R? — R satisface la ecuacién
de Laplace AV = V., + Vy, + V., en la regién del espacio en que no existen
cargas (masas). Si consideramos el potencial eléctrico creado por un hilo
infinito de carga situado en el eje Oz, entonces AV = 0 fuera del eje Oz.
Por simetria, V no depende de z, es decir V(z,y,2) = f(z,y), donde F
tampoco depende de 6. Aplicando el resultado anterior obtenemos que la
expresion de V' en coordenadas cilindricas es

V(r cos@,r senf,z) =alogr+b

donde 7 = /22 + y? es la distancia al eje Oz (es decir, al hilo de carga),
y la constante b puede ponerse igual a cero (pues fisicamente sélo interesa
la diferencia de potencial). El campo eléctrico E(z,y, z) creado por la carga
estd dado por

E=-VV=—(V;,V,,0) = —(fz, [y, 0) = —(cos 6 F'(r),send F'(r),0)
= —% (cosf,send,0).

en el punto (z,y,z) = (r cosf,r senf, z). La constante a se determina apli-
cando el teorema de Gauss; se obtiene a = —%, siendo ¢ la densidad lineal
de carga del hilo y ¢ la permitividad del vacio. (Para el campo gravitatorio
se obtiene el mismo resultado, donde ahora a = 2 G p, siendo p la densidad

lineal de masa y G la constante de la gravitaciéon de Newton.)

2.4. Interpretacién geométrica del gradiente y la
derivada

Definicién 2.17. Si f : R™ — R es una funcién escalar y ¢ € R, el conjunto
de nivel asociado a c es el subconjunto L.(f) de R™ definido por

L(f)=f"'(c)={x € R": f(z) = ¢} C dom(f).

Escribiremos sencillamente L., a menos que no esté claro por el contex-
to quién es la funcién f. Claramente, L. = () si ¢ ¢ Im(f). Veremos més
adelante que si a € L. ( < f(a) = ¢), f es diferenciable en a y V f(a) # 0,
entonces L. es una hipersuperficie “suave” (variedad diferenciable) en un
entorno de a. En particular, si n = 2 6 n = 3 las hipersuperficies de nivel
son respectivamente curvas y superficies de nivel. (A veces interesa conside-
rar hipersuperficies en espacios de dimensién mayor que 3: por ejemplo, el
hiperboloide de masas en relatividad es la hipersuperficie de nivel L,,» C R*
asociada a la funcién f(t,z,y,2) = t> — 22 — y? — 22))

Consideremos una curva diferenciable cualquiera v : I C R — R™ cuya
imagen esté contenida en la hipersuperficie L., es decir tal que (t) € L.,
Vt € I, o equivalentemente f(y(t)) = ¢, Vt € I. Si la curva pasa por el punto
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a € L., es decir si y(tp) = a para algin tg € I, diremos que el vector v/ (tg)
es tangente a L. en a. El conjunto de todos los vectores tangentes a L. en
a es el espacio tangente a L. en a, denotado por T,(L.). Con las hipdtesis
que estamos haciendo sobre f, puede probarse que T, (L.) es un subespacio
vectorial de R™ de dimension n — 1. Llamaremos hiperplano tangente a L. en
a al hiperplano H,(L.) paralelo a T, (L.) que pasa por a. En otras palabras,
un punto z € Hy(L.) siy s6lo si x —a € T,(Le).

Sea v : I — R™ una curva en L. que pase por a € L. para t = tg, y sea
v =""(ty) € Ty(L.); como F = fo~ es constante para todo t € I (es igual a
¢), aplicando (2.12) queda

0= F'(to) = Vf(7(to)) - (to) = Vf(a) - v.

Por tanto, hemos probado que V f(a) es ortogonal a cualquier vector tangen-
te a L. en a. Equivalentemente, V f(a) es ortogonal a la hipersuperficie L. en
a. Esta es una de las propiedades geométricas fundamentales del gradiente.

Ejemplo 2.18. Sea f : R" — R definida por f(z) = |z|?, Vz € R™. Si¢ > 0,
el conjunto de nivel L. es una esfera de radio v/c > 0. Si a € L., es decir
si la| = /¢, entonces f es diferenciable en a (por ser un polinomio) y se
tiene Vf(a) = 2a # 0 (pues |a| # 0); por tanto, L. es una hipersuperficie.
Ademas, por lo visto anteriormente el radio vector a es perpendicular a la
esfera L. en a, lo cual es bien conocido en los casos n = 2, 3.

Sea de nuevo a € L.(f), con f diferenciable en a y Vf(a) # 0. Vi-
mos anteriormente que Ty (L.) L Vf(a), o lo que es lo mismo T,(L.) C
lin{Vf(a)}+. Si admitimos que T,(L.) es (n — 1)-dimensional, entonces

T.(L.) = lin{V f(a)}*.

Esto nos permite obtener facilmente las ecuaciones implicitas del hiperplano
tangente a L. en a. En efecto,

x € Hy(L.) < x—a€T,(L;) < (z—a)-Vf(a)=0;

por tanto,
Hy(L;)={z €R": (x —a)-Vf(a) =0} (2.15)

Equivalentemente, las ecuaciones implicitas de H,(L.) son
n
of
(i~ a) 5 -(a) =0.
i=1
Las ecuaciones del espacio tangente T,(L.) son simplemente

N,
Za:,- 8—;(@ =0.

i=1
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Por ejemplo, las ecuaciones del hiperplano tangente a la esfera S,.(0) =
L,2(|z|*) en un punto a € S,(0) son (z — a) - a = 0 6, teniendo en cuenta
que a € S,(0) |a|2 =12, a-x = r? Por otra parte, el espacio tangente
a Sr(0) en a es sencillamente el complemento ortogonal de lin{a}, es decir
Ta(S,(0)) es el subespacio de ecuacién a -z = 0.

Ejemplo 2.19. Hallar las ecuaciones del plano y del espacio tangente a la
superficie de ecuacién 3x%y — ry?z = 2 en el punto (1,1,1).

La superficie dada es la superficie de nivel Ly(f) de la funcién f : R? —
R dada por f(z,y,2) = 322y — 23?2z (0 la Lo(g) asociada a g(z,y,2) =
f(x,y,2) —2). La funcién f es diferenciable en todo R?, y el punto dado
a = (1,1,1) pertenece a dicha superficie, ya que efectivamente f(1,1,1) =
3 —1=2. El gradiente de f en (1,1,1) es

Vf(1,1,1) = (6xy — y2z, 32% — 2zyz, —xy2)|(m7y’z):(1’171) =(5,1,—1) #0.
Por tanto, la ecuacién del hiperplano tangente a la superficie en (1,1, 1) es
(5,1,-1) - (x—1,y—1,2—1)=0 < bx+y—2=>5.

En cuanto al espacio tangente, sus ecuaciones son simplemente
vVi,1,1) - (z,y,2) =0 < (5,1,-1) - (z,9,2) =0 < bz +y—2=0.

Un caso particular muy importante de todo lo anterior lo proporciona
la grafica de una funcién g : R™ — R. Por definicién, la grdfica de g es el
subconjunto gr(g) de R"*! definido por

gr(g) = {(v,9(x)) : ¥ € R"} c R"*%.
Es evidente que gr(f) = Lo(f), con f: R"™! — R definida por
@1, @, Tng1) = f(@,2041) = 9(2) — Tntr

Sea (a,g(a)) un punto de gr(g). Claramente, f es diferenciable en (a,g(a))
siy sélo si g es diferenciable en a, y en tal caso se tiene

Vf(a,9(a)) = (Vg(a), ~1) € R*;

en particular, nétese que autométicamente se cumple que V f(a,g(a)) # 0
Va (jaunque sea Vg(a) = 0!). Por tanto, si g es diferenciable en a autométi-
camente gr(g) es una hipersuperficie. Ademas, por (2.15) un punto (z, z,+1)
pertenece al hiperplano tangente a gr(f) en (a,g(a)) si y sélo si

(r —a,zpy1 —g(a)) - (Vg(a),—1) =0 <= x,41 —g(a) = Vg(a) - (z — a).
Por lo tanto, la ecuacién del hiperplano tangente a la grafica de g en un

punto (a, g(a)) € gr(g) es

Tni1 = g(a) + Vg(a) - (z — a)
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o también

Tnt1 = g(a) + Dg(a) - (z — a).
Esta es otra propiedad geométrica importante de Vg(a), o mejor de Dg(a);
de hecho, la existencia de Dg(a) (no meramente la de Vg(a)) es geométri-
camente equivalente a la existencia del hiperplano tangente a la grafica de
g en a.

Por dltimo, otra propiedad importante de Vf(a) estd ligada a la ve-
locidad de variaciéon de f : R™ — R en a. En efecto, podemos represen-
tar cualquier direccién en R™ por un vector v con |v| = 1. La velocidad
de variacién de f en a € R™ a lo largo de la recta que pasa por a en la
direccién de v es %‘t:o fla+tv) = Dyf(a). Si f es diferenciable en a,
D,f(a) = Df(a)-v = Vf(a) -v=|Vf(a)l-cosb(v), siendo §(v) el dngulo
que forman los vectores V f(a) y v. Por consiguiente, si V f(a) # 0 el méxi-
mo de D, f(a) es [V f(a)| > 0, y se alcanza cuando 0(v) = 0, es decir en la
direccién V f(a)/|V f(a)| marcada por el vector V f(a). En otras palabras,
si Vf(a) # 0 entonces Vf(a) es un vector cuya direccion es aquella a lo
largo de la cudl f crece mds rdpidamente en a, y cuyo modulo es igual a la
mazxima velocidad de crecimiento de f en a. Andlogamente, si V f(a) # 0 el
minimo de D, f(a) es — |V f(a)| < 0, y se alcanza en la direccién opuesta a

Vf(a).

2.5. Derivadas parciales de orden superior

Sea f : R"™ — R™, y supongamos que existen las n derivadas parciales
de primer orden D;f, 1 < i < n. (Por ejemplo, esto ocurrira si f es diferen-
ciable). Una derivada parcial de sequndo orden de f es una derivada parcial
(si existe) de una de las derivadas parciales de primer orden D;f. En otras
palabras, una derivada parcial de segundo orden de f es una funcién del
tipo

0% f
or j(‘)a;,- ’
(notese el orden de los subindices en D;; f). Obsérvese que, por las propie-
dades elementales de las derivadas parciales, D;; f existe si y sélo si existe
D;; fi, para todo k =1,2,...,m, y se tiene

Dijf = (Dijf1,...,Dijfm)-

En principio, D;jf # Dj;if si j # i, y puede incluso existir una de estas
derivadas parciales en algiin punto sin que exista la otra. Sin embargo, ve-
remos mas adelante una condicién suficiente que garantiza la igualdad de
estas derivadas parciales cruzadas bajo hipétesis muy generales.

Definicion 2.20. SiU C R" y f: R" — R™, diremos que f es de clase 2
en U, y escribiremos f € C?(U), si existen y son continuas las n? derivadas
parciales de segundo orden de f en U.

D;(D;f) = Dy f =

1<i,j<n
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Evidentemente, f € C?(U) si y sélo si las funciones componentes f; €
C?*(U),Vi=1,2,...,m.Si f € C*(U),las n funciones D; f son por definicién
de clase 1 en U, y en particular son continuas (pues C}(U) c C°(U)). Por
tanto, si f es de clase 2 en U autométicamente f es de clase 1 en U (y por
tanto es diferenciable), es decir C?(U) c CY(U) c CO(U).

En general, una derivada parcial de orden p de f es una funcién del tipo

oPf

Dilig...ipf — Dip<Dip71 ((Dllf))> = m’

con 1 <iq,...,i < n. Como en el caso p = 2, es evidente que la derivada
parcial de orden p D;,4,. i, f existe si y sélo si existen las derivadas parciales
Dy, ..i, fr, 1 < k < 'm, de las componentes de f,y

Diyiy.ip f = (Dil...ipfly e 7Dz’1...z‘pfm)

Definicion 2.21. Se dice que f : R" — R™ es de clase p en un abierto
U de R™, y se escribe f € CP(U), si existen y son continuas en U todas
las derivadas parciales de orden p de f. La funcién f es de clase co en U
(denotado f € C*°(U)) si f es de clase p en U para todo p € N.

En otras palabras, C*°(U) = My2,CP(U). Por ejemplo, las funciones
racionales son de clase oo en el abierto en que no se anula el denominador.
En particular, los polinomios son funciones C*° en todo R™.

Es inmediato probar que CP*1(U) ¢ CP(U) para todo p € N. En efecto,
si f es de clase p+ 1 en U, como las derivadas parciales de orden p + 1
de f son las derivadas parciales de primer orden de las derivadas parciales
de orden p, todas las derivadas parciales de orden p de f son de clase 1,
y por tanto continuas, en U. En consecuencia f € CP(U), como querfamos
demostrar.

Probaremos a continuacién que si f es de clase 2 en un entorno de z €
R™ entonces las derivadas parciales cruzadas de segundo orden de f en z
son iguales: D;;f = Dy f, Vi # j. Esto serd consecuencia del resultado
ligeramente maés general siguiente:

Teorema (lema de Schwarz). Sea f : R? — R una funcion definida en
un entorno V. de (xg,y0) € R2. Si las derivadas parciales cruzadas Dia f
y Doy1 f existen en V' y son continuas en (xo,yo), entonces Diaf(xo,y0) =

Doy f(z0,Y0)-

Demostracion. Antes de empezar, obsérvese que la existencia de Diof =
Do(D1f) y Dorf = D1(Daf) en V garantiza la existencia de las deriva-
das parciales de primer orden de f en V (jaunque no su continuidad!) La
demostracion se basa en estudiar el cociente incremental de segundo orden

A(w) = (7o + 50+ u) — F(wo -+ ,y0) — £, 30 + 1) + [0, 30)
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Si V = Bs(z0,y0), entonces A(u) estd definido si 2u? < §2; como en lo que
sigue sélo estamos interesados en valores positivos de u, tomaremos u en el
intervalo (0,0/4/2). Fijado un u en dicho intervalo, sea

g(t):f(t7y0+u)_f(tuy0)7 Z’O—€<t<$0+u+€,

con € > 0 suficientemente pequeno para que (¢,9), (t,y0 + u) € V (basta
tomar €2 < §% — 2u?). Entonces g es derivable en su dominio, pues

g'(t) = D1 f(t,yo +w) — D1 f(t, yo)

existe si t € (xg — €,29 + u + €), al existir D1f en V por hipdtesis. En
particular, g es continua en el intervalo [zg,zg + u], y diferenciable en el
interior de dicho intervalo. Aplicando el teorema del valor medio a ¢ en
[0, o + u| se obtiene

zo +u) — g(x0) _ Dif(§u,yo +u) — D1f(§uv0)

u? U ’

Alu) = g(

para algun &, tal que zg < &, < x9 + u. A su vez, la funcién h : R — R
definida mediante h(t) = Dj f(&y,t) tiene derivada h'(t) = Diaf (&4, t) para
todo t € (yo —€,y0 +u+ €) con € > 0 suficientemente pequeno (basta tomar
de nuevo €2 < 62 — 2u?), debido a que Diof por hipétesis existe en V.
Aplicando de nuevo el teorema del valor medio a h en el intervalo [yo, yo + u]
queda

A(’LL) = D12f(£ua"7u)

para algin 1, € (yo,yo + u). Por otra parte, también podemos escribir

G(yo +u) — G(yo)
u? ’

Au) =

con G(t) = f(xg+u,t) — f(zo,t). Aplicando el teorema del valor medio a G
en el intervalo [yo, yo + u] obtenemos

_ Daf(zo+u,7u) = Daf (20, 7u)
u

A(u)

para algin 7, € (yo,yo + u). Finalmente, aplicando otra vez el teorema del
valor medio a Dyf(-,7,) en el intervalo [zg,zo + u], lo cual puede hacerse
por la existencia de Ds; f en V', queda

A(u) = D21f(gU7 flu)

para algtin &, € (zo, xo+u). En definitiva, hemos probado que para todo u €

(0,8/4/2) existen dos puntos (€4, 1), (Eus ) € (20, 20 +u) X (Yo, yo+u) C V
tales que

A(U) = DlZf(&unu) = D21f(§u7ﬁu)
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Si ahora hacemos u tender a 0+ se tiene (&,,nm.) — (Zo,%0), (guyﬁu) -
(z0,Y0), y por la continuidad de Dyaf y Da1 f en (x0,y0) € V queda

uli%l—i-A(u) = Di2f(20,90) = D21 f (20, yo)-

Q.E.D.

Corolario 2.22. Sea f : R" — R™, y sea a € R™. Si existen las derivadas
parciales Di;f y Djif (con i # j) en un entorno de a, y son continuas en
dicho punto, entonces D;jf(a) = Djif(a).

Demostracion. Sin pérdidad de generalidad, podemos suponer que i < j.
Entonces basta aplicar el lema de Schwarz a cada una de las n funciones
gi : R” — R definidas por

gk(ﬂj‘,y) = fk(alv s A1, Ty Qi 1y e ey Q15 Y, Qi1 - aan)-

Q.E.D.

En particular, del corolario anterior se sigue que si f es de clase 2 en
un abierto U C R™ entonces todas las derivadas parciales cruzadas de f son
iguales en U:

Dijf(z) = Djif(z), VxeU 1<ij<n.
Mas generalmente, si f es de clase p > 1 se tiene el resultado siguiente:

Proposicion 2.23. Si f : R™ — R™ es de clase p > 1 en un abierto U C R"™,
entonces todas las derivadas parciales cruzadas de orden q < p de f en U

son iguales:
D“qu(ll?) = Dig(l)...ia(q)f($)7 Vr € V7

para toda permutacion o de {1,2,...,q}.

Para finalizar, mencionemos sin demostracién dos condiciones suficientes
que garantizan la igualdad de las derivadas parciales cruzadas D;;f(a) y
Djif(a) de una funcién f : R® — R™ en un punto a € R™:

1) Si D;f y D;f son diferenciables en a, entonces D;; f(a) = Dj; f(a)

1) Si Dif, Djf y (por ejemplo) D;;f son continuas en un entorno de a,
entonces existe Dj; f(a), y D;jf(a) = Djif(a)



Capitulo 3

Funciones 1inversas e
implicitas

3.1. Teorema de la funcion inversa

Sea f : R™ — R™ una funcién cuyo dominio contiene un abierto U C R™.
Si f es inyectiva (uno a uno) en U, es decir si

ryelU, fle)=fly) = r=y

entonces la restriccion de f a U es biyectiva considerada como una funcién
flu : U — f(U), y por tanto es invertible: 3(f|y)~!: f(U) — U tal que

floe(flo) ™ =Irary, (flo) teoflo = 1. (3.1)

En otras palabras,

zelU, y=f(z) <= == (flv) ().

Se dice entonces que la funcion f es globalmente invertible en U, siendo
la inversa de f en U la funcién (f|y)~! : f(U) — U. Se dice que f es
localmente invertible en un punto a € R™ si existe un entorno B, (a) de a tal
que f es globalmente invertible en B,.(a). Andlogamente, f es localmente
invertible en un abierto U si es localmente invertible en cualquier punto de
dicho abierto.

Ejemplo 3.1. Sea f : R — R la funcién dada por f(z) = 22, Vx € R.
Entonces f no es globalmente invertible en R?, es globalmente invertible en
R, = {x x> 0} yen R_ = {x rx < 0}, y es localmente invertible en todo
punto salvo en x = 0.

Evidentemente, si f es globalmente invertible en U entonces f es local-
mente invertible en U, pero el reciproco no tiene por qué ser cierto, como
demuestra el siguiente ejemplo:

o6
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Ejemplo 3.2. Sea f : R? — R? la funcién definida por f(z,y) = (e” cosy,
e“seny), V(x,y) € R%. Como f es periédica en y, es decir

f(z,y) = f(z,y +2km), VkeZ,

estd claro que f no es globalmente invertible en U = R2. Sin embargo, f
es localmente invertible en cualquier punto (a,b) € R2, pues es globalmente
invertible en la banda V; = R x (b — 7,b + 7). En efecto, f(V}) = R? — S,
siendo Sp la semirrecta cerrada que forma un dngulo b 4+ 7 con el eje Ox
positivo. Resolviendo las ecuaciones

u=-¢e"cosy, v=-¢e"seny

con (u,v) € f(V3) queda
_ 1 2., .2 _ :
:E—Zlog(u +v9), y=b+arg (u-+iv).

Como f es globalmente invertible en el abierto V, que contiene a (a,b), f
es globalmente invertible en una bola centrada en (a,b), como querfamos
demostrar.

Si la funcién f : R™ — R"™ es suficientemente sencilla, se puede determi-
nar algunas veces si f es invertible en un abierto U y construir su inversa
directamente, como en el ejemplo anterior. Hay que resolver la ecuacion (n
ecuaciones escalares)

y=f(z)

para cada y € f(U); si dicha ecuacién tiene una tnica solucién x = g(y),
Vy € f(U), entonces f es invertible en U y (f|y)~! = g. Sin embargo, en
general es imposible (o muy engorroso) en la practica proceder directamente.
Interesa por tanto tener algin criterio para poder averigurar si f es, por lo
menos, localmente invertible en un abierto, y hallar las propiedades de f~*
sin necesidad de calcularla; esto se consigue con el teorema de la funcién
inversa, que veremos mas adelante.

Empecemos considerando el caso n = 1, que es particularmente sencillo
(y en parte conocido). En primer lugar, es ficil probar que una aplicacién
f :R — R es inyectiva (y por tanto invertible globalmente) en un intervalo
abierto U C R si y sélo si f es estrictamente mondtona en dicho intervalo.
Si ademas f es diferenciable en U, entonces es bien conocido que la funcién
inversa g = (f|y) ! es derivable en un punto y = f(z) si y sélo si f'(z) # 0,
y se tiene ¢'(y) = 1/f'(x). En particular, si f es derivable y f’ tiene signo
constante en todos los puntos de un intervalo abierto U C R entonces f es
globalmente invertible en U y (f|y)~! es derivable en f(U).

En el caso n > 2, la situacion es bastante méas complicada. Antes de pasar
a este caso, sin embargo, es importante notar que f puede ser globalmente
invertible en un abierto U y diferenciable (o incluso de clase co) en dicho
abierto sin que (f]y)~! sea ni siquiera diferenciable en f(U):
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Ejemplo 3.3. Sea f : R — R definida por f(z) = 23, Vo € R. Entonces f
es claramente invertible globalmente y de clase C*™ en R. La funcién inversa
de f esta dada por f~1(y) = y'/3, ¥y € f(R) = R, que no es derivable en
y = 0.

Definicion 3.4. Sean U y V abiertos de R™. Una aplicacion f: U C R" —
V C R"™ es un difeomorfismo de U en V si V = f(U), f es globalmente inver-
tible en U, y tanto f como f~!:V — U son diferenciables (respectivamente
en U y V). Bajo las mismas hipdtesis, f es un difeomorfismo de clase CP si
f es un difeomorfismo, y tanto f como f~! son de clase C? (en U y V, res-
pectivamente). Finalmente, f es un difeomorfismo local (difeomorfismo local
de clase CP) en un punto a € R" si f es un difeomorfismo (difeomorfismo
de clase CP) en un entorno B, (a) de a.

Por la Proposicién 2.7, un difeomorfismo es autométicamente un ho-
meomorfismo, pero es claro que el reciproco no es cierto en general. Por
ejemplo, la funcién x — 23 es un homeomorfismo de R en R, pero no es un
difeomorfismo.

Sea f: U C R" -V = f(U) C R” (con U,V abiertos) derivable y
globalmente invertible en U; si # € U, y f~! es derivable en y = f(x) € V,
derivando las relaciones (3.1) se obtiene (regla de la cadena)

Df(x)-D(f7)(f(2)) = D(f ) (f(2)) - Df(w) = I,

siendo I : R™ — R" la identidad. Por tanto, D f(x) es una aplicacién lineal
invertible, con inversa

o equivalentemente
Jf (@)™t = I (f(2))
Por tanto, si f es globalmente invertible y diferenciable en U, una condicién

necesaria para que f~! sea derivable en f(U) es que Df(x) sea invertible
Vo € U, es decir que

det Df(z) =det Jf(z) # 0, Vo e U.

En particular, se tiene:

Proposicién 3.5. Si f : U C R" — V C R" (con U,V abiertos) es un
difeomorfismo, entonces det Df(x) # 0, Vo € U.

Si f: R™ — R"™ es diferenciable en U, la no anulacién de det Df en U
no garantiza que f sea globalmente invertible. Por ejemplo, si f : R? — R?
es la aplicacién del ejemplo 3.2, entonces

etcosy —eseny

det Df(x,y) = det Jf(z,y) = eTseny ¥ cosy

=2 £0, Y(z,y) € R?,
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aunque f no es globalmente invertible en R2. Sin embargo, nétese que f si es
localmente invertible en R2. El teorema que vamos a enunciar a continuacién
(teorema de la funcién inversa) garantiza que esto es cierto en general, es
decir que una funcién de clase 1 con determinante jacobiano det D f no nulo
en un punto es localmente invertible en dicho punto. Por ultimo, nétese que
si f es de clase C'! en un entorno de a y det Df(a) # 0, entonces existe un
entorno de a en el cual det Df no se anula. En efecto, det Df : R® — R es
una funcién polinémica de las n? derivadas parciales de f, que a su vez son
funciones continuas en un entorno de a por hipdtesis. Por tanto det D f es
continua en dicho entorno (composicién de funciones continuas), de donde
se sigue que el conjunto de puntos donde det D f no se anula es abierto. Esto
prueba nuestra afirmacién.

Teorema (de la funcién inversa). Sea f : R™ — R"™ wuna funcion de clase
CP (con 1 <p<o0) en un entorno de un punto a € R". Si det Df(a) # 0,
existe un entorno U de a tal que fly : U — f(U) es un difeomorfismo de
clase CP.

En otras palabras, f(U) es abierto, f es globalmente invertible en U y
(flu)™': f(U) — U es de clase CP. Ademsés, por la observacién anterior la
derivada de (f|;)~! en un punto y € f(U) es simplemente Df(f_l(y))_l.

El teorema de la funcién inversa es uno de los pilares del Anélisis. No-
sotros omitiremos su demostracién, que es relativamente complicada, y nos
limitaremos a deducir algunas de sus consecuencias mas importantes. Nétese
que el que la condicién det D f(a) # 0 garantice la invertibilidad local de f
en a se puede justificar heuristicamente observando que si f es diferenciable
en a entonces

f(z) = f(a) + Df(a) - (x — a) + o(|z — a),
siendo det D f(a) # 0 la condicién necesaria y suficiente para que la aproxi-
macién lineal a f
x> f(a)+Df(a) (x —a)
sea invertible.

Proposicién 3.6. Si f : R” — R" es de clase C' en un abierto U C R" y
det Df(x) # 0 Yz € U, entonces para todo V- C U abierto en R™ f(V) es
abierto.

Demostracion. En efecto, sea a € V C U. Por el teorema de la funcién
inversa, f|w es un difeomorfismo de un entorno W de a en f(W). Pode-
mos suponer (achicando W si es preciso) que W C V. Entonces f(W) =
flw (W) C f(V) es un abierto (pues los difeomorfismos son homeomorfis-
mos) que contiene a f(a). Al ser f(W) abiertoy f(a) € W, hay un entorno
X de f(a) contenido en f(W), y por tanto en f(V). Luego f(V) contie-
ne un entorno X de uno cualquiera de sus puntos f(a), es decir f(V) es
abierto. Q.E.D.
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Ejemplo 3.7. Sea f : R> — R? definida por f(s,t) = (s> +12,2st), ¥(s,t) €
R2. Si ponemos (r,y) = f(s,t), como

$+y:(3+t)2, :L'—y:(S—t)2,

entonces f(IR?) estd contenido en el cuadrante cerrado C' = {(z,y) : z+y >
0,0 —y > 0}. Por otra parte, si (x,y) € C entonces

s+t=evr+y, s—t=evr—y

con €12 = £1 independientes. Por tanto, f(R?) = C, y adem4s todo punto
(z,y) € C tiene en general cuatro preimégenes dadas por

1 1
s = 5(61\/117—1—3/4-62\/:17—3/), t= 5(61\/117——1—3/—62\/117——3/).

Luego f : R? — C no es globalmente invertible en R2. Sin embargo, f
es globalmente invertible en cada uno de los cuatro cuadrantes abiertos
de ecuaciones €1(s +t) > 0, e2(s — t) > 0 correspondientes a las cuatro
elecciones posibles de € 2. Por ejemplo, tomando €; = —e2 = +1 obtenemos
el cuadrante

U={(s,t): —t <s <t} ={(s,t):|s| <t}

yf:U— C es globalmente invertible, con inversa g = (f|y)~! dada por

o(e.y) = 5 (VETT VT, VTG VET).

Claramente, f es localmente invertible en todo punto (s,t) fuera de las
rectas t = +s, ya que dicho punto estd en uno de los los cuatro cuadrantes
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abiertos mencionados anteriormente en que f es invertible. Del mismo modo,
es facil ver que f no es localmente invertible en ningin punto de las dos rectas
t = +s. La primera de estas dos ultimas conclusiones se puede verificar
facilmente aplicando el teorema de la funcién inversa. En efecto, es claro
que f es derivable en todo R2, con matrix jacobiana

s0= (5 o)

det Df(t) = 4(s* — t%).

y por tanto

Luego, por el teorema de la funcién inversa, f es un difeomorfismo local (y
por tanto es localmente invertible) si s? # t2, es decir para t # +s. Nétese,
sin embargo, que el teorema de la funcién inversa no dice nada acerca de la
invertibilidad de f en un entorno de los puntos en que det D f se anula, a
excepcion de que f~! (si existe) no puede ser diferenciable en las imagenes
de dichos puntos. Por ejemplo, en este caso f no es invertible ni siquiera
localmente en los puntos en que det Df se anula, mientras que si f es la
funcién x — 2 f es globalmente invertible.

3.2. Teorema de la funcion implicita

Sea ® = (Py,...,D,,) : R"™™ — R™ vy representemos por (z,y), con
r € R", y € R™, un punto cualquiera de R"™. Si ® estd definida y es de
clase CP en un abierto U C R™™ nuestro objetivo es estudiar el conjunto
definido por la relacién ® = 0 en U, es decir

{(az,y) eU:d(z,y) = O}.

Nétese que la ecuacién “vectorial”’ ®(z,y) = 0 es en realidad equivalente a
las m ecuaciones escalares

®,(x,y) =0, 1<i<m. (3.2)

Intutitivamente, las m ecuaciones anteriores deberian permitir, al menos
bajo ciertas condiciones sobre ®, despejar las m variables y = (y1,....Ym)
en funcién de las restantes variables © = (x1,...,z,). En otras palabras,
deberia exisitir una funcién f : R” — R™ definida en un abierto V,, de R"
de forma que

(x,y) €U, ®(x,y) =0 <= z€V,, y=f(z). (3.3)

Definicién 3.8. Si @ : R"™ — R™ est4 definida en un abierto U C R,
diremos que la relacién ®(z,y) = 0 define implicitamente a y como funcién
de x en U si existe un abierto V;, C R" y una funcién f : V,, — R™ tal que
se verifica (3.3).
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Nétese que (3.3) es equivalente a
{(zy) €U : @(a,y) =0} = {(z,f(2)) 1z € Vo 5
ademds, esta igualdad o directamente (3.3) implican que
O (z, f(z)) =0, Vo € V.

En otras palabras, ®(z,y) = 0 define implicitamente a y como funcién de
x en U si el subconjunto ® = 0 de U C R™™™ es la grdfica de una funcién
f:Vy CR™ = R™ (cf. la definicién de grafica para funciones escalares del
capitulo anterior). En particular, como la gréfica de una funcién no puede
contener puntos de la forma (x,y1), (x,y2) con y; # yo, si el conjunto & = 0
no tiene esta propiedad la relacién ®(x,y) = 0 no define a y como funcién
dez en U.

Ejemplo 3.9. Consideremos el caso n =m = 1, y sea ® : R> — R definida
por ®(z,y) = 22 + y*> — 1. Claramente, ®(z,y) = 0 no define a y como
funcién de 2 en R2?, pues dado un punto (z,y) que satisface ®(z,y) = 0 el
punto (x,—y) también cumple dicha relacién. Si Uy es el semiplano y > 0,
entonces ®(x,y) = 0 define a y como funcién de x en Uy ; en efecto,

y>0, 22 +1°—1=0 <= y=vV1—-22 —l<z<l.

En otras palabras, el abierto V,, = Vj es el intervalo (—1,1),y f:(-1,1) —
R estd dada por f(z) = v/1 — z2. Anélogamente, ®(z,y) = 0 define implici-
tamente a y como funcién de x en el semiplano U_ = —U,, siendo V| =
(—=1,1) y f(z) = —v/1 — 22. Sin embargo, y no estd definida implicitamente
como funcién de x en ningin entorno de los puntos (—1,0) 6 (1,0), pues en
cualquier entorno de dichos puntos hay puntos de la forma (z,y), (z, —y)
con y # 0 que satisfacen ®(z,y) = 0. También se puede estudiar cuando
®(x,y) = 0 define implicitamente a 2 como funcién de y. Como antes, se de-
muestra facilmente que esto ocurre en los semiplanos abiertos x > 0 6 = < 0,
pero no en todo R? ni en ningtin entorno de los puntos (0, £1).

En el ejemplo anterior, los puntos en un entorno de los cuales y no
estd definida implicitamente como funcién de x son precisamente aquellos
puntos del conjunto ® = 0 en que 9P/Jy se anula. En el caso general, si
O = (Py,...,D,,) : R"™ — R™ la matriz jacobiana de ® es una matriz
m X (n+m) que escribiremos por cajas como sigue:

1) = (G G
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siendo %—i(x, y) la matriz cuadrada de orden m dada por

2%, 01

0D 891 a?m
8_ (‘Tﬂ y) = : : ’

y o, b,

oy Oym

y analogamente g—f(:n, y). El andlogo de la condicién %—2(:17, y) # 0 en el caso
n = m = 1 es, evidentemente, la desigualdad det g—f(x,y) # 0. El teorema

siguiente garantiza que si ® es suficientemente regular, y det %—i(xo,yo) *
0 en un punto (xg,yo) del conjunto & = 0, entonces ®(z,y) = 0 define
implicitamente a y como funcién de z en un entorno de (zo, yo):

Teorema (de la funcién implicita). Sea ® : R"*™ — R™ wuna funcién
de clase C? en un entorno de un punto (zg,yo) € R™ x R™ = R"*™. G
g—i(xo,yo) # 0, entonces la relacion ®(x,y) = 0 define implicitamente a y
como una funcion f de x en un entorno de (xo,yo), siendo ademds f de
clase CP en su dominio.

Demostracién. Hay que probar que existe un entorno U C R™*™ de (zq, o),
un abierto V,, C R™ y una funcién f : V,, — R™ de clase C? en V,, tal que
se verifica (3.3). Para ello recurriremos al teorema de la funcién inversa,
aplicado a la funcién auxiliar F : U C R*™™ — R definida por

F(z,y) = (z,®(z,y),  V(z,y) €U

Claramente F es de clase C? en el entorno W de (zg, yo) en que ® es de clase
CP, al serlo sus componentes; las primeras n componentes son aplicaciones
lineales, mientras que las m tltimas son las componentes de ®. Ademaés, la
matriz jacobiana de F' tiene la estructura

1, 0
JF(z,y) = (g_f(a;,y) %—j’(:c,y)> ’

por lo que

det DF (z,y) = det JF (x,y) = det g—j(x, Y)
no se anula en (xg, yp), por hipétesis. Por tanto, podemos aplicar el teorema
de la funcién inversa a F' en (zg,yp): existe un entorno U de (zg,yp) en
R™™ tal que F es globalmente invertible en U, con inversa G : F(U) — U
de clase C? en el abierto F'(U). Por la forma de F, es claro que G tiene la
estructura

G(u,v) = (u, g(u,v)), Y(u,v) € F(U) Cc R"™™
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con g : F(U) C R"™™™ — R™ de clase CP. Entonces se tiene

(x,y) €U, ®(x,y) =0 <= (x,y) € U, F(z,y) = (z,0)
<~ (z,0) € F(U), G(z,0) = (x,y)
<~ (z,0) € F(U), g(x,0) =y.

Sii:R™ — R™™ eg la funcién lineal definida por i(z) = (x,0) (que identifica
R™ con el subespacio {(z,0) : z € R"} de R"*™) entonces

(2,0) € F(U) < i(z) € F(U) < z €V, =i '(F{U)),

con V,, abierto por serlo F(U) y ser i continua (lineal). Por tanto, hemos
probado que

(x,y) €U, ®(x,y) =0 <= xz€V,, y=f(x)

siendo U un entorno de (g, yo) en R"*™ V,, un abiertode R"y f : V;, — R™
dada por f(x) = g(x,0). Por dltimo, la funcién f es de clase C? en V,,, pues

01f g

= o
axil N 8%,'(1 axil N Oxiq

i, 1<q<p,

e i(V,) C F(U). Q.E.D

Cuando el teorema de la funcién implicita es aplicable, puede calcularse
el valor de las derivadas parciales de orden < p de la funcién implicita f en
el punto zy sin necesidad de tener que determinar f explicitamente. Para
ello, basta derivar la identidad

®(z, f(z)) =0,  Vz eV,
respecto de una cualquiera de las coordenadas x; de x, obteniéndose

of;

= % (@, f(z))5 = @),  l<isn, 1<k<m.

0 a—xi($7f($)) +

"L 0Py,
Pl

(3.4)
Las nm igualdades escalares anteriores son equivalente a la igualdad matri-
cial

oo 0P
g (& @)+ 5@ f(2) - Tf (@) = 0;

como, por hipétesis, el determinante de g—?(xo, Yo) no se anula, sustituyendo
x = xg en la igualdad anterior y despejando J f(x() se obtiene finalmente

od

-1
Tiao) = (g, (row)) 5 (o 0).
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Si p > 2, para calcular las derivadas segundas de f en z( derivamos (3.4)
una vez mas y evaluamos el resultado para x = xg, obteniendo una expresién

del tipo
82

Z::(‘)— o, Yo) 8xi(9€0)+"'—0,

donde los términos omitidos dependen de J f(x) y de las derivadas parciales
de orden < 2 de ® en (zg,yo), que son conocidas. De nuevo por la invertibi-
lidad de %—i(xo, Yo), se pueden despejar en la ecuacién anterior las derivadas
parciales de segundo orden de f en zq, y asi sucesivamente. En la préctica,
no es necesario recordar las formulas anteriores, sino que es preferible derivar
directamente las igualdades @ (z, f(z)) = 0.

Nota. En los puntos (xg,yo) en que det g—f(xo,yo) = 0, no puede afirmarse
nada acerca de si la relacién ®(z,y) = 0 define o no a y como funcién de x.
Por ejemplo, si ®(z,y) = y*> — x entonces ®(x,y) = 0 no define a y como
funcién de  en un entorno de (0,0), mientras que si ®(z,y) = y> — z la
relaciéon ®(x,y) = 0 define globalmente a y como funcién de z.

Ejemplo 3.10. Consideremos las relaciones

1 (z,y, z,u) = zy? + z2u+ yu? —3 =0
Oy (z,y, z,u) = udyz + 22y — 2u*? —1=0

En primer lugar, veamos en qué puntos puede asegurarse que las relaciones
anteriores definen a u y v implicitamente como funciones de (z,y, z). Como
® es evidentemente de clase C*° en R?, basta imponer la condicién

O(P1, P2)

det 78(% o)

7 0,

es decir
Tz + 2yu 0

42
Sulyz — dun®  —dulv| duv(zz + 2yu) # 0.

Por el teorema de la funcién implicita, ® = 0 define implicitamente a (u,v)
como funcién de clase C*° de (x,y,z) en un entorno de cualquier punto
(x,y, z,u,v) que satisfaga las condiciones

<I>($>Z/> Z,va) =0, uv(:z:z + 2yu) = 0;

por ejemplo, esto ocurre en un entorno del punto (1,1,1,1,1). Calculemos
a continuacién dv/dy en el punto (1,1,1). Para ello, basta derivar respecto
de y las relaciones ®; = 0, 1 < ¢ < 2, obteniéndose

2xy + u? + (zz + 2yu)u, = 0
¥z + 22 + (3utyz — duv?)uy, — duPov, =0
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de donde

1+u,(1,1,1) =0
3 —uy(1,1,1) — 4v,(1,1,1) = 0

Despejando u, y vy de estas relaciones se obtiene
uy(1,1,1) = -1, vy(1,1,1) = 1.

Para calcular, por ejemplo, vy,, basta derivar las relaciones anteriores res-
pecto de y:

22 + 2uuy + (2u + 2yuy)uy + (T2 4 2yu)uy, =0
3u®zuy + [3u®z + (6uyz — 4v®)uy — Suvvy] uy

+ (3uyz — duv?)uy, — 4(2uvuy, + vy )v, — duvuy, = 0.

Teniendo en cuenta los valores de u, y v, en el punto (1,1,1) calculados
anteriormente, se obtiene facilmente

Uy (1,1,1) =0, v,,(1,1,1) = 2.

3.3. Independencia funcional

El objetivo de esta seccién es estudiar cuando, dadas m funciones esca-
lares f; : R" — R, 1 < i < m, hay alguna relacién no trivial de dependencia
funcional del tipo ®(f1,..., fm) = 0 entre ellas. Para facilitar el analisis—
fundamentalmente, para poder utilizar los teoremas de la funcién inversa e
implicita—suponderemos a partir de ahora que las funciones en cuestion son
de clase C':

Definicién 3.11. Dadas m funciones escalares f; : R” — R, 1 < i <m, de
clase C! en un abierto U C R™, diremos que fi,..., fm son funcionalmente
dependientes en U si existe una funcién ® : R™ — R de clase C! en un
abierto V' O f(U), que no se anula en ningin subconjunto abierto de V'
y tal que ®of = 0 en U. En caso contrario, diremos que fi,..., f; son
funcionalmente independientes en U.

Por ejemplo, las funciones f; : R? — R definidas por fi(z,vy,2) = z+y+2,
folx,y,2) = oy + 22 + yz, f3(z,y,2) = 22 + y? + 2% son funcionalmente
dependientes. En efecto, se satisface idénticamente la relacién fZ—2f, — f3 =
0, y la funcién ® : R? — R definida por ®(u, v, w) = u? — 2v — w es de clase
C™ en todo R3 y no se anula en ninguna bola abierta (y por tanto en ningtin
abierto) de R? (;por qué?).

Como averiguar si m funciones dadas son funcionalmente dependientes
sin necesidad de hallar explicitamente la relacién de dependencia funcio-
nal entre ambas (lo que puede ser complicado o engorroso en la préactica)?
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En primer lugar, ndtese que si f(U) es abierto entonces es inmediato que
f1,--+, fm son funcionalmente independientes; en efecto, la funcién ® ha de
anularse idénticamente en f(U), que por hipétesis es abierto. Por ejemplo,
m < n funciones coordenadas cualesquiera z;,,...,z;,, en R" son funcio-
nalmente independientes, ya que en este caso f(R™) = R™. En particular,
sim=nyf=(ft,...,fm) es de clase C!' en U y cumple la condicién
det Df(x) # 0, Va € U, entonces las funciones fi, ..., f,, son funcionalmen-
te independientes, por la Proposicién 3.6. De hecho, este resultado se gene-
raliza sin dificultad al caso m < n, reemplazando la condicién det Df # 0
por su andaloga rank Df = m en U:

Proposicion 3.12. Si las m < n funciones f; : R* - R, 1 < i < m, son
de clase C' en una abierto U de R™, y cumplen la condicidn

rank D f(x) = m, Ve e U,

entonces f(U) es abierto, y f1,..., fm son funcionalmente independientes
en U.

Demostracion. Por los comentarios anteriores, podemos suponer que m < n,
y basta probar que f(U) es abierto. Sea entonces a = (ay,...,a,) un punto
cualquiera de U; hay que probar que hay un entorno V' de f(a) contenido
en f(U). Por la condicién sobre el rango de D f, hay un menor de orden m
de Df que no se anula en a; por ejemplo, podemos suponer que

ofi >
det 0.
© (8%' (@) 1<i,j<m ?

Si utilizamos la notaciéon = = (,z) € R™ x R"™™ = R" para denotar los
puntos de R™, y definimos 7 : R™ — R" mediante i(Z) = (Z,a), entonces la
aplicacion F' = foi: R™ — R™ es de clase C! en el abierto i1 (U), y

det DF (%) = det <af L (2, a))
Ox; 1<i,j<m

no se anula en a. Por el teorema de la funcién inversa, existe un entorno
W C i YU) de @ en R™ en el cual F es un difeomorfismo; en particular,
F(W,,) es abierto en R™. Por tanto, f(a) = F(a) € F(Wy,) = f(i(Wn)) C
fU), vy f(U) contiene un entorno de uno cualquiera de sus puntos f(a).

Q.E.D.

De hecho, el reciproco de la proposicién anterior también se cumple (lo-
calmente); su demostracién, que es bastante mds laboriosa, serd omitida
aqui por razones de espacio:

Proposicién 3.13. Sean fi,..., fm : R — R de clase C' en un entorno
U deaeR" ysearankDf(z) =r < m, Vo € U. Entonces las funciones
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fi,..., fm son funcionalmente dependientes en un entorno W C U de a.
Ademds, existen exactamente m —r relaciones funcionalmente independien-
tes de la forma ®(f1,..., fm) en W.

Nota. Nétese que para poder aplicar la proposicién anterior el rango de D f
ha de ser constante en U.

Por ejemp107 si fl(x7y7 Z) = T+ Y + 2, f2(x7y7 Z) = Y + Tz + Yz,
f3(x,y,2) = z? + y2 + 22, entonces

1 1 1 1 1 1
det Df(z,y,2)=ly+2z z+2z z+y/ =20 z—y z—2/=0
2z 2y 2z 0 y—z z—x

(las dos tltimas filas son proporcionales). Por tanto, rank D f < 3 en R3. El
rango de Df es 2 en R3 — {(m,y, Z)ix=y= z}, y es igual a 1 en la recta
x =y = z. Por tanto, la proposicién anterior nos asegura que fi, fo y f3 son
funcionalmente dependientes en un entorno de cualquier punto fuera de la
recta x = y = z, y que sélo hay una relacién funcionalmente independiente
entre estas tres funciones en un entorno de dichos puntos. Nétese que la
proposicién anterior no es aplicable en los puntos de la recta z = y = z,
ya que el rango de D f no es constante en un entorno de dichos puntos. Sin
embargo, procediendo directamente vimos antes que las funciones f1, fo y
f3 son funcionalmente dependientes en todo R3.



Capitulo 4

Formula de Taylor. Extremos

4.1. Teorema del valor medio

Dados dos puntos z,y € R™, designaremos por [z, y| al segmento cerrado
que une dichos puntos, es decir:

[z,y) ={z+tly—=z):0<t <1}

Nétese que [z,y] es cerrado (compacto), al ser la imagen del compacto
[0,1] C R bajo una funcién continua. Andlogamente,

(zy)={o+tly—=z):0<t <1}

denotard al segmento abierto (sin los extremos) entre x e y. (Ndtese que
(z,y) no es un subconjunto abierto de R™.) El teorema del valor medio
para funciones de R en R admite entonces la siguiente generalizacién para
funciones escalares:

Teorema (del valor medio). Sea f : R"™ — R wuna funcion continua en
el segmento cerrado [xo,x0 + h| y diferenciable en (xg,x9 + h). Entonces
ds € (0,1) tal que

f(xo+ h) = f(xo) + Df(xo + sh) - h.

Nota. El teorema del valor medio recibe a veces el nombre de teorema de los
incrementos finitos. Obsérvese que el punto zg+ sh es un punto del segmento
[x0, xo + h] intermedio entre los extremos xy y g + h.

Demostracion. Sea ¢ : R — R la restriccién de f al segmento [xg,zo + hl,
definida por ¢(t) = f(xo + th), Yt € [0, 1]. Entonces ¢ = f og, siendo g(t) =
xg + th. Por el teorema sobre composiciéon de funciones continuas y la regla
de la cadena, ¢ es continua en [0, 1] y diferenciable en (0,1). Aplicando a ¢
el teorema del valor medio para funciones de R en R, y teniendo en cuenta
que

¢'(t) = Df(wo+th) - h

69



CAPITULO 4. FORMULA DE TAYLOR. EXTREMOS 70

queda
f(zo+h) = f(x0) = ¢(1) — #(0) = ¢'(s) = Df (w0 + sh) - h, 0<s<l
Q.E.D.

El teorema del valor medio no tiene una generalizacion inmediata a fun-
ciones con valores vectoriales, es decir a funciones R™ — R™. Para este tipo
de funciones, lo méas que puede demostrarse es la siguiente acotacién de la
norma del incremento f(zo + h) — f(xo):

Proposicion 4.1. Sea f : R"™ — R™ una funcion continua en el segmento
cerrado [xo,xo + h] y con derivada acotada en (xo,zo + h):

|V fi(xo +th)| < M, 1< <n.

FEntonces se tiene
|f(zo +h) — f(zo)] <mM |h|.

Demostracion. Por las hipdtesis hechas, podemos aplicar el teorema del va-
lor medio a cada una de las funciones componentes f;, obteniendo

f,-(xo + h) — f,(a:o) = sz(ajo + Sih) -h = sz(l’o + Sih) . h, 0<s; <1

Por tanto

|f (o +h) = f(zo)| <D | filwo+h) = fi(zo)| = Y |V filwo + s:h) - b
i=1 i=1
< | IV filwo + sih)| < k| - mM.
=1

Q.E.D.

Un subconjunto A C R" es convexo si dados dos puntos cualesquiera
x,y € A, el segmento cerrado [z, y| estd contenido en A. Por ejemplo, cual-
quier bola (abierta o cerrada) es convexa, ya que si por ejemplo |z —a| < r
y |y — a] < r entonces

[+tly—z)—al=tly—a)+ (1 =t)(x —a)| <tly—al+ (1 —t) [z —q
<tr+(l1—-t)r=r, vt € [0, 1].

Si f: R" — R es diferenciable en un abierto convexo A C R™, entonces
Vx,y € A podemos aplicar el teorema del valor medio al segmento [z, y] C A,
obteniéndose

fly) = f(x)=Df(x+ sy —z)) (y — )
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para algin s € (0,1) (que por supuesto dependerd de = e y). Andlogamente,
si f: R™ — R™ es diferenciable en un abierto convexo Ay |V f;| < M en A,
Vi=1,2,...,m, entonces

|f(y) = f(z)| <mM |y — x|, Vo, y € A.

El teorema del valor medio permite probar facilmente el siguiente resultado
importante:

Proposicion 4.2. Sea A C R™ un abierto conexo, y sea f : R* — R™

diferenciable en A. Entonces f es constante en A si y sélo si Df(x) = 0,
Ve € A.

Demostracion. En primer lugar, es claro que f constante en A implica Df =
0 en A. Para probar la reciproca, obsérvese que basta hacerlo para el caso
de funciones escalares, ya que el caso general se obtiene aplicando el caso
escalar a cada componente de f. Sea entonces f : R™ — R, sea a un punto
cualquiera de A, y sea

Z={zecA: f(z)=f(a)}.

Por ser f continua en A (al ser diferenciable), Z es cerrado en A. Por otra
parte, por ser A abierto, si x € Z C A existe r > 0 tal que B,(z) C A. Como
B,.(z) es convexa, aplicando el teorema del valor medio obtenemos

fly)—f(x)=fly)— fla)=Df(z+tly—2)) - (y—x) =0,  Vyé& B(z).

Por tanto B,(x) C Z,y Z es abierto en R". Como A es abierto, Z es abierto
en A. Al ser A conexo y Z simultdneamente abierto y cerrado en A, Z =)
6 Z = A. Como a € Z por construccién, ha de ser Z = A, de donde se sigue
que

f(x) = f(a), Vo € A.
Q.E.D.

4.2. Foérmula de Taylor

Una funcién f : R — R es de clase C? en un intervalo cerrado [a,b] si
f es de clase CP en (a,b), y si todas las derivadas de orden < p de f son
continuas en los extremos a y b, es decir si existen los limites

0 _ () (0 FD(p_ ) = £ <i<op
hlgg]grf (a+h)=f"a), hlgg)grf (b—h) = f(0), O0<i<p

Si f:R — R es una funcién de clase CP~! en [a,b] y f®) existe en (a,b)—
en particular, si f es de clase C? en [a,b]—es bién sabido que es posible
desarrollar f(b) en potencias de b — a como sigue:
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con

@) (e »
R, = %(b—a)

para algin ¢ € (a, b). El resultado anterior se conoce como férmula de Taylor
de orden p — 1 con resto. La demostraciéon es muy sencilla: si G(x) es la
funcion definida por

Gla) = 5(8) = 3 T b - a)i = oy

con K escogido de modo que G(a) = 0, basta probar que K = f(p)(c),
para algin ¢ € (a,b). Para ello, aplicamos el teorema del valor medio a G.
Utilizando la regla de Leibniz, se obtiene inmediatamente la igualdad

(b— )Pt
(p—1)!

y el teorema del valor medio implica entonces que 3¢ € (a,b) tal que

G () = (K - P @),

-1
G(b) — G(a) =0 = (b—a)G'(c) = 0 = G'(c) = % <K - f<p>(c)) :
Al ser ¢ € (a,b), de esta tltima igualdad se sigue efectivamente que K =
f®)(c) para algin ¢ € (a,b).

Para generalizar el teorema de Taylor a una funcién escalar f : R" — R,
debemos primero introducir un poco mas de notacién en relacién con las
derivadas parciales de f. Si f es de clase CP en un entorno de un punto = y
1 < ¢ < p, definimos un operador g-lineal Dif(z) : R" x --- xR" — R

q veces
por la férmula

Dif(z)(vt, ... v?) = Z Dy i f(@)vf ..l vol, ..., v? e R™

(51 iq
i1,ig=1

(4.1)
Por ejemplo, sin =2, p=2, v = (v,v2) y w = (w1, ws) entonces

D2f(x,y)(v,w) = fww(xay) Vw1 + fmy(xay) V1w + fyr(:pvy) (X fyy(x>y) VW2
= faz(z,y) viwy + foy(x,y) (Viws + vowr) + fyy (T, y) v2wa,

donde la ultima igualdad es consecuencia del lema de Schwarz. En lo que
sigue, utilizaremos también la notacién

Dif(z)-h? = DIf(z)(h h),  heR™

s e
q veces
por ejemplo, en el caso particular n = p = 2 se tiene

D f(x,y) - h* = fao(z,y)(h1)? + 2fay(,y) hiha + fyy (2, y)(h2)*.
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Sip =1, es evidente que D' f(z) = Df(z). Si p = 2, para cada z fijo D% f(x)
es una forma bilineal, y D?f(z) - h? es una forma cuadratica en h.

Sea ahora f : R® — R una funcién de clase CP en un abierto U C
R™, y sean zg,x0 + h C U tales que [xg,z¢ + h] € U; por ejemplo, esta
ultima condicién se cumplird automaticamente si U es convexo. La funcién
¢ :10,1] — R dada por ¢(t) = f(xg + th) es entonces de clase CP en [0, 1],
pues aplicando repetidamente la regla de la cadena se tiene:

¢'(t) = Df(wo+th)-h = ZDif(xO + th)h;,
i1

n d n
¢"(t)=> hi=Dif (w0 + th) = > Dyjf(xo + th)hihj = D? f(xq + th) - b
i=1 i,j=1

y, en general, se prueba por induccién que
o®)(t) = DFf(xo +th) -, 1<k<p.

Aplicando el teorema de Taylor a la funcién ¢ en [0, 1] se obtiene

R gl ®)(s
$(1) — ¢(0) = f(xo +h) — flzo) = D ¢ Z,!(0) ARG

i=1 2
con s € (0,1), de donde se sigue que
p—1
L i
Jlwo+h) = f(xo) + 3 =D\ (wo) - i + Ry(h), (42
i=1

con 1
Ry(h) = HDif(:no + sh) - hP, s€(0,1).

Este es el teorema de Taylor para funciones escalares:

Teorema de Taylor. Si f : R” — R es de clase CP en un abierto U, y el
segmento [xg, zo+ h] estd contenido en U, entonces se verifica la férmula de
Taylor de orden p —1 (4.2).

En particular, si U es un abierto convexo y f : R® — R es de clase
CP(U), la férmula de Taylor de orden p — 1 puede aplicarse a dos puntos
cualesquiera z,y € U.

Si f satisface las hipétesis del teorema de Taylor, es inmediato probar
que el resto R,(h) es o(|h|’"1). De hecho, vamos a probar el resultado mas
fuerte siguiente:

Ry(h) = %D”f(fﬂo) -h'+o(|R). (4.3)
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En efecto, multiplicando por p! se tiene

Ip'R,(h) — DP f(x0) - h?| _ |DP f(xo + sh) - h? — DP f(xq) - hP|

|hl? |h|P
3 . D . i | |, |
< Z |Dz1-..lpf($0+8h) Dn-..z;,f(ﬂ?O)‘ ’h’ ’h‘
i15enyip=1

< Z |Di1~~~ipf($0 + Sh) — Dil.,.ipf($0)| @>>h—0>0,

11, ip=1

al ser f de clase CP en un entorno de xg. Por tanto, hemos probado la
siguiente version del teorema de Taylor:

Teorema 4.3. Si f es de clase CP en un abierto U, y el segmento [xq, xo+h]
estd contenido en U, entonces se tiene

Flao+ 1) = Flwo) + 3 D' fwo) - 12 + ol |AIP).
i=1

La ecuacion anterior recibe el nombre de desarrollo de Taylor de orden
p de f(xo+ h) en xo. Notese que, al ser f de clase CP en un entorno de z,
la igualdad de las derivadas parciales cruzadas de f de orden k < p permite
expresar DF f (xo) - h* para k < p en la forma més concisa siguiente:

k! o* A
DFf(zo)-h = Y f (o) - h" .. .
s ot dnloat L oad

Ejemplo 4.4. Hallemos el desarrollo de Taylor de orden 2 de la funcién
f : R? = R definida por

fz,y) = €Y cos(z — y°)

en el punto (0,0). Es claro, en primer lugar, que f es de clase C* en todo
R?, luego se puede calcular su desarrollo de Taylor de cualquier orden en
(0,0). Calculando las derivadas parciales de primer orden de f obtenemos
fr=€"TY [COS(:E — y2) —sen(x — yz)] = f:(0,0) =1
fy =€ [cos(z — y?) + 2ysen(z — y*)] = f£,(0,0) = 1.

Las derivadas segundas también se calculan facilmente:

fee = —2"TY sen(z — %)
fay = ey [cos(x — y2) —sen(z — y2) + 2y (sen(m — y2) + cos(x — y2))]
fyy = ey [cos(x — y2) +2(1 + 2y) sen(x — yz) — 4y? cos(r — y2)] ,
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de donde
fﬂ?u’b‘(O?O) =0, f:cy(o70) = fyy(0,0) =1.

Por tanto, el desarrollo de Taylor de orden 2 de f en el origen es

1
flz,y) = 1+x+y+§(2a:y+y2) +0(9c2+y2).

4.3. Serie de Taylor y funciones analiticas reales

Sea f :R"™ — R una funcién de clase C* en un abierto convexo U (por
ejemplo, en una bola abierta), y sea o un punto fijo de U. Dado un punto
cualquiera x € U y un entero p > 0, por las hipotesis hechas es valida la
férmula de Taylor de orden p con resto

p

fl@)=>_D'f(x0) - (x — 20)" + Rpy1(f, 03 @),

=0

siendo DY f(xq) = f(z0) v

1
Rp+1(f7 ‘TOVT) = (p n 1)'Dp+lf(0) : (‘T - xO)p+17 cc (.Z'07.Z').
El polinomio en x
"1, .
By(fw030) = D' f(w0) - (¢ — w0)’
i=0

recibe el nombre de polinomio de Taylor de orden p de f en xzy. La pregunta
natural para una funcion C*° f es entonces para qué puntos x se tiene

plinolopp(fv $07$) = f(x)v

6 en otras palabras para qué valores de x se puede escribir

1 i i
f(z) :ZﬁD f(@o) - (z — z0)".
i=0
El miembro derecho de la ecuacién anterior recibe el nombre de serie de
Taylor de f(x) en xo.

Definicion 4.5. Una funcién f : R™ — R de clase C*° en un abierto U C R"
es analitica en xy € U si hay un entorno B, (xg) C U de x( tal que la serie
de Taylor de f(x) en xy converge a f(x), Yo € By(zp). Se dird que f es
analitica en U si f es analitica en x(, para todo zy € U.
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Ejemplo 4.6. Los polinomios son funciones analiticas en todo el espacio.
En efecto, para un polinomio P de grado ¢ todas las derivadas parciales de
orden > ¢ se anulan idénticamente. Por tanto, la serie de Taylor de P(x) en
cualquier punto xy es una serie finita. Ademads, es inmediato probar que la
serie de Taylor de P(x) en xg converge a P(x) para todo x € R™, es decir
que

q
| .
P(z) = E EDZP(OCO) (x —z0)", Vx € R",
i=0

para todo polinomio P de grado ¢, sin mas que aplicar la formula de Taylor
de orden gq.

Sin embargo, hay funciones de clase C*° (de hecho “la mayoria”) que no
son analiticas, como veremos en el préximo ejemplo. Nétese que la analiti-
cidad de f : R™ — R en un punto zg significa que se han de cumplir las dos
condiciones siguientes:

1) La serie de Taylor de f(z) en z( es convergente para todo z en un
entorno V de xg

11) La serie de Taylor de f(x) en xg converge a f(z), Vx € V

La segunda condicién es independiente de la primera, como muestra el si-
guiente ejemplo:

Ejemplo 4.7. Sea f: R — R la funcién definida por

0, z=0
fl@) = {e_zl?, x # 0.

Es inmediato comprobar que f es de clase C'"*° en un entorno de cualquier
punto z # 0, puesto que

fB(@) = P(1/a)e, x40,

siendo Py un polinomio. (Esta tltima igualdad se demuestra facilmente por
induccién sobre k.) Para ver que f es de clase C* en R, necesitamos el
siguiente lema:

Lema 4.8. Sea f : R — R continua en un abierto U y de clase C' en
U—{xo}, siendo o € U. Si existe lim,_.5, D; f(z) = l;, entonces D; f(xo) =
li, y f es de clase C' en U.

Demostracion. Por ser U abierto, hay una bola abierta B,(z) centrada
en z( contenida en U. Para [t| < 7, por el teorema del valor medio existe
s(t) € (0,1) tal que

f(zo +te;) — f(wo)
t

sz(xo) = %i_l)l(l) = %i_l)l(l) sz(.Z'() + s(t)tei) = li,

Q.E.D.
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Utilizando el lema anterior, se prueba por inducciéon que si f es de clase
C*® en U—{x0}, y todas las derivadas parciales de f (incluyendo a f) tienen
limite en xg, entonces f es de clase C*° en xg. Por tanto, en nuestro caso
basta probar que f y todas sus derivadas parciales tienen limite en el origen.

Pero esto es sencillo, ya que
—¢2

lim f®)(z) = lim Pi(t)e™” =0,  VkeN.

xz—0

Por la observacién anterior, de esto se se sigue que f es C* en todo R, y
f®oy=0,  Vk>o. (4.4)

En virtud de (4.4), la serie de Taylor de f(z) en 0 es trivialmente convergente
a 0 para todo x (pues todos sus términos son nulos). Esto implica que f no
es analitica en el origen, pues f(x) > 0 si z # 0.

Daremos a continuaciéon una condicion suficiente que asegura la analitici-
dad de f en un punto zy. Para ello, supongamos que f es de clase C"*° en un
abierto U, y sea B,(x¢) una bola centrada en z( cuyo cierre esté contenido
en U. Hay que probar que se verifica

lim R,(f,zo;x) =0,
p—00

para todo z en un cierto entorno de zg. Por el teorema de Taylor, sabemos
que R,(f,xo; ) puede expresarse como

Ry(f,z0;2) = I%Dpf(xo + s(x — x9)) - (x — zo)P, s € (0,1).

Como cada derivada parcial de f es continua en U, y B,.(z¢) es un compacto
contenido en U, todas las derivadas parciales de f estan acotadas en B, (x¢),
y por tanto en B,(zg). En consecuencia, existe una constante Cp tal que

|D,~1mipf(y)‘ < Cp, Yy € Br(xo), Vi, ... ,ip.

Al ser zg + s(x — xg) € By(x0) si x € By(x), llamando h = x — ¢ se tiene
entonces

n

|DP f(wo+sh) - hP| < > |Diy i, f(@o + sh)] |hiy| - B, |

i1 ip=1
<Cp > hil. |k (4.5)
i1 rip=1

p p
=Gy <Z W’) < Cpn??|nf?,
i=1
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donde la ultima desigualdad se obtiene aplicando la desigualdad de Cauchy—
Schwarz al producto escalar de los vectores > 0, |hie; y Y b, e;.

La desigualdad (4.5) es totalmente general. Si ahora hacemos la hipdtesis
adicional de que las constantes C}, que acotan a las derivadas parciales de
orden p de f no crecen mas rapido que la p-ésima potencia de una constante
independiente de p, es decir si se cumple que C), < M? Vp € N, para alguna
constante positiva M, entonces (4.5) implica que

(Vn M |z — xo[)

Ry ooz )| < 2

@>>p—o00>0.

Se cumple por tanto la siguiente proposicién:

Proposicion 4.9. Si f : R® — R es de clase C* en un entorno V de xg,
y se cumplen las desigualdades

|Di, i, f ()| < MP, VeeV, 1<iy,...,ip<n, VYpeN,

entonces la serie de Taylor de f(z) converge a f(x) para todo x € V. En
particular, f es analitica en xq.

Nota. La definicién de funcién analitica real que acabamos de ver no debe
confundirse con la de funcién analitica de variable compleja (funcion holo-
morfa), que es mucho mas restrictiva. En efecto, dar una funcién f : C — C
es equivalente a dar dos funciones u = Re f,v =Im f : R2 = R. Si f es una
funcién analitica compleja, se puede probar que u y v son funciones analiti-
cas reales, pero el reciproco no es cierto. Por ejemplo, si f(z) = Z entonces
u(z,y)+iv(z,y) = x—iy, y por tanto u(z,y) = z, v(x,y) = —y son funciones
analiticas reales (polinomios). Sin embargo, f no es una funcién analitica
compleja, ya que u y v no cumplen las ecuaciones de Cauchy—Riemann.

4.4. Extremos

Una de las aplicaciones fundamentales del Anélisis es el cdlculo de ex-
tremos (méximos y minimos) de funciones escalares de varias variables. Co-
menzaremos esta seccion con las siguientes definiciones:

Definicion 4.10. Sea f : R™ — R una funcién definida en un conjunto
D CR" yseaxye D.

1) xo es un mdzimo absoluto (6 global) de f en D si

f(x) < f(=o), Ve D

1) zo es un mdximo absoluto estricto de f en D si

f(z) < f(=o), Vo £ x9, x €D
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111)

V)

VI)

VII)

xg es un mdzximo relativo (6 local) de f en D si existe un entorno U
de zg tal que x¢ es un maximo absoluto de f en U N D, es decir

f(x) < f(zo), Ve e UND

Ty es un mdazximo relativo estricto de f en D si existe un entorno U de
xo tal que zg es un maximo absoluto estricto de f en U N D, es decir

f(z) < f(xo), Ve #x9, x€UND

o es un minimo de cualquiera de los tipos anteriores de f en D si es
un maximo del mismo tipo de —f en D

Ty es un extremo de cualquiera de los tipos anteriores de f en D si es
un maximo 6 un minimo de ese tipo de f en D

xg es un punto de silla de f en D si g no es un extremo relativo de f
en D, es decir si para todo r > 0 hay dos puntos z1,z2 € B,(xg) N D
tales que

f(z1) < f(z0) < f(22)

Ejemplo 4.11. Veamos algunos ejemplos de funciones de R? en R que
ilustran las definiciones anteriores:

1)

1)

111)

V)

f(z,y) = —y/22 + y? tiene un méximo absoluto estricto en (0,0) (que
no se puede encontrar utilizando el cédlculo diferencial, ya que f no
tiene derivadas parciales en el origen)

f(z,y) = —2® — 2xy — 32 tiene un maximo absoluto, pero no estricto,
en (0,0)
f(z,y) = —2® — y? + 2%y tiene un maximo relativo estricto, pero no

un maximo absoluto, en (0,0). Para ver esto, basta darse cuenta de
que para (z,y) # (0,0) se tiene

f(0,0) — f(z,y)
x? +y?

=1+o0(1).

Por tanto, existe € > 0 tal que el segundo término es menor que, por
ejemplo, 1/2 en B(0,0), por lo que se tiene
f(0,0) — f(z,y) 1

1
$2 +y2 >1- 5 = 5 > 07 V(Z’,y) € Be(oao) B {(070)}

f(z,y) = 2% — y3 tiene un punto de silla en (0,0) (aunque el término
de orden més bajo en (0,0), g(x,y) = x2, tiene un minimo absoluto
no estricto en el origen).
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Naturalmente, cambiando f por — f en los tres primeros ejemplos se obtienen
ejemplos analogos reemplazando la palabra “maximo”por “minimo”.

El resultado fundamental que permite aplicar el calculo diferencial para
hallar los extremos de una funcion es el siguiente:

Teorema 4.12. Sea f: R" = R, sea D C R", y sea xg € D un extremo
relativo de f en D. Si f es diferenciable en xg, entonces D f(xg) = 0.

Demostracion. Como f es diferenciable en xg, f esta definida en un entorno

de zg. Por ser, ademds, xg un extremo relativo de f en el abierto lo?, pode-
mos encontrar otro entorno B,.(zg) de xy contenido en el anterior tal que f
restringida a B, (xg) tiene un extremo absoluto en xy. Si v # 0 es un vector
de norma uno, la funcién g : (—r,r) — R definida por g(t) = f(xg + tv)
tiene un extremo relativo en ¢ = 0, ya que o + tv € B, (z¢) si |t| < r. En
consecuencia, se cumple

0=4g'(0) = Df(z0) - v

para todo vector v de norma igual a uno. Al ser D f(xg) lineal, la igualdad
anterior se ha de verificar para todo vector v, lo que concluye la demostra-
cién. Q.E.D.

El teorema anterior motiva la siguiente definicién:

Definicion 4.13. Un punto critico de una funcién f : R™ — R es un punto
xg € R™ tal que D f(xo) = 0.

Notas

1) Evidentemente, la condicién D f(zg) = 0 es equivalente a V f(xg) = 0,
6 a las n ecuaciones escalares

of
al'i

(l‘o)zo, 1§Z§’I’L

) Si zy ¢ D (es decir, z¢p € fr D) es un extremo relativo de f en D,
aunque [ sea diferenciable en xy dicho punto no tiene por qué ser
un punto critico de f. (Para que tenga sentido D f(xg), es necesario
que f esté definida en un entorno de zg.) Por ejemplo, sea f : R? —
R la funcién definida por f(z,y) = 22 + y?, y sea D el cuadrado
cerrado [—1,1]%. Geométricamente, es evidente que f tiene un minimo
absoluto estricto en el origen y cuatro maximos absolutos no estrictos
(maximos relativos estrictos) en los vértices del cuadrado, es decir
en los puntos de la forma (€1,€2) con €1,e5 € {—1,1}. El origen es



CAPITULO 4. FORMULA DE TAYLOR. EXTREMOS 81

obviamente un punto de D, por lo que Df(0,0) ha de anularse de
acuerdo con el teorema anterior. Sin embargo, en los cuatro maximos
Df (6 equivalentemente V f) no se anula, pues

Vf(€1,62) = 2(61,62) 75 0.

Esto no contradice al teorema anterior, ya que los cuatro vértices del
cuadrado son puntos frontera de D.

111) También es importante observar que la anulacién de Df(zg) en un
punto interior al dominio de f es condicién necesaria, pero no sufi-
ciente, para que f tenga un extremo relativo en zg. En otras palabras,
los puntos criticos de una funcién no son necesariamente extremos
relativos de dicha funcién. Por ejemplo, la funcién f : R? — R da-
da por f(x,y) = 22 — y3 no tiene un extremo en el origen, aunque
Vf(z,y) = (2x,—3y?) se anula en el origen.

En el caso de funciones de una variable, es posible utilizar las derivadas
de orden superior de una funcién para averiguar si un punto critico de una
funcién es un maximo 6 un minimo. La generalizacién de estos resultados a
funciones de varias variables se puede resumir en la siguiente proposicién:

Proposicion 4.14. Sea xy un punto critico de f : R™ — R, sea f de clase
m en un entorno de xg, Yy SUPOngamos que

DF f(z0) = 0, Vk=1,2,...,m—1,
y D™ f(x0) # 0. Entonces se verifica:

1) Sixo es un minimo relativo de f, entonces m es par y D™ f(zg) - v™

es semidefinida positiva, es decir

D™ f(xp) - v™ >0, Vv € R™.

11) Sim es par y D™ f(xo) - 0™ es definida positiva, es decir
D™ f(zg) - v™ > 0, Yo #£0, veR",
entonces xo es un minimo relativo estricto.

Nota. Cambiando el sentido de las desigualdades en la proposicién anterior
se obtiene una proposiciéon analoga para méaximos relativos de f.

Demostracion. En primer lugar, notese que la anulacién de la aplicacién
k-lineal D f(z) es equivalente a la anulacién de todas las derivadas par-
ciales de orden k de f en zp. Andlogamente, la no anulacién de D™ f(xg) es
equivalente a la no anulacién de alguna de las derivadas parciales de orden
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m de f en xg, lo que implica la existencia de algin vector v € R™ tal que
D™ f(0) - o™ £ 0.

i) Basta considerar, para cada vector v # 0, la funcién g : R — R definida
en un entorno de 0 por g(t) = f(xo + tv). Por las hipétesis hechas, g es de
clase m en un entorno de 0, tiene un minimo relativo en 0 y cumple

g®0) = DFf(xo)-vF =0, k=1,2,....m—1;
g™ (0) = D™ f(xg) - ™.

Escogiendo v tal que D™ f(xzg) - v"™ # 0, se concluye que m tiene que ser
par. Si v # 0 es arbitrario, las ecuaciones anteriores implican que ¢ (0) =
D™ f(zp) - v™ > 0 para que g tenga un minimo relativo en t = 0.

ii) Aplicando el teorema 4.3—lo cual es posible, ya que por hipétesis f es
de clase C" en un entorno U de xg—y teniendo en cuenta la anulacién de
Dkf(:Eo) para 1 < k < m — 1 se obtiene

F(@) = J(@0) + —= D" f{wo) - (¢ = 20)" + of|e — wo|™), Ve €U,

0 equivalentemente

f(x) — f(o)

|z — xo|™

m
= D) (22 o)
La funcién ¢ : R® — R definida por ¢(v) = D™ f(z0) - v™ es de clase C*
(jes un polinomio en v!), y por tanto ha de alcanzar un valor minimo M
sobre la esfera unidad, que es un conjunto compacto. Como, por la hipétesis
sobre D™ f(xq), ¢ es estrictamente positiva sobre la esfera unidad, el minimo
M ha de ser estrictamente positivo, es decir

1
6(v) = —D"f(w) 0™ =M >0,  WwER", Jo|=1.

Por otra parte, tomando € > 0 suficientemente pequeno se puede conseguir
que Be(xg) C U y que |o(1)| < M /2. Por tanto, para todo x € Be(xo) —{zo}

se cumple

F@) ~fw) MM
|z — xo|™  — 2 2 '

y f tiene un minimo relativo estricto en xg. Q.E.D.

Nota. Obsérvese que la proposicion anterior no dice nada acerca de la na-
turaleza del punto critico xg cuando D™ f(xg) - v" es semidefinida (positiva
o negativa). Este caso es muy complicado, pues la naturaleza del punto
critico depende esencialmente de los términos de orden > m en el desa-
rrollo de Taylor de f en zg. Por ejemplo, si f(z,y) = 2% — y* entonces se
cumplen las hipdtesis de la proposiciéon anterior con m = 2 en el origen.
Aqui D?£(0,0) - v = 20? es semidefinida positiva, pero el origen es un punto
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silla de f. Si tomamos f(z,y) = 22 +y* entonces de nuevo D?£(0,0)-v = 2v?
es semidefinida positiva, pero ahora el origen es obviamente un minimo ab-
soluto estricto.

El caso mas frecuente en que se aplica la proposicién anterior, y en el
que nos centraremos a partir de ahora, es el caso m = 2. En este caso f es
de clase C? en un entorno del punto critico zg, y hay que estudiar la forma
cuadratica en v = (vy,...,v,) no idénticamente nula dada por

D?f(x) - v* = Z Dij f(zo)viv; = V' H f(x0)V,

i,j=1

siendo V = (v1...v,)" v Hf(20) la matriz cuadrada de orden n

2f 2f &2 f
B_mf (‘TO) 0x20x1 (LE()) Y Bzndr (‘TO)
Hf(l‘o) = (Dijf(ilﬁo))lgi,jgn E e
82 82 82
8x1£n (o) 8:228J;n (o) - ﬁ(ﬂco)

llamada el hessiano de f en el punto zg. Obsérvese que, por el lema de
Schwarz, H f(zo) es una matriz simétrica: Hf(zo)' = Hf(x). Como se
recordard del curso de Algebra Lineal, la matriz H f(z() no es otra cosa que
la matriz de la forma cuadratica D?f(z¢) - v en la base canénica de R”.

Antes de proseguir, es conveniente recordar algunas definiciones y hechos
elementales acerca de las formas cuadraticas y sus matrices. Una forma
cuadratica @ : R” — R es semidefinida positiva si

Q) >0,  YveR",
y definida positiva si
Q(v) >0, Yo #0, veR"™

Andlogamente, ) es semidefinida negativa o definida negativa si —Q) es se-
midefinida positiva o definida positiva, respectivamente. Finalmente, se dice
que @ es indefinida si no es semidefinida positiva ni negativa, es decir si
existen dos vectores vi, vy € R™ tales que

Q(’Ul) > 0, Q(’Ug) < 0.

Si Qq es la matriz de @) en la base candnica de R™, los autovalores de @
son por definicién los autovalores de (Qy. La matriz Q¢ es una matriz cua-
drada simétrica real, y por tanto es diagonalizable en una base ortonormal
y todos sus autovalores son reales. Al hacer un cambio lineal de coordena-
das de matriz A, la matriz de @Q se transforma en AT - Qg - A; por tanto,
los autovalores de () se pueden calcular de hecho a partir de su matriz en
cualquier base ortonormal de R™. El nimero de autovalores (contando la
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multiplicidad) positivos, negativos y cero de @ es invariante bajo cambios
lineales de coordenadas arbitrarios, es decir se puede calcular a partir de la
matriz de @) en cualquier base. Una forma cuadratica ) es degenerada si su
matriz (en cualquier base) no es invertible, es decir si

det Qp = 0.

Equivalentemente, @) es degenerada si 0 es autovalor de Q.

En términos de los autovalores, @) es semidefinida positiva (negativa) si
todos sus autovalores son no negativos (no positivos), y definida positiva
(negativa) si son estrictamente positivos (negativos). En la préctica, para
averiguar si una forma cuadratica es definida positiva (sobre todo en di-
mensién baja) se suele utilizar el siguiente criterio, debido a Sylvester: @ es
definida positiva si y sélo si todos los menores principales

d, = det(qij)1<ij<ks 1 <k<n,

de su matriz Qo = (¢ij)1<i,j<n son estrictamente positivos. Evidentemente,
cambiando () por —(@) se obtiene un criterio analogo para formas cuadraticas
definidas negativas: ) es definida negativa si y sélo si

signdy, = (—1)*, 1<k<n.

Este criterio es particularmente facil de formular en el caso n = 2: la condi-
cién necesaria y suficiente para que () sea definida positiva en este caso se
reduce a

g1 >0, detQg >0,

mientras que la condicién necesaria y suficiente para que ) sea definida
negativa es
qu1 <0, detQy > 0.

Nétese que si det Qg > 0, entonces q11 > 0 <= @22 >0 <= trQo > 0. En
particular, de lo anterior se deduce que una forma cuadrética en dimensién
dos con determinante negativo es necesariamente indefinida.

Aplicando la Proposicién 4.14 al caso m = 2, obtenemos el siguiente
resultado:

Proposicion 4.15. Sea xg un punto critico de f : R — R, sea f de
clase C? en un entorno de xq, y supongamos que D?f(xq) # 0. Entonces se
cumple:

1) Si la forma cuadrdtica D?f(xq) - h? es definida positiva, entonces x
es un minimo relativo estricto de f

11) Si D?f(x0)-h? es definida negativa, entonces o es un mdzimo relativo
estricto de f
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1) Si D?f(xg) - h? es indefinida, entonces xo es un punto de silla de f

No se puede afirmar nada a priori acerca de la naturaleza del punto
critico zg cuando D2 f(xg) - h? es semidefinida, es decir cuando H f(x) tie-
ne algiin autovalor nulo, y todos los autovalores distintos de cero tienen el
mismo signo. En este caso, el determinante det H f(z() se anula, y se dice
entonces que xg es un punto critico degenerado. Si x¢ es un punto critico no
degenerado, la proposicién anterior permite decidir sin ambigiiedad su natu-
raleza. Nétese, sin embargo, que cuando x( es un punto critico degenerado,
pero hay al menos dos autovalores de signos opuestos, se puede aplicar la
proposicién anterior para concluir que xg es un punto de silla de f.

En el caso n = 2 la proposicién anterior admite la siguiente formulacién
sencilla:

Proposicién 4.16. Sea (xq,yo) un punto critico de una funcién f : R> — R,
sea f de clase C? en un entorno de (zo,yo), y supongamos que H f(xg, yo) #
0. Entonces se verifica:

1) Si
det H f(20,50) = frea(0,Y0) fyy(x0,%0) = fay(z0,y0)* <O,
entonces (xg,yo) es un punto de silla de f

1) Si
fxx(x(hyO) > 07 det Hf(x()ay()) > 07
entonces (xo,yo) es un minimo relativo estricto de f

1) Si
fww(xmy(]) < 07 det Hf(ﬂf(),y()) > 07

entonces (xo,yo) es un mdzimo relativo estricto de f

En esto caso, cuando (g, o) es un punto critico degenerado D? f(zo, yo)
es necesariamente semidefinida, por lo que la Proposicién 4.15 no dice nada
sobre la naturaleza de dicho punto critico.

Veamos, para finalizar este capitulo, un ejemplo sencillo que ilustra todo
lo anterior:

Ejemplo 4.17. Sea f : R? — R definida por f(x,y) = 23 — 3zy? — 2y% + 24,
V(x,y) € R3. Calculemos, en primer lugar, los puntos criticos de f. Para
ello, hay que resolver el sistema

fo(z,y) =32 — 3y +42® =0
fy(z,y) = —2y(3z +2) =0.
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De la segunda ecuacién obtenemos que y = 0 6 x = —2/3. Si y = 0, sustitu-
yendo en la primera ecuacién se obtiene

3
r=0 6 xz=—-.
4
Por otra parte, si x = —2/3 la primera ecuacién proporciona
2
=+—.
Y=

Por tanto, f tiene exactamente cuatro puntos criticos:

oo (29 (3 (33)

cuya naturaleza vamos a determinar a continuacion.
En general, el hessiano de f es igual a

6z + 1222 —6
Hf(x,y) = < 6y _633%4)-

0.0 - (3 %),

de donde se sigue que (0,0) es un punto critico degenerado, al que no se
puede aplicar la proposiciéon anterior. Sin embargo, en este caso es facil ver
que el origen es un punto de silla de f, ya que por ejemplo

En el origen

f(z,0) = 2® + 2,

que tiene un punto de inflexiéon en z = 0.
En el segundo punto critico

9
()= (1 )

de donde se sigue que (—3/4,0) es un minimo relativo estricto de f. Final-
mente, en los dos puntos criticos restantes

2 2 4 /1 =F1
Hf|{——=,+=) ==
/ ( 3 9> 3 <:F1 0 )
tiene determinante negativo, por lo que ambos puntos criticos son puntos
de silla.

Aunque f tiene un minimo relativo estricto en (—3/4,0), es facil ver que
f no tiene extremos absolutos en R2. En efecto, es claro que f no puede
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tener ningtin maximo absoluto, pues no tiene maximos relativos. Por otra
parte,

lim f(1,y) = lim 2 — 5y% = —oo,

y—>OO y—>OO

por lo que f no tiene tampoco nigin minimo absoluto. Nétese que, para
funciones diferenciables de una variable, la existencia de un minimo local
y tres puntos de silla implica que el minimo local es de hecho un minimo
absoluto. (La diferencia con en el caso multidimensional es que en este iltimo
en un punto de silla hay direcciones a lo largo de las cuales f crece y otras
en las que f decrece.)



Capitulo 5

Variedades diferenciables.
Extremos condicionados

5.1. Subvariedades diferenciables de R"

En términos generales y poco precisos, una variedad diferenciable de
dimension 7 es un espacio topoldgico abstracto M que es “localmente equi-
valente” a (un abierto de) R™ en cada punto (en particular, M ha de ser
localmente homeomorfo a R"). En esta seccién sélo estamos interesados en
un tipo especial de variedades diferenciables, las subvariedades diferencia-
bles de R™, que como veremos a continuacién generalizan el concepto de
hipersuperficie de nivel visto en el Capitulo 2:

Definicion 5.1. Sea 1 < r < n, ¢ > 1. Una subvariedad diferenciable de
R™ de dimension r y clase q¢ es un subconjunto M C R"™ con la siguiente
propiedad: para todo punto a € M hay un entorno U de a y una funcién
¢ : R™ — R"" de clase CY(U) que cumple

rank D®(z) =n —, Ve e U,

UNM = {zeU:®(z)=0}.

Notese que tanto el entorno U como la funcién ® en esta definicién
dependen en general del punto a € M. La definicién anterior no tiene sentido
si 7 = n. En este caso, diremos que M C R™ es una subvariedad de R" de
dimension n si M es un abierto de R".

Si M C R"™ es una subvariedad diferenciable de dimensién r < n, por
definicién M se puede describir localmente en un entorno de cualquier punto
a € M por n — r ecuaciones implicitas funcionalmente independientes

®,(x) =0, 1<i<n-—r.

88
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El teorema de la funcién implicita permite probar que, en un entorno de a,
M se puede parametrizar en funcién de r pardmetros independientes. En
efecto, sea a € M y U, ® como en la definicién de subvariedad diferenciable,
y supongamos que por ejemplo

0d;
det <8:17j (a)> Licney #0.

ril<j<n

Escribamos a = (a,a) € R” x R"™". Por el teorema de la funcién implicita
aplicado a ® en a € U, hay un entorno W C U de a en R™, un abierto
V C R" que contiene a @ y una funcién ¢ : V- — R"™™" de clase C? en V tal
que

MW ={(u,¢(u) :ueV}.

En otras palabras, existe un entorno W de a en el cual la subvariedad M
esta descrita por las ecuaciones paramétricas

Ir1 = Uy
Ty = Uy

Try1 = Pr(ug, ..., up)
Tp = wn—r(uly cee 7u7’)-

La demostracién del teorema de la funcién implicita también permite en-
tender en qué sentido una subvariedad diferenciable r-dimensional de R" es
localmente equivalente a un abierto de R” en cada punto. En efecto, la fun-
cién de clase C7 ¥ : V C R” — R" definida por ¥(u) = (u,1(u)) establece
una biyeccién entre M N'W y el abierto V de R".

Ejemplo 5.2. El conjunto
M={(z,y):2* —y* =1} U{(z,y) :x =y} = M1 UM,

es una subvariedad diferenciable de dimensién 1 y clase oo de R2. En efecto,
si (xg,yo) € M; sea U un entorno de (zg,yo) que no corte a My, y tomemos
®(x,y) = 22 — y* — 1. Entonces

UNM=UnNM ={(z,y) €U : &(z,y) =0},

® es de clase C*° en U, y el rango de D® es igual a 1 en U, ya que Vo
s6lo se anula en (0,0) € Ms. Andlogamete, si (xg,y9) € My basta tomar
como U un entorno de (xg,yo) que no corte a M, y definir ®(z,y) =z —y.
Nétese que en este ejemplo tanto U como ® dependen del punto (zg,y9) € M
considerado.
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Ejemplo 5.3. El conjunto

{(z,y):2* —y* =0}
no es una subvariedad diferenciable de R?. En efecto, no es una subvariedad
diferenciable de dimensién 2, ya que no es abierto (es cerrado, y R? es
conexo). Tampoco es una subvariedad de dimensién 1, ya que, por lo visto
anteriormente, si lo fuera existirian un entorno W de (0, 0), un abierto V- C R
que contiene a 0 y una funcién ¢ : R — R tales que

WNnM={(z,9):zeV}

O~

WnM={((y)y)  zeV},
lo cual evidentemente no ocurre.

Una forma muy habitual de construir subvariedades diferenciables de R™
consiste en tomar una funcién ® : R” — R™ (con 1 < m < n) de clase C
(con ¢ > 1) en un abierto D C R", y definir

M ={zeD:®(x)=0y rank D®(z) = m}.

Si M no es vacio, entonces es facil ver que M es una subvariedad diferen-
ciable de R™ de dimensién n — m y clase ¢q. En efecto, si a € M entonces
rank D®(a) = m, por lo que existird un menor u de orden m de J® no nulo
en a. Como @ es de clase ¢ > 1 en D, las derivadas parciales de primer orden
de @ son de clase ¢ — 1 > 0 en D, y por tanto p es una funcién continua
en D. El conjunto de puntos en que no se anula una funcién continua es un
abierto, por lo que debe existir un entorno U C D de a en que p no se anula.
En particular, rank D®(x) = m para todo x € U. Con esta eleccién de U y
® se satisfacen las condiciones de la definicién de subvariedad diferenciable,
con 7 = n —m. Llamaremos a M la subvariedad diferenciable definida por la
funcion ®. Nétese que en este tipo de subvariedades el abierto U depende
del punto, mientras que ® es la misma para todos los puntos de M. En parti-
cular, dada f : R™ — R de clase ¢ la subvariedad diferenciable de dimensién
n — 1 y clase g definida por la funcién f — ¢ es la hipersuperficie de nivel
L.(f) menos el conjunto de puntos criticos de f.
Por ejemplo, la esfera de centro a y radio r en R"

Sp(a;n)={z eR": |z —a| =r}

es la subvariedad de dimensién n — 1 y clase oo definida por la funcién
® : R" — R dada por

i=1
En efecto, ® es de clase C*°, S,.(a;n) es el conjunto de ceros de ® y el rango
de @ es uno en Sy(a;n), ya que V& sdlo se anula en el origen.
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5.2. Vectores tangentes y normales a una subva-
riedad

Sea M una subvariedad diferenciable de R", y sea a € M. Un vector v €
R™ es tangente a M en a si existe una curva diferenciable v : (—=§,d) — M
contenida en M tal que

W0)=a,  A(0)=v. (5.1)

Esta definicién es totalmente andloga a la vista en el Capitulo 2 para una
hipersuperficie de R™. Llamaremos espacio tangente a M en a al conjunto

To(M) = {v € R": v es un vector tangente a M en a}
formado por todos los vectores tangentes a M en a.

Proposicion 5.4. Sea M una subvariedad diferenciable de dimension r
de R", sea a € M, y sean U y ® como en la definicion de subvariedad
diferenciable. Entonces

To(M) = ker D®(a). (5.2)
En particular, T,(M) es un subespacio de dimension r de R™.

Demostracion. Obsérvese que si probamos (5.2) entonces T, (M) es un subes-
pacio vectorial de R", y de la férmula

dimker D®(a) + rank D®(a) = dimR" =n

y la condicién rank D®(a) = n—r se sigue automaticamente que dim 7, (M) =
r. Por tanto, basta probar (5.2).

En primer lugar, veamos que T,(M) C ker D®(a). En efecto, si v €
To(M) y la curva v : (=d,0) — M satisface las condiciones (5.1) entonces
® o~y =0 en un entorno de t = 0, por lo que

0= (©07)/(0) = DB(a) - 7/(0) = DB(a) - v.

Veamos ahora que también ker D®(a) C T,(M). En otras palabras, dado
un vector v € ker D®(a) hay que construir una curva vy : (—4,5) — M que
cumpla las condiciones (5.1). Para ello, si x € R™ escribamos x = (Z, Z), con

TeR" yz eR"", ysea
0®  [09;
0z N 8£Ej 1<i<n—r )

r¥l<j<n

Por lo visto en la seccién anterior, podemos suponer que g—g(a) es invertible.

Entonces hay un entorno W de a en R™, un abierto V' C R" que contiene a
a y una funcién ¢ : R” — R"™" de clase g en V' (si ® € C1(U)) tales que

MW ={(u,¢(u)) :ueV}.
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Como la imagen de v tiene que estar contenida en M, escribiremos

donde g : (—6,0) — R" es una funcién diferenciable que hay que calcular
de forma que 7 satisfaga las condiciones (5.1). La primera condicién implica
que
9(0) = a.
Al ser
Y (t) = (4'(t). D¥(g(t))) - g'(1)),

la condicién sobre 7/(0) es equivalente al par de ecuaciones

En particular, si tomamos ¢(t) = a + t 0, todo se reduce a probar que se
cumple la dltima de las igualdades anteriores. Para ello, utilizaremos el hecho
de que, por construccién de v,

o(y(t)) =0, Vt € (—9,96).
Derivando esta igualdad en ¢t = 0 obtenemos
0= D®(a)-+/(0) = D®(a) - (0, D(a) - 9).
Por otra parte, como D®(a) - v = D®(a) - (0,0) = 0 restando obtenemos
D®(a) - (0,Dy(a) -0 —1v) =0,
o lo que es lo mismo (con un ligero abuso de notacién)

0P

(@) (D(a) -0 - ).

Como la matriz g—%(a) es invertible, esto implica que

Dy(a)-v—v=0,
como habiamos afirmado. Q.E.D.

Si M C R"™ es una subvariedad diferenciable de dimensién r y a € M,
diremos que v € R™ es un vector normal a M en a si v es ortogonal a todo
vector tangente a M en a, es decir si

v -h=0, VheT,(M).
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El conjunto N,(M) de todos los vectores normales a M en a es pues el
complemento ortogonal T, (M)* de T,(M); en particular,

dim Ny (M) =n —r. (5.3)
Si ® es como en la definicién de subvariedad diferenciable, entonces

heT,(M) <= D®(a)-h=0
< J®(a)-h =0, 1<i<n-—r
<= V®;(a)-h =0, 1<i<n—r.

Por tanto, los n — r vectores
N; = V®;(a), 1<i<n-—m, (5.4)

son normales a M en a. Dichos vectores son linealmente independientes,
pues no son otra cosa que (los vectores correspondientes a) las n — r filas de
la matriz D®(a), que por construccién tiene rango n —r. De (5.3) se deduce
entonces que los vectores (5.4) forman una base de N,(M). En particular,
si M es una subvariedad (n — 1)-dimensional de R™ el vector V®(a) genera
el subespacio normal a M en a, que es de dimensién uno en este caso.

Como en el caso de las hipersuperficies de nivel, dada una subvariedad
diferenciable M C R™ de dimensién r y un punto a € M, definimos el r-
plano tangente a M en a como el r-plano P, (M) que pasa por a y es paralelo
a T,(M), es decir

P,(M)=a+T,(M)={zeR":z—acT,(M)}
={z€R":DP(a) - (z —a) =0}.

Equivalentemente,

Py(M)={z€eR":V®i(a)- (x—a)=0, 1 <i<n—r}.

5.3. Multiplicadores de Lagrange

Sea M una subvariedad diferenciable de R", y sea f : R®™ — R una fun-
cién diferenciable en algin abierto que contenga a M. En esta seccién nos
ocuparemos de desarrollar un método para calcular los extremos de f en M
(lo que cldsicamente se denomina un problema de extremos condicionados).
Por lo visto en el capitulo anterior, los extremos relativos de f en M no
tienen por qué ser puntos criticos de f, lo cual no permite aplicar los méto-
dos desarrollados en dicho capitulo en este caso. Cuando M es facilmente
parametrizable, es decir si podemos expresar M como

M={¥(u):ueV}
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(siendo V' C R” abierto y ¥ : V — M biyectiva y de clase C'(V)) entonces
los extremos relativos de f en M son simplemente los extremos relativos de
la funcién foW en el abierto V, que se calculan a partir de los puntos criti-
cos de foW. El problema es que muchas veces, en la préctica, no es posible
encontrar una parametrizacién sencilla de M. Interesa hallar por tanto una
condicién necesaria de extremo, analoga a la anulacién de D f para proble-
mas de extremos no condicionados, que no exija encontrar explicitamente
una parametrizaciéon de M.

Para resolver este problema, sea r la dimensiéon de M, y sea a € M un
extremo relativo de f en M. Sea « : (—=,0) — M una curva diferenciable
contenida en M que pase por a con vector tangente h en t = 0, y sea ®
como en la definicién de subvariedad diferenciable. Como f tiene un extremo
relativo en a, la funcién fo-~y, definida en un entorno de ¢t = 0, tiene un
extremo relativo en t = 0. Por la regla de la cadena se tiene entonces

0=(fe7)'(0) = Df(a)-+'(0) = Df(a) - h.

Como cualquier vector h € T,(M) puede obtenerse por definicién como el
vector tangente en a a una curva diferenciable v contenida en M, hemos
probado que si f tiene un extemo relativo en a € M entonces

Df(a)-h=0,  VheT,(M).

Esta es pues una condicién necesaria para que f tenga un extremo relativo
en a. Sin embargo, esta condicién es un poco engorrosa todavia, por lo que
procederemos a simplificarla utilizando los resultados de la seccién anterior.
En efecto, dicha ecuacién se puede reescribir como

Vf(a)-h=0, VheTy(M),

lo que es equivalente a la condiciéon Vf(a) € Ny(M). A su vez, esto es
lo mismo que decir que el vector V f(a) es una combinacién lineal de los
vectores N; = V®;(a), 1 < i < n —r. Por tanto, existirdn n — r escalares
W1y, Un—r tales que

Vf(a) = Z_: wiVe;(a),
i=1

o bien -
\Y (f + ZAZ@) (a) =0,
=1

donde hemos puesto \; = —u;. Por tanto, hemos probado el siguiente resul-
tado:
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Teorema 5.5. Sea M una subvariedad diferenciable de dimension r de R™,
sea ® como en la definicion de subvariedad diferenciable, y sea f : R™ — R
una funcion diferenciable en un abierto que contenga a M. Sia € M es un
extremo relativo de f en M, existen n — r escalares \q, ..., \n_y tales que
la funcion F = f+ > 1 \i®; tiene un punto critico en a.

Este teorema es especialmente 1til si, como ocurre en la mayor parte de
las aplicaciones, M es la subvariedad definida por una funcién ¢ : R — R™,
pues entonces ® es conocida y es la misma para todos los puntos de M. En
tal caso, para encontrar los extremos relativos de f en M hay que encontrar
primero todos los puntos a € M que son puntos criticos de la funcién auxiliar
F = f+>", \®; para algin valor de los pardmetros \;. Con un cierto
abuso de lenguaje, llamaremos a estos puntos puntos criticos de f restringida
a M . Para hallar dichos puntos, hay que resolver el siguiente sistema de n+m
ecuaciones

OF of L0 .

%(a):a—xi(a)‘i‘;)\ja—%(@:oa 1<i<mn (5.5)

Pp(a) =0, 1<k<m (5.6)
en las n + m incégnitas ai,...,an, A1,..., A\, (con la condicién adicional

rank D®(a) = m). A los m pardmetros auxiliares \; se les llama multipli-
cadores de Lagrange, y el método que acabamos de exponer para encontrar
los extremos de f en M recibe el nombre de método de los multiplicadores
de Lagrange.

Ejemplo 5.6. Hallemos los extremos relativos de la funcién f : R? — R
definida por f(z,y) = 22 + y* en la curva

C={(z,y) : 2° +y* — 6zy = 0}.

Obsérvese que en este caso no hay una forma sencilla de parametrizar M,
por lo que es practicamente obligado aplicar el método de los multiplicadores
de Lagrange que acabamos de ver.

En primer lugar, veamos si C es la subvariedad diferenciable M de di-
mensién 1 definida por la funcién ®(z,y) = 2% + y> — 6zy. Para ello, basta
recordar que

M =C—{(z,y): V@(z,y) = (0,0)}.

de donde se sigue facilmente que
M=C- {(07 0)7 (27 2)} =C— {(0’0)}7

pues (2,2) ¢ C. Nétese que el punto (0,0) es obviamente un minimo absoluto
estricto de f en C. Por lo tanto, los restantes extremos relativos de f en C
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hay que buscarlos en el conjunto de los puntos criticos de f restringida a la
subvariedad diferenciable M.

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange, buscamos los
extremos auxiliares de la funcién F(z,y) = f(z,y) + A®(z,y) que satisfacen
la condicién ®(z,y) = 0 (y (z,y) # (0,0)). Debemos por tanto resolver el
siguiente sistema de 3 ecuaciones en las tres incognitas (x,y, \):

2z + A3z — 6y) =0 (5.7)

2y + A(3y* — 62) =0

23+ 93 — 6y = 0.
De las dos primeras ecuaciones deducimos que
2(y? - 22) = y(a® = 2y) <= 20z —y)(z +y) = 2y’ —y2® = xy(y — ),
0 equivalentemente
(r—y)2r+2y+ay) =0 <= zx=y 6 2x+2y+zy=0.
Si xz = y, sustituyendo en la ultima ecuacién del sistema obtenemos la ecua-
cién
2® —32% =0,

que proporciona los puntos criticos (0,0) (que no pertenece a M, pero ya
hemos tenido en cuenta) y (3,3). Si z # y, entonces

2z
x+2

20+ 2y +ay=0 <= y=—

Sustituyendo esta relacién en la condicién ®(z,y) = 0 y quitando deno-
minadores, se demuestra facilmente que la ecuacion resultante sélo tiene la
raiz real = 0, que conduce de nuevo al punto (0,0). Por tanto, los tinicos
puntos de C en los cudles f puede tener un extremo relativo son (0,0) (que
es un minimo absoluto estricto) y (3,3). Por consideraciones geométricas
(representando esquematicamente la curva C) se puede ver que (3,3) es un
maximo relativo estricto, pero no absoluto, de f en C.

Si a es un punto critico de la funcién f restringida a la subvariedad
diferenciable M, existe también en este caso un criterio, analogo al de la
derivada segunda visto en el capitulo anterior, que permite determinar en
ciertos casos si a es un extremo relativo de f en M. Concretamente, se tiene:

Proposicion 5.7. Sea M una subvariedad diferenciable de R™ de dimension
ry clase ¢ > 2, sea f : R — R una funcion de clase C? en un abierto
de R™ que contenga a M, y sea ® como en la definicion de subvariedad
diferenciable. Si a € M es un punto critico de f restringida a M, sean
My ooy Ay los multiplicadores de Lagrange asociados a este punto, y sea
F=f+5" \®;. Entonces se cumple:
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1) Si
D?F(a)-h* >0, VYheT,(M), h#0,

entonces a es un minimo relativo estricto de f en M
1) Si
D?*F(a)-h* <0,  VYheT,(M), h#0,
entonces a es un maximo relativo estricto de f en M
111) Si la forma cuadrdtica D*F(a) - h? es indefinida en T,(M), es decir
3hy,hy € To(M)  tales que D?*F(a) - (h1)? <0 < D*F(a) - (h)?,
entonces a es un punto de silla de f en M.

Demostracion. La demostraciéon se basa en el siguiente lema sencillo: si v :
(—6,6) — R™ es cualquier curva de clase C? tal que v(0) = a y 7/(0) = h,
entonces

D?F(a) - h* = (Fov)"(0). (5.10)

En efecto, F es de clase C? por serlo f y ®. Aplicando la regla de la cadena
dos veces a f o~y se obtiene

(Fo9)'(t) = DF (y( ZDF i(t)

(Fov)"(t) ZDF +ZD”F ()

= DF(V( )Y (t )+D2F(7( t) - (7' (1))%.

Evaluando esta tltima igualdad en ¢t = 0, y teniendo en cuenta que DF(a) =
0, se obtiene (5.10). Nétese que la anulacién de DF en a es fundamental; en
particular, (5.10) no es valida en general para f, pues D f(a) no tiene por
qué anularse.

Para probar la dltima parte, probaremos que si a es, por ejemplo, un
minimo relativo de f en M entonces

D2f(a)-h®* >0,  Yhe&T,(M).

Si h € T,(M), sea:(—6,6) — M una curva de clase C? tal que v(0) = a
v 7'(0) = h. (Siempre se puede encontrar una curva de clase C? que cumpla
esto; por ejemplo, utilicese la representacién paramétrica de M en un entorno
de a.) Entonces la funcién foy = F o+ tiene un minimo relativo en t = 0.
Por tanto, se ha de cumplir la condicién

0 < (Fe)"(0) = D*F(a) - I*,
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donde hemos aplicado (5.10).

Veamos ahora que si, por ejemplo, se cumple la condicién i), entonces a
es un minimo relativo estricto de f en M. En efecto, si ¥ : V C R" es la
funcién que da la representacion paramétrica de M en un entorno W de a
mediante

MW ={(u,¥(u) :ueV},

y ¥(u) = (u,(u)), basta probar que la funcién ¢ = foW = F oW tiene un
minimo relativo estricto en a. En primer lugar, @ es un punto critico de ¢,
ya que

Dy(a) = DF(a) - DV (a) = 0.

A continuacién aplicaremos el criterio de la derivada segunda a ¢, que es de
clase C? por serlo F y 1. Para ello, vamos a probar que

D?p(a) - v? > 0, Vo eR", wv#0.

En efecto, sea v € R", y sea g : (—9,d) — R” una curva cualquiera de clase
C? tal que g(0) = a y ¢(0) = v. Si ¥ = Wog, entonces v es una curva
contenida en M que cumple v(0) = a, y por tanto h = +'(0) € T,(M).
Aplicando (5.10) a ¢ (que también cumple Dp(a) = 0) y F' obtenemos

D?*p(a) - v* = (pog)"(0) = (Fo7)"(0) = D*F(a) - h* > 0.

Por dltimo, para probar que la desigualdad anterior es estricta si v # 0,
basta observar que en tal caso se cumple

h=+'(0) = D¥(a) - v = (v, Dy(a) - v) # 0.

Por tanto, el criterio de la derivada segunda implica que foW = F oV tiene
un minimo relativo estricto en @, como habiamos afirmado. Q.E.D.

En relacion con la proposicion anterior, es importante darse cuenta de
dos detalles. En primer lugar, la forma cuadratica que hay que estudiar es
la derivada segunda de la funcién auxiliar F', en lugar de la de f. Esto es
debido a que F', pero no necesariamente f, tiene un punto critico en a. En
segundo lugar, lo que hay que estudiar no es simplemente la forma cuadratica
D?F(a)-h?, sino dicha forma cuadratica restringida a T,(M). En particular,
esta tltima forma cuadratica puede ser definida aunque D?F(a) - h? sea
indefinida en R".



