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Capitulo 1

Funciones de R" en R™. Limites y
continuidad

1.1 Vectores cartesianos en R3

Intuitivamente, el espacio R3 es el conjunto de los vectores en el espacio ordinario (tridimensio-
nal). Como dichos vectores tienen tres componentes x; (i = 1,2, 3) segun las direcciones de tres
ejes perpendiculares (ejes coordenados), podemos asimilar R3 al conjunto

R3 = {(x1,x2,x3) | xi €R, i=1,2,3]}.

En particular, los vectores unitarios segiin las direcciones de los ejes coordenados (vectores uni-
tarios coordenados) estan dados por

er=1=(1,0,0), e=j=(0,10), e3=k=(0,0,1).

Dos vectores X = (x1,X2,x3),Y = (71,V2,¥3) € R3 son iguales si y solo si tienen las mismas
componentes, es decir siy solo si x; = y; para todo i = 1, 2, 3. La suma x + y de dichos vectores
se define mediante la regla del paralelogramo (cf. Fig. 1.1), que es equivalente a la relacion

X+y=(Xx1+Y1,X2+Y2,X3+)3).
Dado un nimero real A (escalar), se define el vector Ax € R3 mediante la igualdad
AxX = (Ax1,Ax2,AX3).

Los vectores X y Ax son siempre paralelos (si A # 0), y tienen la misma direccion (resp. direcciones
opuestas) si A > 0 (resp. A < 0). Con las definiciones dadas de suma y producto por escalares,
es inmediato comprobar que cualquier vector x = (x1,X2,x3) € R3 se puede escribir como la
combinacion lineal

3
X =x1i+x2§ +x3k= D xie;.
i-1

Figura 1.1: regla del paralelogramo (O = (0,0, 0) es el origen de coordenadas).
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Figura 1.2: recta que pasa por el punto a = OP en la direccion del vector v = P—Q> (O_R> = X,
PR =x-—a).

El producto escalar de dos vectores X,y € R? es el nimero real definido por

3
XY =X1Y1+X2Y2 + X33 = > XiVi.
i=1
Geométricamente,
x-y = [x]l llyll cos0(x,y), (1.1)

donde ||x|| = \/x - X es lalongitud (o norma) del vector x (y analogamente ||y|}) y (x,y) € [0, 1]
es el dngulo formado por los vectores x,y. En particular, los vectores X,y € R3 son perpendi-
culares (u ortogonales) si x - y = 0. Analogamente, se define el producto vectorial x X y de los
vectores x,y mediante

i j ok
XXy =(X2)3 —X3)2,X3Y1 — X1Y3,X1)2 — X2)1) = | X1 X2 X3
Y Y2 ¥3

Notese que
(XXY)i=XjYk—XkYj,

donde (i, j, k) es una permutacion ciclica de (1,2, 3). Geométricamente, el vector x X y es per-
pendicular a los vectores X,y (jdemostrarlo!), y su longitud es igual a

Ix <yl = Ixll llyll sin@(x,y).

Por ultimo, el sentido del vector X X y esta determinado por la regla del sacacorchos (equivalen-
temente, los vectores X,y,X Xy tienen la misma orientacion que los vectores unitarios coordena-
dos i, j, k). En particular, los vectores x,y son paralelos siy solo six xy = 0.

Ejercicio 1. Probar que ||x x y||? = [|x||?|lyll® — (x - y)?.

Dado un punto a = (a1, az,as) € R3, la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por dicho
punto en la direccién del vector v = (v1,vp,v3) # 0 es

\x=a+tv, te[R\. (1.2)

En efecto, si x es un vector de dicha recta entonces el vector x — a ha de ser paralelo al vector v,
y por tanto x — a = tv para algun escalar t (cf. la Fig. 1.2). La ecuacion cartesiana de dicha recta
se obtiene eliminando el parametro t de una de las ecuaciones y sustituyendo en las otras dos,
lo cual proporciona dos relaciones entre las tres coordenadas (x1, X2, x3) de un punto arbitrario
de la recta. Con un ligero abuso de notacion, podemos escribir estas dos ecuaciones como

X1 —ai X2 —ap X3 —as
= = , (1.3)
V1 U2 V3

sobreentendiéndose que si v; = 0 entonces simplemente x; = a;.
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(@)

Figura 1.3: plano perpendicular al vector v que pasa por el punto a = OopP (ﬁ =X, PR =x— a).

Ejemplo 1.1. La ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el punto (1, —-2,0) en la direccion
del vector (3,0,-1) es

]x: (1,-2,0) + £(3,0,—1) = (1+3t,—2,—t)\, t eR,

0 equivalentemente,

\x1:1+3t, X2 = -2, x3=—t\, teR.

La ecuacion cartesiana se obtiene facilmente eliminando el parametro t de la tltima ecuacion:

’X1+3X3=1, X2=—2‘. O

Analogamente, la ecuacién del plano que pasa por el punto a y es perpendicular al vector
v#0es

[(x-a)-v=0|. (1.4)

En efecto, si el punto x pertenece a dicho plano entonces x — a es perpendicular al vector v, y por
tanto (x —a) - v = 0 (cf. la Fig. 1.3). Notese que la ecuacion (1.4) se puede escribir también en la
forma

V1(x1 —a1) +va(x2 —az) + vs(xz —az) =0|.

En general, la ecuacion

V1X1 + V2X2 + V3X3 =C

es la ecuacion de un plano perpendicular al vector (v, v2, v3). Dicho plano pasa por el origen de
coordenadas siy solo sic = 0.

Ejemplo 1.2. La ecuacion del plano perpendicular al vector (—1,0,4) que pasa por el pun-
to (1,-2,2) es

(x1-1,x2+2,x3—2)-(-1,0,4) = —x1+1+4(x3—-2)=—-x1+4x3 -7 =0,

0 equivalentemente

‘xl —4x3 = —7‘.

Ejercicio 2. ;Como han de ser los vectores a'y v para que la recta (1.2) pase por el origen?

Ejercicio 3. Hallar la ecuacion del plano que contiene a las rectas x =a+ tvy yX = a + tvp que
pasan por el punto a € R3.
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1.2 El espacio R". Funciones de R" en R™

El conjunto R" es el producto cartesiano' R x - - - x R. En otras palabras,
— ———
n veces
’[R” ={(x1,...,xn) [ x; €R, 1 <i<n}‘

es el conjunto de las n-tuplas ordenadas de nimeros reales. Es importante notar que el adjetivo
“ordenadas” en la frase anterior significa que la igualdad de dos elementos x = (x1,...,Xn),Y =
(Y1,---,¥Yn) € R" se define por

X=Yy < Xi=Yi, l<isn.
Los n numeros reales x; (i = 1,...,n) se denominan las componentes de x. La suma de dos
elementos x = (x1,...,Xn),Y = (¥1,...,Yn) € R" y el producto de un escalar A € R por un

elemento x € R" se definen respectivamente por

x+y: (x1+y1,---,xn+yn)
Ax = (Ax1,...,AXx5n) .

De las propiedades de la suma de numeros reales se sigue facilmente que la suma en R" es
conmutativa y asociativa, su elemento neutro es 0 = (0,...,0) y el inverso de un elemento cual-
quiera x = (x1,...,Xn) €s (-x1,...,—Xn) = —X. Se verifican ademas las siguientes identidades,
que relacionan la suma y el producto por escalares:

i) A(ux) = (Au)x, VA ueR, Vx € R"?

i) 1-x=x, Vx e R"

iii) A(x +y) =Ax + Ay, VAeER, Vx,y e R"
iv) (A+u)x =Ax + uy VA, ueR, Vx € R?

En otras palabras, con las operaciones que acabamos de definir R" es un espacio vectorial.

Definicion 1.3. Una funciéon de R” en R™ es una aplicacion f : R" — R™, es decir una regla
que a cada elemento x de un cierto subconjunto no vacio de R" le asigna de manera univoca
un elemento f(x) € R™. Si m = 1, se dice que f es una funcién escalar de n variables reales.

Definicion 1.4. El conjunto D(f) de todos los elementos x € R" para los cuales existe (i.e., esta
definido) f(x) se denomina dominio de la funciéon f. El conjunto R(f) de todos los valores
que toma la funcién f, es decir de los elementos y € R™ tales que y = f(x) para algun
x € R", se denomina imagen de f.

En otras palabras,

D) =[x €R" [If() eRM CR",  R(f) = [f(x) | x e D)} CR™

0 equivalentemente?
D(f) = fHR™),  R(f) =f(R").

ISi A y B son dos conjuntos cualesquiera, su producto cartesiano es el conjunto de pares ordenados (a,b)
cona € Ay b € B. En otras palabras, A X B = {(a,b) | a € A, b € B}, siendo por definicion (a1, b;) = (az,b2) siy
solo si a; = a» y by = b». El producto cartesiano de n conjuntos se define de forma analoga.

2En general, si A y B son conjuntos arbitrariosy f : A — B se define la imagen inversa f~!(C) de un subconjunto
C C Bbajo f como el conjunto de todos los puntos x € A tales que f(x) € C: f~1(C) = {x € A| f(x) € C}. Notese
que esta definicion tiene sentido aunque la funciéon f no sea invertible.
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Si f es una funcion de R" en R™ y x = (x1,...,Xn) € D(f), como f(x) es un vector de R™
tendra m componentes, que denominaremos f;(x) (i = 1,...,m). En otras palabras,
) = (A, fmx),  VxeD(f)], (1.5)

donde cada f; es una funcion de R" en R, es decir una funcién escalar de n variables. Las m
funciones f; se denominan funciones componentes de f. Notese que el vector f(x) € R™ esta
definido si y solo si lo estan cada una de sus componentes f;(x), es decir

m
D(f) = DSfi). (1.6)
i=1
Reciprocamente, m funciones escalares fi,..., fm : R" — R cuyos dominios tienen interseccion

no vacia definen a través de la ec. (1.5) una funcién f : R" — R™ con dominio dado por (1.6).
En otras palabras, dar una funcion de R™ en R™ es equivalente a dar m funciones escalares de n
variables. Por este motivo, el estudio de las funciones de R" en R" podria en principio reducirse
al de las funciones escalares. En general, sin embargo, una funcion escalar de n > 1 variables no
puede expresarse en términos de funciones de una variable. Esta es esencialmente la causa de
que el estudio de las funciones de R" en R™ suponga un salto conceptual importante respecto
del estudio analogo de las funciones reales de una variable real.

Ejemplo 1.5. Las funciones de R™ en R" son una herramienta esencial en la descripciéon de los
fenomenos fisicos. Por ejemplo:

i) La temperatura en una region del espacio A ¢ R3 es una funcién escalar de 3 variables
con dominio A. Otros ejemplos de funciones de R3 en R son los potenciales eléctrico y
gravitatorio (estaticos).

ii) La posicion, la velocidad y la aceleracion de una particula son ejemplos de funciones de R en
R3, es decir funciones vectoriales de una variable real (el tiempo). En este caso, la imagen de
la funcion posicion es una curva en R3 llamada trayectoria de la particula. Analogamente,
la linea de universo de una particula relativista es una funcion de R (por ejemplo, el tiempo
propio de la particula) en R* (el tiempo y las tres coordenadas espaciales medidas en un
sistema de referencia inercial)

iii) Un campo magnético, eléctrico o gravitatorio estdtico (independiente del tiempo) en una re-
gion del espacio A ¢ R3 es un ejemplo de funcién de R3 (las tres coordenadas espaciales) en
R3 (las tres componentes del campo) con dominio A. Otro ejemplo de funciéon de R3 en R3
es la velocidad de un fluido estacionario que se mueve en una region del espacio. Un campo
eléctrico, magnético o gravitatorio dependiente del tiempo viene descrito por una funcion de
R* (tres coordenadas espaciales mas una temporal) en R3 (las tres componentes del campo).

iv) La métrica de una region A ¢ R* del espacio-tiempo puede representarse por una funcién de
R* (las cuatro coordenadas espacio-temporales) en R!9 (las 10 componentes independientes
de un tensor simétrico de orden 2 en 4 dimensiones?).

Una funcion de R en R se puede visualizar de manera relativamente sencilla dibujando su
grafica. En general, es mucho mas complicado (si no directamente imposible) visualizar una fun-
cion de R™ en R™. Para ayudar a visualizar tales funciones, suelen ser de utilidad los conceptos
de grafica (analogo al caso de funciones de R en R) y conjunto de nivel definidos a continuacion:

3Un tensor de este tipo puede en efecto representarse por una matriz simétrica 4 x 4, que tiene 10 elementos de
matriz independientes.
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Definicion 1.6. Sea f : R" — R" una funcién. La grafica de f es el conjunto
G(f) ={(x,f(x) | x eD(f)} c R™*™,
Dado un vector ¢ € R™, el conjunto

Le(f) ={xeR"| f(x)=c} cD(f) cR"

se denomina conjunto de nivel de f de valor c.

Es importante notar que la grafica de f es un subconjunto de R™*" mientras que los conjuntos
de nivel de f estan contenidos en R". Es también evidente que L.(f) # 0 siysolosic € R(f),y
que
R(f)={ceR™|[L()#0}, DFH=U LeHh= U Le(f).
ceRmM ceR(f)
Obsérvese, por ultimo, que la grafica G(f) tiene la siguiente propiedad: si x € R™ e y1,y> € R™,
entonces
(x, 1) €G(f), (x,22) €G(f) = 1=y,

ya que y1 = y2 = f(x). Reciprocamente, un subconjunto A C R™*" es la grafica de una funcion
f:R™ - R™ siy solo si cumple la propiedad anterior, es decir si

(x, ) €A, (x,y2)€A = y1=)2.

En tal caso D(f) es obviamente la proyeccion de A sobre el espacio R™ de las n primeras compo-
nentes, mientras que R (f) es la proyeccion sobre el espacio R™ de las ultimas m componentes:

D(f)={xeR"| Iy e R tq. (x,y) € A}, R(f)={yeR™|Ix e R"t.q. (x,y) € A}.

Ejemplo 1.7. Sea f : R? — R una funcion escalar de dos variables. Entonces la grafica de f es la
superficie de R3 de ecuacion

’z=f(x,y), (x,y) € D(f)

donde hemos denotado por (x,y,z) las coordenadas cartesianas en R3. Analogamente, si ¢ €
R (f) el conjunto de nivel L.(f) es el subconjunto de R? de ecuacion

Fewv=c),

que en general es una curva en el plano (que puede degenerar, en algunos casos, a un punto).
Consideremos, por ejemplo, la funcién f : R? — R definida por

x2 2
fx,y) = ﬁerf—l,

con a y b constantes positivas. En primer lugar, el dominio de f es el conjunto

2

D(f)={(x,y)e[l§2'zz+i§>1}

es decir la union de la elipse (x2/a?) + (y%/b?) = 1 de semiejes a y b con su exterior. Es también
claro que R(f) = [0, ). En efecto, por definiciéon f(x,y) = 0, y si ¢ = 0 la ecuacion
X2 2

fx,y)=c < Tty ol=c

2



El espacio R". Funciones de R" en R™ 7

tiene infinitas soluciones (por ejemplo, ¥ = 0 y x = xa+/1 + ¢2). El calculo anterior también

demuestra que L (f) = 0 sic <0,y Lo (f) € R? es la elipse
x2 2 )
ﬁ'f‘ﬁ:l‘l'c y

de semiejes av/'1 + c2y b1 + ¢2. Por ultimo, la grafica de f es el conjunto

G(f) = {(x,y,\/§+%§—1) [y enipnfcr,

o0 equivalentemente

2 2
G(f) = {(x,y,:/:) eR3 ‘ ﬁJr%—zZ:l, z>0} ,
es decir la interseccion del hiperboloide eliptico de una hoja
X2 2
H = {(x,y,z) e R3 ‘ ?-ﬁ-%—zz = 1}

con el semiespacio z > 0. Si a = b entonces H es un hiperboloide de revolucion alrededor del eje
z, mientras que si a # b las secciones de H (y por tanto G(f)) por planos horizontales z = c > 0
son elipses de semiejes a+/1 + c2y b1 + ¢2 (cf. la Fig. 1.4).

Figura 1.4: Izda.: curvas de nivel de la funcion del Ejemplo (1.7) (con a = 2, b = 1). Drcha.: grafica
de dicha funcion.

Ejercicio 4. Repetir el problema anterior para la funcion

X2 2
flx,y) = EJF%”

Solucion. En este caso

D(f) =R?,  R(f)=[1,0), G(f)=H n{x,¥,2) eR®|z>0}

siendo ) )
_ 3| X Y2
H—{(x,y,z)e[R 'a2+b2 zc = }
un hiperboloide eliptico de dos hojas (cf. la Fig. 1.5). Si ¢ > 1, los conjuntos (curvas) de nivel son

las elipses

x2 2 ,
ﬁ + ﬁ =c°—-1],
de semiejes a+/c2 -1y bvc2 -1 (en particular, L1 (f) = {(0,0)}), mientras que L.(f) = 0 si
c <1.
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Figura 1.5: grafica de la funcion del Ejercicio 4 (cona =1, b = 2).

Ejemplo 1.8. Consideremos la funcioén f : R — R? dada por
f(t) = (cost,sint).

En este caso D(f) = Ry R(f) es la circunferencia de centro 0 y radio 1 en R2. La grafica de f es

la curva en R3
G(f) = {(t,cost,sint) | t € R}.

Se trata de una hélice contenida en el cilindro y2 + z2 = 1 y de paso 21t (el periodo de las
funciones cos y sin).

Figura 1.6: grafica de la funcion del Ejemplo 1.8.

Comentario. Notese que no es de interés considerar los conjuntos de nivel de una funcién vec-
torial de una variable, ya que son en general conjuntos de puntos aislados de la recta real. Asi,

en el ejemplo anterior
Lao)(f) = {2kt |k € Z}.

1.3 Espacios métricos, normados y euclidianos

Para el estudio de las funciones de varias variables son fundamentales las propiedades métricas
del espacio R", que resumiremos en este apartado.

Definicion 1.9. Un espacio métrico es un conjunto M provisto de una aplicaciond : M xM — R,
llamada distancia, que verifica las siguientes propiedades:
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i) d(x,y) =>0paratodox,y e M,yd(x,y) =0siysolosix =y.
i) d(x,y)=d(y,x),Vx,y € M.

iii) d(x,y) <d(x,z) +d(z,vy), Vx,y,z € M (desigualdad triangular) .

Notese que en la definicion no se pide que el conjunto M sea un espacio vectorial. Por ejemplo,
cualquier subconjunto de la recta real con la distancia d(x,y) = |x — | es un espacio métrico,
debido esencialmente a la propiedad

Ix +yl <|x|+ |yl

del valor absoluto (demostrarlo). Los ejemplos mas importantes de espacios métricos estan da-
dos por los espacios vectoriales provistos de una norma, que definimos a continuacion:

Definicion 1.10. Un espacio vectorial normado es un espacio vectorial real V provisto de una
aplicacioén || - || : V — R, llamada norma, que satisface las propiedades siguientes:

i |Ix]>0Vx eV,y|x| =0siysolosix=0.
i) [[Ax|| = |Alllx|l, VAER,Vx e V.

iii) |[x + vl < x|l + |vIl, Vx,y €V (desigualdad triangular).

Es claro que R, con la norma definida por || x| = |x|, es un ejemplo de espacio normado.
Es inmediato comprobar que todo espacio normado es automdticamente un espacio métrico,
si definimos la distancia entre dos elementos x, ¥ de dicho espacio mediante

dlx,y) =llx—-yl|.

En efecto, las propiedades i) y ii) de los espacios métricos se cumplen obviamente en virtud de
las dos primeras propiedades de la norma, ya que

Ay, x) =y —xll =l - (x =) =[-1lx -yl = llx - »I.

La desigualdad triangular también se verifica en virtud de la tercera propiedad de la norma, al
ser
dx,y)=lx-z+z-yl<lx-zll+llz-yll=d(x,z) +d(z,y).

Ejercicio 5. Si'V es un espacio normado y x,y € V, probar que

[Hxl = vl < llx = 1],

Solucion. La desigualdad propuesta es equivalente a las dos desigualdades
—lx =yl <lxll =1yl < lx-xI,
cualquiera de las cuales es consecuencia inmediata de la desigualdad triangular de la norma. Por
ejemplo,
Ixll=lx-y+yl<lx-yl+lyl = lxlI-IlyIl<Ilx-yl. O
(De hecho, la desigualdad —||x — || < |lx]| — |||l se obtiene de la anterior intercambiando x con
)

Uno de los ejemplos mas importantes de espacio normado es el de un espacio euclidiano, que
por definicion es un espacio vectorial real dotado de un producto escalar. Mas precisamente:
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Definicion 1.11. Un producto escalar en un espacio vectorial real V es una aplicacion (-,-) :
V XV — R que verifica:

) (Ax +py,z) = Ax,z) +u(y,z), Vx,y,z€V,VA,ueR.
i) (x,y)=(y,x), Vx,yeV.

iii) (x,x) >0VxeV,y(x,x)=0siysolosix=0.

Un espacio vectorial euclidiano es un espacio vectorial real dotado de un producto escalar.

Notese que de las propiedades i) y ii) se sigue que
(X, Ay +uz) = AMx,y) +u{x,z), vx,y,ze€V,VA,u €R;

en otras palabras, el producto escalar es una aplicacion bilineal (es decir, lineal en cada uno de
sus argumentos).

El ejemplo mas importante de espacio euclidiano es el espacio R™, con el producto escalar
definido por

(x,¥)=x-y=> xiyi (1.7)

i=1

donde x = (x1,...,Xxn), ¥ = (V1,..., Yn). En general, un espacio euclidiano V es automdticamente
un espacio normado (y, por tanto, métrico), definiendo la norma de un vector x mediante

lx|l = +/{x,x), Vx eV]|. (1.8)

En efecto, es inmediato comprobar que con la definicién anterior de norma se verifican las pro-
piedades i) y ii) de la norma. La propiedad iii) es consecuencia de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz

) <Ixllyl,  vx,yeVv], (1.9)

valida en cualquier espacio euclidiano, que demostraremos mas abajo. En efecto, de (1.9) se sigue
inmediatamente que

I+ 2117 = {x + v, x + ) = IxIP + 1v17+2(x, ¥) < lxl? + v 12+ 2lx iyl = Axl + 1y 1D?,

que es equivalente a la propiedad iii) de los espacios normados.

Dada su importancia, demostraremos a continuacion la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En
primer lugar, si ¥ = 0 ambos miembros de (1.9) son iguales (a cero), y por tanto la desigual-
dad se satisface. Supongamos a continuaciéon que y # 0. Si x € R" es un vector cualquiera,
consideremos la funciéon f : R — R definida por

ft) ={x+ty,x +ty) = lx+tyl|?, vVt eR.

Aplicando las propiedades del producto escalar y la definicion (1.8) obtenemos

<X’y>>2+||x”2_ <X,_')/>2 (110)

t) = |Ix||? + 2t{x,y) + t? 2=(t +
S = lxll (x,7) Iyl Iyl >l 2

Sitg = —(x,y)z/ 112 (que esta bien definido, al ser ||| > 0 en virtud de la propiedad iii) del
producto escalar) entonces

2
tn) = 2_<X1y> >
f(to) = lix| 2 =0
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ya que f(t) = 0 para todo t en virtud de la tercera propiedad del producto escalar. Multiplicando
la desigualdad anterior por ||y]/2 > 0 se obtiene inmediatamente

(x, v < (xllv?,

que es equivalente a (1.9).
Ejercicio 6. Probar que la desigualdad de Cauchy-Schwarz es una igualdad si y solo si los vectores
x e y son linealmente dependientes (es decir, uno de ellos es proporcional al otro).

Solucion. En efecto, silos vectores x, y son L. d. entonces (por ejemplo) ¥ = Ax para algin A € R,
y se tiene
[, 7)1 = AL N2 = lix Iyl

Reciprocamente, supongamos que |{x,y)| = [|x|l[l]l. Si ¥ = 0, los vectores x, ¥ son 1. d. Si, por
el contrario, y # 0, de la ec. (1.10) se sigue que ||x + toy ]| = 0, siendo to = —(x, ¥)?/|lv||2. Por
tanto en este caso x + tgy = 0, y los vectores x, v son linealmente dependientes. O

e La desigualdad de Cauchy-Schwarz permite definir el angulo 0(x, y) € [0, 1t] entre dos vecto-
res no nulos Xx, y pertenecientes a un espacio euclidiano V (en particular, a R") mediante

cosfO(x,y) = <X’7y>

111l

(cf. 1a ec. (1.1)), ya que el miembro derecho es siempre menor o igual que 1 en valor absoluto.
Por el ejercicio anterior, | cos0(x,y)| = 1 (es decir, 8(x,y) = 0 0 O(x,y) = 1) si y solo si
v = Ax con A # 0, es decir siy solo si x e v son paralelos. Mas precisamente, al ser en tal caso
cos O(x,y) = sgnA, 0(x,y) = 0siysolo si x ey tienen el mismo sentido, y 6(x,y) = tsiy
solo si x e y tienen sentidos opuestos.

e Al ser R"™ un espacio euclidiano, por lo que acabamos de ver es automaticamente un espacio
normado y métrico. Notese que, en virtud de la definicion (1.7), la norma de un vector x =
(X1,...,xXn) € R" se define por

i | (1.11)
y la distancia entre dos puntos x e y = (y1,..., ¥n) € R" esta dada por
n
dx,y) = | D> (xi—yi)?|. (1.12)
i=1

e Notese también que de la definicion de norma euclidiana (1.11) se deduce inmediatamente que

lxi| < lxIl,
desigualdad que utilizaremos a menudo en lo que sigue.

<

s1ls

Ejercicio 7. Probar que si x = (x1,...,Xn) € R" entonces || x| < /1 max |x;jl.
1<isn

Ejercicio 8. Sea C[0, 1] el espacio vectorial de las funciones continuas en el intervalo [0, 1]. i) Pro-
bar que C[0, 1], con el producto escalar

1
(f.9) = jo Fgxdx, VY .ge o],

es un espacio euclidiano. ii) Si a, b > 0, calcular la norma de la funcion f(x) = x¢ € C[0,1] v
el angulo formado por las funciones x% y xP?. iii) Si p y q son dos nimeros naturales distintos,
probar que las funciones sin(2mpx) y sin(21tgx) son ortogonales.
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1.4 Interior, exterior, frontera

Con ayuda de la métrica euclidiana (1.12) del espacio R", definiremos en este apartado varios
conceptos topologicos esenciales para entender las nociones de limite y continuidad en funciones
de varias variables. El objeto fundamental en que nos basaremos es el de bola abierta, definido a
continuacioén:

Definicion 1.12. Si a € R" y » € R es un numero real positivo, la bola abierta de centro a y
radio » es el conjunto

Br(a) = {x eR" |d(x,a)<r}={xeR"||[x-al <7}. (1.13)
La bola abierta perforada de centro a € R" yradio » € R, es el conjunto

Bf(a)=By(a) —{a}={xeR"|0<d(x,a) <r}={xeR"|0<|x—al <r}. (1.14)

En otras palabras, B, (a) es el conjunto de puntos de R" cuya distancia al punto a es estrictamen-
temenor que 7. Es evidente que la definicion anterior es valida en un espacio métrico cualquiera,
ya que se basa exclusivamente en la nociéon de distancia.

e En R la bola abierta B, (a) es el intervalo abierto (a —r,a + r) centrado en a, en R? es el disco
abierto de centro a y radio 7, y en R3 es el interior de la esfera de centro a y radio 7.

Ejercicio 9. Si x,y € By(a), probar que el segmento con extremos x e y, definido por

’[x,y]z{x+s(y—x)|0<s<1}, (1.15)

esta contenido en B, (a).

Solucion. En efecto, sis = 0 (resp. s = 1) entonces x +s(yY —x) = x € By(a) (resp. x +s(y —x) =
v € By(a)). Por otra parte, si 0 < s < 1 se tiene

Ix+s(y—x)—all=11-)(x-—a)+s(y—-a)ll <A -=s)lx—al+slly—all <(Q1-)r+sr =7r.

Con la ayuda de las bolas abiertas, dado un subconjunto A ¢ R" podemos clasificar los
puntos de R” en tres tipos mutuamente disjuntos. Mas concretamente:

Definicion 1.13. Sea A un subconjunto de R", y x € R".

i) Diremos que x es un punto interior de A si existe v > 0 tal que

B,(x) CA.

ii) Diremos que x es un punto exterior de A si x es un punto interior de R" — A, es decir si
existe v > 0 tal que

iii) Diremos que x es un punto frontera de A si x no es ni interior ni exterior a A, es decir si
para todo v > 0
By(x)NA#0, Br(x)n(R"-A)#0.

Dado que la condicién ii) de la definicién anterior es equivalente a la relacion
By(x) cR"-A,

es evidente que un punto cualquiera x € R™ solo puede satisfacer exactamente una de las tres
condiciones de la Definicion 1.13. Esto conduce a la siguiente definicion.
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Definicion 1.14. Sea, de nuevo, A C R",

i) El interior de A es el conjunto A de los puntos interiores de A, es decir

A= {x € R™ | x punto interior de A}

ii) El exterior de A es el conjunto ext A de los puntos exteriores de A, es decir

’extA = {x € R™ | x punto exterior de A} ‘

iii) La frontera de A es el conjunto dA de los puntos frontera de A, es decir

‘BA = {x € R™ | x punto frontera de A} ‘

Por lo visto anteriormente, R™ es la union disjunta de los conjuntos A, ext A y 0A, es decir

R"— A UJAUextA, ANJA=AnNnextA=dAnextA=0| (1.16)

Notese que

ACA, extAcCR"—Al

mientras que los puntos de 0A pueden o no pertenecer a A segin los casos. Es también evidente
(demostrarlo) que

(R"—A)° —extA, ext(R"—A)=A, 0o(R"—A)=0A. (1.17)

Ejemplo 1.15. Sea A = B, (a) la bola de centro a € R™ y radio » > 0. Es intuitivamente claro (al
menos si n < 3) que

(By(a))° = By(a), 0By(a) = {x eR" | |x—all =7}, extBy(a) = {x e R" | |[x—al > r}.

Como ejercicio sobre las propiedades de la norma euclidiana de R", probaremos a continuacion
estas igualdades. Como R" es la union disjunta de los conjuntos By (a), {x € R" | ||x — al = r}
y {x € R" | ||x — all > r}, para probar las igualdades anteriores basta demostrar que

By(a) € (By(a))”, {x eR"||Ix—all =7} C0By(a), {x eR" | |x —all > 7} C extB,(a)

(;por qué?). En primer lugar, si x € By (a) y s = ||x — al| es claro que ¥ — s > 0 (por definicién de
By (a)) y By—s(x) C By(a). En efecto, si y € B,_s(x) entonces

ly —all <lly-xll+llx—-all<r—-s+s=7r

en virtud de la desigualdad triangular de la norma (propiedad iii)). Esto demuestra que B, (a) C
(By(a))°, es decir la primera igualdad. Para probar la segunda, consideremos un vector cual-
quiera x tal que ||x —all = 7. Si € > 0, los puntos de la forma x(t) = x + t(x — a) con
max(—¢&/r,—1) <t < 0 pertenecen a B:(x) N By(a), ya que

[|x(t) — x|| = Itlr = —tr <&, [[x(t)—al|=11+tlr=Q+t)r <7r.

Esto demuestra que B:(x) N B, (a) # 0. Analogamente, si 0 < t < &/ entonces x(t) € B:(x) n
(R™ — By(a)), ya que

[|x(t) — x|| =tr <&, l[x(t) —al|=Q+t)r >7r.
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Por tanto
BE(X)OBV(Q)#Q, Be(X)m([Rn_Br(a)) #0;

lo que implica (al ser ¢ > 0 arbitrario) que x € 0B, (a). Por ultimo, para establecer la tercera
igualdad noétese que si s = ||x — all > ¥ entonces B;_,(x) N By(a) = 0, yaque si y € Bs_,(x) se
tiene

s=lx-al<lx-yl+ly-al<s-r+ly—-al = Ily-al>r. O
Ejercicio 10. Si Il > 0, el hipercubo abierto C;(a) de centro a = (a1,...,an) € R" y semilado [ se
define por
Ci(a) ={x = (x1,...,xn) ER" | |xj—ail <l,1<i<n}=[x1-Lx1+1]1X---X[xn—1Lxn+l1].

Probar que C,; 5 (a) C By(a) C Cr(a).

Ejercicio 11. Sea Q" el subconjunto de R™ de los puntos con coordenadas racionales, es decir
Q" = {(x1,...,xn) ER" | x; €Q, 1 <i<mn}.

Hallar el interior, el exterior y la frontera de Q™. [Ayuda: Todo intervalo de la recta real contiene
infinitos puntos racionales e irracionales.]

Dado un conjunto A ¢ R", definimos el cierre de A como el conjunto

[A=avaal (118)

union de A con sus puntos frontera. Notese que, al ser

;\cAc;x UJdA = ;\uaA:AuaA,

la definicién anterior es equivalente a

A=A UOA=R"—extAl (1.19)

y se verifica

ACACA| (1.20)

Por ejemplo, de (1.13) se sigue inmediatamente que el cierre de la bola abierta B, (7) es la bola
cerrada

By(a) ={x eR" | lx —all <7}|. (1.21)

Ejercicio 12. i) Dar un ejemplo de conjunto A para el cual 0A = B, (a); ii) estudiar si 9(0A) = 0A.

Otros tipos de puntos interesantes en relacion con un conjunto A ¢ R” son los aislados y los
de acumulacion:

Definicion 1.16. Sea A un subconjunto de R™. Se dice que x € R" es un punto aislado de A
si existe ¥ > 0 tal que By (x) N A = {x}. Un punto x € R" es punto de acumulacion de A si
B} (x) N A # 0 para todo r > 0.

Notese que claramente

x punto aisladode A = xe€A|.

Sin embargo, un punto de acumulacion de A puede o no pertenecer a dicho conjunto. Por ejemplo,
los puntos de acumulacion de B, (a) son los puntos de B, (a) junto con los de su frontera, y
estos ultimos no pertenecen a B, (a). Si denotamos respectivamente por A’ e i(A) a los conjunto
de puntos de acumulacion y de puntos aislados de A C R", es decir

’A' = {x € R"™ | x pto. de acumulacion de A}, i(A) = {x € R" | x pto. aislado de A} C A

es inmediato comprobar las siguientes inclusiones (ejercicio):
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i) i(A) c 0A (los puntos aislados son puntos frontera)

ii) 0A Ci(A) U A’ (los puntos frontera son puntos aislados o de acumulacion)
iii) A c A" (los puntos interiores son puntos de acumulacion)

iv) A’ C A U 0A (los puntos de acumulacion son puntos interiores o frontera)
Utilizando estas inclusiones, es facil probar que
[A=aua]. (1.22)
En efecto, de la cuarta inclusion anterior se sigue que A’ C A, y por tanto
AUA CA.
Reciprocamente, de la segunda inclusion y de i(A) C A se deduce que
A=AUJOACAU((A)UA)=AUA".

Ejercicio 13. Demostrar que el cierre de A es la union de los puntos aislados de A con sus puntos

de acumulacion, es decir
A=i(A)UA]|.

Del ejercicio anterior se sigue facilmente que

[i(A) UA’ UextA = R",

siendo los tres conjuntos del miembro izquierdo disjuntos dos a dos.

Ejercicio 14. Si x € R" es un punto de acumulacion de A C R", probar que toda bola B, (x)
centrada en x contiene infinitos puntos de A.

Solucion. Supongamos que la afirmacion anterior fuera falsa, es decir que existiera un cierto
namero real positivo 7 tal que By, (x)NA fuera un subconjunto finito de A. Entonces B} (x)NA =
{ai,...,ax} seria también finito, y no vacio por definicién de punto de acumulacion. Si tomamos
cualquier nimero * tal que

0<7r<min(l|lx —aill,...,llx —anll),

(lo cual es posible, ya que a; # x para todo i) entonces B;f(x) N A = (), en contradiccion con la
definicion de punto de acumulacién. O

Una propiedad elemental pero importante del interior y el cierre de un conjunto es la siguien-
te:

ACBCR'" = ACB A"cB, AcCB]|. (1.23)

En efecto, la primera de estas inclusiones es obvia, ya que si x € A por definicién existe v > 0
tal que
B,(x) CACB,

y por tanto x € B Por otra parte, si x € A’ para todo r > 0 se tiene
Bf(x)NBDOBf(x)NA#0,
y por tanto x € B’. Esto demuestra que A’ C B’, de donde se deduce que

A=AUA" CcBUB =B.

1.5 Conjuntos abiertos, cerrados y compactos
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Definicion 1.17. Un subconjunto A C R" es abierto si A = A. Diremos que A C R™ es cerrado
si R™ — A es abierto.

Como A C A, laigualdad A = A es equivalente a A C A En otras palabras,

A C R"™ es abierto si todos sus puntos son puntos interiores.

Equivalentemente,

A C R™ es abierto si para todo a € A existe v > 0 tal que B, (a) C A.

Definicion 1.18. Un entorno de un punto x € R" es cualquier conjunto abierto que contiene
a x. Si A es un entorno de x, diremos que A — {x} es un entorno perforado (o reducido) de
dicho punto.

Con esta definicién, es inmediato comprobar (ejercicio) la siguiente caracterizacion de los con-
juntos abiertos:

A C R" es abierto si y solo si contiene un entorno de cualquiera de sus puntos.

Por ultimo, notese que al ser A C AUJA y A MDA = 0 es claro que A C A si y solosi AndA = (.
En otras palabras,

A C R" es abierto si y solo no contiene a ninguno de sus puntos frontera.

Por definicién, A ¢ R" es cerrado si (R"—A)° = R"—A. En virtud de (1.17), esto es equivalente
aextA = R" — A, o bien, teniendo en cuenta (1.16) y (1.19),

A-—R"—extA=—AUJA=A.

Por tanto

A C R™ es cerrado siy solo si A = A.

De (1.22) se sigue que

A CR"escerradosiysolosi A’ c A

0, en otras palabras,

A C R™ es cerrado siy solo si contiene a sus puntos de acumulacion.

Analogamente, de (1.18) se sigue que

A C R" es cerrado siy solo si contiene a sus puntos frontera.

Comentarios.
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e Es importante darse cuenta de que en R" un conjunto puede no ser ni abierto ni cerrado, como
ya ocurria en R. Por ejemplo, A = B, (a) U {x}, donde x es cualquier punto a distancia » del
centro a, no es ni abierto ni cerrado. En efecto,

e El conjunto vacio y el espacio R" son claramente abiertos, ya que en ambos casos es obvio
que el interior del conjunto coincide con el propio conjunto. Son también cerrados, ya que son
uno el complementario del otro y son ambos abiertos. Por tanto § y R" son a la vez abiertos
y cerrados. Puede demostrarse (aunque no es sencillo) que estos son los tinicos subconjuntos
de R™ que tienen esta propiedad.

e Si A C R™ es un conjunto arbitrario, entonces A es abierto y A es cerrado. En efecto, suponga-

mos en primer lugar que a € A Por hipotesis, existe ¥ > 0 tal que By(a) C A, y de (1.23) se
sigue entonces que

(Br(@))° = Br(a) C A,

Esto demuestra que A es abierto, como habiamos afirmado. En cuanto a la segunda afirmacion,
basta notar que

R" — A =extA = (R" - A)°
es abierto, en virtud de la primera afirmacién (que acabamos de demostrar).

Ejemplo 1.19. La bola abierta B, (a) es un conjunto abierto, mientras que la bola cerrada B, (a)
es un conjunto cerrado. En efecto, del Ejemplo 1.15 se sigue que (By(a))° = By (a), y por tanto
By (a) es abierto, mientras que B, (a) = B, (A) es cerrada en virtud del comentario anterior.

Utilizando la definicion 1.17 es facil probar las siguientes propiedades de los conjuntos abier-
tos:

i) El conjunto vacio y el espacio R"™ son abiertos.

ii) La uni6én de un ntmero arbitrario (finito o infinito) de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

iii) La interseccion de un ntmero finito de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Comentarios.

e Es importante observar, en relacion con la propiedad iii), que la intersecciéon de un nimero
infinito de conjuntos abiertos no necesariamente es abierto. Por ejemplo, si x € R" se tiene

() Bin(x) = {x},
n=1

que obviamente no es un conjunto abierto.

e En general, una topologia en un conjunto arbitrario X es una familia 7~ de subconjuntos de X
que cumplen las propiedades i)-iii) anteriores. Un espacio topologico es un conjunto arbitrario
X en el que se ha seleccionado una topologia 7. Los conjuntos abiertos del espacio topologico
son por definicién los elementos de la topologia, y sus complementarios son los conjuntos
cerrados. De las propiedades i)-iii) de los conjuntos abiertos de R que acabamos de enunciar
se sigue por tanto que R™ es un espacio topologico.
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De las propiedades i)-iii) de los conjuntos abiertos y las identidades de De Morgan (ejercicio)
R" - JAi=®R"-4), R"-A={JR"-4),
iel iel iel iel
donde I es un conjunto de indices (finito o infinito) y A; ¢ R" para todo i € I, se siguen inme-
diatamente las siguientes propiedades elementales de los conjuntos cerrados:

i) El conjunto vacio y el espacio R™ son cerrados.

ii) La interseccién de un numero arbitrario (finito o infinito) de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado.

iii) La unién de un ntmero finito de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Como en el caso de los conjuntos abiertos, la ultima propiedad no se cumple necesariamente
para uniones arbitrarias. Por ejemplo,

U Br(x) =Bi(x),
O<r<1
que no es cerrado.

Ejercicio 15. Probar que la frontera de cualquier conjunto A ¢ R™ es cerrada.

Definicion 1.20. Un conjunto A € R" es acotado si existe R > 0 tal que A C Bg(0). Diremos
que A es compacto si es a la vez cerrado y acotado.

Ejemplo 1.21. La bola cerrada B, (a) es un conjunto compacto. En efecto, ya vimos en el Ejem-
plo (1.19) que es cerrada. Para probar que es acotada, basta notar que

xe€By(a) = lxll=lx—-a+al<lx-al+lal<r+lal = By(a)cBg(0)
si R > v + ||all. La bola abierta B, (a) no es compacta, ya que no es cerrada.

Ejercicio 16. Probar que si A C R" es acotado, el cierre de A es compacto.

Solucion. En efecto, al ser A acotado existe R > 0 tal que A C Bg(0). Utilizando (1.23) se obtiene

A C Br(0) = Br(0) C Br+1(0),

y por consiguiente A es acotado. Es también cerrado (al ser el cierre de un conjunto), y por lo
tanto es compacto.

1.6 Limites

Como en el caso de funciones reales de una variable real, el calculo diferencial de funciones de
varias variables esta basado en el concepto de limite, que definimos a continuacion:

Definicion 1.22. Sea f : R"™ — R™, y supongamos que a € R™ es un punto de acumulaciéon del
dominio de f. Diremos que un punto b € R™ es el limite de f en el punto a, y escribiremos

lim f(x) = b,

si para todo € > 0, existe 6(e) > 0 tal que

xeD(f), 0<lx—all <8e) = |f(x)-b|<e. (1.24)




Limites 19

Comentario. Notese que la variable x en la férmula anterior es una variable muda. En otras
palabras, podriamos haber utilizado en su lugar cualquier otra variable 7y, z, etc. que no tenga
un significado especial, y escribir equivalentemente Jl/lrr}l f(y)=b, l;lr% f(z) = b, etc.

La definicion anterior se puede formular de varias formas equivalentes. Una de las mas concisas
es la siguiente:

Proposicion 1.23. Sea a € R™ un punto de acumulacion del dominio de f : R"™ — R™, y sea
b € R™. Entonces )lci_r%f(x) = b siy solo si para todo entorno V del punto b, existe un entorno

perforado U del punto a (que en general dependerd de U) tal que f(U) C V.

Demostracion. En primer lugar, n6tese que la ecuaciéon (1.24) es equivalente a
S (B§e (@) C Be(b). (1.25)

<) Al ser la bola B¢ (b) un entorno de b, por hipotesis existe un entorno perforado U de a tal
que f(U) C B¢(b). Por definicién de entorno perforado, U contiene una bola perforada Bg‘(g) (a)
de radio 6(¢) > 0 suficientemente pequeno. Por tanto

f (B3 (a)) C f(U) C Be(b), (1.26)

y se cumple (1.25) o, equivalentemente, (1.24).

=) Si V es un entorno de b € R™, por definicién existe € > 0 tal que B:(b) C V. En virtud
de (1.25), que es equivalente a (1.24), existe 5(g) > 0 tal que f(ng(g)(a)) C Be(b). Por tanto
U= Bg‘(g) (a) es un entorno reducido de a que cumple f(U) C V. O

Comentarios.

e Intuitivamente,

)lcin} f(x) = b significa que f(x) esta arbitrariamente proximo al punto b cuando x # a esta
suficientemente préoximo al punto a.

e Es evidente de la definicion que la existencia y el valor del limite de f en a depende exclusiva-
mente del comportamiento de f en un entorno reducido de a (es decir, en puntos proximos al
punto a pero distintos de dicho punto). En otras palabras, si g : R — R™ es igual a f en una
bola perforada B} (a), es decir si

flx)=gx), Vx tq. O0<l|x—al <7,

entonces f y g tienen el mismo limite en a. En particular, el valor que tome f en el punto a es
totalmente irrelevante para la existencia o el valor del limite de f en dicho punto. De hecho, ni
siquiera es necesario que f esté definida en a para que exista el limite de f en a.

e Evidentemente, diremos que no existe )1(1{1’[11 f(x) si }ClEl:ll f(x) # b para todo b € R™. Mas pre-
cisamente, esto quiere decir lo siguiente: dado cualquier punto b € R™, existe un numero
&€ > 0 tal que para todo 6 > 0 hay algun punto x € D(f) — {a} tal que ||x — all < § pero
IIf(x) — b|| = &. En otras palabras, hay puntos x € D(f) — {a} arbitrariamente proximos al
punto a cuya imagen estd a una distancia mayor o igual que & del punto b.

e En la definicién de )1(1{1’[11 f(x) se pide que el punto a sea de acumulacion del dominio de f para
que la condicion f(U) C V no sea vacua, es decir exija algo a la funcién f. Esto es asi porque
sia € D(f) todo entorno perforado de a contiene necesariamente algiin punto de D(f).
Dicho de otra forma, si a ¢ D(f)’ entonces existe v > 0 tal que B,*(a) n D(f) = 0. Entonces
U = Bjf(a) es un entorno reducido que cumple f(U) = @ C V para cualquier entorno V del
punto b.
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Ejercicio 17. Si f : R" — R™, indicar cuales de las siguientes afirmaciones son equivalentes a la
Definicion 1.22:

) Ve>0, 36=20tqg. (xeD(f),0<|lx—-all<d6) = |f(x)->b|<e.

i) Ve>0, 36>0tg. (xeD(f),0<|lx—-all<d) = |f(x)->b|<ec.

iii) Ve>0, 360 >0 t.q. (xeD(f),0< |[x—all<d) = |f(x)-Db|<e.

Ejercicio 18. Probar que
lim f(x) =b < lim| f(x)-bl =0. O
X—a X—-a

En la definicion de )1(1% f(x) se habla de “el” limite de f. ;Es posible que una funcién pueda
tener varios limites distintos en un mismo punto a? Como da a entender la definicion de limite,
esto no puede ocurrir:

Proposicion 1.24 (unicidad del limite). El limite de una funcion f : R" — R™ en un punto
a € D(f)’, siexiste, es tnico. En otras palabras, si by, b, € R™ verifican

lim f(x) = by,  lim f(x) = b2

entonces b1 = bo.

Demostracion. En efecto, si by # by sea € = ||b; — ba||/2 > 0. Entonces B:(b1) N B:(by) = 0, ya
que
¥ € Be(b1) NBe(b2) = [by — b2l < |Iby — Y| + |y — b2l < 2¢e = ||b1 - b2||.

Por definicion de limite, existen sendos numeros §;(¢) > 0 (i = 1, 2) tales que
S (B} (@) CBe(by),  i=1,2.

En particular, si 6 = min(d1(¢),82(¢)) > 0y x € B§(a) n D(f) (jndtese que tal x existe, al ser
a punto de acumulacion de D(f)!) entonces f(x) pertenece simultaneamente a B:(b1) y B:(b>2).
Pero esto es absurdo, ya que hemos visto que B:(b1) N B:(b>) = (. O

El estudio de la existencia y el valor del limite de una funciéon de R™ en R™ se puede reducir al de
m funciones escalares de n variables (sus funciones componentes), como muestra la siguiente
proposicion:

Proposicion 1.25. Sea f = (f1,...,fm) : R" = R™, yseana € R" y b = (by,...,by) € R™,
Entonces
,l}lr}lf(X) =bh <= )lcllrcltfi(X) =b;, 1<i<m.

Demostracion. Notese, en primer lugar, que si a € D(f)’ entonces a € D(f;)’ para todo i =
1,...,m, en virtud de (1.6).

=) Sie > 0, al ser ,lcill?lf(x) = b existe 6(g) > 0 tal que se verifica (1.24). Si x € D(f) y
0 < |lx —all <d(e) entonces x € D(f;)y

|fi(x) = bil <|lf(x) - bl <&,

por lo que lim f;(x) = b;.
<) Sie>0,alser )lciznafi(x) = b; existe §; = §;(e//m) > 0 tal que
£

x€D(fi), 0<lx—-all <6 = |filx)-Db)|< W
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para 1 < i < m. Si tomamos &(&) = min(&1,...,8,,) > 0 entonces

xeD(f), O0<|lx—al <d(e) = xeD(fi), 0<|lx—al <8;

€ o
e |fi(X)_bi|<ﬁ, Vi=1,...,m,
y por tanto
2
10O = bl = (1) = b1)% 4 -+ (fan(x) — ) < m = O

Proposicion 1.26 (propiedades del limite). Sean f,g : R" — R™, seaa € (D(f) n D(g))’, y
supongamos que existen )1(1511 fx)=1 y)l(i{l}{ g(x) = l". Entonces se tiene:

i) Para todo A, u € R, )1(1{1‘11 (Af(x) + ug(x)) =Al+pul.
ii) lim (fx)-g00)) =1-1.
iif) lim [I.f (o)l = [121].

iv) Sil # 0, hay un entorno perforado de a en que f no se anula. Si, ademads, f es una funcion
escalar (es decir, m = 1), hay un entorno perforado de a en que f tiene signo constante
igual al del limite 1.

) Si f es una funcion escalar yl # 0, hm 1 .

f()l

i) f estd acotada en un entorno de a. En otras palabras, existen v > 0 y M > 0 tales que
lf(x)|l < M para todo x € D(f) N By(a).

Demostracion. Daremos solamente una idea esquematica de la demostracién de estos resulta-
dos, que puede encontrarse en la mayoria de los libros de texto.

D) [[Af ) +pg () =AL=pl'|| = []A(F () = 1) + (g () =) || < IAL|LF ) = 1| + |l [lg (o) = U]
) LFOO < ILfFCe) =T+ NITI.
iii) |IILf ol =L < IIf(x) — LI, por la desigualdad triangular de la norma (cf. el Ejercicio 5).

iv) If ()l = Il = II.f (x) — 1], en virtud de iii). Por otra parte, si f es una funcién escalar de
la definicién de limite se sigue que

x e€D(), 0< |lx—al <6(11/2) = < f(x )<l+M

y por tanto f(x) tiene el mismo signo que [ para tales valores de x (;por qué?).

ii) En virtud de iv), existe M > 0 tal que ||g(x)|| < M para todo x € D(f) con |[|x — all < 9.
Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene entonces

Ifx)-g) =L- Ul =1(f(x) =1 -g(x)+1-(g(x)=1)|
< lgGOLFGe) = U+ 11LHg o) = Ul < MILF o) = L+ ILHg(x) = Ul

v) Como limy_4 |f(x)| = |1] en virtud de iii), six € D(f) y0 < [lx — all < 6(|1]/2) se verifica
[1f(x)] = ILl| < |l1/2,y por tanto | f(x)| > |L|/2 > 0. Para tales x se tiene entonces

_ ) -1

1 2
'f(x)_l'_ oo S e feo -t =
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Comentarios.

e Es importante observar que puede existir alguno de los limites del miembro izquierdo de i)-iii)
aun cuando no existan los limites de f o g en a. Asi, por ejemplo, si no existe )lcmt}l fx)y

tomamos g = —f y u = A = 1, evidentemente si existe el limite de Af + ug = f — f = 0 en
cualquier punto, y vale 0.

e Sim =1, la propiedad ii) afirma simplemente que

(1.27)

lim (f(x)g(x)) = I

donde en ambos miembros el producto es la multiplicacion ordinaria en R.

e Sif:R" - Ryg:R" - R™ y existen )lcil%f(x) = I, )lcill(qlg(x) = [’, aplicando la propiedad
anterior a cada componente de la funcién fg : R* — R™ se obtiene de nuevo (1.27), donde
ahora el producto es el de escalares por vectores de R™. O

Los siguientes tres resultados son muy utilizados en la practica a la hora de evaluar limites de
funciones de varias variables:

Proposicion 1.27. Sea f = gh, cong : R" — R™ y h : R" — R, sea a € R" un punto de
acumulacion de D(f) = D(g) n D(h), y supongamos que )1(1_1’511 h(x) = 1. Entonces el limite de f
en a existe siy solo si lo mismo ocurre con el de g, y en tal caso ambos limites son iguales.

Demostracion. En efecto, si )1(1511 g(x) =l entonces )1(1{1’(11 f(x) =l en virtud de la segunda propie-
dad del limite (cf. el ultimo comentario tras la Proposicién 1.26). Si, por el contrario, no existe el
limite de g en a, entonces tampoco puede existir el de f. En efecto, por las propiedades iv) y v)
del limite h no se anula en un entorno perforado de a y )l(igtll(l/h(x)) =1.Alserg = f - (1/h),
si existiera el limite de f en a también existiria el de g (de nuevo por el ultimo comentario tras
la Proposicion 1.26). O

Proposicion 1.28 (criterio de comparacion). Sean f,g,h : R" — R, sea a un punto de acumu-
lacion de D(f) N D(g) n D(h), y supongamos que hay un entorno reducido U de a tal que

gx) < f(x) <h(x), Vx € D(f)nD(g)nDh)nU.

Entonces se tiene
limg(x)=limh(x)=1 = lim f(x)=1.
xX—a X—a xX—a

Demostracion. Por definicion de limite, dado ¢ > 0 existen 61, 62 > 0 tales que

xe€D(g), O<l|x—-all<d = |lgx)-Il<e

xe€Dh), O<|x—all<d = |hx)-l<ce.
Tomando entonces 6 = min(d1,d2) > 0y teniendo en cuenta que |y| < € < —-&e< Yy < € se

obtiene

xeD(f)ynD@) nDh)nU, O0<|x—al <
= —e<gx)-l<fx)-l<hx)-l<e = |f(x)-ll<e. O
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Proposicion 1.29. Sean f,g : R™ — R, y sea a punto de acumulacion de D(f) n‘D(g). Si g esta
acotada en un entorno de a y}lcillglf(x) = 0 entonces

lim (f(x)g(x)) = 0.

Demostracion. En efecto, por hipotesis existen v > 0y M > 0 tales que
|lg(x)| <M,  VxeD(@) nBr(a),
y por tanto
x€D(f)ND(@) NBr(a) = [fx)gx)|=]f0)]|gx)]<M|f(x)].
De la proposicion anterior con g = 0y h = M| f| se sigue que
lim [f(x)g(x) =0,
que es equivalente al resultado anunciado (cf. el Ejercicio 18). O

Ejemplo 1.30. Consideremos la funcién h : R2 — R definida por

_ AIxly

S xphiay) %700,

h(x,y)

Entonces h(x,y) = f(x,v)g(x,y), donde g(x,y) = ¥/(|x|%/3 + 2|y|) esta acotada (por 1/2) y

f(x,y) =+/|x]| tiende a cero en el origen. Por la proposicién anterior, ( l)im(O 0 h(x,y)=0.
x,y)—(0,

1.7 Continuidad

Una vez introducido el concepto de limite, estamos en disposicién de dar la definicién de funcion
continua en un punto:

Definicion 1.31. Una funciéon f : R" — R™ es continua en un punto a € R” si el limite de f en
a existe y coincide con el valor de la funcién en dicho punto, es decir si

lim f(x) = f(a).

Diremos que f es continua en un conjunto A C R" si f es continua en todos los puntos de A.

Comentario**. Notese, en particular, que si f es continua en a entonces a € D(f) N D(f)’, es
decir a pertenece al dominio de f y es un punto de acumulacion de dicho dominio. En particular,
f es automaticamente discontinua en cualquier punto aislado de su dominio. (De hecho, algunos
autores exigen auin mas restrictivamente que a sea un punto interior de D(f) para que f sea
continua en dicho punto.) O

La definicion anterior se puede escribir de forma algo mas detallada como sigue:

4Denotaremos por un asterisco aquellas partes de estas notas de tipo mas técnico o nivel avanzado, que pueden
omitirse en una primera lectura.
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f es continua en a € D(f) N D(f)’ si para todo € > 0, existe 6(&) > 0 tal que

x €D(f), lIx—all<dle) = lflx)-flall<e.

Esta es la tradicional “definicion €-6” de la continuidad. Equivalentemente,

f es continua en a € D(f) nD(f)’ si para todo entorno V de f(a) existe un entorno U de a
tal que f(U) C V.

Mas informalmente,

f es continua en a si f(x) esta arbitrariamente préoximo a f(a) cuando x esta suficientemente
proximo al punto a.

La Proposicion 1.25 se traduce en la siguiente propiedad fundamental de las funciones con-
tinuas:

Proposicion 1.32. f = (f1,...,fm) : R™ — R™ es continua en un punto a € R™ si y solo si lo
son sus m funciones componentes f; : R"™ — R.

Ejemplo 1.33. Las funciones constantes son continuas en todo punto (en este caso se puede
tomar 6 (&) arbitrariamente en la definicion). La funcion f : R" — R definida por f(x1,...,Xxn) =
x; (proyeccion sobre la i-ésima componente) es continua en cualquier punto a € R", ya que al
ser

If(x) = fla)] = Ix; —ail <lx—all
se satisface la definicién con §(¢) = . La funcién g : R — R definida por

2xy?

m, (x,y) # (0,0),

g(x,y) =
no es continua en el origen, ya que g (0, 0) no esta definido. Sin embargo, para todo (x, y) # (0,0)
se tiene

yZ
lg(x,¥)| = 2|x|m < 2|x],

y por tanto lim g(x,y) = 0 (en efecto, podemos tomar 6(¢) = &/2 en la definicion de

(x,¥)—(0,0)
limite, o alternativamente aplicar la Proposicion 1.29). En consecuencia, si definimos g(0,0) =0
la funcién g es continua en el origen. O

De la Proposicion 1.26 se deducen inmediatamente las siguientes propiedades elementales de
las funciones continuas:

Proposicion 1.34 (propiedades de las funciones continuas). Sean f,g : R" - R"™ yh: R" - R
funciones continuas en un punto a € R™. Entonces se verifica:

i) Las funciones Af + ug (con A, u € R constantes), f - g, hf y ||.f|l son continuas en a.
ii) f estd acotada en un entorno de a.

iii) Si f(a) # 0, hay un entorno de a en que f no se anula. Si, ademads, f es una funcion escalar,
hay un entorno de a en que f tiene signo constante igual al de f (a).

iv) Si f es una funcion escalary f(a) + 0, la funcion 1/ f es continua en a.
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Comentario*. En el apartado i), hay que imponer que a pertenezca a D(f) Nn D(g) y ademas sea
punto de acumulacién de dicho conjunto para que Af + pug (con u # 0) y f - g sean continuas
en a. Analogamente, para poder asegurar que hf es continua en a dicho punto ha de pertenecer
aD(h) nD(f) y ser punto de acumulaciéon de este conjunto.

Ejemplo 1.35. La funcion escalar de n variables f(x) = xf, siendo k un namero natural, es

continua en todo punto en virtud de la primera propiedad de las funciones continuas (ya que,
como se vio en el Ejemplo 1.33, g(x) = xj lo es). De esta propiedad se sigue que cualquier po-
linomio en n variables (x1,...,x,), que es una suma de constantes por monomios de la forma
x’fl cee xﬁ” (con ky,...,k, enteros no negativos), es continuo en todo punto. De la cuarta pro-
piedad de las funciones continuas se sigue inmediatamente que una funcion racional (es decir,
el cociente de dos polinomios) es continua en todo R" menos en los puntos en que se anula el
denominador. De la Proposicion 1.32 se deduce entonces que cualquier funcion f : R"* — R™
cuyas componentes f; sean funciones racionales es continua en todo R™ menos en los puntos en
que se anula el denominador de alguna de sus componentes f;. En particular, una aplicacion lineal

L= (Ly,...,Ly) : R" - R™ cuyas funciones componentes son de la forma
n
Li(x) = > lijxj|, 1l<i<m, (1.28)
j=1
con l;j constantes reales, es continua en todo R". O

Otro resultado fundamental para determinar la continuidad de una funciéon de varias va-
riables es la siguiente proposicion, que afirma esencialmente que la composicion de funciones
continuas es una funcion continua:

Proposicion 1.36. Sean f : R" — R™ y g : R™ — R? dos funciones, y supongamos que f es
continua en a € R" y g es continua en f(a) € R™. Si a es punto de acumulacion de D(g o f),
entonces la funcion compuesta g o f es continua en a, es decir

lim g(f(x)) = g(f(a)).

Demostracion. En efecto, sea V un entorno cualquiera de g(f(a)) € R?. Al ser g continua en
f(a), hay un entorno W de dicho punto tal que g(W) C V. Por otro lado, al ser f continua en a,
existe un entorno U de a tal que f(U) C W. Por tanto

(go f/HWU)=g(f(U)) cg(W)cV,

y se satisface la definicion de continuidad de (g o f) en a (cf. segundo comentario tras la Defini-
cion 1.31). 0

Comentario*. La condicion a € D(g o f)’ es necesaria, es decir, no es consecuencia de las condi-
ciones a € D(f)' y f(a) € D(g)’ que se han de cumplir en virtud de la continuidad de f ena 'y
g en f(a). En efecto, consideremos, por ejemplo, las funciones f : R -~ Ry g : R — R definidas
por

fx)=-Ix], gx) =Vx,

con dominios D(f) = Ry D(g) = [0,). Entonces f es continua en a = 0y g es continua
en f(a) = 0, pero D(g o f) = {0}, y por tanto 0 no es punto de acumulacién de D(g o f). En
particular, en este caso la funcién compuesta g o f no es continua en 0.

Ejercicio 19*. Probar que si g esta definida en un entorno de f(a) entonces a es automaticamente
un punto de acumulacién de D(g o f).
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Solucion. En efecto, supongamos que g esta definida en un entorno V de f(a). Por continuidad
de g en f(a), existe un entorno U de a tal que f(U) c V.Dado v > 0, al ser B, (a) n U un abierto
(interseccion finita de abiertos) que contiene al punto a, existe un niimero real 0 < 6 < 7 tal
que Bs(a) C By(a) n U. Como a es por hipotesis punto de acumulacion de D(f) (en virtud de
la existencia de )l(lg‘ll f(x)), labola perforada B (a) C B;f (a) contiene algun punto x € D(f). Tal
punto también pertenece al dominio de g o f, ya que al ser x € Bs(a) C U se tiene que x € D(f)
y f(x) e f(U) cV cD(g).Portanto x € B (a) N D(g o f), lo que por definicién implica (al ser
¥ > 0 arbitrario) que a es punto de acumulaciéon de D(g o f).

Ejemplo 1.37. Consideremos la funcién f : R2 — R dada por

Flx,y) = X smte |

Entonces f = goh,cong : R — Ry h : R2 — R definidas respectivamente por g(t) = el
y h(x,y) = x2 + y%sin(xy). La funcion (x,y) — sin(xy) es continua en R?, ya que es la
composicion de sin (continua en R) con (x,y) — x7y (continua en R? por ser un polinomio). A
su vez, la funciéon (x,y) — y2sin(xy) es continua en R? (producto de un polinomio por una
funcién continua), y por tanto también lo es h (suma de un polinomio con una funcién continua).
Por la Proposicion 1.36, f = g o h es continua en R2.

1.8 Limite a lo largo de una curva

Consideremos una funcién vectorial y : R — R"™ continua en tp € R, y sea y(tgp) = a € R™.
Intuitivamente, la imagen de y es una curva en R" que pasa por el punto a. Sea f : R" — R™,y
supongamos que R(y) C D(f). Entonces ty es punto de acumulacion del dominio de f o y, ya
que D(f o y) = D(y) y existe por hipo6tesis el limite de y en ty. Llamaremos limite de f en el
punto a a lo largo de la curva y al limite

lim f(y(t)). (1.29)
t—to

Por la Proposicion 1.36, si f es continua en el punto a la composiciéon f o y es continua en ty, es
decir

tlgrgf(y(t)) = f(a)|. (1.30)

Por tanto si f es continua en a existe el limite de f en a a lo largo de cualquier curva continua y
que pase por a, y es independiente de la curva considerada. Esta afirmacion implica el importante
resultado siguiente:

Para probar que una funcion f no es continua en un punto a € R" basta encontrar una curva
continua y que pase por a para la que no exista el limite (1.29), o hallar sendas curvas de este
tipo y1,y2 : R — R™" para las cuales

lim £ (y1(£)) # lim f(y2(t)).
t—to t—to

El ejemplo anterior se puede extender al limite de una funcién (no necesariamente continua) en
un punto. En efecto, supongamos que

lim f(x) =1,
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y sea y : R — R" cualquier curva continua en ty € R tal que y(tg) = ay R(y) — {a} C D(f). Si
y(t) # a en un entorno reducido de ty, entonces existe el limite de f en a a lo largo de y y vale
[, es decir

lim f(y(t)) =1|.
t—to

Para demostrar este resultado, basta notar que la funcion f :R™ — R™ definida por f(a) =ly
f(x) = f(x) para todo x € D(f) — {a} es continua en a, y por tanto verifica

lim f(y(t) = f(a) = L.
t—to

Pero el limite anterior coincide con el limite de f en a a lo largo de y, al ser foy = f oy en
el entorno reducido de tg en que y(t) # a. Al igual que antes, de esta observacion se deduce el
siguiente resultado:

Para probar que una funcion f no tiene limite en el punto a € R" basta encontrar una curva
continua y que pase por a = y(tg) (con y(t) # a en un entorno reducido de tg) a lo largo de la
cual no exista el limite de f en a, o hallar sendas curvas de este tipo a lo largo de las cuales f
tenga limites distintos en a.

Ejercicio 20*. Sea f : R" — R ya € D(f)nD(f)’, y supongamos que para todacurvay : R — R"
que pasa por a para un cierto t = tg y es continua en ty se cumple (1.30). Probar que f es continua
en a.

Solucion. En efecto, supongamos que )lcin}lf(x) # f(a).En tal caso, existe € > 0 tal que para todo
n € N existe algun punto x, € B{“/n(a) tal que ||f(xn) — f(a)]l = €. Definimos entonces una
curva y : R - R" mediante y(0) = ay

1 1

<t<—.
n+1 n

y(t) =xn+ (n+1)(xXpns1 —xn) (1 —nt), si

En otras palabras, la imagen de y es la poligonal (quebrada) que une los puntos x1,x2,...,Xn,,...
y el punto a. Entonces y es continua en ty = 0, ya que es facil ver que®

1
0<t< - = y(t) € Bf),(a).
Sin embargo, %inéf(y(t)) + f(a), ya que para todo n € N se cumple

y(I/m)=x, = |[f(y(1/n) - f@ll =f(xn) - fla)ll >e.

Como esto contradice la hip6tesis, f ha de ser continua en el punto a.

Notese que la curva y que hemos construido es, de hecho, continua en los demas puntos de su
dominio D(y) = [0, 1], ya que en un entorno de todo t € (0,1] que no seade la formal/(n+1)
(con n € N) es una funcion lineal de t, y en los puntos de la forma 1/(n + 1) estas funciones
lineales empalman de forma continua. Aunque y solo esta definida a la derecha de to = O, es
inmediato definirla (sin afectar al argumento anterior) en un intervalo simétrico alrededor de 0,
sin mas que definir y(t) = y(—t) parat € [-1,0).

Ejemplo 1.38. Sea f : R? — R la funcion dada por

x|4]y1?

2 + y2)C”’ (x,y) # (0,0) |,

fx,y) =

>En efecto, si 0 < t < 1/n, existe k > n tal que 1/(k + 1) < t < 1/k. Por otra parte, si x,y son dos puntos de
una bola abierta el segmento {x + s( — x) | 0 < s < 1} esta contenido en dicha bola (cf. el Ejercicio 9). Aplicando
el resultado anterior con x = X, ¥ = Xx+1 VS = (k+ 1) (1 — kt) se deduce que y(t) € Bl*/k(a) c Bf‘/n(a) .
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(a)

Figura 1.7: graficas de las funciones f(x,y) = |xy|/(x?+y?) (@), f(x,y) = x°y2/(x% + y?) (b),
flx,y) =xy%/(x?+ y*) (0.

donde a, b y ¢ son parametros reales positivos. La funcién (x,y) — |x|* es continua en todo
punto, ya que es la composicion de la funcion de una variable t — |£]|4, continua en R al ser a > 0,
con la proyeccién sobre la primera componente. Lo mismo ocurre con la funcion (x, y) — |y|?.
Por otra parte, (x,y) — (x2 + y2)~¢ es continua en todo R menos el origen, al ser composicion
de la funcion continua t — [t|¢ con la funcién racional (x, y) — (x2 + yz)‘l, cuyo denominador
solo se anula si (x,y) = (0,0). Por tanto f es continua en R% — {(0,0)}, al ser el producto de tres
funciones continuas.

Veamos a continuacion qué ocurre en el origen. Para ello consideramos la curva (recta por el
origen)

y(t) = tv = (tvy, tvo),

(siendo v € R? un vector constante no nulo), que es continua en R y cumple y(0) = (0,0). Como

a b
lim f (y (1)) = m lim [¢[ 072, (1.31)
para que el limite del miembro izquierdo exista para todo v # 0 (y, por tanto, para que f pueda
tener limite en el origen) es necesario que a + b = 2c. Si a + b = 2c¢ el limite anterior existe,
pero depende de la recta escogida para aproximarnos al origen. Por tanto tampoco en este caso
existe el limite de f en el origen. ;Qué ocurre si a + b > 2¢? Notese que si existe el limite de f
en (0,0) ha de valer necesariamente 0, en virtud de (1.31). Para probar que cuando a + b > 2c el
limite de f en el origen es efectivamente igual a cero, basta notar que si llamamos » = 1/x2 + y?
entonces

a b
a+b>2c = |f(x,y)= <M> (M) patb=2c o pa+b-2c

r r (x,)—(0,0)

Por tanto en este caso f tiende a O en el origen, en virtud de la Proposicion 1.29. En definitiva, f
es continua en el origen siy solo sia + b > 2¢ y definimos f(0,0) = 0.

Ejemplo 1.39. Sea ahora f : R? — R la funcién definida por

xy?

m, (x,y) # (0,0)|.

flx,y) =

Como f es una funcion racional cuyo denominador solo se anula en el origen, f es continua
en R — {(0,0)}. ;Qué ocurre en el origen? Como en el ejemplo anterior, calculemos primero el
limite de f a lo largo de una recta cualquiera que pase por el origen

y(t) =t(vi,v2).
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Al ser )

. . t V1 UZ

lim t)) =lim —-——-+=-5 =0,

taof(y( ) (-0 vi+t2v3
el limite de f en el origen a lo largo de cualquier recta que pase por el origen existe y vale 0,
independientemente de la recta considerada. Sin embargo, esto no significa que f tiene limite O

en el origen. De hecho, en este caso es facil ver que este limite no existe. En efecto, al ser

2 /x

roxz X0

fx,») =
las curvas de nivel de f son los ejes coordenados y las parabolas y2 = cx (con ¢ # 0 constante),
excluido el origen (donde la funcion no esta definida). A lo largo de estas parabolas, es decir de
las curvas y(t) = (t2/c, t) (todas las cuales pasan por el origen para t = 0), el valor de la funcién
esta dado por

f(tz/C,t)=ﬁ, Vt+0.

En particular, como

lim f(t%/c,t) =
t—-Of (t%/e, 1) 1+ c?

depende de la curva considerada (ya que es funcion del parametro c), f no es continua en el
origen. En otras palabras, f toma cualquier valor de la forma c/(1 + c?) arbitrariamente cerca
del origen®.

1.9 Notacion o y O de Landau

Definicion 1.40. Sean f,g : R" — R sendas funciones definidas en un entorno de a € R™.
Diremos que f : R” — R es de menor o igual orden que g en a, y escribiremos’ f = O(g) en a,
si existen M > 0y v > 0O tales que

Ix-al<r = [f0]<M[gx)]].

Analogamente, diremos que f es de menor orden que g en a, y escribiremos f = o(g) en a, si
para todo € > 0 existe (&) > O tal que

Ix-al<d(e) = [f0]<elg0l].

Intuitivamente, f = O(g) en a si | f| es a lo sumo del mismo orden de magnitud que |g| en
un entorno de a, y f = o(g) en a si |f| es mucho menor que |g| en un entorno de dicho punto.
Por ejemplo, 5x2 — 6x = O(x) y 5x2 = o(x) en x = 0.

Si (como suele ser el caso) g no se anula en un entorno reducido de a entonces

f=0(g)ena < f/g acotada en un entorno de a,

1.32
f=o(g)ena = limm—o_ (1.32)

x—a g(x) N

En particular, f = O(1) en a siyy solo si f esta acotada en un entorno de a,y f = o(1) en a si
y solo si )l(i{l}lf(x) =0.
Es facil comprobar que se verifican las siguientes relaciones (ejercicio):

6La funcion de una variable g(c) = c¢/(1 + ¢?) tiene imagen R(g) = [—1/2,1/2] (ejercicio), y por tanto R(f) =
[-1/2,1/2].
“La notacion o y O fue introducida por el matematico aleman Edmund Landau (1877-1938).
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i) fi =0(g), fo=0(9)
iii) f1 =o0(g1), f2 =0(g2)

iv) f1 =0(g1), f2 =0(g2)

i) f=0(g) = [f=0()

=  fi+f2=0(9)
= fif2 =0(g192)

= fif2 =0(9192)

Con un ligero abuso de notacion, las propiedades ii)-iv) se suelen escribir como sigue:
ii) o(g) +o(g) =o0(g)
iii) 0(g1)0(g2) = 0(g192)

iv) 0(g1)0(g2) = 0(g192) -
En particular, de la propiedades iii) y iv) se sigue que Ao(g) = o(g) y AO(g) = O(g) para toda
constante A € R. Notese también que la Proposicion 1.29 se obtiene haciendo g; = g2 = 1 en iii).

Ejercicio 21. Probar que si g no se anula en un entorno reducido de a € R™ entonces o(g) =
go(l) en a.

Solucion. Si f = o(g) v g no se anula en un entorno reducido de a entonces f/g = o(1) en a
(cf. (1.32)), y por tanto f = go(1) en a.

Si f:R — R esuna funcion v veces derivable en a € R, el teorema de Taylor afirma que

4 (k)
f(x) = z f k'(a) (x-—a)k+o((x-a)) enx=a. (1.33)
k=0 :

Asi, por ejemplo, en x = 0 se cumple

v Xk
eX=> T o),
k=0 '
- k x2k 2r
COSX = kgo(—l) 2K +o(x7),
: 4 k XZkH 2r+1
smx:kgo(—l) ero(x ),
v Xk
log(1+x) = > (-1 =2 1 o(x"),
k
k=1
1 4
k r
= > xK+o(x"),
1-x P
o«
(1+x)%= Z <k>xk+o(xr), xeR,
k=0

donde el coeficiente binomial (i‘) se define para cualquier « € R mediante (8‘) =1y

) olx—=1)---(x—k+1)
k) k! :

Ejemplo 1.41. Consideremos el limite cuando (x,y) — (0,0) de la funcion

_ log(1 + sin® x) tan
Feey) = (1 - cos /) arcsin(x2) |’ (1.34)
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definida en el conjunto {(x,y) € R2 | Ix| <1,y > 0} menos las rectas x = 0, y = (2k — 1)1t/2
e v = 4k?m? (con k € N). En particular, el origen es un punto de acumulacion de D(f). El limite
de f en el origen es indeterminado, ya que tanto el numerador como el denominador de (1.34)
son claramente funciones continuas en el origen que se anulan en dicho punto. Para resolver la
indeterminacion, basta utilizar los desarrollos anteriores junto con los de tant = t(1 + o(1)) y
arcsint = t(1 + o(1)) (que se siguen facilmente de (1.33) con v = 1):

sin® x (1 +0(1)) - ¥(1 +o(1)) _ 2 sin® x
F(1+o(D) x2(1+0(1) x?

flx,y) = g(x,y),

donde g(x,y) — 1si(x,y) — (0,0) y hemos aplicado que 20(1) = o(1). Por tanto

: 2

sin x

lim f(x,y)=2 lim ( ) =2].
(x,»)—(0,0) (x,»)—(0,0) X

Ejemplo 1.42. Consideremos a continuacion el limite en el punto (1, 1t/2) de la funcion

xsiny -1

a(x—1)+b<y—§) '

flx,y) =

donde a y b son parametros reales que no se anulan simultaneamente. Notese que, al ser x5 =
elogxsiny = £ osta definida en el semiplano x > 0 menos la recta a(x — 1) + b(y — g) = 0. De
nuevo, tanto el numerador como el denominador son funciones continuas en (1,1/2) que se
anulan simultaneamente en dicho punto, por lo que el limite pedido es indeterminado. En este
caso se tiene

xSinY _ 1 = eSinyIogx _ 1 —Jogx -siny(1+o0(1)) en (1,1/2).

Como el término que multiplica a log x tiende a 1 cuando (x,y) — (1,T1t/2), por la Proposi-
cion 1.27 el comportamiento de f en este ultimo punto es el mismo que el de

log x
a(x—l)+b(y—%>'

g(X,y) =

A su vez, al ser
logx=x-1+o0(x—-1)=(x-1)(1+0(1))

en el punto x = 1, g (y por tanto f) se comporta en (1, 1t/2) como
x -1
a(x—1)+b(y—g)'

hix,y) =

Para estudiar el limite de esta funcion en el punto (1, 1t/2) la evaluamos primero a lo largo de
las rectas y(t) = (1 + tvy, % + tvz) con® avy + bvs # 0, que pasan por dicho punto parat = 0,

obteniendo "
hyt) = ————.
(Y( )) avy + bvy

Si b # 0 el miembro derecho depende del vector v considerado, y por tanto en este caso el limite

no existe. Si b = 0 entonces a # 0y h(x,y) = 1/a para x # 1, y por tanto

b=0 = f(x,y):é.

lim
(x,)—(1,1/2)

En definitiva, el limite de f en (1, Tt/2) solo existe sib =0y a # 0, y en tal caso es igual a 1/a.

8Es necesario tomar v tal que av; + bv, # 0, ya que si av, + bv; se anula la recta en cuestion es la de ecuacion
alx-1)+b (y - g) = 0 en que h es singular.
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1.10 Propiedades topologicas de las funciones continuas

Estudiaremos en esta seccion varias propiedades importantes de las funciones continuas estre-
chamente relacionadas con la topologia del espacio R". Empezaremos por la siguiente propiedad
fundamental:

Proposicion 1.43. Si f : R" — R™ es continua en R", la imagen inversa f~1(V) de cualquier
abierto V.C R™ es un abierto de R™.

Demostracion. En efecto, si V.f~1(V) es vacio no hay nada que demostrar (ya que el conjunto
vacio es abierto). En caso contrario, sea x un elemento cualquiera de f~1(V), es decir un punto
de R"™ en que f(x) € V. Como f es continua en x (al ser continua en todo R" por hipotesis) y
V es un entorno de f(x), hay un entorno U de x tal que f(U) C V, o equivalentemente (al ser
D(f) = R", ya que f es continua en R" por hipotesis ) U ¢ f~1(V). Esto demuestra que f~1(V)
contiene un entorno de cualquiera de sus puntos, y por lo tanto es abierto. O

Corolario 1.44. Si f : R™ — R™ continua en R", la imagen inversa f~1 (V) de cualquier cerrado
V ¢ R™ es un cerrado de R™.

Demostracion. En efecto, si V ¢ R™ es cerrado entonces
R" - fH(V)={xeR"| f(x) ¢V} = {x eR" | f(x) eR™ -V} =f L R™-V),

donde la segunda igualdad se debe a que D(f) = R™. Por la proposicién anterior, f~1(R™ — V)
es abierto (al serlo R — V por hipoétesis), y en consecuencia f~1(V) es cerrado. O

Comentarios*.

e De hecho, es facil probar que los reciprocos de la proposicién y el corolario anteriores son
ciertos. En otras palabras, una funcién f : R” — R™ con D(f) = R™ es continua en R" siy
solo si la imagen inversa bajo f de cualquier abierto (resp. cerrado) de R™ es abierta (resp.
cerrada) en R™,

e Los resultados anteriores pueden ser generalizados al caso en que f es continua en un con-
junto A # R™. Mas precisamente, en tal caso la imagen inversa f~1(V) de un conjunto abierto
(resp. cerrado) V. C R™ es la interseccion de un conjunto abierto (resp. cerrado) con A. En
particular, si A es abierto (resp. cerrado) entonces f~1(V) es abierto (resp. cerrado).

e La imagen de un conjunto abierto (resp. cerrado) bajo una funcién continua no tiene por que
ser un conjunto abierto (resp. cerrado). Por ejemplo, si A = (0,21) C Ry f(x) = sinx,
entonces f es continua en A pero f(A) = [—1, 1] no es abierto.

Sean f1,..., fm : R" - R continuas en R", y consideremos los subconjuntos de R"
A={xeR"| filx)>0, 1<i<m}

m
Ci={xeR"| fi(x) =0, 1 <i<m}
m

Co={xeR"| fi(x) =0, 1<i<

Entonces A es abierto, y (1,2 son cerrados, en virtud del comentario anterior y las propiedades
de los conjuntos abiertos y cerrados. En efecto,

s

A=) fi10,0), Ci=()fi10,0), C=[)f'({0}),

1 i=1 i=1

.
Il
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siendo (0, o) abiertoy [0, o), {0} cerrados en R. Asi, por ejemplo, el (hiper)paralelepipedo abier-
toP = (a1,b1) X -+ - X (an,bn) C R" (donde se admite que a; = —» 0 b; = +) es abierto. En
efecto, P = A1 n Ay, con

Al={xeR"|x;>a;, 1 <i<n}, Ay={xeR" | x;<b;, 1 <i<n}

abiertos en virtud de las consideraciones anteriores aplicadas a las funciones f;(x) = x; — a;
(1 <i<mn)enelprimer casoy fi(x) = b; — x; (1 < i < n)en el segundo. Del mismo modo se
demuestra que el paralelepipedo cerrado P = [a1,b1] X - - - X [an, bn] es cerrado.

Otra propiedad fundamental de las funciones continuas esta relacionada con los conjuntos
compactos:

Proposicion 1.45. Si f : R™ — R™ es continua en un conjunto compacto K, entonces f(K) es
compacto. En particular, sim = 1 (es decir, si f es una funcion escalar) entonces existen a,b € K
tales que

f@) < f(x) < f(b), Vxek. (1.35)

En otras palabras, f alcanza sus valores maximo y minimo en K.

Demostracion. La demostracion de que f(K) es compacto, que omitiremos por su complejidad,
es consecuencia del teorema de Heine-Borel-Lebesgue. La demostracion del caso particular m = 1
a partir de este resultado es relativamente sencilla. En efecto, al ser f(K) C R acotado existe
M > 0 tal que | f(x)| < M para todo x € K, es decir

-M < f(x) <M, Vx eK.

Como f(K) esta acotado tanto inferior como superiormente, existen el infimo y el supremo de
este conjunto, que denotaremos respectivamente por Ay B:

A =inf f(K) =inf{f(x) | x €K},  B=supf(K).

Por definicion de infimo y supremo, A y B son puntos de frontera de f(K) (ejercicio). Pero, al ser
f(K) cerrado (por ser compacto), A y B han de pertenecer a dicho conjunto. Por tanto A = f(a)
y B = f(b), con a,b € K. Como el infimo y el supremo de un conjunto son cotas inferior y
superior, respectivamente, de dicho conjunto, para todo x € K se verifica (1.35). O

Notese que para la validez de la proposicién anterior son fundamentales tanto la continuidad
de f como la compacidad del conjunto K. De hecho, una funciéon continua en un conjunto no
compacto no tiene ni siquiera por qué estar acotada en dicho conjunto. Por ejemplo, la fun-
cion tan : (—1/2,m/2) — R es continua en el intervalo abierto (acotado pero no compacto)
(—Tt/2,1/2), pero no esta acotada en dicho conjunto ni superior ni inferiormente.

La siguiente propiedad topologica fundamental de las funciones continuas esta relacionada
con los conjuntos conexos, que definiremos a continuacion.

Definicion 1.46. Un conjunto A C R" es disconexo si existen dos abiertos U,V C R™ tales que
A=((AnU)U(AnV),con AnU y AnV disjuntos y no vacios. En caso contrario, se dice que
A es conexo.

Ejemplo 1.47. El conjunto A = [—-1,1) U (1,2] = [-1,2] — {1} en disconexo. En efecto,
A=(An(-2,1))U(An(1,3)),

conAn(-2,1)=[-1,1) yAn (1,3) = (1, 2] disjuntos y no vacios. O
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Ejercicio 22. Probar que el conjunto Q de los niimeros racionales es disconexo.

Solucién. En efecto, (por ejemplo) Q = (Q N (—00,+/2)) U (Q N (v/2,)). De forma semejante se
demuestra que Q" tampoco es conexo para ningun #, y lo mismo ocurre con (R — Q)" (ejercicio).

En general, no es facil demostrar que un conjunto es conexo aplicando la definicion. Una
forma sencilla de probar la conexion de un conjunto es demostrando que es arco-conexo, ya que
la conexion por arcos implica la conexion. Mas precisamente:

Definicion 1.48. Un conjunto A C R" es arco-conexo si dos puntos cualesquiera de A se
pueden unir por una curva continua cuya imagen esté enteramente contenida en A. En otras
palabras, A es arco-conexo si para todo x, Y € A hay una curva continua y : [0,1] — A tal que
y(0) =x,y(1) =y.

Se demuestra entonces el siguiente resultado:

Proposicion 1.49. Un conjunto arco-conexo A C R™ es automdticamente conexo. Un conjunto
abierto A ¢ R™ es conexo siy solo si es arco-conexo.

Ejemplo 1.50.

e Se demuestra que los tnicos conjuntos conexos en R son los intervalos (abiertos o cerrados,
finitos o infinitos).

e El espacio R™ es claramente conexo, ya que es arco-conexo. En efecto, si x,y € R" la curva
y : [0,1] — R" definida por y(t) = (1 — t)x + ty (es decir, el segmento de extremos x e y) es
claramente continua (por ser una funcion lineal de t) y tiene por extremos los puntos x e .

e Por el mismo motivo, cualquier conjunto convexo (es decir, que contiene el segmento que tiene
por extremos dos cualesquiera de sus puntos) es conexo. Ejemplos de conjuntos convexos son las
bolas (abiertas o cerradas), los paralelepipedos (ai,b1) X - - - X (an,bn) y[ai,b11x- - - x[an, bn]
(ejercicio), etc.

e También son claramente (arco-)conexos muchos conjuntos no convexos como R"™ menos un
punto (si n > 1), R"™ menos un segmento (si n > 1), R™ menos una recta (si n > 2), etc.

e No es conexo, sin embargo, el abierto A = {(x,y) € R? | v # 0}. En efecto, A = U U V, siendo
U y V respectivamente los semiplanos abiertos disjuntos y > 0e y < 0.

Ejercicio 23. Probar que los tnicos subconjuntos de R"™ que son a la vez abiertos y cerrados
son R" y Q.

Solucion. En efecto, supongamos que A C R" fuera abierto y cerrado simultaneamente. Como
R" = AU(R"—A), con Ay R"—A ambos abiertos y obviamente disjuntos, si tanto A como R — A
fueran ambos no vacios R” seria disconexo. Por tanto o bien A = (), o bien R"™ — A = ) (es decir,
A =R").

Ejercicio 24. Un abierto A C R" se denomina estrellado si existe un punto a € A tal que para
todo x € A, el segmento de extremos a y x esta contenido en A. Probar que cualquier abierto
estrellado es conexo.

Otra propiedad fundamental de las funciones continuas es que transforman conjuntos conexos

en conjuntos conexos:

Proposicion 1.51. Si f : R — R™ es continua en un conjunto conexo A C R™ entonces f(A) es
conexo.
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Demostracion. Supondremos, por sencillez, que f es continua en todo R™ (el caso general se
demuestra de forma semejante utilizando el segundo comentario tras el Corolario 1.44). Si f(A)
fuera disconexo, existirian sendos abiertos U,V c R™ tales que

f(A) = (f(ANU) U (f(A)NnV),
con f(A) nUy f(A) nV disjuntos y no vacios. Pero entonces
A=(AnfHU) U (AN fH(V))

seria disconexo, al ser f~1(U) y f~1(V) ambos abiertos (por la Proposicion 1.43) y A n f~1(U),
An f~1(V) disjuntos y no vacios (por serlo f(A) N Uy f(A) nV). O

Corolario 1.52. La imagen de un conjunto conexo A C R™ bajo una funcion escalar continua en
A es un intervalo (finito o infinito).

Demostracion. Por la proposicién anterior f(A) ha de ser conexo, y los tinicos subconjuntos
conexos de la recta real son precisamente los intervalos (cf. el Ejemplo 1.50). O

Comentario. Notese, sin embargo, que si f es continua en el abierto conexo A C R" el conjunto
f(A) no tiene por qué ser un intervalo abierto (cf. el lltimo comentario tras el Corolario 1.44).

El siguiente resultado es una generalizacion del teorema de los valores intermedios para
funciones reales de una variable a funciones escalares de varias variables:

Proposicion 1.53 (teorema de los valores intermedios). Sea f : R™ — R continua en el conjunto
conexo A C R", sean x,y € A, y supongamos que f(x) < f(y). Entonces f toma todos los
valores entre f(x) y f(v) (es decir, [ f(x), f(¥)] C f(A)).

Demostracion. Por hipotesis f(x) < f(y) v f(x), f(y) € f(A). Al ser f(A) un intervalo (por la
proposicion anterior), el intervalo [ f(x), f(y)] ha de estar contenido en f(A), como habiamos
afirmado. (En efecto, un intervalo es por definicion un conjunto I C R con la siguiente propiedad:
sia,b elya < b entonces [a,b] C1.) O

Corolario 1.54. Sea f : R™ — R continua en un conjunto conexo y compacto A C R™. Entonces
f(A) = [m,M], donde m y M son respectivamente los valores minimo y mdximo de f en A.

Demostracion. Por las Proposiciones 1.52 y 1.53, f(A) ha de ser un intervalo compacto [m, M].
En particular, esto implica que m y M son respectivamente los valores minimo y maximo de f
en A. O

Definicion 1.55. Un homeomorfismo entre dos conjuntos A ¢ R",B ¢ R™ es una aplicacién
biyectiva f : A — B tal que f es continua en Ay f~! es continua en B = f(A). Dos subconjuntos
A C R", B C R™ se dicen homeomorfos si existe algin homeomorfismo f : A — B.

Puede demostrarse que dos conjuntos homeomorfos A ¢ R"™, B ¢ R™ son equivalentes desde
el punto de vista topologico, en el sentido de que tienen exactamente las mismas propiedades
topolodgicas; por ejemplo, A es conexo o compacto siy solo silo es B (ejercicio).

Comentario*. Es importante observar que en la definicién de homeomorfismo es imprescindible
que f~L, y no solo f, sea continua. En otras palabras, f puede ser continua y biyectiva sin que
necesariamente f~! sea continua, como muestra el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.56% Sea f:[0,21) — S! = {(x,y) € R? | x2 + y2 = 1} ¢ R? definida por
f(t) = (cost,sint).

Entonces f es claramente biyectiva, y también es continua (al serlo sus componentes). Sin em-
bargo, f~1 no es continua en el punto (1, 0). En efecto, nétese en primer lugar que f~1(1,0) = 0.
Sin embargo, si 0 < € < 2Tt no es posible encontrar un disco Bs(1,0) cuya imagen bajo f~! esté
contenida en el intervalo (—¢, €) centrado en 0. En efecto, las imagenes bajo f~! de los puntos de
Bs(1,0) con segunda componente negativa estan arbitrariamente proximas al punto 21, que por
construccion no pertenece al intervalo (—¢, ). (Mas informalmente, un punto (cos @,sin ) € S!
con 0 < 2Tt proximo a 27t esta proximo al punto (1,0) en S!, pero las imagenes bajo f~! de
estos puntos (los “angulos” 0 y 0) no estan proximas en R.



Capitulo 2

Diferenciabilidad

2.1 Derivada de una funcion vectorial

Una funcién f : R — R es derivable en un punto a € R si esta definida en un entorno de a, y

existe el limite
lim fla+h) - f(a)
h—0 h

= f'(a). (2.1)

El valor de este limite es por definiciéon la derivada de f en el punto a. Esta definicién se genera-
liza inmediatamente a una funcion vectorial f = (f1,..., fm) : R = R™. En tal caso, la existencia
del limite anterior es equivalente a la existencia de los m limites

lim fila+h) - fi(a) _
h—-0 h

fi(a), 1<i<m,

siendo f'(a) = (f](a),..., fn(a)). Geométricamente, la funcion vectorial f : R — R™ parametri-
za una curva en R™ (la imagen de f). Si f'(a) # 0, el vector f'(a) € R™ es un vector tangente a
la curva en el punto f(a). En efecto, f'(a) es la posicion limite del vector (f(a + h) — f(a))/h
cuando h — 0, y este ultimo vector es siempre paralelo a la secante a la curva de extremos f(a)
(fijo) y f(a+ h) (que tiende a f(a) cuando h — 0). En problemas fisicos, la funcion vectorial f (t)
se interpreta a menudo como la trayectoria recorrida por una particula, y el parametro t suele
representar el tiempo. En tal caso el vector f”(t) es el vector velocidad de la particula que recorre
la curva.

2.2 Derivada de una funcion de R" en R™

Si f esuna funcion de R™ en R™ con n > 1, ya no podemos utilizar directamente la igualdad (2.1)
para definir la derivada de f en a, ya que en este caso h es un vector. Sin embargo, dicha igualdad
se puede reescribir en la forma equivalente

lim f@t+h - fla - hf'@ _
h—0 h

0,

es decir

fla+h)-f(a)—hf'(a) =o(h),

0 equivalentemente,

[Af(@ih) = fla+h) - fa) = f@h+o(h) .

El miembro izquierdo de esta ultima igualdad es el incremento de la funcion f en el punto a
cuando la variable dependiente se incrementa en h. Lo que afirma la igualdad anterior es que
f :R — R es derivable en el punto a si su incremento en a es una funcion lineal del incremento

37
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h (el término f’(a)h) mas un término (“infinitésimo”) de orden menor que h. Esta definicion
equivalente de derivabilidad si es susceptible de ser generalizada al caso de funciones de R" en
R™. Para ello es necesario revisar algunas nociones sobre funciones lineales de R"™ en R™, que
seran ampliadas en el curso de Algebra Lineal.

Definicion 2.1. Un funcion A : R" — R™ es lineal si

A(Ax + uy) = AA(x) + HA(Y), VA, ueR,Vx,y € R".

Notese que en el caso de funciones lineales es muy frecuente omitir los paréntesis, y escribir
A - x (0 incluso Ax) en lugar de A(x).
Las aplicaciones lineales admiten una representacion particularmente sencilla en términos
de matrices. Para ver esto, sea
B ={el,...,en}

la base! canonica de R", donde

e; = (0,...,0,1,0,...,0) € R™.
|

i

Cualquier vector x = (x1,...,Xn) € R™ se puede expresar en términos de los vectores de la base
‘B como
n
X = > xjej;
j=1

en otras palabras, las coordenadas de x en la base candnica son simplemente sus componen-
tes x;. Si A: R"™ — R™ es una funcion lineal, el vector

y=Ax=(V1,.., Ym)

se expresa en términos de los vectores

de la base canonica B’ = {e],...,e;,} de R™ como
m
7
y =2 yie;.
i=1

Las componentes y; = A;j(x) € R del vector y = Ax se calculan facilmente aplicando la lineali-
dad de A:

n n
y=Ax = A(z xjej> = z xXjAe;j.
j=1 j=1
Cada uno de los n vectores Ae; € R™, a su vez, ha de ser combinacion lineal de los vectores de
la base B’, es decir

m
Aej = Y ajje;|, (2.2)
i=1

1Una base de R™ es un conjunto de n vectores linealmente independientes. Un subconjunto de R" es linealmente
independiente si ninguno de sus elementos es combinacion lineal de los restantes. Si B = {vy,...,V,} s una base
de R™, todo vector x € R™ se expresa de manera tinica como combinacion lineal x = >, A;v; de los vectores
de B. Por definicion, los coeficientes A; de esta combinacién lineal son las coordenadas del vector x respecto de la
base B.
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con a;; € R. Sustituyendo estas igualdades en la expresion anterior para Ax se obtiene inmedia-
tamente

II
n M§

n
Zauxj = |yi= > aijxj, l<i<m|. (2.3)

En otras palabras, las coordenadas 7y; del vector v = Ax son funciones lineales de las x;, como
era de esperar. Los mn nameros reales a;; (1 < i < m, 1 < j < n) son por definicion los
elementos de matriz de A respecto de las bases canoénicas By B’. Mas precisamente, si

aill . alj - aAin
ABB’ = ail e aij cen Ain (2.4)

es la matriz real m X n cuyos elementos de matriz son los nimeros a;;, las m igualdades (2.3)
son equivalentes a la igualdad matricial

=Agp | || (2.5)

Ym Xn

La matriz Az se denomina matriz de la aplicacion lineal A respecto de las bases candnicas B
y B’. Notese que la j-ésima columna de dicha matriz (a;j)i<i<m NO es otra cosa que la matriz
columna formada por las componentes del vector Ae; (cf. (2.2)). De la ec. (2.3) se deduce que

Ax = (A1(x),...,Am(x)), con Aj(x) = Z aijx;j|. (2.6)
j=1

En otras palabras, las componentes de una funcion lineal son funciones lineales de las compo-
nentes del vector x € R™. Reciprocamente, es facil ver que cualquier funciéon de este tipo es
lineal. Por tanto:

Una funcion A = (Aq,...,An) : R® — R™ es lineal si y solo si sus componentes son de la
forma (2.6).

En otras palabras, la definicion algebraica de funcion lineal 2.1 coincide con la dada anteriormen-
te en el Ejemplo 1.35.

Notacion.

e Es frecuente omitir los subindices B,B’ y denotar (con un ligero abuso de notacién) por A
a la matriz Agg. En otras palabras, en este caso se identifica la aplicacion lineal (2.6) con su
matriz (2.4) respecto de las bases canbnicas de R™ y R™,

e En lo que sigue, denotaremos por Mr(m,n) el conjunto (espacio vectorial de dimension mmn)
de las matrices reales m x n.

Ejemplo 2.2. Sea A : R? — R3 la funcion definida por

A(x) = (2x1 — 3Xx2,X1 — X2,X1 + X2). 2.7)
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Por el comentario anterior, A es una aplicacion lineal y las componentes del vector y = A(x)
estan dadas por

’ 2 -3 X1

yl=11 -1 .

y3 1
La matriz 3 x 2 que aparece en la formula anterior es la matriz de A en las bases canoénicas de
R? y R3, que como ya hemos dicho identificaremos con la aplicacién lineal A. En otras palabras,
escribiremos normalmente

2 -3
A=11 -1
1 1

para denotar la aplicacion (2.7).
Comentarios.

e Las aplicaciones lineales son funciones continuas en cualquier punto, ya que sus componentes
son funciones lineales de las componentes x; del vector x (cf. la ec. (2.6) y el Ejemplo 1.35).

e Si A:R"™ — R™ esuna aplicacién lineal, la funcion f(x) = [|Ax|| es continua por serlo A, y por
tanto alcanza un maximo y un minimo en la esfera unidad 0B; (0) (ya que dicho conjunto es
compacto?). En particular, existe v € 9B;(0) tal que

[Ax|l < [Av] = A,  Vx eR" tqg. lIx]=1.

Al nimero ||A] se le denomina norma? de la matriz A. Si h € R" es un vector no nulo se tiene
entonces
|ARI = JA(IIR] - R/ IR = TAR/ R - TRI < [AllR] .

La desigualdad anterior es obviamente cierta también para h = 0, y por tanto es valida para
todo vector h € R™, m

Estamos ya en condiciones de definir el concepto de diferenciabilidad para funciones de R"
en R™, Para formular dicha definicién de forma mas sencilla, utilizaremos la notacién o(||h|)
para denotar cualquier funcién g : R™ — R™ de la variable h € R" tal que
gh)

lim=—+=0|.
h—0 |[h]l

Equivalentemente, g = o(||h]|) si cada una de las m funciones componentes g;(h) es o(||h]|) en
el sentido de la Definicién 1.40. Notese que de la definicion anterior se deduce inmediatamente

que
o(l[hl)

Il

lim o([lh|l) =lim< IIhII) =0-0=0. (2.8)
h—-0 h—-0

Definicion 2.3. Sea f : R — R™,y sea a € R™ un punto interior de D(f). Diremos que f
es diferenciable en el punto a si existe una aplicacion lineal A : R" — R™ (que en general
dependera del punto a) tal que

fla+h)=f(a)+Ah+o(|h]), Vh e R™. (2.9)

La funcién f es diferenciable en un abierto U C R™ si es diferenciable en todos los puntos de
U.

2En efecto, es obviamente acotado, y también es cerrado al ser la imagen inversa de {1} bajo la funcion conti-
nua f(x) = lIx|l.

3Con mas propiedad, norma espectral, para distinguirla de otras normas que también se suelen utilizar en el
espacio Mg (m, n).
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En otras palabras,

f es diferenciable en a € D(f) si el incremento Af(a;h) se puede aproximar por una funcion
lineal de h cometiendo un error de orden menor que || h||.

Notese también que la ec. (2.9) se puede expresar mas explicitamente como

lim L@+t - fla)-Ah _ 1 (2.10)
h-0 IRl
o también
lim /(@ + ) = J(@) = ARl _ | (2.11)
h-0 IRl

Proposicion 2.4. Si f : R" — R™ es diferenciable en a € R", la aplicacion lineal A que aparece
en (2.9) es unica. En otras palabras, si A1, A> : R — R™ son dos aplicaciones lineales que verifican

fla+h)=f(a)+Ah+o(lhl) = f(a) + A2h + o([lhll),  VheR",
entonces A1 = Ao.
Demostracion. De las igualdades anteriores se sigue que
Aih — Axh = o(]|h]]).

Si v # 0 es un vector fijo, sustituyendo h = tv (con t # 0) en la igualdad anterior se obtiene

o(|t])
at

t(A1v — Apv) = o([tlllv]]) =o(lt]) = Av-Aw =
Haciendo t tender a O en este igualdad se obtiene Ajv — A>v = 0. Esto demuestra que Ajv =
Apv para todo vector v # 0, y por tanto A; = Ay (ya que A(0) = 0 para cualquier aplicacion

lineal A). O

La proposicién anterior motiva la siguiente definicion:

Definicion 2.5. Si f : R" — R™ es diferenciable en a € R", llamaremos derivada de f en a a
la uinica aplicacion lineal que satisface (2.9), y la denotaremos por D f(a).

En otras palabras, si f es diferenciable en a su derivada es la tinica aplicacion lineal D f(a) :
R™ — R™ que satisface

[fla+h) =f(@+Df(a -h+o(lhl], (2.12)
es decir
limf(aJrh)—f(a)—Df(a)-h:O’ (2.13)
h—0 Al
o bien
lim Ilf(a+h)—f(a)—Df(a)-hl _ol. (2.14)
h=0 Al

Notese también que, al ser la derivada una aplicacion lineal de R™ en R™, se puede identificar
con una matriz m X n (su matriz en las bases canénicas de R™ y R™),
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Ejemplo 2.6. Seala funcion f : R? — R dada por f(x,y) = xy. En este caso se tiene
fx+h,y+k)—f(x,yv)=(x+h)(y+k)—xy=xk+yh+hk.
Si fijamos el punto (x,y) € R?, los dos primeros sumandos xk + yh son una funcion lineal del

vector (h, k). En cuanto al término restante,
hk hk h

= = k
Ith, K)II  Vh2 +k2  Vh2 + k2
e e ——

acotado por 1

tiende a cero cuando (h, k) — (0,0) en virtud de la Proposicién 1.29. Por tanto hk = o(||(h, k)||),
y se satisface la definicion de diferenciabilidad en (x, y) con

h
Df(x,y) - (h,k) = yh+xk=(y x) (k) . (2.15)

Esto demuestra que f es diferenciable en todo R?, siendo

[Dfx,») = (v x)|.

Notese que en la igualdad anterior hemos identificado la derivada D f(x, y) con su matriz en las
bases canonicas de R? y R, como haremos frecuentemente. O

Ejemplo 2.7. Sea f = (f1,..., fm) : R = R™ una funcion vectorial. Es inmediato probar que f es
diferenciable en t € R siy solo si existe f'(t) = (f{(t),..., fm(t)) (cf.la ec. (2.1)), y en tal caso

f1()
Df(t) = : . (2.16)
Fon (1)
En efecto, en estecaso h € R, ||h|| = |h|,Df(t)-h=hDf(t)-1y

If(t+h) - fla)-Df(t)-hll _ Hf(t+h) = f(t) —Df(t) - hH _ Hf(t+h) - f(t)
Al h h
tiende a 0 cuando h — 0 si y solo si

limf(t+h) - f(t)
h—0 h

—Dﬂw-w

3 =Df(t)-1.

Como
o SR = f (D)
h—0 h

=f(t),
esto demuestra que f es diferenciable en t siy solo existe f’(t), y en tal caso

Df(t)-1=f"(t) = (f1(0),..., frn (D).

Al ser la derivada D f(t) una aplicacion lineal de R en R™, la podemos identificar con la matriz
columna m x 1 formada por las m componentes del vector Df(t) - 1 (jya que 1 es el tnico
elemento de la base candnica de R!). En virtud de la igualdad anterior, dichas componentes son
las derivadas f}(t), 1 < i < m, lo que demuestra (2.16). Notese por ultimo que, con un ligero
abuso de notacion, podemos escribir esta ecuacion en la forma mas sintética

Df(t) = f'(t),
si identificamos el vector f’(t) con la matriz columna formada por sus componentes. O

Al igual que en el caso de funciones de R en R, la diferenciabilidad de una funcién en un
punto implica su continuidad:
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Proposicion 2.8. Sea f : R" — R™ diferenciable en a € R™. Entonces f es continua en dicho
punto.

Demostracion. En efecto,
lim £(x) = lim f(a +h) = lim [ f(@) + Df (@) - h +o(Ih)] = f(a),

ya que }Lin(l) Df(a)-h =Df(a)-0 =0 al ser continua la aplicacion lineal D f (a), y }Lin(l) o(llh|l) =0
en virtud de (2.8). O

La derivada de una funcion tiene las propiedades elementales siguientes, que se prueban facil-
mente a partir de su definicién:

i) Si f:R" - R™yg:R" - R™ son ambas diferenciables en a, entonces A f + ug es
diferenciable en a VA, u € R,y se tiene

DAf+ug)(a)=ADf(a)+uDg(a).

ii) Si f es constante es diferenciable en cualquier punto, siendo D f(a) = 0 para todo a € R™.

iii) Si L : R™ — R™ es una aplicaciéon lineal, entonces L es diferenciable en cualquier punto,
con derivada
DL(a) =L, Ya e R".

iv) f = (f1,...,fm) : R - R™ es diferenciable en a si y solo si lo son sus componentes
fi :R" - R (1 <i<m). Ademas, D fij(a) coincide con la i-ésima fila de D f(a).

Dada su importancia, demostraremos en detalle la tltima propiedad. Para ello, notese que si
gh)=fla+h)-f(a)-Df(a)-h

entonces g(h) = o(||h]]) siy solo si gi(h) = o(||h|]) para todo i = 1,...,m, en virtud de la
Proposicion 1.25. Si denotamos por A;j (con 1 <i<m, 1 < j <mn)alos elementos de matriz de
D f(a) en las bases canonicas de R™ y R entonces

gi(h) = fila+h) — fi(a) - > Ajjh;
j=1

es o(|lh||) siy solo si f; es diferenciable en a, con derivada

hy
n
Dfi(a) -h= > Ajjhj=(An -+ Am)| ¢ |,
J=1 hy
o equivalentemente,
Dfi(a) = (Ajn --- Ajy) = i-ésima filade D f(a). O

2.3 Derivadas direccionales y parciales

Un inconveniente de la definicién de derivada es que, a diferencia de lo que ocurre en el caso
n =1 (cf. el Ejemplo 2.7), no se reduce a calcular un limite concreto, ya que en ella aparece la
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aplicacién lineal A = D f(a) que no se conoce a priori. Para resolver este problema, estudiemos
el limite (2.14) a lo largo de la recta por el origen h = tv (con v # 0 fijoy t € R). Si f es
diferenciable en a, este limite debe existir y valer cero cualquiera que sea la recta considerada.
Como

If(a+tv) - f(a) —tDf(a) - vl 1 ‘f(a+tv)—f(a)
[

el = [ ‘Df(“)'““'

si f es diferenciable en a el limite del miembro derecho cuando t — 0O existe y vale cero. Por
tanto

limf(a+ tv) — f(a)

, Vv e R" (2.17)
t—0 t

f diferenciableena = Df(a)-v =

(va que la igualdad anterior es obviamente valida también para v = 0). Esto motiva la siguiente
definicion:

Definicion 2.9. Sea f : R™ — R™ una funcién definida en un entorno de a € R". La derivada
direccional de f en el punto a segun la direccion del vector v € R", que denotaremos por
Dy f(a), es el vector

fla+tv) - f(a)
t

Dy f(a) = lim ER™. (2.18)

Notese que

Dy f(a) = d—dtf(a+ tv) o = (Dy fi(a),...,Dyfm(a))|. (2.19)

El resultado que acabamos de demostrar (ec. (2.17)) se puede entonces enunciar como sigue:

Proposicion 2.10. Si f : R"™ — R™ es diferenciable en a, entonces existen las derivadas direccio-
nales de f en a segtuin todas las direcciones, y se tiene

Dyf(a) =Df(a)-v, Vv € R". (2.20)

Comentarios.

e De (2.20) se deduce que si f es diferenciable en a entonces D, f(a) es una funcioén lineal del
vector v € R™,

e Es importante observar que el reciproco de la Proposicion 2.10 no tiene por qué ser cierto. En
otras palabras:

La existencia de las derivadas direccionales de f en a segun todas las direcciones no implica
la diferenciabilidad de f en el punto a.

e De hecho, la existencia de las derivadas direccionales en un punto segiin todas las direcciones
ni siquiera implica la continuidad de la funcion en dicho punto, como demuestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.11. Sea f : R? — R la funcion definida por £(0,0) =0y

xy?

m, V(x,y) # (0,0)|.

flx,y) =
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Vimos en el Ejemplo 1.39 que f es discontinua en (0,0), ya que el limite de f a lo largo de
parabolas x = cy? depende del parametro c. Por tanto f no es diferenciable en el origen, ya que
si lo fuera seria continua en dicho punto en virtud de la Proposicién 2.8. Sin embargo, es facil
comprobar que f tiene derivada direccional en el origen segtun cualquier direccién v = (v, vp).
En efecto, si v # 0 se tiene?

2
f(tvy, tva) o vivi | vi/v, v1#0
=0 vi + t2v;3 0, vy =0.

Dy f(0,0) = ltg%

Notese también que D, f(0,0), aunque esta definido para todo v € R2, no es lineal en v. De
esto también se sigue que f no es diferenciable en (0, 0), ya que si lo fuera D, f (0, 0) seria lineal
en v. O

Si f:R™ — R™ es diferenciable en a, la ecuacion (2.20) permite calcular la derivada D f(a)
en funcién de las derivadas direccionales de f en dicho punto. En particular, para calcular la
matriz de D f(a) en las bases canonicas de R" y R™ solo necesitamos conocer las derivadas
direccionales de f en las direcciones de los vectores e¢; (1 < i < n) de la base canénica de
R™. Estas derivadas direccionales, que son especialmente importantes, reciben el nombre de
derivadas parciales:

Definicion 2.12. La i-ésima derivada parcial de f en el punto a € R", que denotaremos indis-
0 , . L
tintamente por D;f(a) o %(a), es la derivada direccional en a segun la direccion del vector
i
e;, es decir
of )
Dif(a)fa(a)=Deif(a), l1<i<n.

1

Notese que, en virtud de la segunda igualdad en la ec. (2.19),

of (a) - (afl(a), ,afm(a)) .

oxi xi 0x;

Notacion. Si f :R3 — R es una funcién de dos variables reales (x, y, z), denotaremos frecuente-
mente sus derivadas parciales respecto de dichas variables por fy, fy y fz. En otras palabras, en
este caso

of of of
= = = D s = — = D y = T = D .
f X dx lf f % D y 2f f z oz 3f
Esta notacion se suele extender a funciones escalares de n variables reales (xi,...,x5), deno-
tando of
i = =D;f, l1<i<sn.
.)C,l axl lf
En lo que sigue no utilizaremos esta ultima notacion, ya que la derivada parcial f; podria con-
fundirse con la i-ésima componente f; de una funcion f : R"® — R™. O

Utilizando la definicién de derivada direccional (2.18) se obtiene la siguiente expresion expli-
cita para la derivada parcial D;f(a):

0 1

aj:i(a) = Him E[f(al,---,ai_l,ai +h,dit1,...,an) —f(a)]
_d
= dxl f(a'li---’al—11x11a1+11---’an) Xi—a;

4Es inmediato comprobar a partir de la Definicion 2.9 que Dy f(a) = 0 para toda funcion f y para todo a € R".
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En otras palabras, a—)‘f(a) se obtiene fijando las variables x; con j # iy calculando la derivada
1
de f respecto de la variable x; en el punto a;.
e En particular, nétese que para calcular %(a} podemos sustituir las variables x; con j # i por
i
sus correspondientes valores a; antes de derivar respecto de x;, lo cual en ocasiones simplifica

considerablemente el calculo. Por ejemplo, si
flx,y) = P arctan(arctan(cos(xy) —log(x + y))) log x,

entonces

of _d _ 4,

Si f es diferenciable en a € R", la matriz de D f(a) en las bases canonicas de R" y R™ tiene
por j-ésima columna las m componentes del vector D f (a) - e;. Pero, al ser f diferenciable en a,
en virtud de (2.20) se tiene

Df(a)-ej= Dejf((l) = %(a) .
J

Por tanto la j-ésima columna de la matriz de D f(a) en las bases candnicas de R™ y R™ es

of
an ((/l)

ofi

an

(a)

0fm
an

(a)

Identificando, como solemos hacer, D f(a) con su matriz en las bases canbnicas de R™ y R™,
podemos escribir

o (a) S (a)

Df(a) = : : : (2.21)
0fm 0fm
E(a) e m(a)

La matriz mxn que aparece en la ecuacion anterior recibe el nombre de matriz jacobiana de f en
a. Notese que la i-ésima fila de la matriz jacobiana esta formada por las n derivadas parciales en
a de la i-ésima componente f; de f (cf. también la cuarta propiedad elemental de la derivada).

En otras palabras, el elemento de matriz en la fila i y columna j de la matriz jacobiana es la
o fi @)
axj )

Al ser Df(a) lineal, su actuacién sobre cualquier vector h = (hy,...,h,) € R"™ se puede
expresar en términos de las derivadas parciales de f en a como sigue:

derivada parcial

Df(a)-h=Df(a)- (hie1+---+hpen) =h1Df(a)-e1+---+huyDf(a)-en

= hlﬂ((l) + -+ hni(a). (2.22)
0x1 0Xn

Por tanto si f : R" — R™ es diferenciable en a € R" se tiene
n af

fla+h)=fla)+ 2, 3, @hi+o(lhrll) . (2.23)
i=1 "t
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Comentario. Es importante observar que pueden existir todas las derivadas parciales, y por
tanto la matriz jacobiana, de f en un punto a sin que f sea diferenciable (jni siquiera continua!)
en dicho punto (véase 2.11 o el siguiente ejemplo).

Los resultados anteriores proporcionan un método sencillo para determinar si una funcion
es diferenciable en un punto y, en tal caso, calcular su derivada. Basicamente, hay que ir respon-
diendo a las preguntas que aparecen en el siguiente diagrama de flujo, y si en algiin momento la
respuesta es negativa la funcion no es diferenciable en a.

JEs
Af(a;h)—
Dpf(a) =
o(llhln?

JEs
Dy f(a)

lineal en

iEs f
continua

ena?

v?

f es diferen-
ciable en a

Ejemplo 2.13. Sea f : R? — R la funcion definida por £(0,0) =0y

x|y

flx,y) = PRV V(x,y) #(0,0) |,

con a, b > 0. Estudiemos para qué valores de los parametros a y b es f diferenciable en el origen.
En primer lugar, vimos en el Ejemplo 1.38 que f es continua en (0,0) siy solosia + b > 2.
Suponiendo que se cumple esta condicion, estudiemos a continuacion si existen las derivadas
direccionales en (0,0) segun cualquier direccion v = (v, v2) # O:

L f@v) vl b3
Dy f(0,0) =lim == = = Fra: ltlzr&(sgnt- t]a+b=3), (2.24)
El limite anterior se anula si viv> = 0, y por tanto
20,00= 20,00 = 0
ox oy

para todo a, b > 0. En particular, si a + b < 2 existe la matriz jacobiana de f en el origen, pero f
no es ni siquiera continua en dicho punto.

Estudiemos a continuacion la existencia de las derivadas direccionales de f con vivz # 0.
En tal caso el limite (2.24) no existe (es =) si a + b < 3, tampoco existe si a + b = 3 (vale
[v11%|v2 Ib/(vl2 + v22) por la derechay —|v1|%|v> Ih/(vl2 + v22) por la izquierda), y existe y vale O si
a + b > 3. Por tanto todas las derivadas direccionales existen (y valen cero) siy solo sia + b > 3.
En este ultimo caso Dy, £(0,0) = 0 para todo v € R?, y por tanto de existir D f (0, 0) tendria que
anularse. Por consiguiente, para determinar si f es diferenciable en el origen cuando a + b > 3
hay que estudiar si f(h)/||h| tiende a O para h — 0. Pero

fR) _ hl9lha|? <|hl|>a<|hz|)"”h”a+b_3 o
I VAN o

ya que los dos primeros factores estan acotados (por 1) y el ultimo tiende a 0 en virtud de la
condiciéon a + b — 3 > 0. Por tanto f es diferenciable en el origen siy solo sia + b > 3,y en tal
caso D f(0,0) = 0. O
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El caso de funciones escalares es particularmente importante, ya que f : R" — R™ es diferen-
ciable si y solo si lo son sus componentes f; : R" — R (1 < i < m). La matriz jacobiana de una
funcién escalar f : R" — R en un punto a € R"™ es de orden 1 x n, es decir es una matriz fila
cuyas componentes son las derivadas parciales de f en el punto a:

of ) ... i(a)).

67(1 0xXn

Dfa) = (

Por tanto en este caso

\Df@)-h=Vf(a)-h

) (2.25)

donde el punto del miembro derecho significa producto escalar, y

Vfia) = <aa>{1 )

of

,...,ax”(a)) e R"

es un vector de R™ que recibe el nombre de gradiente de la funcion f en el punto a. Por ejemplo,

si f(x) = x> = x§ + - - - + x2 entonces

Vf(x)=(2x1,...,2Xxyn) = 2Xx.

Notese, por ultimo, que en el caso general de una funcion f : R" — R™ la i-ésima fila de la
matriz® Df(a) es la matriz D f;(a), que a su vez se puede identificar con V fi(a) considerado
como un vector fila.

Notacion. Es preciso distinguir entre x = (x1,...,Xxn) € R", que es un vector de R", y la matriz

fila (x1 --- xpn) € Mixn(R) (notese la ausencia de comas en este ultimo caso). En general, si f

es una funcion escalar las componentes del vector V f(a) y los elementos de matriz de D f(a)

solo coinciden en la base candnica de R", ya que vectores y matrices columna se transforman de

forma distinta bajo cambios de base. De hecho, la matriz asociada de forma natural al vector x
X1

es la matriz columna | : | (cf., por ejemplo, la ec. (2.5)).

Xn

2.4 Funciones de clase C!

Es evidente que determinar la diferenciabilidad de una funcién en un punto aplicando tinicamen-
te la definicion es casi siempre un procedimiento muy laborioso. Afortunadamente, hay varios
resultados generales que facilitan considerablemente esta tarea. El primero de ellos, que veremos
a continuacion, esta basado en la continuidad de las derivadas parciales. La demostracion de este
resultado es una simple aplicacion del teorema del valor medio para funciones de R en R, cuyo
enunciado recordamos a continuacion:

Teorema del valor medio. Si f : R — R es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe
c e (a,b) tal que f(b) = f(a)+ (b—a)f'(c).

Proposicion 2.14. Supongamos que una de las derivadas parciales de f : R™ — R™ existe en
a € R", y las restantes n — 1 derivadas parciales existen en un entorno de a y son continuas en
dicho punto. Entonces f es diferenciable en a.

>Como de costumbre, identificamos las aplicaciones lineales con sus matrices en las bases canonicas correspon-
dientes.
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Demostracion. En primer lugar, el caso general se sigue del caso m = 1 aplicado a cada una de
las componentes de f (recuérdese que f es diferenciable en a siy solo silo son cada una de sus
componentes). Por tanto, podemos restringirnos sin pérdida de generalidad al caso en que f es
una funcion escalar. Supongamos que (por ejemplo) D1 f (a) existe, y que las derivadas parciales
D;f con 2 < i < n existen en un entorno de a y son continuas en dicho punto. Notese que si
f es diferenciable en a, necesariamente su derivada tiene que venir dada en términos de las n
derivadas parciales D; f (a) por (2.22). Por tanto, para demostrar que f es diferenciable en a hay
que probar que
lim @+ P — fla) - 3, Dif (@) hi
h=0 Il
Para ello, escribimos primero f(a + h) — f(a) como la suma telescopica

fla+h) - f(a) = flar +hi,az,...,an) — f(a)
+ [f(a1 +hy,a2 + hp,as,...,an) — f(a1 +h1,a2,...,an)]
+---+[fla+h) - flay +hy,...,an-1 + hp-1,an)]

n

= fa1 + hi,az,...,an) — f(@) + > [gilai + hi) - gi(a)], (2.26)
i=2

=0.

donde las funciones g; : R — R estan definidas por
gi(t) = f(ar + hy,...,ai-1 + hi-1,t,Ais1,...,an), 2<i<n.

Las hipotesis hechas implican que para ||h| suficientemente pequefio g; es continua en el in-
tervalo [ai,ai + h;] (o [a; + hi,a;], si h; < 0) y diferenciable en el interior de dicho intervalo,
siendo

gl'-(t) =D;f(a1 +hi,...,ai-1 +hi_1,t,ais1,...,an) .

Por el teorema del valor medio, existe s;(h;) = s; € (0,1) tal que
giai + hy) — gi(a;) = hig;(a; + sih;)
=hiDif(a1 + hy,...,ai-1 + hi_1,a; + sihi, ait1,...,an) .

Utilizando estas expresiones en (2.26) se obtiene

fla+h) - fla) - 3L, Dif(@hi _ flai+hi,az,...,an) — f(@) — D1 f(a)
Ikl IRl

hi
|kl

n
+ > [Dif(ar + hy,...,ai-1 + hi—1,a; + sihi, ais1,...,an) — Dif(a)]
i—2

Cada término en el sumatorio tiende claramente a O cuando h — 0, ya que h;/||h| estd acotado y
Dif(ai + hy,...,ai-1 + hi_1,a; + sihj,aii1,...,an) — Dif(a) ' 0

por la continuidad de D; f en a para 2 < i < n (notese que 0 < s;(h;) < 1). En cuanto al término

restante, la existencia de

Y flay + hy,az,...,an) — f(a)
Dif(a) = %}gno n

implica que
flai +hy,az,...,an) — f(a) — 1Dy f(a) = hho(1),
y por tanto
flay +hy,a,...,an) — fla) - Dif(a) hi
=0(l)— —
Al Il h—o
en virtud de la Proposicion 1.29 O

0
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Comentario. La proposicion anterior proporciona una condicion suficiente, pero no necesaria,
de diferenciabilidad. En otras palabras, hay funciones diferenciables en un punto cuyas deriva-
das parciales son discontinuas en dicho punto. Por ejemplo, la funcién f : R2 — R definida por
£(0,0) =0y f(x,y) = (x%+ y?)sin((x? + y2)~1) es diferenciable en el origen, pero sus deriva-
das parciales no son continuas en dicho punto (ejercicio).

Definicion 2.15. Sea U un abierto de R”. Se dice que f : R” — R™ es de clase C° en U, y se
escribe f € CO(U), si f es continua en U. Si todas las derivadas parciales de f existen y son
continuas en U, se dice que f es de clase C! en U, lo que se denota por f € CL(U).

Evidentemente, f € C1(U) siy solosi f; € C}(U) paratodoi=1,...,m.

Corolario 2.16. Si f : R" — R™ es de clase C' en un abierto U, entonces f es diferenciable en U.

e Notese que del corolario anterior y la Proposicion 2.8 se sigue que

ch) ccow) |.

Ejemplo 2.17. Un polinomio es una funcion diferenciable en cualquier punto. En efecto, las deri-
vadas parciales de un polinomio respecto de cualquier coordenada son polinomios, y por tanto
son continuas en todo punto. De la misma forma se demuestra que una funcion racional es dife-
renciable en todos los puntos en que no se anula su denominador (que es un conjunto abierto,
al ser la imagen inversa de R — {0} bajo un polinomio).

2.5 Regla de la cadena

Otro de los resultados generales que mas se utilizan para establecer la diferenciabilidad de una
funcién en un punto y hallar su derivada es la regla de la cadena, que establece la diferenciabili-
dad de la composicion de funciones diferenciables:

Regla de la cadena. Supongamos que g : R" — R™ es diferenciable en a € R™, y f : R"™ — RP
es diferenciable en g(a) € R™. Entonces la composicion f o g : R" — RP es diferenciable en a, y
su derivada en dicho punto esta dada por

D(feog)(a) =Df(g(a)) -Dg(a). (2.27)

Comentario. Notese que el punto en el miembro derecho denota la composicion de las aplica-
ciones lineales Df(g(a)) y Dg(a), o equivalentemente (identificando, como de costumbre, una
aplicacion lineal con su matriz en las bases canodnicas) el producto de las correspondientes ma-
trices jacobianas.

Demostracion. En primer lugar, no6tese que la composicion f o g esta definida en un entorno de a.
En efecto, al ser f diferenciable en g(a) ha de estar definida en una cierta bola abierta B, (g(a)).
Como, a su vez, g es continua en a, hay un cierto 6 > 0 tal que g(Bs(a)) C By(g(a)) C D(f).
En particular, esto implica que Bs(a) C D(f o g). En segundo lugar, al ser g y f por hipotesis
diferenciables en a y en g(a), respectivamente, se tiene

gla+h)=g(a)+Dg(a)-h+|hlAh),  f(g(a)+k)=f(g(a)+Df(g(a)) - k+Iklluk),

con
limA(h) =limu(k) =0.
h=0 k—0
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De estas ecuaciones se deduce que

flgla+h) = f(ga)+Dg(a)-h+IhlA(h))
= f(g(a)) + Df(g(a))Dg(a) - h + ||k Df(g(a)) - A(h) + k(R || u(k(h)),

conk(h) =Dg(a)-h+||h||A(h). Para concluir la demostracién, basta probar que los dos ultimos
sumandos son o(|/h]|). En el caso del primero esto es inmediato, ya que

lim [Df(g(a)) -A(h)] =Df(g(a))-0=0

por la continuidad de las aplicaciones lineales. En cuanto al segundo, notese en primer lugar que
k(h) — 0 cuando h — 0 (de nuevo por la continuidad de las aplicaciones lineales). Ademas,

k(W) < (IDg(@)l + 1A )R,

y por tanto si h # 0 se tiene

[k (R[] (k (R)) [
IRl

< (IDg(@) 1l + IA(R) D) [[p (k(R) || o IDg(a)ll -0=0. O

La regla de la cadena es particularmente importante en el caso en que f,y por tanto f o g, es
una funcién escalar (es decir, si p = 1). Si F = f o g entonces

F(Xl,---yxn) :f(gl(xla---,Xn),---’gm(xl,---’xn));

y (2.27) se escribe

D) -
OF OF Y (9f .. 9f ) : : "
(8x1( @) e g(@) - (ay1 (@) - ga))| 1 i
I, @ F = (a)
X1 0xn
donde hemos denotado por (y1,...,Ym) las m variables de las cuales depende f. Efectuando

la multiplicacion de matrices se obtiene la siguiente expresion para las derivadas parciales de

F(x) = f(g(x)):

gj

Ha) (2.28)

3, @@) 3

—
N
~.
VA
S

Con un ligero abuso de notacién (muy frecuente en los libros clasicos) podemos utilizar la no-
tacion y(x), y;(x) para la funcion g y sus componentes. En tal caso la funcion compuesta es
f(y(x)), ylaigualdad anterior (en un punto genérico x, en lugar de a) se puede escribir como
sigue:

(2.29)

N
-~
N
S

y(X)=Zaffy(X)a x) |, 1

ax
i j= Xi

—_

En los textos clasicos esta igualdad se abrevia ain mas suprimiendo los argumentos de las fun-
ciones, y se escribe en la forma mas sencilla

% of 0y;
0y 0x;

-
N
S

axl

El inconveniente de esta notacion (que procuraremos evitar) es que la f que aparece en el miem-
bro izquierdo es en realidad f(y(x)) considerada como funciéon de x € R™ a través de v,
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mientras que la f del miembro derecho es f(y) considerada como funcién de la variable inde-
pendiente y € R™,

Por supuesto, lo anterior se generaliza facilmente al caso p > 1. En este caso F(x) = f(g(x))
tiene p componentes Fi(x) = fx(g(x)) (1 <k < p), y las ecs. (2.28)-(2.29) aplicadas a cada una
de ellas proporcionan

%(a):za—ﬁ‘(g(a))%(a), l<i<n, 1<k<p (2.30)

(2.31)

—_
N
~
VA
S
—
VA
=
VA
<

0 moa 0yi
aTCifk(y(x)) = .Zlf;(y(")) axj (x)

Corolario 2.18. Sean g : R"™ — R™ y f : R™ — R” de clase C! en sendos entornos U de a y'V de
g(a), y supongamos que g(U) C V. Entonces f o g es de clase C! en U.

Demostracion. En efecto, g y f son diferenciables respectivamente en U y V por ser de clase
C! en dichos conjuntos. Por la regla de la cadena, f o g es diferenciable en todo puntoa € Uy
sus derivadas parciales estan dadas por la ec. (2.31). De esta ecuacién se sigue que las derivadas
parciales de f o g son continuas en U, y por tanto f o g es de clase C! en U. O

Ejemplo 2.19. Sean f, g : R> — R? las funciones definidas por
fu,v) = (e*cosv,e*sinv), gix,y) = (x* —y?%2xy).
La funciéon compuesta F = f o g esta dada por
F(x,y) = f(g(x,y)) = F(x2 = y2,2xy) = (¥ cos(2xy),eX > sin(2xy)) . (2.32)
Mas informalmente (y con un ligero abuso de notacion), podemos escribir
F(x,y) = f(u,v),

donde se sobreentiende que en el miembro derecho sustituimos u y v por las expresiones

u=x2—y2, v =2xy

(es decir, por las dos componentes de la funcion g(x, y)). Las funciones f y g son diferenciables
en todo R2, al ser obviamente de clase C1, y sus derivadas estan dadas por

e“cosv -—esinv 2x =2y
Df(u,v) = (e”sinv e“cosv) ’ Dg(x,y) = <2y 2x ) '

Aplicando la regla de la cadena se obtiene:

cos(2xy) —sin(2xy)) (x —y)

_ 2 2 . _ x2—y?
DF(x,y) = Df(x* = ¥%,2xy) - Dg(x,¥) = 2¢ (sin(ny) cos(2xy) ) \y  x

| pex?t-y? x cos(2xy) —ysin(2xy) -y cos(2xy) — xsin(2xy)
xsin(2xy) + ycos(2xy) —ysin(2xy) + x cos(2xy)
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Este resultado se puede comprobar facilmente derivando directamente la férmula explicita para
F(x,y) obtenida mas arriba (ec. (2.32)). Asi, por ejemplo,

8F1 ( V) = aay (exz‘yz Cos(2xy)) = —2ye"2‘3’2 cos(2xy) — 2xeX Y’ sin(2xy),

que efectivamente coincide con el elemento de matriz (1,2) de la derivada DF(x,y) calcu-
lada mas arriba. Notese que aﬂ(x, ) también se podria haber calculado teniendo en cuenta

oy
que F1(x,y) = fi(u,v) = e* cosv y utilizando la regla de la cadena:
6F1( *fl(u v)—i y+%vy=eucosv(—2y)—e“sinv-2x

= —Ze”(ycosv + xsinv),

que coincide con el resultado anterior teniendo en cuenta la definicibonde uy v . O

Ejemplo 2.20. Sea f : R" — R una funcion diferenciable, y sea y : R — R™ una curva diferen-
ciable. Evaluando f a lo largo de la curva y se obtiene la funcion F = foy : R — R, que es
diferenciable en R por la regla de la cadena. Aplicando dicha regla se obtiene

F'(t) = d%f(nm,...,yn t)) Z (t),
1=1
es decir
)=V (y@®) -y t)=Df(y)-y'(t) |. (2.33)

Notese que la formula anterior es una generalizacion de (2.20) (tobmese y(t) = a + t v y evaltuese
Fent=0).

La regla de la cadena proporciona una demostracion muy sencilla del siguiente resultado impor-
tante:

Proposicion 2.21. Sea f : R™ — R™ una funcion diferenciable en un abierto conexo A tal que
D f(x) = 0 para todo x € A. Entonces f es constante en A.

Demostracion. Sea x¢ un punto arbitrario pero fijo de A, y consideremos cualquier otro punto
x € A. Al ser A arco-conexo (por ser abierto y conexo), se puede probar que existe una curva
continua y : [0,1] — A diferenciable en (0,1) tal que y(0) = xo y y(1) = x. Por las hipotesis
hechas sobre la funcion f, la funcion f o y es continua en [0,1] (composicion de funciones
continuas) y diferenciable en (0, 1) (regla de la cadena). Ademas, la derivada de f o y se anula
idénticamente en el intervalo (0, 1), ya que

(foy) () =Df(y®) -y (t)=0, Vte(0,1),

al ser y(t) € A para todo t € (0,1). Por el teorema del valor medio para funciones de R en R,
cada componente f o y de f o y es constante en [0, 1]. En particular,

Sr(xo) =y(0) = y(1) = frk(x), 1<k<m,
o lo que es lo mismo f(xg) = f(x). O

Ejemplo 2.22. Sea g(x) = @(f(x)),con f : R" — Ry @ : R — R. Si f es diferenciable en x
y @ es diferenciable en f(x) entonces g = @ o f es diferenciable en x (al ser composicion de
funciones diferenciables), y la regla de la cadena proporciona

Dg(x) = @' (f(x))Df(x),
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o equivalentemente

Vg(x) = @' (f(x) Vf(x) .

Aplicando lo anterior a @ (t) = 1/t, diferenciable para todo t # 0 con derivada @’ (t) = —1/t2,
se obtiene el siguiente resultado: si f : R" — R es diferenciable en a € R" y f(a) # 0, entonces
1/f es diferenciable en a, con derivada

1

DA/A@ =~

Df(a),

0, en términos del gradiente,

v(a/f)a) = - Vf(a)|.

1
f(a)?

Ejemplo 2.23 (regla de Leibniz). Si f,g : R" — R son diferenciables en a € R", el producto fg
es diferenciable en dicho punto, y se tiene

D(fg)(a) = f(a)Dg(a) + g(a)Df(a) (regla de Leibniz). (2.34)

Este importante resultado es una sencilla consecuencia de la regla de la cadena. En efecto, fg =
p o (f,g), siendo p : RZ — R el producto (p(u,v) = uv). Como (f,g) es diferenciable en a
por serlo sus componentes f y g, y su matriz jacobiana es la matriz 2 x n cuyas filas son las
derivadas (gradientes) de f y g, de la regla de la cadena y la ec. (2.15) se sigue que

D(fg)(@) = Dp(f(@,g(@) - D(f.9)(@a) = (gla) f(@) (g%;) - f(@Dg(@) + g(a)Df (@).

Notese que (2.34) se puede expresar equivalentemente en términos del gradiente como

]V(fg)(a) = f(a)Vg(a) + g(a)V f(a) \ (2.35)

Por ejemplo, si g = P/Q es una funcién racional, de la regla de Leibniz y el ejemplo anterior se si-
gue de nuevo que g es diferenciable en el conjunto de puntos en que no se anula el denominador
Q (que, como ya hemos visto, es un abierto de R"), con gradiente

P VP P QVP -PVQ

v(2) -T2 P gq- QP _rYC
Q Q2

Ejemplo 2.24 (teorema de Euler). Una funcion f : R" — R es homogénea de grado p si existe

p € R tal que
f(Ax) = AP f(x), VA>0, Vx € R".

(SiD(f) # R", basta que se cumpla lo anterior para todo x € D(f) y A > 0 tales que Ax € D(f).)
Por ejemplo, las funciones constantes son homogéneas de grado 0, las funciones lineales son
homogéneas de grado 1, y en general un polinomio homogéneo de la forma

P(X)= D QXX
i1y0enyin >0
i1+--+in=k
(con ai,..i, € R)es homogéneo de grado k. También es obvio que el cociente P;/P, de dos
polinomios homogéneos de grados respectivos ki y kp es una funcion homogénea de grado
k1 — k2. Un ejemplo de funcion homogénea de grado p, con p € R arbitrario, es f(x) = ||[x]||P. En
efecto, si A > 0 se tiene

fQ@Ax) =lAx[IP = AllxID? = AP f(x),  VxeR".
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Supongamos que f es una funciéon homogénea de grado p diferenciable en un entorno de un
punto fijo x # 0. Entonces f es diferenciable en todos los puntos de la forma Ax con |A — 1|
suficientemente pequefnio®, y podemos aplicar la regla de la cadena (2.33) a la funcion g(A) =
Sf(Ax):

g A) =Vf(Ax) - d—%\()\x) =Vf(Ax) - x.

Por otra parte, como g(A) = A? f(x) por ser f homogénea de grado p se tiene

gN = S APFR) = PP ).
Igualando ambas expresiones para g’ (A) se deduce que
VF(Ax) -x = pAP 1f(x),
y haciendo A = 1 obtenemos el teorema de Euler para funciones homogéneas:

Vflx)-x= X1§£(X) + .- +xn%(X) =pf(x)|.

2.6 Derivadas parciales de orden superior

Sea f : R™ — R™, y supongamos que existe la derivada parcial D; f en un entorno de a € R™. Si
existe la derivada parcial D;(D;f) en el punto a, es decir

(55
0x i 0x j
se denomina derivada parcial de segundo orden de f en el punto a respecto de las variables x;
y Xj, Y se denota por

’
X=a

_ 0°f
Dljf(a) = aXian (a)|.
En otras palabras,
0% f o lrof of ]_daf
axiox; ) = Mg, [axj (@+he) =3 (D] =g o, @]

Comentarios.

e Por las propiedades elementales de las derivadas parciales, D;; f existe siy solo si existen las
derivadas parciales segundas D;; fi de todas las componentes fi de f,y se tiene

Dijf = (Dijf1,--.,Dijfm) |-

e En principio, D;;f # Dj;f sii# j, y puede incluso existir una de estas derivadas parciales en
algin punto sin que exista la otra. Sin embargo, veremos mas adelante una condicién suficiente
que garantiza la igualdad de estas derivadas parciales cruzadas bajo hipdtesis muy generales.

Notacion. Si f: R? — R es una funcion de las variables (x,y) € R2, denotaremos habitualmente
sus derivadas parciales mediante subindices:

02 02 02 02
fxxE%EDllf, nyananEDZIfy fyx f =D f, fnyayJ;Engf.

Anélogamente para funciones f : R3 — R.

SEn efecto, si f es diferenciable en B, (x) entonces f es diferenciable en todos los puntos de la forma Ax con
A — 1| <7/llx|l (ejercicio).
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Definicion 2.25. Si U c R" es abiertoy f : R — R™, diremos que f es de clase C? en U, y
escribiremos f € C2(U), si existen y son continuas en U las n? derivadas parciales de segundo
orden D;;f,1<1,j < n.

Evidentemente, f = (fi,..., fm) € C2(U) siy solosi f; € C2(U), paratodoi=1,2,...,m.

Si f € C2(U), las n funciones D; f son por definicion de clase C! en U, y en particular son
continuas (pues C1(U) c CY(U)). Por tanto, si f es de clase C? en U automaticamente f es de
clase C! en U (y, en consecuencia, diferenciable), es decir

[C2(U) c W) c W),

En general, una derivada parcial de orden p de f es una derivada parcial del tipo

orf

axil ] -axip

Diyiy..ip.f = Diy (Diy (- -+ (Diy ) -+ +)) ;o 1<it,...,ip<n.

Como en el caso p = 2, es evidente que Dj, _;, f existe siy solo si existen las derivadas parciales
Dil...ipfk, 1 < k < m, de las componentes de f,y se tiene

Diy i, f = (Dil...i,,fl,---,Dil...i,,fm> :

Definicion 2.26. Diremos que f : R" — R™ es de clase C? en un abierto U de R", y escribire-
mos f € CP(U), si existen y son continuas en U las n? derivadas parciales de orden p de f.
La funcion f es de clase C* en U (lo que denotaremos por f € C*®(U)) si es de clase C¥ en U
para todo p € N.

Comentarios.

e Al igual que antes, es evidente que f = (f1,...,fm) € CP(U) (resp. f € C®(U)) siy solo si
fi e CP(U) (resp. fi € C*(U)) paratodoi=1,..., m.

e Por definicion,

o0
C®(U) = () CP(U).
p=0
En otras palabra, f es de clase C*®(U) si existen y son continuas las derivadas parciales de
cualquier orden de f en U. Por ejemplo, las funciones racionales son de clase C*® en el abierto
en que no se anula su denominador, ya que cualquier derivada parcial de una funcién racional
P/Q es a su vez una funcién racional cuyo denominador es igual a una potencia de Q. En
particular, los polinomios son funciones C* en todo R™.

e Es inmediato comprobar que CP*1(U) c CP(U) para todo p € N. En efecto, si f es de clase
p + 1 en U, como las derivadas parciales de orden p + 1 de f son las derivadas parciales de
primer orden de las derivadas parciales de orden p, todas las derivadas parciales de orden p de
f son de clase C!, y por tanto continuas, en U. En consecuencia f € C?(U), como queriamos
demostrar. En otras palabras,

C®(U) c CP*1(U) c CcP(U) |, Vp e N.
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2.7 Lema de Schwarz

Probaremos a continuaciéon que si f es de clase C2 en un entorno de a € R” entonces las
derivadas parciales cruzadas de segundo orden de f en a son iguales: D;;f(a) = Djif(a),
Vi # j. Esto serd consecuencia del resultado ligeramente mas general siguiente:

Lema de Schwarz. Sea f : R? — R una funcion definida en un entorno U de (xo, o) € R2. Silas
derivadas parciales cruzadas D1> f y Do f existen en U y son continuas en (xo, Vo), entonces

D12 f(x0,¥0) = D21.f (x0,0) -

Demostracion. Antes de empezar, obsérvese que la existencia de Di>f = D1(D2f) v Do1.f =
D>(D1f) en U garantiza la existencia de las derivadas parciales de primer orden de f en U
(jaunque no su continuidad!). La demostracion se basa en probar que el cociente incremental de
segundo orden

: [f(x0 +u, yo+u) — f(xo+u,y0) — f(xo0,y0 +u) + f(x0,0)]

A(M) = ﬁ

tiende tanto a D2 f (X0, o) como a D> f(xo,yo) cuando u — O+. Si Bs(xo,yo) C U, enton-
ces A(u) esta definido si 2u? < §2; como en lo que sigue solo estamos interesados en valores
positivos de 1, tomaremos u en el intervalo (0, 5/+/2). Fijado un u en dicho intervalo, sea

gt) = f(t,yo+u) — f(t,»0), Xo—e<t<xo+u+e,

con ¢ > 0 suficientemente pequefio para que (t,yo), (t,yo+u) € U parat € (xo — &,X0+ U + &)
(basta tomar € < /62 — u? — u). Entonces g es derivable en su dominio, pues

g'(t) = D1f(t, 0 +u) - D1f(t, o)

existe sit € (xg—¢&,x0+u +¢), al existir D1 f en U por hipoétesis. En particular, g es continua en
el intervalo [xg, x¢ + 1], y derivable en el interior de dicho intervalo. Aplicando el teorema del
valor medio a g en [xg, Xo + 1] se obtiene

gxo+u)—gxo) g (&) _ D1f(8u, 0 +u) — D1f(Eu, Y0)

Alu) = u? u u

para algun &, € (xg,xo +u). A suvez, la funciéon h : R — R definida mediante h(t) = Dy f(&y,t)

tiene derivada
h'(t) = Do1f (Eu,t), te(yo—&yo+u+e,

con ¢ > 0 suficientemente pequefio (basta tomar de nuevo €2 < /62 — u2 —u), debido a que D>1.f
por hipotesis existe en U. Aplicando de nuevo el teorema del valor medio a h en el intervalo
[0, Yo + u] queda

h(yo +u) — h(yo)
u

Alu) = = h,(rlu) = Do1.f(&u,Nu)

para algun n, € (o, Yo + u). Por otra parte, también podemos escribir

_Go+u) - GHo)

A(u) "

con G(t) = f(xg + u,t) — f(xp,t). Aplicando el teorema del valor medio a G en el intervalo
[v0, Yo + 1] obtenemos

Alu) =

G (Au) _ Daf(xo +u,fu) — Daf (xo, Au)
u u ’
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para algun 7, € (y0,Y0 + u). Finalmente, aplicando otra vez el teorema del valor medio a
D> f(t,ny) en el intervalo [xg,x¢ + u], lo cual puede hacerse por la existencia de D> f en U,
queda

A(u) = D1af (Eu, fin)

para algun Eu € (x0, x0 + u). En definitiva, hemos probado que para todo u € (0,5/+/2) existen
dos puntos (&, Nu), (Eu, Au) € (x0,x0 + u) X (Yo, Yo + u) C U tales que

A(u) = Diof (Eu,nu) = Diof (Eu, fiu)-

Si ahora hacemos u tender a 0+ se tiene (&,,nw) — (xo0,Y0), (Eu,ﬁu) - (x0,%0), y por la
continuidad de D> f y D12.f en (x9,Y0) € U queda

lim A(u) = D21.f(x0,y0) = D12.f(x0,)0). O

u—-0+

Corolario 2.27. Sea f : R" — R™ una funcion definida en un entorno U de a € R™. Si las
derivadas parciales D;jf yD;if (coni # j)existen enU y son continuas en dicho punto, entonces
Dijf(a) = Djif(a).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que (por ejemplo) i < j. Evidente-
mente, basta probar que D;;fx(a) = Dj;fx(a) para todo k = 1,...,m. A tal efecto, definimos la
funcién g : R2 — R por

gk(x,y) = fk(ali'"!ai—lix’ai-%—l,---,aj—lsy!a'j+1s---’a‘l’l)-

Al ser
JlD12gk(x,y) = Dijfk(ali'"!a’i—lixia’i+1!'"!a’j—llylaj+ll"'!an)l

D21gk(Xsy) = Djifk(al,---,ai—l,x,ai+1,---,aj—liysaj+ls---,an)

por las hipo6tesis hechas sobre f se puede aplicar el lema de Schwarz a la funcién g (x,y) en el
punto (a,aj), y por tanto

Dijfr(a) = Di2gk(ai,aj) = D21gik(ai,aj) = Djifr(a).
O

En particular, del corolario anterior se sigue que si f es de clase C2 en un abierto U C R"
entonces todas las derivadas parciales cruzadas de f son iguales en U:

fecC*U) = Dif(x)=Djif(x), VxeU, 1<i,j<n.

Mas generalmente, si f es de clase p > 1 se verifica el resultado siguiente:

Proposicion 2.28. Si f : R"™ — R™ es de clase CP con p > 1 en un abierto U C R™, entonces
todas las derivadas parciales cruzadas de ovden q < p de f son iguales en U, es decir

Dil...iqf(x) = Dio-(l)...io—(q)f(x), Vx e U,

para toda permutacion o de {1,2,...,q}.

Mencionaremos, por ultimo, sin demostracion dos condiciones suficientes algo mas débiles que
la continuidad en a de las derivadas parciales cruzadas D;;f y Dj;f de una funcion f : R" — R™
que garantizan la igualdad D;jf(a) = Djif(a):



Lema de Schwarz 59

i) SiDif y Djf son diferenciables en a, entonces D;;f(a) = Djif(a) .

ii) Si D;f, D;f y D;ijf son continuas en un entorno de a, entonces existe D;;f(a) y es igual a
Dijf(a).

Ejercicio 25. ;Cuantas derivadas parciales independientes de orden p posee una funciéon escalar
de clase CP?

Solucion. Si f : R™ — R es de clase C?, en virtud de la Proposicion 2.28 las derivadas parciales
independientes de orden p de f estan dadas por

or f

aXil e axip ’

Por tanto el nimero de derivadas parciales independientes de orden p de f es el cardinal del
conjunto
{G1,...,ip) | 1 <i1 <...<ip <n}.

Para evaluar este cardinal, efectuamos el cambio de indices
Jk=1ik+k-1, 1<k<p,
de forma que
{G,..nip) 1<t < - <ip<n}={(,....Jp) |1<j1<---<jpsn+p-1}.

El cardinal de este Gltimo conjunto, y por tanto el nimero de derivadas parciales independientes

de orden p de la funcion f, es el nimero de formas de escoger p elementos distintos ji,..., jp
del conjunto de indices {1,...,n + p — 1}, es decir (’”Zﬁl). O

Ejemplo 2.29. Consideremos la funcion f : R? — R definida por £(0,0) =0y

xy(x? - y?)

X2t yr (x,y) #(0,0).

flx,y) =
Esta funcion es claramente de clase C* en R2 — {(0,0)}, ya que es una funcién racional cuyo
denominador solo se anula en el origen. ;Qué ocurre en (0,0)? Para responder a esta pregunta,
notese en primer lugar que
Lf e, )1 < Ixpl,

y por tanto f es continua en el origen. Las derivadas parciales de f en el origen existen y son
nulas:

£(h,0)
h

Por otra parte, si (x,y) # (0,0) se tiene

0.

£0.h) _
h

fx(0,0) = lim 0,  f»(0,0)=lim

Folxy) = XEHYHBxy -y —2xPy(x? ) | y(xt+dxty? - oY)
X ’ (x2+y2)2 (x2+y2)2 .

Al ser f(x,y) = —f(y,x), laregla de la cadena proporciona

x(x? —4x2y2 — y%)

Como
xt<(xX*+ 2%, yi<(x*+y%?%,  x’y’<(x

de las formulas anteriores para fx y f, se sigue que
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de modo que

lim (x,y) = lim (x,v)=0.
(x,y>~<o,o>fx Y (x,y>~<o,o>fy Y

Por tanto f tiene derivadas parciales continuas en (0, 0), lo que implica (ya que f es de clase C*®
en R? — {(0,0)}) que f € C!(R?). En particular, f es diferenciable en R?.

Al ser f de clase C* en R? — {(0,0)}, las derivadas parciales cruzadas de f son iguales
para (x,y) # (0,0). ;Existen y son iguales las derivadas parciales fxy y fyx en el origen? Para
dilucidar esta cuestion, notese que para todo (x, y) € R? se tiene

fx(0,y) = -y, Sy (x,0) = —fx(0,x) = x,

y por tanto

d d
Fry(0,0) = dyfxm,y)‘y_o -l (00 = 0| -1

En particular, en este ejemplo

| fx2(0,0) # fyx(0,0) .

¢Por qué no se verifica el lema de Schwarz en este caso? Notese que, al existir fxy y fyx en todo
R2, dicho lema implica que al menos una de estas dos derivadas parciales ha de ser discontinua
en el origen. En efecto, el calculo directo demuestra que

(x2 = ¥2)(x* +10x2y2 + y*)
(x2 + y2)3

fxy(X,y):fyx(Xsy): ) (va)#(oyo)

Si hacemos (x,y) tender al origen a lo largo de la recta y(t) = tv (con v # 0), al ser fxy
homogénea de grado 0 (cociente de dos polinomios homogéneos de grado 6) se tiene

y andlogamente para fyx (jya que fyx = fxy en R? — {(0,0)}!). Como el limite depende de la

recta escogida (es funcion del vector v), tanto fx, como fyx son discontinuas en el origen (ya que
no tienen limite en dicho punto).

Figura 2.1: Grafica de la funcién del Ejemplo 2.29.
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2.8 Interpretacion geomeétrica del gradiente y la derivada

Sea f:R"™ — R, sea a € R", y sea v € R"™ un vector unitario (es decir, tal que ||v|| = 1). Como
ya sabemos (cf. la ec. (2.19)), la derivada direccional de f en a segun el vector v (si existe) esta
dada por

Dyfla) = 5 fla+tv) L

y por tanto representa el ritmo de variacion de f en a a lo largo de la recta que pasa por dicho
punto en la direccién del vector v. ;Como varia D, f (a) en funcion de la direccién v? Si f no es
diferenciable en a, no es facil en general responder a esta pregunta. Sin embargo, cuando f es
diferenciable en el punto a hemos visto que

Dyf(a) =Df(a)-v=Vf(a)- v

(cf. las ecs. (2.20) y (2.25)). Supongamos que V. f(a) # 0 (yaque si V.f(a) = 0 el ritmo de variacion
de f en a es nulo en cualquier direccion’). Como ||v|| = 1, si llamamos 8(v) € [0, 1t] al angulo
formado por los vectores V f(a) (que esta fijo) y v, la fébrmula anterior se escribe

[Duf(@) = IVf(@)ll cos O(v) . (2.36)

De esta ecuacion se sigue inmediatamente que la derivada direccional D, f(a) es maxima si
0(v) = 0, es decir si v tiene la misma direccion y sentido que V f(a) (i.e.,siv = Vf(a)/IVf(a)l),
y el valor maximo de D, f(a) esigual a [V f(a)]|l. En otras palabras:

Si f es diferenciable en a'y Vf(a) # 0, la direccion del vector V f(a) es la de mdximo creci-
miento de f en a, y su norma es igual al valor mdximo del ritmo de crecimiento de f en dicho
punto.

Evidentemente, el ritmo de crecimiento de f en a es minimo en la direccion opuesta a V f(a), es
decir la del vector v = -V f(a)/|IVf(a)l, y el valor minimo de dicho ritmo de crecimiento es
igual a —[|V f(a)ll.

Comentario. El resultado anterior se generaliza facilmente a cualquier curva diferenciable que
pase por el punto a. En efecto, sea y : R — R" una curva diferenciable en ty tal que y(tg) = a. El
valor de la funcion f a lo largo de la curva y esta dado por la funcion de una variable f(y(t)).
Por ejemplo, si f es una magnitud fisica escalar (temperatura, potencial eléctrico, gravitatorio,
etc.) y y(t) es la trayectoria de un observador, entonces f(y(t)) representa el valor de dicha
magnitud medido por el observador en el instante t. Al ser y diferenciable en tg, de la regla de
la cadena se deduce inmediatamente que

d , /
) ., = V@ -y'(to) = IV @l lly'(to)l cos @
=lo
(cf. la ec. (2.33)), donde O es el angulo formado por los vectores y’(tg) (tangente a la curva en
a)y Vf(a).Para ||y’ (to)| fijo8, el ritmo de crecimiento de f a lo largo de y en a es maximo si
0 = 0, es decir si el vector tangente a la curva tiene la misma direccién y sentido que V. f(a), y el
valor maximo de dicho ritmo de crecimiento es igual a ||V f(a)|l [ly’ (to)|l. O

Sea, de nuevo; f : R"™ — R una funcion escalar, y consideremos uno de sus conjuntos de nivel
Lc(f). Veremos mas adelante (cuando estudiemos el teorema de la funcion implicita) que si f es
de clase C! en un abierto que contiene a L. (f) y

Vflx)#0, VxeLd(f),

“Veremos en el capitulo proximo que en tal caso a es un punto critico de f, en el cual la funcion podria tener
un extremo (maximo o minimo).
8Si y(t) es la trayectoria de una particula, ||y’ (to)|l es el modulo del vector velocidad en el instante t.
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entonces L. (f) es una hipersuperficie de R™ de dimensiéon n — 1 (superficie si n = 3, curva si
n = 2). Esto significa esencialmente que L.(f) se puede parametrizar en un entorno de cada
punto como la grafica de una funcion suficientemente regular de n — 1 variables. Dado un punto
xo € Lc(f), es de esperar entonces que L.(f) se pueda aproximar en las proximidades de xg
por un cierto subespacio afin de dimension n — 1 (es decir, por un hiperplano afin) que pase por
dicho punto. ;Como se determina dicho hiperplano?

Para responder a esta pregunta, notese que si f es diferenciable en xg € L. (f) por definicion
de derivada se tiene

f(x)—c=f(x) - f(xo) = Df(x0) - (x —x0) +0(llx — x0ll) = V.f(x0) - (x —x0) +0(lx—x0ll),
donde hemos tenido en cuenta que
xo € Le(f) <= f(xo) =c.

Por tanto la ecuacién de L.(f) (es decir, f(x) — ¢ = 0) en las proximidades de xo se puede
aproximar por

Vf(xo) - (x—x0)=0 (2.37)

cometiendo un error que tiende a 0 mas rapido que ||x — xg|| cuando x tiende a xg. Mas aun (por
la unicidad de la derivada), si

f(x)—c=v-(x—-x0)+o0(lx —xoll)

entonces v = V f(xp). Por tanto la mejor aproximacion lineal a la ecuacién de L.(f) en las
proximidades de xg es la ec. (2.37). Si Vf(xg) # 0, esta es la ecuacion de un hiperplano afin
que pasa por el punto xg y es perpendicular al vector V f(xp), al que llamaremos hiperplano
tangente a L. (f) en el punto xo y denotaremos por Hy, (L. (f)). En otras palabras,

El hiperplano tangente a L. (f) en el punto xo € L.(f) es el hiperplano que mas se aproxima
al conjunto de nivel L. (f) en las proximidades de xg.

Supongamos, de nuevo, que f es diferenciable en xoy V. f(xg) # 0.Siy : R — R™ es cualquier
curva diferenciable tal que y(tg) = xg cuya imagen esté contenida en el conjunto de nivel L. (f),
es decir

fly(t)) =c, VteD(y),

derivando la igualdad anterior respecto de t en t = ty se obtiene
Vf(xo) - y'(to) = 0.

Por tanto el vector tangente en xg a cualquier curva diferenciable contenida en L. (f) que pase
por dicho punto pertenece al subespacio vectorial (hiperplano) T, (L:(f)) de ecuaciéon

’Vf(xo)-x:o‘.

Puede demostrarse que el reciproco también es cierto, es decir que cualquier vector de Ty, (Lc(f))
es el vector tangente en x( a alguna curva diferenciable contenida en L. (f) que pasa por xg. Por
tanto Tx,(Lc(f)), que se denomina espacio tangente a L.(f) en xo, es el subespacio vectorial
formado por los vectores tangentes en xg a las curvas diferenciables contenidas en L. (f) que pa-
san por dicho punto. Notese que Ty, (Lc(f)) es paralelo a Hy, (L. (f)), ya que ambos hiperplanos
son perpendiculares a V. f(xg), y por tanto

on(Lc(f)) = X0 + Txo(Lc(f))-
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Diremos que un vector es normal a L. (f) en el punto xg si es perpendicular a los vectores
tangentes en xg a todas las curvas diferenciables contenidas en L. (f) que pasan por dicho punto.
De lo anterior se deduce que un vector es normal a L. (f) en x¢ siy solo si es perpendicular al
espacio tangente Ty, (Lc(f)), es decir si y solo si es proporcional a V f(x). Llamaremos recta
normal a L.(f) en xg a la recta que pasa por xp y es normal a L.(f) en dicho punto. Por lo
que acabamos de ver, esta recta ha de ser paralela al vector V f(xp), y por tanto su ecuacion
paramétrica es

x =x0+tVf(xp), teR.

Ejemplo 2.30. Hallemos la ecuacién del plano tangente y la recta normal al elipsoide
(x-12+(y-2)%2+2z°=1

en el punto (xo, ¥0,20) = (3/2,2,/6/4).
En primer lugar, noétese que el punto dado pertenece al elipsoide, ya que

1 6 1 3
Z+0+2 16 Z—}_Z_l.

En este caso f(x,y,z) = (x —1)% + (y — 2)? + 2z2, y por consiguiente
VF(x,7,2) = 2(x - 1),2(y —2),42) = Vf(x0,¥0,20) = (1,0,6).

Por tanto las ecuaciones paramétricas de la recta normal al elipsoide en el punto (xo, Y0, 20)
dado son

(x,v,z) = (3/2,2,/6/4) + t(1,0,v/6), teR,

0 equivalentemente

S

+t, y=2, z= —(1+4t) teR]|.

Las ecuaciones implicitas de dicha recta se obtienen despejando t de una de las ecuaciones
anteriores y sustituyendo en las otras dos:

(1,0,\/6)-(9(—3,3/—2,2—ﬁé):x—3+\/5<z—£)=0,

es decir

(cf. la Fig. 2.2, izda.).

Un caso particular importante de lo anterior es el de la grdfica G(f) de una funciéon f de R"
en R, que como sabemos es un subconjunto de R"*1, Mas precisamente, si denotamos las coor-
denadas de los puntos de R**! por (x,xn.1), con x = (x1,...,Xn) € R", entonces la ecuacion
cartesiana de G(f) es simplemente

Xn+1 = f(x).

En otras palabras,
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con F : R"*! — R definida por F(x,Xxn+1) = f(x) — xn+1. Claramente, F es diferenciable en un
punto (xo, f(x0)) € G(f) siy solo si f es diferenciable en x( (ya que x,+1 es diferenciable en
cualquier punto, al ser lineal), y se tiene

VF(Xo,f(X())) = (Vf(Xo), -1) #£0.
Por tanto la ecuacion del hiperplano tangente a G(f) en el punto (xo, f(x0)) € G(f) es

(Vf(x0),-1) - [(x,xn+1) — (x0, f(x0))] = (V.f(x0),-1) - (x = x0,%Xn+1 — f(x0))
= Vf(xo) - (x —x0) —xn+1 + f(x0) =0,

es decir

Xn+1 = f(x0) + Vf(xo) - (x — x0). (2.38)

Por otra parte, al ser el vector (V f(xg),—1) normal a la grafica de f en (xo, f(xp)), la ecuacion
de la recta normal a G(f) en dicho punto es

(x,Xn+1) = (x0, f(x0)) +t(Vf(x0),-1), teR,

0 equivalentemente
X =x0+tVfi(xo), xn+1=f(xo)—-t, teR.

Despejando t en esta ecuacion se obtiene la ecuacion cartesiana de la recta normal:

]x = X0 + (f (x0) = xn+1) V.f (X0) \

La ecuacion (2.38) proporciona una interpretacion geomeétrica de la diferenciabilidad de la
funcién f en el punto xq. En efecto, consideremos un hiperplano afin (no vertical) H, cualquiera
que pase por el punto (xg, f(xg)), de ecuacion

Xn+1 = f(x0) + v - (X — x0), (2.39)

siendo v € R™ un vector arbitrario. La distancia entre un punto cualquiera (x, f(x)) € G(f) y el
punto correspondiente (en la misma vertical) (x, f(xo) + v - (x — x0)) € H, esta dada por

| f(x)— f(x0)—v-(x—x0)]|.

El hiperplano (2.39) es tangente a la grafica de la funcion f si esta distancia tiende a cero mds
rdpido que ||x — xol| cuando x tiende a x¢. Como vimos en la Seccion (2.1), esto ocurre siy
solo si la funcion f es diferenciable en xg, y tomamos v = V f(xg) (ya que para una funciéon
escalar D f(xg) - h = V.f(xg) - h). En otras palabras:

La diferenciabilidad de una funciéon escalar f : R” — R en un punto xg es equivalente a la
existencia del hiperplano tangente a la grafica de f en dicho punto.

Ejemplo 2.31. Calculemos la ecuacion del plano tangente y la recta normal a la grafica de la
funcion f(x,y) = x3 + y2 en el punto (1, 3, 10).
En primer lugar, el punto dado pertenece a la grafica de la funcién, ya que 1 + 32 = 10. Como

Vflx,¥) = (3x%2y) = Vf(1,3)=(3,6),
la ecuacion del plano tangente es

z=10+(3,6) - (x—-1,y-3)=10+3(x—-1) +6(y —3),
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0 equivalentemente

13x+6y—z=11|

(cf. la Fig. 2.2, drcha.). Las ecuaciones paramétricas de la recta normal a la grafica por el pun-
to (x0, ¥0,20) son

(X,ysz):(XO,)’O,ZO)+t(vf(X0sy0),—1), tE[R’

es decir

x=1+3t, y=3+6t, z=10-t, (teR

de donde se obtienen facilmente las correspondientes ecuaciones implicitas:

x=1+3(10-2)=31-3z, y=3+6(10-2)=63-6z|.

(3/2,2,/6/4)

Figura 2.2: Plano tangente al elipsoide (x — 1) + (¥ — 2)2 + 2z%2 = 1 en el punto (3/2,2,/6/4)
(izda.) y a la grafica de la funcion x3 + y2 en el punto (1, 3,10) (drcha.).

2.9 Calculo diferencial vectorial

En general, un campo vectorial en R" es una funcién F : R" — R™, es decir una funcién que a
cada vector x € D(F) c R" le asigna otro vector del mismo tipo F(x) € R". Si F : R" — R" es
un campo vectorial diferenciable, su derivada (o, mas propiamente, su matriz jacobiana) en un
punto cualquiera x € R" es la matriz cuadrada n x n

oR oF
ax1 (x) % (x)
DF(x) = : : ,
3Fy Oy
ax (x) % (x)

0F;
ox j
campo vectorial F, que denotaremos por V - F, es la traza de la matriz jacobiana, es decir

cuyo elemento de matriz (i, j) es la derivada parcial

(x) . Por definicién, la divergencia del

n
oF;
V-F= =, 2.40
El T (2.40)
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Evidentemente, V - F : R — R es una funcion escalar de n variables.

Notacion. La notaciéon V - F esta motivada por el hecho de que formalmente el miembro derecho
de (2.40) es el producto escalar del operador diferencial

(0 d
V:(axl"“'axn)’ (2.41)

que se suele llamar nabla, con el vector F(x). Es también muy habitual la notacion divF para
designar la divergencia del campo vectorial F.

Ejemplo 2.32. Sea F : R"™ — R”™ un campo vectorial de la forma F(x) = f(v) x, donde v = || x]||
vy f : R - R es una funcién diferenciable (este tipo de campos se denominan centrales). La
funcion x - r = \/xf + - - - + x5 es diferenciable para todo x # 0 por la regla de la cadena?, ya
que es la composicion de las funciones ¢t — +/t (diferenciable para todo t > 0) con el polinomio

x% + -+ xTZL. Si x # 0, derivando la igualdad

respecto de una variable cualquiera x; y aplicando la regla de la cadena se obtiene

irz=21fa—r=2xi = al:ﬁ, x+0, (2.42)
axi axi a-xi r

o equivalentemente

X
Vr = —.
4

Por las reglas de Leibniz y de la cadena, F;(x) = f(r)x; es diferenciable para todo x # 0, y se

tiene )
oFi .. o XD .
axi(X)—f(V)wa(V)y, l1<i<n.

Sumando estas igualdades respecto de i se obtiene

\VF(x) =7f'(r) +nf(r)]. (2.43)
O

Un caso particular importante de campo vectorial es el gradiente!® F(x) = Vf(x) de una
funcion escalar (diferenciable) f : R" — R, cuyas componentes son las n derivadas parciales de
f.Si f esdeclase C2, Vf es de clase C!, y por tanto diferenciable. En tal caso la divergencia del
campo vectorial V f esta dada por

i-1 axi axi

El miembro derecho de esta ecuacion recibe el nombre de laplaciano de la funcién f, y se denota
por V2f:

82f
VZ =V -(V _

i=1

Otra notacion muy habitual para el laplaciano de f es A f. Evidentemente, el laplaciano de una
funcion escalar f : R" — R es otra funcién escalar de R" en R.

9Es facil ver que ||x|| no es diferenciable en x = 0 (ejercicio).
10F] gradiente de una funcion f se denota a veces por grad f, aunque nosotros no utilizaremos esta notacion.
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Definicion 2.33. Una funcién f : R" — R es armoénica en un abierto U C R" si su laplaciano se
anula idénticamente en U, es decir si V2f(x) = 0 para todo x € U. La ecuacion V2f = 0, cuyas
soluciones son las funciones armoénicas, recibe el nombre de ecuacion de Laplace.

Las funciones armonicas (en especial en R? y R3) tienen una gran importancia en Fisica,
ya que por ejemplo el potencial electrostatico y el gravitatorio son funciones armoénicas en las
regiones del espacio donde no hay cargas o masas, respectivamente. Por este motivo, la ecuacion
de Laplace es una de las ecuaciones mas importantes de la Fisica Matematica.

Ejemplo 2.34. Calculemos el laplaciano de una funciéon f : R" — R que solo depende de 7, es
decir tal que f(x) = g(r), con g : R — R de clase C2. En primer lugar, aplicando la regla de la
cadena y la ec. (2.42) se obtiene

of

axi

(x) =g’(r)%, x #0,

o equivalentemente

g'(r) x
v

De (2.43) con f(r) reemplazada por g’ (v)/r se obtiene:

Vfx) =

, x#0.

g”(r)+(n—1)@ , x #0. (2.44)

VEf(x) = ng;(’y) rd <g71(7)> =

dr r

;Cuando es f armoénica? Por la igualdad anterior, la condiciéon necesaria y suficiente para que
esto ocurra es que la funcién g satisfaga la ecuacién diferencial de segundo orden

rg' r)y+(n-1)g' (r) =0, r>0. (2.45)

La ecuacion anterior tiene la solucion obvia g(¥) = ¢, con ¢ € R constante. Por otra parte, si
suponemos que g’ () no se anula en un entorno de un punto r entonces dicha ecuacion se
escribe:

g’ (r) d , 1-n
= —(1 =— .
) g loglg’ M) =——,  r>0
Integrando respecto de » obtenemos
loglg )= (1-n)logr +k <= |g@)| =" = g'@r)=ar'™", (2.46)
con a = +ek constante real no nula (el caso a = 0 corresponde a la solucion g(r) = const. hallada

anteriormente). Si n = 2, integrando (2.46) respecto de ¥ se obtiene
gr)=alogr+b (n=2),
con b constante real arbitraria. Si n > 2, integrando (2.46) se obtiene
gr) = ﬁ#—” th=ar*"+b  (n>2),

con d, b constantes reales arbitrarias. En definitiva (renombrando a la constante arbitraria a en
este ultimo caso), las funciones armoénicas de n variables que dependen solo de » son

alogr + b, n=2,
fx) =

L+b, n>2,

Tn72

con a, b constantes arbitrarias. En particular, para n = 3 se obtiene el potencial coulombiano (o
gravitatorio) f(x) = (a/r) + b. O
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El caso n = 3 es particularmente importante en las aplicaciones fisicas, y merece por ello un
tratamiento especial. En este caso utilizaremos la notacion mas habitual

r=(x,y,z) €R®, 7=

y denotaremos los campos de vectores mediante letras en negrita (como F, G, etc.), reservando las
letras en cursiva (como f, g, etc.) para las funciones escalares. Asi, por ejemplo, en esta notacion
las ecuaciones (2.43) y (2.44) se escriben

2f'(r)

v

V-(frr) =3f@)+rf (r), Vfr)=f"(r)+

Si F: R?® — R3 es un campo vectorial diferenciable, su rotacional es el campo vectorial
definido por

777777777 } (2.47)

<8F3 0F» 0F; O0F3 0F» aFl)
oy 0z’ 0z 0x’ 0x 0y

Otra notaciones utilizadas para el rotacional del campo vectorial F son rotF y (en el mundo
anglosajon) curl F. Notese que, como la propia notacion indica, V X F es formalmente el producto
vectorial del operador nabla (2.41) por el campo F, es decir

i j k
0 0 0
VxF= |~ — 2|, 2.48
% ox 0y o0z ( )
Fr F F3

donde
i=1(1,0,0), j=1(0,1,0), k=(0,0,1)

son los vectores de la base canonica de R3. En otras palabras, las componentes de V x F estan
dadas por

OF, _ OFj

(VXF)i = ox;  axy’

(2.49)

donde (i, j,k) es una permutacion par (i.e., ciclica) de (1,2,3) (es decir, (1,2,3), (2,3,1) o
(3,1, 2)).

Ejercicio 26. Se define el simbolo (tensor) completamente antisimétrico de Levi-Civita &; jx me-
diante
1, (i, j, k) permutacion par de (1,2, 3)
Ejk=1-1, (i, j, k) permutacion impar de (1,2, 3)

0, en cualquier otro caso,

donde los indices i, j, k varian en el conjunto {1, 2, 3}. En otras palabras, si i, j, k son distintos
entre si &k es el signo de la permutacion (i, j, k), y si algunos de los indices i, j, k son igua-
les &k = 0. Probar que

3
oF
(VXF)i= > Eijkaik'
k=1 Xj
y, en general,
3

(axb); = Z Eijk ajby, a,be R3.
j.k=1



Calculo diferencial vectorial 69

i) Utilizando la relacién
3

> &ijk€itm = 616km — O jm Okl
i-1

(donde el simbolo §;; es la llamada delta de Kronecker, iguala1sii = jyaO0sii # j), demostrar

la identidad vectorial
ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)c.

ii) Si F: R3 — R3 es un campo vectorial de clase C2, probar que
V x (VxF) =V(V-F) - V°F, (2.50)
donde V?F = (V?Fy, V?F,.V°F3). O

Ejemplo 2.35. Las ecuaciones de Maxwell en el vacio (es decir, en cualquier region del espacio
que no contenga cargas eléctricas ni corrientes) se pueden escribir (en unidades SI) en la forma

V-E=0, V-B=0, VXEz—aE, VXBzia—E
ot c? ot

siendo ¢ = 299792.458 Km/s la velocidad de la luz en el vacio!!l. En dichas ecuaciones E(t,r)
y B(t,r) denotan respectivamente el valor de los campos eléctrico y magnético en el puntor € R3

yenelinstantet € R,y
v-(2.2.2)
“\ox’oy’oz/)’

Tomando el rotacional de la tercera ecuacion y aplicando la primera ecuacién y la identidad (2.50)
se obtiene: -

V(V-E)—VZE:—VZEz—VXE.
Si los campos son de clase C2 podemos permutar los operadores V y /0t en el miembro derecho
de esta ecuacion, lo que proporciona

0 1 0%E
V2E= —(VXB) = —5=——.
5t( ) c? ot2
Analogamente,
10 1 3°B
V(V-B)—-V2B= -VB= — 2 (VXE) = ——22.
( ) c? 5t( ) c2 ot?
Por tanto los campos E y B verifican en el vacio las ecuaciones
1 0%E 1 3°B
VZE- 525 =0 VB- 5~ =0
C2 atz ’ C2 atz
La ecuacion
1 0%u
V- =5 =0 2.51
U= 2% (2.51)

para una funcion escalar u(t,r) es la llamada ecuacion de ondas, ya que describe la propagaciéon
de una onda en el espacio con velocidad c. Por ejemplo, dicha ecuacién admite soluciones de la
forma

u(t,r) = f(x —ct),

con f € C?(R), que describen la propagacion de una onda de amplitud f(s) que se propaga
con velocidad ¢ en la direccion del eje x. (En efecto, si ¢ = f(xg) la superficie de nivel L.(f) en

Recuérdese que en unidades SI la velocidad de la luz en el vacio tiene por definicién el valor exacto anterior, y
la unidad de longitud (el kilometro) se define como la distancia recorrida por la luz en 1/c segundos.
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un cierto instante t es el plano x = x¢ + ct.) Por lo que acabamos de ver, las componentes de
los campos E y B verifican la ecuacién de ondas en el vacio, con velocidad de propagacion c. En
otras palabras, las ecuaciones de Maxwell predicen la existencia de ondas electromagnéticas que
se propagan (en el vacio) con velocidad ¢ en cualquier sistema de referencia inercial.

Ejercicio 27. Hallar bajo qué condiciones la funcion u(t,r) = f(k-r — wt), donde f : R — R es
una funcion de clase C?, w € (0, o) yk € R3 — {0}, es solucion de la ecuacion de ondas (2.51).
Describir cualitativamente dicha solucién (se trata de una onda plana de frecuencia w y longitud
de onda 2Tt/||k|| que se propaga en la direccion del vector k con velocidad w/ | k||). O

La siguiente proposicion establece una importante relacion entre el gradiente, la divergencia
y el rotacional:

Proposicién 2.36. Sean f : R3 — R y F: R3 — R3 respectivamente una funcion escalar y un
campo vectorial de clase C?. Entonces se verifican las identidades

Vx(Vf)=0, V- (VXF)=0. (2.52)

Demostracion. En primer lugar, utilizando la ec. (2.49) y el lema de Schwarz se obtiene

_ 0 (afy_ o (af\_ @f | f
[V X (Vf)]L = an <axk> - an (axj) - axjaxk B anaxj =0.

La segunda identidad (2.52) es también consecuencia directa del lema de Schwarz:

BENUANCNT SEANENT
v (VXF)_ax(ay az)+ay oz ox) "oz ox oy

_0°F R R °F3 R R _ -
- 0x0y 0x0z 0ydz O0ydx 0zdx 0z0y

La Proposicion anterior afirma que si F: U ¢ R3 — R3 es un campo vectorial de clase C! en U
entonces
F=Vf = VxF=0, F=VXA = V:F=0.

donde f : U — R es una funcion escalar y A : U — R es un campo vectorial. ;Son ciertos los
reciprocos de estos resultados? En otras palabras,

? ?
VxF=0 = 3f:U—-R tgq. F=Vf, V-F=0 = 3JA:U-R3 tq F=VXxA.

La respuesta a ambas preguntas depende esencialmente de las propiedades topoldgicas del abier-
to U donde esta definido (y es de clase C!) el campo vectorial F. Mas precisamente:

i) Si V XF = 0 en un abierto U el reciproco de la Proposicion 2.36 es cierto (es decir, F es
el gradiente de una funcion escalar en U) si U es simplemente conexo, es decir es conexo
y tiene la propiedad de que cualquier curva cerrada continua contenida en U puede defor-
marse de forma continua a un punto sin salirse de U. Ejemplos de abiertos simplemente
conexos son R3, una bola abierta, un paralelepipedo abierto, R3 menos un punto, R3 menos
una semirecta, etc., mientras que R menos una recta es conexo pero no simplemente conexo
(en efecto, cualquier curva cerrada que rodee a la recta no puede deformarse a un punto de
forma continua sin cortar a dicha recta en algin momento).

ii) Analogamente, si F € C!(U) la condiciéon V - F = 0 en un abierto U garantiza la existencia
de un campo vectorial A: U — R3 tal que F = V X A si U tiene la propiedad de que cualquier
superficie cerrada'? (suave) contenida en U se puede deformar de forma continua a un punto
sin salirse de U. Por ejemplo, R3, una bola abierta o un paralelepipedo abierto tienen esta
propiedad, mientras que R3 menos un punto no la tiene (jaunque es simplemente conexo!).

12En este contexto, una superficie cerrada es una superficie sin borde, como por ejemplo una esfera, un elipsoide,
etc.
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En resumen:

i) Si F: U — R3 es un campo vectorial de clase C! en un abierto simplemente conexo U,
entonces
F=Vf < VxF=0.

ii) SiF: U — R3 es de clase C! en un abierto U en que cualquier superficie cerrada continua
es deformable a un punto, entonces

F=VXA < V-F=0.

Comentario. El resultado del ejercicio anterior es de gran importancia en Fisica. En efecto, de
las ecuaciones de Maxwell (cf. el Ejemplo 2.35) se deduce que en un campo electromagnético
estatico el rotacional de E(r) es nulo. Por lo que acabamos de ver (al ser R3 simplemente cone-
x0) E = —V¢(r), donde ¢(r) es el llamado potencial electrostdtico. Analogamente, en Mecanica
newtoniana el rotacional del campo gravitatorio g es nulo, y por tanto g = —VV, siendo V el
potencial gravitatorio. Por otra parte, otra de las ecuaciones de Maxwell afirma que la divergencia
del campo magnético B es nula. Por tanto ha de existir un campo vectorial A, llamado potencial
vector, tal que B = V X A.

Ejercicio 28. Sea F : U — R3 un campo vectorial de clase C! en el paralelepipedo U = (a1, b1) X
(az,b2) x (a3, b3), donde se admite que a; = —c 0 b; = +0c0. (En particular, los resultados de
este ejercicio son validos si U = R3))

i) Si V XxF =0 en U, probar que F = V£, siendo f : U — R la funcién definida por

(2.53)

X v z
f(x,y,2) = Fi(s,y,z)ds + F>(xo,s,z)ds + J F3(x0,y0,5)ds
X0 Y0 Z0

donde (xo, Y0,z0) es un punto arbitrario (pero fijo) de U. Demostrar que cualquier otra
funcion g tal que F = Vg difiere de f en una constante.

ii) SiV-F=0en U, probar que F = V x A, siendo A : U — R? el campo vectorial definido por

z X z
Al(x,y,z) = J F(x,y,s)ds, Ax(x,y,z) = F3(s,y,z0)ds — J Fi(x,y,s)ds,
20 20

X0

A3(x,¥,2) = 0.

Demostrar que cualquier otro campo vectorial B tal que F = V x B difiere de A en el gradiente
de una funcion escalar.

Ejercicio 29. Probar que los campos E(t,r) y B(t,r) se pueden expresar en la forma

0A
E--5-Vé, B-VxAl|

donde ¢ (t,r) (funcién escalar) y A(t,r) (campo vectorial) pueden depender de £. ;Son ¢ y A tni-
cos? Deducir a partir de las ecuaciones de Maxwell las ecuaciones satisfechas por los campos ¢
y A.

Ejercicio 30. Hallar una condicion necesaria para que el campo vectorial F : R" — R™ de clase
C! sea el gradiente de una funcion escalar f : R — R. Probar que dicha condicion es también
suficiente (por ejemplo) en el paralelepipedo (a1,by) X - - - X (An, byn).
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Solucion. La condicion pedida es

o, _Oh
0X (x) = 0xi

N

(x) |, 1<i#j<n,

equivalente a V X F = 0 si n = 3. Si dicha condicién se cumple en el paralelepipedo (a1, b1) X
-+« X (an, by), entonces F = V f siy solo si

n Xi
f(x): Z Fi(cli""ci—lisi‘xi+ll"'!xn)ds+k ) (254)
i=1"¢i
donde k es constantey ¢ = (cy,...,Cn) €sun punto cualquiera del paralelepipedo (cf.la ec. (2.53)).

Ejemplo 2.37 (gradiente, divergencia y laplaciano en coordenadas polares). Como es sabido,
cualquier punto del plano R? se puede representar en la forma

(x,y) = (rcos®,rsin0) |,

donder = /x2+y2>0y0<0 <2m Sir > 0 (es decir, si (x,y) # (0,0)), también el dngulo
0 esta univocamente determinado por el punto (x,y); por ejemplo, si x > 0 e y = 0 entonces
0 = arctan(y/x). Mas precisamente,

farctan(y/x), x>0, y=0
arctan(y/x) + T, x <0,
0 = jarctan(y/x) + 21, x>0, y<0 (2.55)
w2, x=0, >0
[311/2, x=0, y<0

(recuérdese que, por definicion, —1t/2 < arctant < 1t/2 para todo t € R). En otras palabras, la
funcién g : (0, o) x [0, 271) — R? definida por

gr,0) = (rcos,rsing)

es una biyeccion de la franja (0, ©) x [0, 211) en RZ — {(0,0)}. Se dice que (7, 8) € (0, «) x [0, 2TT)
son las coordenadas polares del punto (x,y) = (rcos8,rsin0) # (0,0). A partir de ahora,
escribiremos por sencillez (con un ligero abuso de notaciéon) r(v, 8) en lugar de g(r, 0). El vector
unitario coordenado e, en la direccién radial es

er=@=£:(Cose,sin0)5c059i+sin9j . (2.56)
or r

El vector unitario coordenado ey es tangente a las circunferencias » = const., es decir

(oY)

r_ (—sinf,cos0) = —sinBi+ cosbj|, (2.57)

QD
2

e—l
07y

donde hemos dividido por r para que ||eg| = 1. Es inmediato comprobar que e, y ey son ortogo-

nales en cualquier punto, es decir
e’l" ) ee = 0 ’

y por tanto los vectores {e,,eg} forman una base ortonormal de R? en cada punto. Notese sin
embargo que, a diferencia de los vectores i, j de la base cartesiana, los vectores e, y eg no son
constantes sino que dependen del punto considerado. (En otras palabras, e, y eg son campos de
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vectores no constantes.) Al ser {e,, eg} una base ortonormal, todo vector v = (v1,v2) € R? se
puede expresar en la forma

]v=vrer+v9e9 , (2.58)
con
Vyr =V-€ =7v1C080 + v2sino, Vg=V-e9=—-v18in60 + vpcosb|. (2.59)
En particular,
’i=cos€er—sin9eg, j=sin9er+cosee9‘. (2.60)

Reciprocamente, las componentes cartesianas (vi,v2) de v € R? se expresan en términos de
(vy, Vo) mediante las férmulas

, (2.61)

’vlzv-i=vycose—vgsin9, V2 =V-j=11,8n0+ vgcosO

donde se han utilizado las ecs. (2.56)-(2.57) para calcular los productos escalares de v con los
vectores iy j.
Si f:R? — R es una funcién escalar de clase C1, el gradiente de f esta dado por

Vf=fxi+fy],

donde los subindices denotan derivadas parciales. Las coordenadas de V f en la base {e,,eg} se
calculan facilmente teniendo en cuenta de nuevo que dicha base es ortonormal, y por tanto

Vf=(Vf-er)er+(Vf-eg)eg= <Vf-aa—;)er+%(vf-%)ee.

Por la regla de la cadena,

o _afox of oy o -
or ox or oy or 5/ (rcos,75in6) = fr,

or _ofox odf oy _ 0 i 0) =
VS 50 = 3x 89+ay 50 = 30 (rcos 0,7sinf) = fy,

Vf-

donde se sobreentiende que las derivadas parciales de f estan evaluadas enr(v,0) y x = ¥ cos 0,
v = v sin 0. Por tanto la expresion de V f en coordenadas polares es

Vf=fre + %69 . (2.62)

Multiplicando escalarmente la expresion anterior por i y j —o, equivalentemente, utilizando la
ec. (2.61)— se obtienen facilmente las derivadas parciales fx y fy en términos de f; y fo:

fx=Vf-i=cosOfy - S“;Qfe, fr=vf-i=sinof+ 2%l @6
Simbolicamente, podemos escribir las ecuaciones anteriores en la forma
0 0 sinf 0 0 . 0 cosfO 0
a—cosgai’r— p ﬁ’ @_Slnga7+ v % (264)

La divergencia del campo vectorial (de clase C!) A : R2 — R? se expresa facilmente en coorde-
nadas polares utilizando las ecuaciones (2.59) y (2.64). En efecto, escribiendo de nuevo (con un
ligero abuso de notacion)

A;(rcos0,rsin0)

Aiy = %Ai(r cos 0,7 sin0), Ajg = %
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se tiene

sin 0 cos 0

V-A=A1x+A2y =C0S0A, — A1 +SIn0A, +

Az (2.65)

= aar(cos OA] +sin0Ay) + 1%( —sin® A; + cos 0A2) + = (cos 0A] +sin0 Ay)

Ay, + 200 Ar| (2.66)
r v

Si f:R? — R es de clase C2, para expresar el laplaciano de f en coordenadas polares basta
utilizar la formula anterior con A = Vf, es decir A, = f,, y Ag = fo/7 (cf. la ec. (2.62)). De esta
forma se obtiene:

VEf = o+ 2901 I, (2.67)

En definitiva, el gradiente, la divergencia y el rotacional en coordenadas polares se pueden cal-
cular mediante las féormulas

A
Vf=frer+%ee, V-A= Arr+ﬂ+%, V2f = fw+@+fr (2.68)

Comentario. De los calculos anteriores se deducen facilmente la expresion del gradiente, la di-
vergencia y el laplaciano en coordenadas cilindricas (p, 6, z), en términos de las cuales

r=(pcosf,psin®,z); p=4x2+y2>0, 0<0<2m, zeR|

sin mas que anadir el correspondiente término para la coordenada vertical z:

A A
szfpep+J;9e9+fzez, V-A=Ap,p+%+Az,z+7‘),

f9 fp

0
f )
tJzz +

Vif = fpp+

Ejercicio 31. Repetir el calculo anterior en coordenadas esféricas en R3

r=(rsinfcose,rsinfsine,rcosf); r>0, 0<O<m, 0<@<2m]|.

Solucion. En este caso los vectores unitarios coordenados son

or r 1 or . ,
er_ﬁ_;, ep = 30 = (cos O cos@,cosOsin@,—sing),
ep = ! —ar = (- sin@, cos @, 0)

P ysinf op P, cos @, L,

y de nuevo forman una base ortonormal en cada punto (ejercicio). Por tanto las coordenadas de
un vector v € R3 respecto de la base {e,, eg, ey} estan dadas por

v'y:V'er, U9=V89, v(pzve(p
En particular,

Vf=(Vf-e)er +(Vf-eg)eg+ (Vf-ep)ep
_ ,or 1 or 1 oory fo fo
_(Vf ar)er+T(Vf 69>e9+ . (Vf a(p)ew—frer+ Te9+ .

ey .
rsin O rsing ¥
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De esta ecuacion se deduce que

(2 _sindcosp 2 + L cosOcosp 2 — SBP_ 0
ox Por Ty ¥ %0 rsind op’
O _inosing 2 4+ 0  cosp 0
af—smesm(paTJrrcos@sm(panrTSing 50"
i—cos@i—s‘m@i
Loz or r 00°

Si A:R3 — R3 es un campo vectorial, de las ecuaciones anteriores se sigue que

o Al sin @
V-A=sin0cos@ A1, + cos 0 cos@ p” —sing Lo
. . . Azp cos@ sin 0
+sin@sin@ Az, + cos 0sin @ - —sin 0 Ap g +COSO A3, — - Az
Ag,o Ay Acp (4 .
=Ay,+ ——+—+ : A + A
nr r r rsin® rsind (A1 cos 28in@)
A A
_ Ay _ 0,0 (.py(p 2Ay + cot@ 0.
’ r rsin @ v r

Para obtener la ecuacion anterior hemos tenido en cuenta que
Aijcos@ + Apxsing = A, sinf + Agcos 0,
al ser

Al1=A-i=Aye, i+ Agepg-i+Apeyp -1=smOcospA, +cos0cospAg —sinpAy,
Ar=A-j=Are,-j+Ageg-j+Apeyp - -j=sinO0sinpA, +cosfsinpAg + cos pAgyp,
A3=A-k=A,e, -k+Ageg-K+Apey -K=cos0A, —sinfAy.

A partir de la ecuacién para V - A se calcula facilmente V2 f sustituyendo Ay, Ag y Agp respecti-
vamente por fy, fo/r v fe /(¥ sin0). En definitiva, el gradiente, la divergencia y el laplaciano se
expresan en coordenadas polares por las férmulas siguientes:

f9 fcp
Vf=fre,+eg+ ew,
i = r 07 ysing " ?
A A
VA=A, + 300, Aee 24, cotd
’ v ¥ sin 0 r v
Soo Soo 2fy cot@
V2f— f. 4J00 Jew  cr .
f frr 72 TzSinze v 72 fe

Para finalizar este capitulo, enunciaremos a continuacién una serie de identidades basicas
satisfechas por el gradiente, la divergencia y el rotacional:

i) V-(fF)=Vf -F+fV-F

i) VX (fF) = Vf XF+ fV xF

iii) V- (FXG)=G-VxF-F-VXG

iv) V(F-G) = (F-V)G+ (G- V)F+Fx (VXG) +Gx (V xF)

V) VX(FXG)=(V-GQF—-(V-F)IG+ (G- V)F- (F-V)G
vi) V X (V xXF) = V(V - F) — V2F.
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En las expresiones anteriores, f es una funcion escalar de R? en R, F y G son campos vectoriales
en R3, F - V es el operador diferencial

_ 0 0 0
F-V:Flax-l—any-l—Fgaz,

y analogamente G - V.



Capitulo 3

Formula de Taylor. Extremos. Funciones
inversas e implicitas

3.1 Formula de Taylor

Comenzaremos recordando el teorema de Taylor para funciones reales de una variable real. Para
ello, necesitamos primero la siguiente definicion:

Definicion 3.1. Una funcién f : R — R es de clase C k en el intervalo cerrado [a,b] si f es de
clase C¥ en (a, b) y todas las derivadas de orden < k de f son continuas en los extremos a y b,
es decir si existen los limites

lim fPa+h) = f9D@), lm fPb-h)=f9b), 0<i<k.
h—0+ h—0+

Teorema de Taylor. Sea f : R — R una funcion de clase C*~1 (conp > 1) en[a,b], y supongamos
que fP) existe en (a, b). Entonces se verifica:

=L ) ,
fb) =3 ! i'(a)(b—a)“er : (3.1a)
i=0 '
con
(p)
p = f ’;!(C)(b—a)’” (3.1b)

para algun c € (a,b).

Notese, en particular, que cualquier funcion de clase C? en [a, b] cumple las hip6tesis del
teorema, y por tanto verifica la ec. (3.6), que recibe el nombre de férmula de Taylor de orden p — 1
con resto de Lagrange.

El teorema de Taylor admite una sencilla generalizacion a funciones escalares de varias va-
riables que demostraremos a continuacion. Antes de ello, necesitaremos algunas definiciones
previas. Recordemos, en primer lugar, que dados dos puntos x,y € R", el segmento cerrado
(ue tiene por extremos x e y es el conjunto

’[x,y]={x+s(y—x)|0<S<1}‘.

Analogamente, si x # y el segmento abierto de extremos x e y es por definiciéon el segmento
cerrado excluyendo sus extremos, es decir

(x,y)={x+s(y—-x)|0<s<1}.

77
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Comentario. Notese que el segmento cerrado [x, Y] es compacto (y por tanto cerrado), al ser la
imagen del compacto [0, 1] bajo la funcion continua (lineal) y (t) = x + t(y — x). Por el contrario,
si n > 1 el segmento abierto (x,y) no es un conjunto abierto (ni, por supuesto, cerrado, ya que
su frontera es el segmento cerrado).

Sea f : R"™ — R una funcion escalar de clase C? (con p > 1) en un abierto U, y supongamos
que el segmento cerrado [x,x + h] estd contenido en U. La idea fundamental que conduce a
la generalizacion del teorema de Taylor es estudiar los valores de la funcion f a lo largo del
segmento [x, x + h], es decir considerar la funcion

¢(t) = f(x +th), O<t<l.

La funcién ¢ es la composicion de f con la funcion y : R — R" definida por y(t) = x + th. Por
la regla de la cadena, ¢ = f o y es diferenciable en el intervalo [0, 1]. En efecto, y es de clase C*®
en todo R (lineal), y si t € [0,1] entonces y(t) € [x,x + h] C U, siendo f diferenciable en U por
hipotesis (al ser de clase CP con p > 1). La derivada de ¢ se calcula directamente aplicando la
regla de la cadena:
, Lof
¢ (t) =Df(x+th)-h=Vf(x+th) -h= Zgj(xuh)hj.
i=j

Sip > 2,las derivadas parciales D; f son de clase C?~!, y por tanto diferenciables (al ser p—1 > 1)
en el abierto U. Aplicando de nuevo la regla de la cadena a cada sumando de la formula anterior
se obtiene

rr c - aZf‘ < aZf
P () = Z <Z Yoy (x +th) hi)hj = 2 2% (x +th)hih;.
j=1 "i=1 i,j=1
Procediendo de esta forma (o, mas rigurosamente, por inducciéon) se demuestra que ¢ es p veces

derivable en el intervalo [0, 1], y que sus derivadas de orden < p estan dadas por

k < okf
qb()(t)=' > m(x+th)hil---hik, 1<k<p. (3.2)

Por tanto ¢ es de clase CP en el intervalo [0,1], ya que x + th € [x,x + h] C U y las derivadas
parciales de orden < p de f son continuas en U por hipoétesis. Es conveniente en este punto
introducir la notacion abreviada

D*f(y)-h= (M) hiy - -+ hi |, (3.3)

_ aXil c Xy

en términos de la cual las derivadas de orden < p de ¢ estan dadas por
W) =DFf(x+th)-h, 1<k<p, (3.4a)

y analogamente
¢®(0) = D¥F(x) - h, 1<k<p. (3.4b)

Nétese que, al estar el vector x fijo, podemos considerar a DX f(x) - h como una funcién (polino-
mio homogéneo de grado k) del vector h. En particular, D! f(x) = Df(x),y D2f(x) es la forma
cuadrdtica en h dada por

D?’f(x)-h = i o%f (x) hih;|. (3.5)
ii=1 aXiXJ' J

Estamos ya en condiciones de demostrar el teorema de Taylor para funciones escalares de n
variables:
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Proposicion 3.2 (féormula de Taylor con resto). Sea f : R™ — R una funcion de clase C? (con
p = 1) en un abierto U, y supongamos que el segmento cerrado [x,x + h] estd contenido en U.
Entonces se tiene

p-1
fx+h) =f(x)+ %Dkf(x) -h+Rp(x;h), (3.6)
k=1""
siendo )
Ry(x;h) = ED’”f(x +sh)-h 3.7)

para un cierto s € (0,1).

Demostracion. Basta aplicar el teorema de Taylor a la funcién ¢ en el intervalo [0, 1], teniendo
en cuenta las ecs. (3.1) (cona =0, b = 1) y (3.4). O

Comentario. En particular, si p = 1 la formula de Taylor con resto (3.6)-(3.7)

’f(x+h) =f(x)+Df(x+sh)-h=f(x)+Vf(x+sh)-hj, para algun s € (0,1),

se conoce como el teorema del valor medio o de los incrementos finitos. De hecho, repasando la
demostracion de las ecuaciones (3.6)-(3.7) para p = 1 se comprueba facilmente que el teorema
de valor medio es valido si f es simplemente diferenciable (y no necesariamente de clase C!) en
el segmento abierto (x,x + h) y continua en sus extremos. O

Estudiemos a continuacion con mas detalle el resto (3.7) de la féormula de Taylor. Por la conti-
nuidad de las derivadas parciales de orden p de f en U, Ry (x;h) deberia ser aproximadamente

, 1 . . , . ,
igual a a DY f(x) - h para h suficientemente pequefnio. Mas precisamente, probaremos a conti-

nuacion que

1
Rp(X;h)=?Dpf(x)-h+0(||hl|p) - (3.8)
En efecto
1 1 " ok f okf
Rp(xih) — - DPf(x) - h| = ( Gt s ==L o) na -
P p! p! 11,...,21"; L \OXiy .. X, 0Xi, ... Xi, i v
1 < ok ok
<2 3o - (x +5h) — 5= ! ,(x)1|hi1|---|hip|
p, - 1 Xiy -+ Xi, Xiy -+ Xi,
14 n k k
< Inl > _%f (x + sh) S (x)',
}9! i i,=1 8x1~1 ip 8xi1 e Xip
al ser |h;| < ||h|| para todo i. Por tanto
1 1 1 & ok f ok f
—— |Ry(x;h) — — DP x-h's— '7x+sh—7x',
P p(X;ih) p! S ) p! il,..%p—l axil...xip( ) axil...xip( )

donde cada sumando de la suma del miembro derecho tiende a cero cuando h — 0 por la conti-
nuidad de las derivadas parciales de orden p de f en U. Esto concluye la demostracion de (3.8).
Combinando (3.6) con (3.8) se obtiene la siguiente version del teorema de Taylor para funciones
escalares de varias variables:

Proposicion 3.3 (formula de Taylor de orden p). Sea f : R™ — R una funcion de clase CP (con
p = 1) en un abierto U, y supongamos que el segmento cerrado [x,x + h] estd contenido en U.
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Entonces se tiene:
14

foeth) =fo0+ Y %D"f(x)-mo(nhnp). (3.9)

Recuérdese que un subconjunto A C R" es convexo si para todo par de puntos x,y € A el
segmento cerrado [x, y] esta contenido en A. En particular:

Si f:U C R™ — R es de clase C? en un abierto convexo U la ecuacion (3.9) es valida para
cualquier par de puntos x,x + h € U.

La ecuacion (3.3) puede simplificarse considerablemente teniendo en cuenta que, al ser f de
clase C? por hipotesis, sus derivadas parciales cruzadas de orden < p son iguales en virtud del
lema de Schwarz. Por ejemplo, para p = 2 se tiene:

2 2 o f f 2 o f
D*f(x)-h = Z (x)h +> (x) hihj = Z x)hi+22 (x) hih;.
1 1<itj< 0XiX; 0x L<icj<n0XiX]
jsn jsn
En general, sik <p
k k ,
L(x)hil---hikZ.a—f(x)hﬂ . h%"
axil s aXik aX{] aX
si el multiindice (iy,...,ix) es una permutacion de
(1’ 11727 "2" ’n""’n)’
—_— [ —
Ji Jo Jn
con0 < jj<kyji+---+ jn=k.Como hay k!/(ji!- - - jn!) permutaciones distintas de este
ultimo multiindice, la ec. (3.3) puede escribirse en la forma simplificada
] k . .
D¥f(x) -h= > , K . O (x)h] - hir|. (3.10)
J1le e dnd xdt - xl
0<j1,.njn<k 1 n
it in=k

En particular, para n = 2 la férmula anterior se reduce a

D¥f(x,y) - h = Z 7akf (x,y) hink-
axlayk i )

En la practica, en lugar de memorizar la ec. (3.10) se puede proceder como sigue. En primer lugar,
notese que la formula para la derivada de la funcion ¢(t) = f(x + th) se puede escribir en la
forma

¢’ (t)=((h-V)f)(x+th),

donde h - V es el operador diferencial

De esta ecuacion se deduce facilmente que

d k
P (1) = ( )qb(t) (h-Vf)(x+th), 1<k<p,
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y por tanto

d®(0) =|DFf(x)-h=(-V)f(x)|, 1<k<p. (3.11)

Utilizando esta igualdad en la formula de Taylor (3.9) se obtiene la formula equivalente

p
Fx+h) = fG0+ Y o

k=1

(h-V)¥f(x) +o(lInlP). (3.12)

Notese por ultimo que, al ser f de clase C?, si k < p en virtud del lema de Schwarz podemos
desarrollar (h - V)k tratando a las derivadas parciales que aparecen en esta expresion como
variables que conmutan, exactamente igual que si fueran niimeros reales. Asi, por ejemplo, si
n=2yk =3 se tiene

03 5 03

3
0 0 03 03
. V)3 = i =n3 2 2
(h-V)’ = <h1 ax " h» 8y> hy 33 T 3hihy x23y +3h1h5 ox3y? + h5 353

Ejemplo 3.4. Hallemos el desarrollo de Taylor de orden 2 de la funcion f : R2 — R definida por
f(x,y) = e cos(x — ¥?)

en el punto (0, 0). Es claro, en primer lugar, que f es de clase C® en todo R?, y por tanto existe
el desarrollo de Taylor de cualquier orden en el origen. Calculando las derivadas parciales de
primer orden de f obtenemos

S =X [COS(X — y?) —sin(x — yz)] = fx(0,0)=1
{fy =Xty [cos(x—y2)+2ysin(x—y2)] = f,(0,0) =1.
Las derivadas segundas también se calculan facilmente:
frx = =26 sin(x — ¥?)

fxy
Sfyy =X+ [COS(X — %) +2(1 + 2y) sin(x — y?) — 4y? cos(x — yz)]

eXtY [Cos(x —y?) —sin(x — y?) + 2y (sin(x — ¥?) + cos(x — yz))]

de donde
Frx(0,0) =0,  fxy(0,0) = f),(0,0) = 1.

Por tanto, el desarrollo de Taylor de orden 2 de f en el origen es
Sx,¥) = f(0,0) + fx(0,0)x + f5(0,0)y

+ %(fXX(O)O)XZ + 2fxy(0,0)X_’)/ +fxx(0,o)y2> + O(X2 + yZ)

1
= 1+x+y+§(2xy+y2)+o(x2+y2) .

Notese que este resultado también se podia haber calculado (algo mas facilmente) multiplicando
los desarrollos de eX*Y y cos(x — y2). En efecto, utilizando los desarrollos de Taylor a segundo
orden de el y cost en t = 0 se obtiene

e’“y=1+x+y+%(x+y)2+o((x+y)2)=1+x+y+%(x+y)2+o(x2+y2),
cos(x — y?) = 1—%(x—y2)2+0((X—y2)2) = 1—%x2+0(x2+y2),

donde hemos utilizado el hecho de que xy2, ¥4, o((x + ¥)?) y o((x — 1?)?) son o(x2 + y2) .
(Ejercicio: probar que, en general, si f = O(g) entonces o(f) = 0(g)).
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Multiplicando ambos desarrollos (y descartando términos o(x? + y?2)) se sigue que

e**Y cos(x—y?) = 1+x+y+%(x+y)2—%x2+o(x2+y2) = 1+x+y+%(2xy+y2)+o(x2+y2),

como antes.

3.2 Extremos

La formula de Taylor es particularmente util para hallar los extremos de una funciéon escalar de
varias variables, como veremos en esta seccion. Comenzaremos con las siguientes definiciones:

Definicion 3.5. Sea f : R" — R una funcion definida en un conjunto A ¢ R", y sea xg € A.

i) xo¢ es un maximo absoluto (6 global) de f en A si

f(x) < f(xo0), Vx eA.

ii) xp es un maximo absoluto estricto de f en A si

f(x) < f(xo0), Vx +x09, XEA.

iii) xo es un maximo relativo (6 local) de f en A si existe un entorno U de xg tal que xg es un
maximo absoluto de f en U N A, es decir

f(x) < f(xo), VxeUNA.

iv) x¢ es un maximo relativo estricto de f en A si existe un entorno U de x( tal que x( es un
maximo absoluto estricto de f en U n A, es decir

f(x) < f(xo), Vx #x9, xeUnNA.

V) Xo es un minimo de cualquiera de los tipos anteriores de f en A si es un maximo del
mismo tipo de —f en A.

vi) xp es un extremo de cualquiera de los tipos anteriores de f en A si es un maximo o un
minimo de ese tipo de f en A.

vii) xo es un punto de silla de f en A si V. f(xg) = 0 y x¢ no es un extremo relativo de f en A,
es decir si para todo ¥ > 0 hay sendos puntos x1, x> € B,-(xg) N A tales que

f(x1) < f(xo) < f(x2).

Comentario. Cuando no se menciona el conjunto A en cualquiera de las definiciones anteriores se
sobreentiende que A = R™. Asi, por ejemplo, se dice que f tiene un maximo relativo en xg € R"
si hay un entorno U de x¢ tal que

f(x) < f(xo), Vx eU.

Ejemplo 3.6. Veamos algunos ejemplos de funciones de R? en R que ilustran las definiciones
anteriores (cf. la Fig. 3.1):
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i) f(x,y)=—/x2 + y? tiene un maximo absoluto estricto en (0,0) que no se puede hallar con
el Calculo diferencial, ya que f no tiene derivadas parciales en el origen. En efecto,

o f0) - f0,00 . VRE
fx(0,0) = lim h =~ jm =~ =~ limsgnh

no existe (vale —1 por la derecha y 1 por la izquierda), y analogamente f), (0, 0).

i) f(x,y) = —(x+y)? tiene un maximo absoluto, pero no estricto, en (0, 0). En efecto, es claro
que f(x,y) <0 = f(0,0), pero f(x,y) = 0 siysolo si x +y = 0. Notese, en particular,
que todo punto de la forma (xg, —Xx¢) con xp € R es un maximo absoluto (no estricto) de la
funcién.

iii) f(x,y) = —x?— y? + x? y tiene un maximo relativo estricto, pero no un maximo absoluto,
en (0,0). En efecto, f(x,y)/(x% + y?) tiende a —1 para (x,y) — (0,0). Esto implica que
f(x,y)/(x?+y?),ypor tanto f(x, y), es negativa en un entorno reducido del origen. Como
f(0,0) =0, f tiene un maximo relativo estricto en el origen. Este maximo no es absoluto, ya
que f es positiva si x2(y — 1) > 2 (por ejemplo, en puntos de la forma (x,2) con |x| > 2).

iv) f(x,v) = x2 — y* tiene un punto de silla en (0,0) (aunque el término de orden mas ba-
jo en (0,0), g(x,v) = x2, tiene un minimo absoluto no estricto en el origen). En efecto,
Vf(x,v) = (2x,—43) se anula en el origen, y por otra parte £(0,0) = 0, f(x,0) > O si
x # 0y f(0,y) <0siy # 0.Larazon por la cual en este caso el término de orden 2 en
el origen (x?) no determina el comportamiento de f cerca de dicho punto es que a lo largo
de la recta x = 0 este término se anula idénticamente, y por lo tanto en la recta x = 0 el
término dominante es —y4.

Naturalmente, cambiando f por —f enlos tres primeros ejemplos se obtienen ejemplos analogos

reemplazando la palabra “maximo” por “minimo”.

Definicion 3.7. Un punto critico de una funcién f : R” — R es un punto xo € R" tal que
D f(xo) = 0.

Equivalentemente, xo € R™ es punto critico de f siy solo si

(v 0],

o bien si se anulan todas las derivadas parciales de f en xq:

ﬂ(xo)zo, 1<i<sn|.
axi

El resultado fundamental que relaciona los extremos de una funciéon con sus puntos criticos es
el siguiente:

Proposicion 3.8. Sea x¢ un extremo relativo de f : R™ — R en el conjunto A C R™. Sixg € A y
f es diferenciable en dicho punto, entonces xg es un punto critico de f.

Demostracion. Como f es diferenciable en x( esta definida en un entorno U de dicho punto, que
podemos suponer contenido en A por ser xo un punto interior a este conjunto. Ademas, al ser
X0 un extremo relativo de f en A hay una bola B, (xg) C U C A tal que x¢ es un extremo de
f en By (xp). Si v € R"™ es un vector no nulo, la funciéon ¢(t) = f(xo + tv) esta bien definida
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Figura 3.1: Grafica de las funciones del Ejemplo 3.6. El punto en negro en las tres ultimas graficas
es el origen, y la curva en rojo es la interseccion de la grafica de la funciéon —(x + y)? con el plano
x+y=0.

para |[t| < v/||v] (ya que xg + tv € By (xg) si |t] < r/||v]]) y tiene obviamente un extremo en
t = 0. En consecuencia, se cumple

¢’ (0) =Df(xg)-v =0, Vv #0, veR™,
y por tanto D f(xg) = 0. O

Comentarios.

e Evidentemente, el resultado anterior no tiene por qué ser cierto si xg no es un punto interior de
A. Por ejemplo, la funcion f : RZ2 — R definida por f(x,y) = x2 + y?2 tiene un minimo y cuatro
maximos (todos ellos absolutos) en el cuadrado cerrado A = [—-1,1] x[—1, 1], respectivamente
en el origen (minimo) y en los cuatro vértices (+1,+1) del cuadrado (maximos). Sin embargo,

Vf(xl,+£1) =2(x1,%=1) #0.

Esto no contradice el resultado anterior, ya que los vértices del cuadrado A no son puntos
interiores de A (de hecho, son puntos frontera).

e Es muy importante observar que la anulacién de V f(xp) en un punto interior al dominio de
f es condicion necesaria, pero no suficiente, para que f tenga un extremo relativo en xg. En
otras palabras, los puntos criticos de una funcion no son necesariamente extremos relativos de
dicha funcién. Por ejemplo, la funciéon f : R? — R dada por f(x,y) = x2 — y* no tiene un
extremo en el origen, aunque V.f(x,y) = (2x,—4y3) se anula en dicho punto.
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3.3 Formas cuadraticas

En el caso de funciones de una variable, es posible utilizar las derivadas de orden superior para
averiguar si un punto critico es un maximo o un minimo. Estos resultados se pueden generalizar
a funciones escalares de varias variables, como veremos a continuacion. Para ello, necesitaremos
antes algunas definiciones previas.

Definiciéon 3.9 (formas cuadraticas).

i) Una forma cuadratica en n variables (hi,...,h,) = h € R" es un polinomio homogéneo de
grado 2 en h de la forma

(3.13)

n
Q(h) = > aijhih;
ij=1

donde a;; € R y podemos suponer sin pérdida de generalidad que a;; = aj; para todo i # j
(en efecto, si esta igualdad no se cumpliera bastaria reemplazar a;; por (a;; + a;;)/2,1o que
no altera Q (h)). La matriz simétrica

N
A= (aij)1<ij<n = A

es por definicién la matriz de la forma cuadratica Q. Si (como es habitual) representamos el
hy

vector h por la matriz columna | : [ entonces (3.13) es equivalente a

hy
Q-]

Notese que, al ser Q homogénea de grado 2 en h, se tiene
Q(Ah) =A%Q(h),  VAE€ER; (3.14)
en particular, Q (0) = 0 para toda forma cuadratica Q.
ii) La forma cuadratica Q es semidefinida positiva si
Q(h) =0, vh e R",

y definida positiva si
Q(h) >0, Vh+#0, heR".

iii) Analogamente, Q es semidefinida negativa (resp. definida negativa) si —Q es semidefinida
positiva (resp. definida positiva), es decir si Q (h) < 0 para todo h € R" (resp. Q(h) < 0 para
todo h # 0).

iv) La forma cuadratica Q es indefinida si no es semidefinida positiva ni negativa, es decir si
existen sendos vectores v, v2> € R™ tales que

Q(vy) >0, Q) <0.

v) Por ultimo, Q es degenerada si el determinante de su matriz es nulo, es decir si detA =0,y
no degenerada en caso contrario (es decir, si det A # 0).

Comentarios.

e Se demostrara en el curso de Algebra Lineal que el determinante de una matriz A es el pro-
ducto de sus autovalores, es decir, las raices A1,...,Ay, (en general complejas) del polinomio
caracteristico det(A — AI) (donde I denota la matriz unidad). Por tanto:
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La forma cuadratica Q es no degenerada siy solo si todos los autovalores de su matriz A son
no nulos.

e Se demostrara también en el curso de Algebra Lineal que los autovalores de una matriz simé-
trica real son todos reales, junto con la siguiente caracterizacién de las formas cuadraticas
(semi)definidas positivas o negativas en términos de los autovalores!' de su matriz A:

i) Q es semidefinida positiva (resp. negativa) si todos los autovalores de A son no negativos
(resp. no positivos).

ii) Q es definida positiva (resp. negativa) si todos los autovalores de A son positivos (resp. ne-
gativos).

iii) Q es indefinida si A tiene al menos un autovalor positivo y al menos otro negativo.

e De los dos comentarios anteriores se sigue el siguiente resultado:

Una forma cuadratica no degenerada solo puede ser definida positiva (si todos los autovalo-
res de su matriz son positivos), definida negativa (si todos los autovalores de su matriz son
negativos), o indefinida (si su matriz tiene tanto autovalores positivos como negativos).

e La forma cuadratica Q (h) es una funcion continua de h € R", al ser un polinomio. En particu-
lar, ha de alcanzar un maximo y un minimo en la esfera unidad 0B;(0), ya que este conjunto
es compacto. En otras palabras, existen sendos vectores vy » tales que [[vi 2]l =1y

Q(v1) <Q) <Q(vz), Vv ta. llvll=1. (3.15)

3.4 Criterio del hessiano

Si f:R™ — R esde clase C2 en un abierto U ¢ R" y fijamos x € U, la funciéon D?f (x) - h definida
por la ec. (3.5) es claramente una forma cuadratica en h de matriz

oLf o2f
ﬁ(x) Tt 75)613)(” (x)
: : = Hf(x) (3.16)
0%f 02 f
78)6"5)(1 (x) -~ @(X)

denominada matriz hessiana de f en x. Notese que H f (x) es efectivamente una matriz simétri-
ca, al ser D;j f(x) = Dj;if (x) en virtud del lema de Schwarz.

Con los resultados y definiciones anteriores, estamos ya en disposicién de probar el resultado
fundamental para clasificar puntos criticos de una funcion de varias variables:

Proposicion 3.10. Sea x( un punto critico de f : R™ — R, y supongamos que f es de clase C?
en un entorno de xg. Entonces se verifica:

i) Sixo es un minimo relativo de f, entonces D? f (x() es semidefinida positiva.

IEsta caracterizacion es consecuencia de la siguiente propiedad: para toda forma cuadratica Q, existe un cambio
de coordenadas lineal (hy,...,hy) — (h),..., h}) tal que Q(h) = Z?:l Aihgz, donde Aq,...,A, son los autovalores
de la matriz de Q.
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ii) SiD?f(xq) es definida positiva, entonces xo es un minimo relativo de f.

iii) Si D2 f(xo) es indefinida, entonces x¢ es un punto de silla de f.

Demostracion. En efecto, sea xg € R™ un punto critico de una funcion escalar f : R" — R,y
supongamos que f es de clase C? en la bola abierta By (x(). Por el teorema de Taylor, si ||h| < 7
se tiene

fWo+h%aﬂxw+%Iﬂfwm-h+0NhV%

donde hemos tenido en cuenta que D f(xg) = 0 al ser xp un punto critico de f. Dividiendo la
identidad anterior por ||h||? y teniendo en cuenta que D?f(xo) es homogénea de grado 2 se
obtiene

h
2 ([
D< f(xo) <|Ih||) +o0(1), 0<|lh|l <7]|. (3.17)

fxo+h) - fxo) _ 1
IR 12 2

i) Si xg es un minimo relativo de f, existe 0 < § < * tal que
lhl <6 <r = f(xo+h)— f(xg)=0.

Tomando h =tv conv # 0y 0 < |t] < §/||v]l, de modo que 0 < ||h| < 6 < 7,y sustituyendo en
la ec. (3.17) se tiene

fxo+tv) - fxo) _ 15

I S DRG0 - (

v
vl

>+0(1)>O.

Haciendo t tender a O se obtiene

1
lvil?

D? f(xo) - (L)

vl

D’f(x0)-v=0 = D°f(xg)-v =0,

y por tanto D?f(x() es semidefinida positiva.
ii) Supongamos a continuacion que la forma cuadratica D2 f(xg) es definida positiva. En virtud
de la ec. (3.15), existe un vector v de norma 1 tal que

D?f(x0) - v = D*f(x0) -vi=m >0, Vv eR" tq. |lv| =1,

ya que D?f(xo) - v1 > 0 al ser D?f(x() definida positiva. Dado que el término o(1) tiende a 0
cuando h tiende a cero, existe 0 < 6 < v tal que

Ihll <6 = mun<%.

Aplicando de nuevo la ec. (3.17) se obtiene

O<|lh] <6

= >0 = f(xo+h) > f(xp),

fxo+h) - f(xo) _m m _m
e T2 4 4
y por tanto f tiene un minimo relativo en xy.
iii) Supongamos, por ultimo, que D?f(x) es indefinida. En virtud del apartado i), f no tiene un
minimo relativo en xg. Tampoco tiene un maximo relativo en dicho punto, ya que silo tuviera —f
tendria un minimo relativo en xo, y por tanto D?(—f)(xo) - h = —D?f(x) - h seria semidefinida
positiva, o lo que es lo mismo D2 f(x() seria semidefinida negativa. En consecuencia, x es un
punto de silla de f. ]

Comentario. Evidentemente, cambiando “positiva” por “negativa” en la proposicién anterior se
obtiene un resultado analogo para mdximos relativos de f.
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e De la Proposicion 3.10 se sigue que la naturaleza del punto critico x¢ (es decir, si se trata
de un maximo, un minimo o un punto de silla) esta determinada por el comportamiento de la
forma cuadratica D2 f (xo) (es decir, del término de segundo orden en el desarrollo de Taylor de
f centrado en el punto xg) excepto cuando dicha forma cuadratica es semidefinida. Por ejemplo,
la funcion f(x,y) = x? — y* del apartado iv) del Ejemplo 3.6 tiene un punto de silla en el origen,
aunque D2f(0,0) - h = Zh% es semidefinida positiva. Por el contrario, la funcion f(x,y) =
x2 + y4, que también cumple D2£(0,0) - h = 2h?, obviamente tiene un minimo (absoluto) en
(0,0).

e Por otra parte, la forma cuadratica D?f(xo) solo puede ser semidefinida si es degenerada, es
decir si el determinante det H f(x), que se denomina hessiano de la funcion f en el punto x, se
anula en x. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 3.11. Un punto critico xo € R"™ de una funcion f : R" — R se dice no degenerado
si f es de clase C2 en un entorno de xo y det Hf (xo) # O.

Recordando que una forma cuadratica no degenerada solo puede ser definida positiva, definida
negativa o indefinida y aplicando la Proposicion 3.10 se obtiene inmediatamente el siguiente
resultado fundamental para la clasificacion de puntos criticos no degenerados:

Proposicion 3.12 (clasificacion de puntos criticos no degenerados). Supongamos que la fun-
cion escalar f : R" — R tiene un punto critico no degenerado en xo € R". Entonces se verifica
exactamente una de las tres opciones siguientes:

i) SiD?f(xo) es definida positiva, f tiene un minimo relativo en x.
ii) SiD?f(xq) es definida negativa, f tiene un maximo relativo en x.

iii) Si D2 f(xo) es indefinida, f tiene un punto de silla en x.

Las proposiciones anteriores hacen que sea de gran interés el encontrar criterios lo mas
sencillos posibles para averiguar si una forma cuadratica es definida positiva, definida negativa
o indefinida. Uno de los principales resultados de este tipo es el llamado criterio de Sylvester.
Para formular este criterio, consideremos una forma cuadratica Q(h) y sea A € M,xn(R) su
matriz. Por definicién, los menores principales de A son los n determinantes

ail] ... aAik
di=1: . 1|, k=1,..,n.
aky ... Akk

En particular, el Glltimo menor principal es el determinante de la matriz A.

Criterio de Sylvester. Una forma cuadrdtica es definida positiva si y solo si todos los menores
principales de su matriz son positivos.

Evidentemente, Q es definida negativa si y solo si —Q es definida positiva. Por el criterio de
Sylvester, esto ocurrira si y solo si los menores principales de la matriz —A son todos positivos.
Al ser
—all .- —alk
= (-D)kdy,
—-akr ... —Akk

esta condicion se cumplira si y solo si dy tiene el signo de (—1)¥, es decir si los menores princi-
pales de A tienen signo alternado y d; = a11 < 0. En otras palabras:
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Corolario 3.13. La forma cuadrdtica Q (h) es definida negativa si y solo sia; < 0 y los menores
principales de su matriz tienen signo alternado.

En particular, como una forma cuadratica no degenerada solo puede ser definida positiva, defi-
nida negativa o indefinida, del criterio de Sylvester se sigue el siguiente corolario:

Proposicion 3.14. Sea Q una forma cuadrdtica no degenerada. Entonces se verifica:
i) Si todos los menores principales de la matriz de Q son positivos, Q es definida positiva.

ii) Si los menores principales de la matriz A de Q tienen signo alternado y a;; < 0, Q es
definida negativa.

iii) En cualquier otro caso, Q es indefinida.

Aplicando este criterio a la forma cuadratica D2 f (xo) y utilizando la Proposicion 3.12 se obtiene
el siguiente resultado, que permite clasificar de forma exhaustiva los puntos criticos no degene-

rados de una funcién de clase C2? en términos de los menores principales de la matriz hessiana
H f (x0):

Proposicion 3.15 (criterio del hessiano). Supongamos que f : R™ — R tiene un punto critico
no degenerado en xo € R". Entonces se cumple:

i) Sitodos los menores principales de H f (x() son positivos, Xo es un minimo relativo.

. 02 . . .
ii) Si a—J;(xo) < 0 y los menores principales de H f(xg) tienen signo alternado, x¢ es un
X1
maximo relativo.

iii) En cualquier otro caso, xg es un punto de silla.

El criterio anterior adopta una forma particularmente sencilla para una funciéon de dos va-

riables f : R2 — R. En efecto, en este caso los menores principales de la matriz hessiana en un
punto critico (xq, y9) son

di = fxx(x0,70),  d2 =detHf(xo0,¥0) = frx(x0,50)fyy (X0, 0) = f£y (X0, 20)
con dp # 0 si el punto critico es no degenerado. Ademas, en este caso

d>>0 = fxx(x0,>0) #0.

Por tanto, para funciones escalares de dos variables la Proposicion 3.15 se reduce a la siguiente:

Proposicion 3.16. Sea (xo, Yo) un punto critico no degenerado de una funcion f : R? — R.
Entonces se verifica:

i) SidetH f(xg,Y0) > 0y fxx(x0,Y0) > 0, (X0, o) es un minimo relativo.

ii) SidetH f(xg,v0) > 0¥ fxx(X0,Y0) <0, (X0, Y0) es un maximo relativo.

iii) SidetH f(xo, o) < 0, (x0,Y0) es un punto de silla.

Notese que si detH f(xo,y0) > 0 entonces fxx(xo,Y0) Y fyy(Xo0,)0) tienen el mismo signo.
Obsérvese también que en este caso si det H f (xg, yo) = 0, es decir si (xg, yo) e€s un punto critico
degenerado, la forma cuadratica D f (xo, yo) es siempre semidefinida (;por qué?), y por tanto la
naturaleza del punto critico (xg, y9) depende de los términos de orden superior en el desarrollo
de Taylor de f centrado en dicho punto.
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Ejemplo 3.17. Hallemos los extremos de la funcion f : R? — R definida por
fx,y) =x%—3xy? —2y% + x*, Yi(x,y) e R?.
Calculemos, en primer lugar, los puntos criticos de f. Para ello, hay que resolver el sistema

{fx(x,y) =3x%-3y°+4x3=0
Sy(x,¥)=-2y(3x+2)=0.

De la segunda ecuacion se sigue que y = 0 0o x = —2/3. Si y = 0, sustituyendo en la primera ecua-
cion se obtiene x = 0 0 x = —3/4. Por otra parte, si x = —2/3 la primera ecuacioén proporciona
v = *=2/9. Por tanto, f tiene exactamente cuatro puntos criticos, a saber

o0 (39 (59 (39

cuya naturaleza vamos a determinar a continuacion.
En general, la matriz hessiana de f esigual a

2 _
Hf(x,y)=(6x+12x 6y )

-6y —-6x — 4
En el origen

0 O
nro0 - (3 ).

de donde se sigue que (0,0) es un punto critico degenerado, al que no se puede aplicar la Propo-
sicién 3.16. Mas precisamente, la forma cuadratica

D?f£(0,0) - h = —4h3

es semidefinida negativa, por lo que el origen solo puede ser un maximo relativo o un punto de
silla en virtud de la Proposicién 3.10. En este caso es facil ver que el origen es un punto de silla
de f, ya que f(0,0) = 0y (por ejemplo) f(x,0) = x3(x + 1) tiene el signo de x si |x| < 1. En el

segundo punto critico
9
=0
Hf (=5.0) = (3 1>’
2

de donde se sigue que (—3/4,0) es un minimo relativo de f. Finalmente, en los dos puntos

criticos restantes
4 (1 =F1
2 ,2)_*4
Hf<—§,i§> = 3 (11 0 )

tiene determinante negativo, por lo que ambos puntos criticos son puntos de silla.

Aunque f tiene un minimo relativo en (—3/4,0), es facil ver que f no tiene extremos ab-
solutos en R2. En efecto, es claro que f no puede tener ningiin méaximo absoluto, pues no tie-
ne maximos relativos. De hecho, f(x,0) = x3 + x* tiende a +o si x — +oo. Por otra parte,
£(0,v) = —2y? tiende a —o si y — +c0, por lo que f tampoco tiene ningiin minimo absoluto.
Notese que, para funciones diferenciables de una variable, la existencia de un minimo local y tres
puntos de inflexion implica que el minimo local es de hecho un minimo absoluto. La diferencia
con en el caso multidimensional es que en este ultimo en un punto de silla hay direcciones a lo
largo de las cuales f crece y otras en las que decrece.

Ejercicio 32. Hallar los valores maximo y minimo de la funciéon f(x,y) = x2 + y2 —x — y enel
disco cerrado x2 + y2 < 1.
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Figura 3.2: Gréfica de la funcion f(x,y) = x3 — 3xy2 — 2y2 + x* (en rojo, el punto de la gra-
fica correspondiente al minimo de la funcién en (-3/4,0), en negro los puntos de la grafica
correspondientes a los tres puntos de silla en el origen y en (—2/3,+2/9)).

Solucion. En primer lugar nétese que, al ser f continua en el disco cerrado (y, por tanto, com-
pacto) D = B;(0), necesariamente ha de alcanzar un maximo y un minimo en dicho conjunto.
En segundo lugar, si (xg, o) es un extremo absoluto de f en D, o bien (xq, yg) pertenece a la

circunferencia unidad x2 + y2 = 1, o bien (xq, o) pertenece a D =B1(0) y Vf(x0,¥0) =0, en
virtud de la Proposicién 3.8. Comencemos, por tanto, calculando los puntos en que se anula el
gradiente de f:

Vi) = (2x — 1,2y 1) = (0,0) = (x,)) = (%%) .

El punto (1/2,1/2) pertenece a Do , Y por tanto podria ser un extremo absoluto de f en D. No6tese

que

2 0
Hf(1/2,1/2)=(0 2)

es definida positiva, y por tanto (1/2,1/2) es un minimo relativo de f. Veamos a continuacion
cuales son los extremos de f en la frontera de D, es decir en la circunferencia unidad x? +y? = 1.
Para ello basta notar que estos puntos son de la forma (x,y) = (cost,sint), con 0 <t < 2. La
funcion

g(t) = f(cost,sint) =1 —cost —sint

tiene derivada
g’(t)=sint—cost=0<=>tant:1<=>t=g+kn, keZ.

Por tanto los tnicos puntos criticos de g en el intervalo [0, 21) sont = Tt/4 y t = 51t/4. (Es facil
ver que el primero es un minimo relativo y el segundo un maximo relativo de g, por ejemplo
calculando g”' (t) en dichos puntos.) Ademas de en estos puntos, g podria tener un extremo en
[0,2TT) en t = 0 o 2Tr. Este no es el caso, ya que

g(m/4) =1-vV2<g(0)=gm) =0< g(5m/4) =1+ 2.
En definitiva, los extremos de f en D solo pueden estar entre los siguientes tres puntos:

(%,%) , (cos(tt/4),sin(1t/4)) = (@,g) , (cos(51/4),sin(51t/4)) = — (@,J;) .
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Figura 3.3: Grafica de la funciéon f(x,y) = x2 + y2 — x — y en el disco cerrado x2 + y2 < 1.
Se han indicado en rojo los puntos de la grafica correspondientes a los extremos de la fun-
cion en (1/2,1/2) y —(v/2/2,+/2/2), y en negro el punto de la grafica correspondiente al punto
(v/2/2,+/2/2) (minimo de f en la circunferencia unidad).

Como .
1 1) _ V2 V2N _ V2o V2N _
f<§,§>——§, f(T,T)—l—\/E, f<—7,—7)—1+\/§

y —1/2 < 1 —+/2, el minimo de f en D se alcanza en el punto (1/2,1/2), y su valor es —1/2,
mientras que su maximo se alcanza en el punto —(v/2/2,+/2/2) y su valor es 1 + /2. Notese que
f no tiene un maximo absoluto en R?, y por tanto no esta acotada superiormente. En efecto, si
f tuviera un maximo absoluto en R? el gradiente de f se anularia en dicho punto, y acabamos
de ver que V f solo se anula en el minimo relativo (1/2,1/2). También es facil comprobar que
(1/2,1/2) es de hecho un minimo absoluto de f en R?, ya que

Foe = (o= 1) = (v=1) =y 2 -y = £ (1)

3.5 Teorema de la funcion inversa

Uno de los problemas mas importantes del Analisis Matematico consiste en determinar si una
funcion f : R™ — R es invertible en un cierto abierto U, es decir si existe una funcion f~! :
f(U) — U tal que

(3.18)

flof=Iy, fof'l=Ipu

donde 14 denota la funcion identidad en un conjunto A (I4(x) = x, para todo x € A). (Recuérdese
que f : U — f(U) es automaticamente suprayectiva, y por tanto es invertible si y solo si es
inyectiva.) En la mayor parte de las aplicaciones la funcion f es (como minimo) diferenciable, e
interesa hallar bajo qué condiciones la funcion inversa f~! es también diferenciable. Notese que
en tal caso f~! es automaticamente continua, y por tanto f(U) = (f‘l)_1 (U) es abierto.

Definiciéon 3.18. Un difeomorfismo (de clase C?) entre dos abiertos U,V C R" es una aplicacion
biyectiva f : U — V tal que tanto f como f~! : V — U son diferenciables (de clase C?). Dos
abiertos U,V C R" son difeomorfos si existe un difeomorfismo f:U — V.
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Comentario. Como una aplicacion diferenciable es automaticamente continua, todo difeomorfis-
mo es en particular un homeomorfismo.

Ejemplo 3.19. Una aplicaciéon lineal A : R™ — R™ es un difeomorfismo (de clase C*®) siy solo si
det A # 0. En efecto, A es invertible si y solo si detA # 0, y en tal caso tanto A como A~! son
C* (al ser lineales). Consideremos, en particular, la aplicacién lineal A : R? — R? definida por
A(x,y) = (ax,by), que es un difeomorfismo si ab # 0. Si, por ejemplo, U es el disco abierto
x2 4+ y2 <1, A(U) es el conjunto (x/a)? + (y/b)? < 1, es decir el interior de la elipse de centro
el origen y semiejes |a| y |b|. En particular, estos dos conjuntos son difeomorfos.

En la practica, suele ser suficiente para las aplicaciones que la funcién f sea invertible en el
entorno de un cierto punto xo € R", lo que da lugar al concepto de invertibilidad local:

Definicion 3.20. Una funcion f : R” — R" es localmente invertible en un punto xo € R" si es
invertible en un entorno de xy. Analogamente, f es localmente invertible en un abierto U si es
localmente invertible en todos los puntos de U. Diremos que f : R" — R” es un difeomorfismo
local (de clase C?) en xg € R" si es un difeomorfismo (de clase C?) en un entorno U de x.

Es importante observar que una funcién puede ser localmente invertible en un abierto U sin
ser invertible en dicho conjunto (o ser un difeomorfismo local en cada punto de U sin ser un
difeomorfismo), como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.21. Consideremos la aplicacion f : R2 — R? definida por

’f(x,y) =e*(cosy,siny) |.

Esta aplicacion no es biyectiva en R?, ya que es periddica (y, por tanto, no inyectiva):
Sfx,y +2km) = f(x,y), VkezZ.

Sin embargo, f es inyectiva en cualquier conjunto en que la coordenada y esté restringida a un
intervalo semiabierto de longitud 21, ya que es facil comprobar que

e*!(cos y1,sinyy) = e*2(cosyz,sinyz) < Xx1=Xx2, Y1 —Y2=2km conkeZ.
Por ejemplo, f es inyectiva en la banda abierta U = R x (0, 211). Es facil ver que
V=f(U)=R?-{(u,0) | u=0},

que también es un abierto (ya que la semirrecta {(x,0) | x > 0} es cerrada). Es también inmediato
comprobar que la inversa de f en U esta dada por

ftu,v) = (%log(u2 + vz),Q(u,v)) : (3.19)

donde O(u,v) es el angulo polar 6 del punto (u,v) (cf. la ec. (2.55) con x = u, y = v). En efecto,
basta tener en cuenta que f~!(u,v) = (x,y) siy solo si

(u,v) = f(x,y) = e¥(cos y,siny),

de donde se sigue que u? + v2 =e2X e y = 0(u,v) (yaque 0 < y < 2m, al ser (x,y) € U). De
estas formulas se sigue que f : U — V es un difeomorfismo de clase C®. Por otra parte, es facil
ver que aunque f no sea biyectiva es localmente invertible en todo punto (xg, yo), ya que f es
claramente inyectiva en la banda abierta R X (yg — 11, 3o + T0). La inversa de f en esta banda esta
dada por
fYu,v) = (%log(u2 +02), 0oty +1) (U, v)) ,

donde 0y, y+m) (U, V) es el angulo polar de (u,v) en el intervalo (yo, T, Yo + 1), y es por
tanto de clase C* en R X (yg — T, Yo + T1). Luego en este caso f es un difeomorfismo local (de
clase C*) en cada punto.
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Comentario. Si en el ejemplo anterior utilizamos las variables complejas z = x +iy yw = u +iv
entonces
w=eXcosy +ie¥siny = e¥(cosy +isiny) = e¥el” = Xt = o7

y la funcion inversa es
1
z= Elog(u2 +v%) +10(u,v) = log|w| +iarg(gom w = 10g[gom) 2,

donde argjp o) Y 10g[¢ 21y denotan respectivamente la determinacion [0, 211) del argumento y
del logaritmo complejo. O

Nuestro objetivo es encontrar condiciones sencillas que nos permitan determinar si una fun-
cion f : R™ — R" es un difeomorfismo local en un punto. Para ello, notese en primer lugar que si
f es un difeomorfismo en un abierto U, es decir si f es biyectiva y tanto f como su inversa son
diferenciables (respectivamente en U y f(U)), derivando las relaciones (3.18) se obtiene

D(f H(f(x)-Df(x) =1, VxeU.

Por tanto D f(x) es invertible en todo punto x de U, con inversa

Df(x)"'=D(f 1) (f(x))|. (3.20)

De esta ecuacion se deduce (haciendo f(x) = y) que

D(f H(y)=Df(f 1),  Vyefw). (3.21)

También se sigue de la ec. (3.20) que el determinante de D f(x) no se anula en U. En otras
palabras,

Una condicion necesaria para que una aplicacion diferenciable f : R — R™ sea un difeomor-
fismo en un abierto U es que
detDf(x) # 0, Vx eU. (3.22)

Notacion. El determinante det D f (x) se suele denominar jacobiano de la funcién f en el punto x.

¢Es la condicion (3.22) también suficiente? En general no, como muestra el Ejemplo 3.21. En
efecto, en este caso

eXcosy —eXsiny

_ a2x 2
¢ sin y excosy) = detDf(x,y)=e*#0, V(x,y) € R,

Df(x,y) = (

y sin embargo f no es un difeomorfismo en R? (no es ni siquiera inyectiva). De todas formas, he-
mos visto en este caso que f es un difeomorfismo local en cualquier punto de R2. El teorema de la
funcion inversa, cuyo enunciado formularemos a continuaciéon, nos garantiza que esta situacion
es completamente general:

Teorema de la funcién inversa. Sea f : R™ — R" una funcion de clase C? (conp > 1) en un en-
torno de un punto xo € R", y supongamos que det D f (xg) # 0. Entonces f es un difeomorfismo
local de clase C? en xy, es decir existe un entorno U de xq tal que f (U) es abierto, f : U — f(U)
es biyectivay f~1 : f(U) — U es de clase C? en f(U). Ademds, la derivada de f~! estd dada
por

D(f H(y) =Df(f') ', Yy efw). (3.23)
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Idea de la demostracion: la demostracion de este resultado esta basada en la siguiente observa-
cion. Al ser f de clase CP en un entorno de xg en particular es diferenciable en dicho punto, y
por tanto

f(x) = f(xo0) + Df(x0) - (x = x0) +0o(llx — xoll)

para x suficientemente préximo a xg. Por consiguiente la ecuacién y = f(x) se puede aproximar
cerca de xg por el sistema lineal (en x)

¥ = f(x0) + Df(x0) - (x — xp).

Si Df(xg) es invertible, este sistema tiene la solucién inica
x =x0+Df(x0) ' (v - fxo0)).

Esto que sugiere que para x en un entorno de X la ecuacién y = f(x) tiene solucion tinica dada
aproximadamente por el miembro derecho de la ecuacion anterior. En otras palabras, f deberia
ser invertible en un entorno de xg, siendo

1) =xo+Df(x0) - (v - fx0)).

Notese, por ultimo, que la féormula para la derivada de la funcion inversa f~! es la ec. (3.21)
deducida anteriormente O

Corolario 3.22. Sea f : R"™ — R" una funcion biyectiva de clase CP (con p = 1) en un abierto
U c R™, y supongamos que detDf(x) # 0 para todo x € U. Entonces f : U — f(U) es un
difeomorfismo de clase CP?.

Demostracion. Por el teorema de la funcion inversa f~1 : f(U) — U (que existe al ser f invertible
por hipotesis) es de clase CP en un entorno de cada punto de f(U), y por tanto en f(U). O

Ejercicio 33. Sea f : R — R" de clase C! en un abierto U, y supongamos que detD f(x) # 0
para todo x € U. Entonces f transforma subconjuntos abiertos de U en conjuntos abiertos.

Solucion. En efecto, sea A C U abierto y sea xg € A. Por el teorema de la funcién inversa aplicado
al punto xg y al abierto A, existe un entorno W C A de xg tal que f : W — f(W) es biyectiva y
f (W) C f(A) es abierto. Por tanto f (W) es un entorno de f(xg) contenido en f(A). Como f(xq)
es un punto arbitrario de f(A) (al ser xo un punto arbitrario de A), esto demuestra que f(A)
contiene un entorno de cualquiera de sus puntos, y es por tanto abierto.

Ejemplo 3.23. Sea f : R3 — R3 la funcion definida por

flx,y,2) = (€27 + e?2,e2X — %2

X —V).
La matriz jacobiana de f esta dada por

0 2e2y  2e2Z
Df(x,v,z) = |2e?X 0 —2e%?|,
1 -1 0

y su determinante es igual a
detDf(x,y,z) = —4e2(y+2) _ 4e2(x+2)

Como detD f(x,y,z) es negativo para todo (x,y,z) € R3, la funcion f es un difeomorfismo
local (de clase C®) en todo punto de R3. ;Es f : R3 — f(R3) un difeomorfismo global? Para ello
basta con que f sea inyectiva en R3, ya que entonces es biyectiva considerada como funcién de



96 FORMULA DE TAYLOR. EXTREMOS. FUNCIONES INVERSAS E IMPLICITAS

R3 en f(R3) y podemos aplicar el Corolario 3.22. Para ver si f es inyectiva hay que estudiar si la
ecuacion f(xy,y1,21) = f(x2,y2,22), es decir el sistema

eZy1 + e221 _ eZyz + e222 , e2X1 _ e221 _ eZXz _ e222 , X1 —Y1=X2— Y2,

tiene como Unica solucién (x1, y1,z1) = (X2, ¥2,2z2). Sumando las dos primeras ecuaciones ob-
tenemos

el 4 @21 = @2%2 1 22 = eXI(] 4 e2017X1)) = @2X2(] 4 @2027X2))

= M =22 = xj=x,

al ser x1 —y1 = X2 — 2. De esta tltima ecuacion y de la igualdad x; = x> se sigue que y; = y». El
sistema se reduce entonces a la ecuacion e??! = e222 y por tanto también se cumple que z; = z».
Esto prueba que f es un difeomorfismo (de clase C*) de R3 en f(R3).

Ejercicio 34. Probar que f(R3) es el abierto

{w,v,w) eR3 |u>0, u+v>0, ¥ >vju},

1 u+v u+v ue?w —y
-1 _ - 7
fruwvw) =35 <log<1+e_2w>,log<1+62w>,log< 1+ e2w )) '

3.5.1 Sistemas de coordenadas

Y que

Sif:UcCR" -V = f(U) CR" esun difeomorfismo, podemos considerar a las n componentes
(U1,...,uUy) de un punto de U como las coordenadas curvilineas del punto imagen x = f(u) €
V en el sistema de coordenadas definido por la funcion f. Dado un punto xo = f(up) con
coordenadas curvilineas ug = (ug1,...,Uon), la i-ésima linea coordenada que pasa por dicho
punto es la curva

yi(t) = f(uo1,...,U0i-1,U0i + E,U0i415---, UoOn)

que se obtiene “congelando” todas las coordenadas curvilineas del punto x¢ menos la i-ésima.
Un vector unitario tangente a dicha curva en x¢ = y;(0) esta dado por

y;(0) 1 of _
L =l¢;(ug) = u , l<isn,
lyiol =M= gy ug M

donde hemos definido

0
hituo) = || 2 o) |

Ui

Notese que h;(ug) # 0 para todo i = 1,...,n. En efecto, los n vectores ;{ (1o) son linealmente

independientes al ser las columnas de la matriz D f(ug), que por hipétesis es no singular por
ser f un difeomorfismo. El vector ¢;(1() se denomina i-ésimo vector unitario coordenado en

el sistema de coordenadas curvilineas (u1,...,uy;) definido por la funciéon f. Los n vectores
unitarios coordenados {ej (ug),...,en(ug)} son linealmente independientes y forman por tanto
una base de R". En efecto, si A1,...,An € R se tiene
Ay Of An  Of
Arer(Ug) + - - -+ Apen(ug) =0 ——(ug) +---+ ——(ug) =0
o et hi(ug) dup ° Nn (o) duty
Al )\n
=...= =0 = A= =A, =0,
hi(uo) R (40) ! "
al ser los vectores %(uo) (1 < i < n) linealmente independientes y h;(ug) # 0 para todo i.
1
Notese que la base {e;(ug),...,en(up)} formada por los n vectores unitarios coordenados varia

de punto a punto, ya que los vectores e;(1g) dependen de 1.
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Definicion 3.24. El sistema de coordenadas curvilineas definido por el difeomorfismo f es
ortogonal si sus vectores unitarios coordenados son mutuamente ortogonales, es decir si

ei(u) -ej(u) =0, VueU, 1<i#j<n,
0 equivalentemente

of (uy. 9
aui @) auj

(u) =0, VueU, 1<i#j<n.

En otras palabras, el sistema de coordenadas definido por f es ortogonal si las columnas de D f
son ortogonales entre si.

Ejemplo 3.25 (coordenadas esféricas). En este caso u = (v,0, Q) y

’f(r, 0, p) = r(sin 6 cos @, sin O sin p, cos 9) |,

inyectiva si

r¥r>0, 0<fO<m, 0<@<2m.
Notese que en este caso las lineas coordenadas son respectivamente semirrectas por el origen,
semicircunferencias centradas en el origen situadas en un plano vertical (meridianos) y circunfe-
rencias situadas en un plano horizontal y centradas en un punto del eje z (paralelos). La matriz
jacobiana de f es

sinfcosp rcosfcosp —rsinfsing
Df(r,0,p) =|sinfsinp 7rcosfsinp rsinbcosep |,
cos 0 —¥ sin 0 0

y su determinante es igual a

detDf(r,0,p) =cos0-r?sin@cos +rsind - rsin® 0 :.

Como detDf(r,0,p) # 0 en el abierto U definido por

’r>0, 0<0 <, 0<@<2Tm

en virtud del Corolario 3.22 f : U — V = f(U) es un difeomorfismo, y por tanto define un
sistema de coordenadas curvilineas en el abierto

V=R-{(x,7,2) €R3 |y =0, x=>0}.

En este caso las funciones h;(r, 0, ) estan dadas por

’hT(Tie(p)zll h@(riey(p)zrs h(p(Tsel(p):TSlne )

y por tanto los vectores unitarios coordenados son

or= Z% = (sin 0 cos @, sin 0 sin @, cos 0) = % eg = %gl = (cos 6 cos @, cos 0 sin @, — sin 0)
1 of .
¢® = 1 sino p (=sin@,cos @,0).

Es inmediato comprobar que estos vectores son mutuamente ortogonales, y por tanto las coor-
denadas esféricas constituyen un sistema de coordenadas ortogonales.
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Ejemplo 3.26 (coordenadas cilindricas). Ahora u = (p, @, z), siendo

’f(p,qo,z) = (pcos@,psing,z)

inyectiva para
p >0, 0< @ < 2T, zeR.

Las lineas coordenadas son respectivamente semirrectas horizontales que pasan por el eje z,
circunferencias en un plano horizontal centradas en un punto del eje z y rectas verticales. La
matriz jacobiana de f esta dada por

cosp —psingp O
Df(p,p,z) = |sinp pcosp Of,
0 0 1

y por tanto

]deth(p,tv,Z) =p\-

Al ser este determinante no nulo en el abierto U de ecuacion

’p>0, 0< @ <21, zeR

la funcién f define un sistema de coordenadas curvilineas en el abierto
FU) =R} —{(x,y,2) eR3 | y =0, x> 0}.

En este caso las funciones h;(p, @, z) estan dadas por

ho(p,@,2) =1,  he(p,®,2)=p, hz(p,,2)=1

y por tanto los vectores unitarios coordenados estan dados por

ep=gjpc=(cosq9,SinQ9,0), eqa=;aag;=(—sinq9,cosm,0), ez=%=(0,0,1)-

De nuevo, se comprueba facilmente que estos tres vectores son mutuamente ortogonales, y por
tanto las coordenadas cilindricas son un sistema de coordenadas ortogonales.

3.6 Teorema de la funcion implicita

Es muy frecuente en Fisica que una funciéon y = f(x) esté definida implicitamente, es decir
mediante una relacién de la forma ®(x, y) = 0. Mas precisamente, la relacion anterior define en
un abierto V ¢ R? a v como una funciéon f : U — R (donde U C R es abierto) si

’(x,y)e\/, d(x,y) =0 <= xeU, y:f(x)‘.

En otras palabras,
{(,y) eV ]&(x,y) =0} ={(x,f(x)) | x e U}.

Como (x, f(x)) es un punto cualquiera de la grdfica de la funcion f : U — R, la ecuacion
anterior significa que la grafica de dicha funcién coincide con la curva ®(x, y) = 0. Esto implica
que cualquier recta vertical x = xg, con xo € U, solo puede cortar a dicha curva en un punto.
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Ejemplo 3.27. Consideremos la relacion
d(x,y)=x>+y>-1=0,

que es la ecuacion de una circunferencia centrada en el origen y de radio unidad. Esta relacion
define dos funciones continuas f. : [-1,1] — R, dadas por

fr(x) = V1 — x2.

Notese que, aunque la funcion ® es de clase C*®, las dos funciones f. definidas por la rela-
cién ®(x,y) = 0 no son derivables en los puntos =1, ya que en dichos sus graficas tienen
tangente vertical. Sin embargo, si (xo, Vo) # (+1,0) es un punto de la circunferencia x2 + y2 = 1
hay un entorno V de dicho punto en que la relacion ®(x,y) = 0 define una unica funciéon f(x)
de clase C®. En efecto, si yg > 0 y tomamos V = R X (0, c) (es decir, el semiplano superior)
entonces

x2+92=1, (x,y) ERx(0,0) < xe(-1,1), y=+v1-x2,
siendo f(x) = +/1 — x2 de clase C* en (—1,1). Del mismo modo, si yy < 0 entonces

2

x% + y?

=1, (x,¥) ERX (-0,0) = xec(-1,1), y=—-v1-x2.
No ocurre 1o mismo en los puntos (+1,0), ya que en cualquier entorno de uno de dichos puntos
la circunferencia x2 + y2 = 1 no es una grafica. (Obsérvese, sin embargo, que en un entorno
de (£1,0) larelacion ®(x, y) = 0 define a x como funciéon de y.)

Notese, por ultimo, que los puntos (+1,0) son los puntos de la circunferencia ®(x, y) = 0 en
que o° _ 0. Este hecho también es facil de entender geométricamente, ya que los puntos (+1,0)

0y
son aquellos en que la tangente a la circunferencia ® (x, y) = 0 es vertical, y por tanto V& (x, y),
que es normal a dicha curva, ha de ser horizontal. O

El ejemplo anterior sugiere que si la funciéon ® : R2 — R es de clase C! entonces la rela-
cion ®(x,y) = 0 define una unica funcion y = f(x) de clase C! en un entorno de cada pun-

to (xo,y0) tal que gi)(xo, o) # 0. Mas generalmente, consideremos m relaciones implicitas

en m + n variables de la forma

D (X1, ey Xy V1yeooy Ym) =0, l<is<m, (3.24)
que podemos escribir abreviadamente en la forma
®(x,y) =0|, (3.25)

siendo

(®1,...,®p) : RMH — R™M |,

x =(x1,...,xn) € R", v=,..., Ym) € R™, P

Definicion 3.28. Diremos que las relaciones (3.24) —o, equivalentemente, (3.25)—, definen im-
plicitamente en el abierto V. ¢ R™*" a v como una funciéon f : U ¢ R" — R™, donde U es
abierto, si

{(x,y) eV |®(x,y) =0} ={(x,f(x)) | x e U}.
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En otras palabras, el conjunto de puntos (x,y) € V que satisfacen la relacion ® (x,y) = 0 coincide
exactamente con la grafica de la funcion f : U — R™. Noé6tese, en particular, que si esto ocurre se
tiene

[o(x,f(x)) =0, VxeU|.

Veamos a continuacion bajo qué condiciones la relacién ®(x,y) = 0 define a y € R™ como
funcion de las variables x € R™ en un entorno de un cierto punto (xp, Yo) € R™*" que satisface
dicha relacion, es decir tal que ®(xg, Yo) = 0. Si ® es diferenciable en un entorno de (xg, yo) €
R™*" ]a matriz jacobiana D®(xg, o) es una matriz m X (m + n) que puede escribir como

D®(xp,y0) = (gi(xo,yo) g;};(xo,yo)) ,

siendo respectivamente a—(I)(xo, Y0) Y g%(xo, v0) las matrices m x n y m x m dadas por

0x
0P, 09,
. Fr (x0,%0) o (x0,%0)
* 20 2
Yrm .. m
ax1 (x0, y0) 3% (x0,%0)
0d, 0d;
T(Xo,yo) s ——(x0,20)
od Y1 Ym
ai(XO,yO) = € Myxm (R) .
y
%(X Yo) - aél(x Y0)
3y, 0, )0 o 0, )0

Al ser ®(xg,y9) = 0, en un entorno del punto (xg, o) la relacion ®(x,y) = 0 puede escribirse
en la forma

o 0P 2 211/2
®(x,¥) = 5 (x0,50) - (x = x0) + @(Xo,yo) (v = y0) + o (lIx = xol% + 1y = »0l1%) %) =0,
que a su vez se puede aproximar cerca del punto (xg, yo) por el sistema lineal (en )

0P 0P
a(xo,yo) - (x = x0) + @(Xo,yo) (¥ —2»0) =0. (3.26)

Si la matriz cuadrada %(XO’M’) € Muxm (R) es invertible, es decir si

od
det @(xo,yo) #0/, (3.27)

el sistema (3.26) tiene la solucion tinica
= —[qu(x )]1-8(1)(96 ) - (x = xo)
Y =20 3y 0,0 ax 0,0 0).

Esta discusion sugiere que si se verifica la condicion (3.27) entonces la relaciéon ®(x,y) = 0
define en un entorno del punto (xgp,yo) una unica funcién y = f(x), dada aproximadamente
por
0 -1 o
f(x)=y0—- [@(Xo,yo)] . a(xo,yo) - (x — x0) .
En particular, f deberia ser diferenciable en xg, con derivada

1
D f(xo) = —[gi(xo,yo)] . g%(xo,yo)- (3.28)

Las afirmaciones anteriores son esencialmente correctas. Mas precisamente:
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Teorema de la funcion implicita. Sea ® : R™*" — R™ una funcion de clase CP (conp > 1) en
un entorno de un punto (xg, o) € R™*™™" tal que ®(xo, yo) = 0. Si

0P
det @(xo,yo) +0,

entonces la relacion ®(x,y) = 0 define implicitamente en un entorno de (xg, Yo) una funcion
v = f(x),donde f :U C R"™ — R™, U es un entorno de xo y f es de clase CP en U.

Comentarios.

e Aunque no lo haremos en estas notas, se puede dar una demostracion elemental sencilla de
este resultado utilizando el teorema de la funcion inversa. De hecho, ambos teoremas son equi-
valentes, ya que también es facil probar el teorema de la funcién inversa a partir del teorema
de la funcion implicita. Véase, por ejemplo, el libro de Fleming citado en la bibliografia.

e En los puntos (xg, o) en que det%(xo, v0) = 0, no puede afirmarse nada acerca de si la
relacion ®(x,y) = 0 define o no a y como funcion de x. Por ejemplo, ®(x,y) = y2 —x =0
no define a y como funcién de x en un entorno de (0,0), mientras que ®(x,y) = y3 —x3 =0

define globalmente a v como funcion de x (y = —x). Sin embargo, en ambos casos %(O, 0) =
0.

3.6.1 Derivacion implicita

Cuando el teorema de la funcién implicita es aplicable en un punto (xg, y9), puede calcularse
el valor de las derivadas parciales de orden menor o igual que p de la funcion implicita f en el
punto xg sin necesidad de determinar f explicitamente. Para ello, basta derivar las m identidades

(o (x,f(x)) =0, VxeU, l<ks<m]|, (3.29)

respecto de una cualquiera de las coordenadas x; de x aplicando la regla de la cadena, obtenién-
dose "

0Dy 0Dy of; .

- (X, + —— (x, = =0, 1<i<n, 1<k<m. 3.30

ox; (x, f(x)) gl 5y, (x, f(x)) ox, X i<n m (3.30)
Notese que las derivadas parciales en las ecuaciones anteriores se calculan considerando a &y
como una funcién de las variables independientes (x,y), y a continuacion sustituyendo y por
f(x).Las nm igualdades escalares (3.30) son equivalente a la igualdad matricial

g (x, f(x)) + (Xf(x))-Df(x)=0, Vx eU.

. ) 0P .
Como, por hipotesis, el determinante de @(xo, y0) no se anula, sustituyendo x = xo en la

igualdad anterior y despejando D f(xg) se obtiene finalmente

P -1 9
D f(xo) = —[@(Xo,yo)] : a(xo,yo) .

Notese que esta es la formula para D f(xg) que obtuvimos mas arriba (cf. la ec. (3.28)) por un
procedimiento heuristico. Si p > 2, para calcular las derivadas parciales de segundo orden de
f en x¢ derivamos (3.30) una vez mas y evaluamos el resultado para x = xg, obteniendo una
expresion del tipo

m (I) 2
ZTXOyO

1<i< 1< <
aXaxl( Xo) + =0, i<mn, k<m,
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o equivalentemente
0%f

0x1Xi

5 060,30 - 3 () - =0,
donde los términos omitidos dependen de las derivadas parciales de primer orden de f en xg

y de las derivadas parciales de orden menor o igual que 2 de ¢ en (xo, y9), ambas conocidas.
od
oy
derivadas parciales de segundo orden de f en xg, y asi sucesivamente. En la practica, no es
necesario recorvdar las formulas anteriores, sino que es preferible derivar directamente las m

igualdades (3.29).

De nuevo por la invertibilidad de (x0,Y0), se pueden despejar en la ecuacion anterior las

Comentario. Al derivar implicitamente se suele sustituir (con un ligero abuso de notaciéon) f(x)

poryy ofi (x) por ayj, escribiendo (3.30) en la forma
axi aXi
0Dy L 0Dy 0y; ,
- 1<i< 1<k<

ax, ) +J§ 5y, (x,3) 3.5 =0 i<mn, k<m,

o incluso
m
a .
0Pk § OOV | <i<n, 1<k<m. (3.31)

0xi 0yj 0x;

j=1

Notacion. Es muy frecuente utilizar la notacion

a(q)l,,q)m)
0V1y.--, Vm)
para denotar a la matriz g—;}; cuyos elementos de matriz son las derivadas parciales ayi (con
J

1<i,j<m).
Ejemplo 3.29. Consideremos las relaciones

d1(x,y,z,u,v) =xy’ +xzu+yu’-3=0
dr(x,v,z,u,v) =udyz+2xy - 2u’v>-1=0.

En primer lugar, veamos en qué puntos puede asegurarse que estas relaciones definen implicita-
mente a u 'y v como funciones de (x,y,z). Como ® es evidentemente de clase C* en R>, basta
imponer la condicion

2 0
0(P1,d?) ‘ Xz+cyu = —4uv(xz +2yu) £ 0.

det d(u,v)  |3ulyz-—4uv?® —4ulv

Por el teorema de la funcion implicita, la relaciéon ® = 0 define implicitamente a (u,v) como
funcién de clase C* de (x,y,z) en un entorno de cualquier punto (x,y,z,u,v) que satisfaga
las condiciones

d(x,y,z,u,v) =0, uv(xz+2yu)+0|

por ejemplo, esto ocurre en un entorno del punto (1,1,1,1,1). Calculemos a continuacion la
derivada parcial v, en el punto (1,1, 1). Para ello, basta derivar implicitamente respecto de y
las relaciones ®; = 0, 1 < i < 2, obteniéndose

{ 2XY + u® + (xz+2yu)u,y =0

udz +2x + Bulyz — 4uv?)u, - 4u’vv, = 0.
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Sustituyendo en estas ecuaciones (x,y,z,u,v) = (1,1,1,1,1) se obtiene inmediatamente

3+ 3uy(1,1,1) = 0
3—uy(1,1,1) — 4v,(1,1,1) = 0.

Despejando u,(1,1,1) y vy (1,1,1) de estas relaciones se llega a

luy(LLD = -1, vy(L,1,1) = 1],

Para calcular, por ejemplo, vy, (1,1, 1), basta derivar las relaciones anteriores respecto de y:

2x +2Uly + QU+ 2YUy) Uy + (XZ + 2YUIUyy =0
3ulzu, + (Buzz + (6uyz —4v%u, - 8uvvy) Uy

+ Bulyz — 4uvHu,, — 4Quvuy + ulvy)v, — 4ulvv,, = 0.
Sustituyendo de nuevo (x,y,z,u,v) = (1,1,1,1,1) y (uy,v,) = (-1,1) se obtiene

de donde se sigue que

(uyy(LL1D =0, vyy(1,1,1) =2|.

3.7 Extremos condicionados

En muchos problemas practicos es necesario encontrar los extremos de una funcion f : R"™ — R
(que supondremos al menos de clase C!) en un conjunto M de la forma

M={xeR" | g(x)=0, 1<k<r}=g10)], (3.32)

cong = (g1,..-,9r) : R" - R" y ¥ < n. Este es un problema de extremos condicionados, ya que
buscamos los extremos de f con las  condiciones (o restricciones) sobre la variable indepen-
diente x dadas por las ecuaciones

gi(x)=---=gy,(x)=0. (3.33)

Intuitivamente, el conjunto M definido por (3.32) deberia ser una superficie de dimension n — 7,
al menos si las funciones g1, ..., g, son suficientemente regulares (por ejemplo, de clase C!). En
realidad, esto no tiene por qué ser asi a menos que dichas funciones verifiquen alguna condicién
adicional que garantice la independencia de las ecuaciones (3.33). Por ejemplo, sig; = - - - = g«
esta claro que las 7 condiciones (3.33) no son independientes, sino que se reducen a la tinica con-
dicion g, = 0, y por tanto M deberia tener dimension n — 1. Como explicaremos a continuacién,
la condicién clave para que las ecuaciones (3.33) definan un conjunto de dimensiéon n — ¥ resulta
ser la siguiente:

rankDg(x) = v, Vx eM]|. (3.34)

Notese que la matriz Dg(x) es de orden 7 X n, y por tanto (al ser * < n) la condicion anterior
afirma que Dg(x) tiene rango mdximo en todos los puntos de M = g~1(0).

Mas precisamente, supongamos que la funcion g : R” — R es de clase C! en un abierto que
contenga a M, y que se cumple la condicién (3.34). Si x¢9 € M, en virtud de (3.34) hay un menor
¥ X v de Dg(xg) que no se anula. Supongamos, por ejemplo, que

det a(glv"'!gr) (XO) %0
O(Xn—r+1y---yXn)
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Por el teorema de la funcion implicita, hay un entorno V de x¢ = (xo1,...,Xon) Y Un entorno U
de (x01,-..,Xon—r) tales que
XEV! g(X)ZO — (Xl,---yxnfr)EU; (xn77’+17---1x1’l):f(xly---sxnfy)’

siendo f : U ¢ R"" — R” de clase C! en U. En otras palabras, el conjunto M NV esta descrito
por las r ecuaciones

’xn—r+1=f1(xl,---,xn—r), v s Xn = frx, .o Xn—r) |,

donde (x1,...,Xxn—+) varia en el abierto U ¢ R"~" sin ninguna restriccion. Por tanto, si se cumple
la condicion (3.34) el conjunto M = g~—1(0) es efectivamente (n — 7r)-dimensional, ya que esta
determinado por n — r coordenadas independientes en un entorno de cada uno de sus puntos.
Esto motiva la siguiente definicion:

Definicion 3.30. Diremos que el conjunto M = g~1(0) definido por (3.32) es una variedad de
dimension n — v si la funciéon g = (g1,...,9») : R — R” es de clase C! en un abierto que
contiene a M yrank Dg(x) = v para todo x € M.

Si x¢ es un punto del conjunto M dado por (3.32), diremos que un vector v € R" es tangente
a M en xg si v es el vector tangente en x( a alguna curva diferenciable y : R — R™ contenida
en M. El espacio tangente a M en xo € M es por definiciéon el conjunto de todos los vectores
tangentes a M en xo. El espacio tangente a una variedad M en uno de sus puntos admite la
siguiente caracterizacion:

Proposicion 3.31. Sea M = g=1(0) (con g : R™ — R") una variedad de dimension n — r en R",
Yy sea xo un punto de M. Entonces el espacio tangente a M en xq es el nucleo ker Dg(xg) de la
aplicacion lineal Dg(xg), es decir el conjunto de los vectores v € R" que verifican la condicion

Dg(xp) -v =0. (3.35)

Demostracion. Es facil demostrar que si v es un vector tangente a M en xg entonces verifica la
condicion (3.35). En efecto, por definicion v = y’(tg), donde y : R — R™ es una curva diferencia-
ble tal que y(t) € M para todo t vy y(tp) = xo. La condicion y(t) € M para todo t es equivalente
a

Por la regla de la cadena,

d /
0=—g(y®) =Dg(y(to)) - y'(to) = Dg(xo) - v.
dt t=to
El reciproco de esta afirmacion (es decir, que cualquier vector v que verifique (3.35) es un vec-
tor tangente a M en x() se demuestra utilizando el teorema de la funcion implicita (véase, por

ejemplo, el libro de Fleming en la bibliografia adicional recomendada). O

Como es sabido por el curso de Algebra Lineal, el nucleo de cualquier aplicacion lineal es un
subespacio vectorial. Por tanto el espacio tangente a M en X es un subespacio vectorial, de
dimensién

dimkerDg(xp) =n —rankDg(xg) =n —7r

igual a la dimension de la variedad M. Notese también que

Dg(xp) - v = (Vgi1(x0) - v,...,Vgr(x0) - V),
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y por tanto
Dg(xg)-v=0 < Vgi(xg)-v=0, 1<k<r.

En otras palabras,

’keng(xo) =N+

siendo
N =1in{Vgi(x0),...,Vgr(x0)}

el subespacio generado por los ¥ vectores Vgi(xo) (1 < k < 7)y Nt su complemento ortogonal?.

Tras estos preliminares, resulta sencillo encontrar la condicion necesaria que han de cumplir
los extremos relativos de una funcion diferenciable f : R” — R en la variedad M = g=1(0) de
dimension n — 7. En efecto, sea xg un extremo relativo de f en M y sea v un vector tangente a
M en xg. Por definicién de vector tangente, hay una curva diferenciable y : R — R" contenida en
M tal que y(tg) = xo y v = y'(to). La funcion ¢ (t) = f(y(t)) tiene entonces un extremo relativo
ent = to. Si f es diferenciable en xq, por la regla de la cadena se tiene

¢’ (to) = Df(y(to)) - ¥'(to) = Df(x0) - v = Vf(xo) - v =0.
En otras palabras, si x¢o es un extremo relativo de f en M entonces
Vf(xg)-v =0, Vv € kerDg(xg),

0 equivalentemente
Vf(xo) € (kerDg(xo))" = (N1)* = N. (3.36)

Por consiguiente han de existir ¥ constantes reales uy,..., 4, tales que
Vf(x0) = m1Vgi(xo) + - -+ + prVgr(x0) = V(H1g1 + - - - + Urgr) (Xo)
o lo que es lo mismo (lamando A; = — ;)
V(I +2A1g1 + -+ Amgm) (x0) = 0. (3.37)

Hemos probado por tanto el siguiente resultado fundamental:

Proposicion 3.32 (método de los multiplicadores de Lagrange). Sea xo un extremo relativo de
una funcion f : R™ — R en la variedad M = g=1(0) de dimension n — r, donde g : R™ — R". Si
f es diferenciable en x, entonces existen v numeros reales Ay, ..., tales que xo es un punto
critico de la funcion f + A1g1 + - - - + Av Gr-

Comentario. Las ¥ constantes Aj,..., A, de la proposicion anterior se denominan multiplicado-
res de Lagrange. O

Por lo que acabamos de ver, las 1 coordenadas de un extremo relativo xg de f en la variedad
M han de satisfacer la condicién (3.37) (n ecuaciones escalares), junto con g(xg) = 0 (+ ecuacio-
nes escalares). Estas condiciones forman por tanto un sistema de n + v ecuaciones escalares en
las n + v incognitas xq (vector de n componentes), Aq,..., A, a saber

O (x0) + 020 (xg) + - - - +2, 297
axi 8xi axi

gr(xg) =0, 1<k<r.

(x0) =0, 1<i<n,

2Si W es un subespacio de un espacio euclidiano V (de dimension finita), su complemento ortogonal es el con-
junto
Wt={veVv|v-w=0, YweW}.
Se demuestra que W+ es también un subespacio vectorial de V, y que V = W & W*. En particular, de esta tltima
igualdad se sigue que (W+)+ = W.
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Definicion 3.33. Diremos que xop € R™ es un punto critico de f en la variedad M si verifica
las ecuaciones anteriores para ciertas constantes Ay,...,Ay.

Aunque hay algunos criterios para determinar si uno de estos puntos criticos es un extremo
relativo de f en M, y averiguar de qué tipo, ninguno de ellos es tan sencillo como los vistos en
la Seccion 3.2 para extremos no condicionados. Por este motivo, en la mayor parte de los casos
la naturaleza de un punto critico de una funcion en una variedad se determina por inspeccion.
Por ejemplo, como el conjunto (3.32) siempre es cerrado, si es acotado es también compacto, y
por tanto esta garantizado en este caso que la funcién f alcanzara en él sus valores maximo y
minimo. Para encontrar los extremos absolutos de f en una variedad compacta M basta entonces
calcular sus puntos criticos en M y comparar los valores que la funcion alcanza en dichos puntos.

Comentario. El método de los multiplicadores de Lagrange se puede aplicar también para hallar
los extremos de una funcion escalar (de clase C!) en un conjunto de la forma M n A, donde
M = g~1(0) es una variedad y A un conjunto abierto. La razén es que este método esta basado
en la Proposicion 3.31, que sigue siendo valida en este caso. Por el contrario, si A es cerrado (es
decir, A = A U0A) hay que buscar los extremos de f en MNA por separado en los conjuntos MNA
y M n 0A. En el primero de estos conjuntos podemos aplicar el método de los multiplicadores
de Lagrange, en virtud del comentario anterior. Frecuentemente, también se puede aplicar dicho
método en el segundo de estos conjuntos, ya que generalmente M N 0A es una variedad (de
dimension mas baja que M).

Supongamos, por ejemplo, que es necesario hallar los extremos de f : R3 — R en el conjunto
M n A, siendo M la esfera unidad y A el semiplano z > 0. cPara ello hallaremos por separado
los extremos de dicha funcién en los conjuntos M; = M NA = M n {(x,v,z) € R3 |z >0}y
My =MnoA={(x,v,z) €R3|x2+y2—-1=0, z=0}.En el primer conjunto podemos aplicar
el método de los multiplicadores con g(x, v, z) = x?+y2+z? -1, rechazando los puntos criticos
que no satisfagan la restriccion adicional z > 0. Para hallar los extremos de f en el segundo de
estos conjuntos también se puede aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange, ya que
es inmediato comprobar que M = g~1(0), con g(x,y,z) = (x2 + ¥2 - 1,z), es una variedad de
dimension 1. O

Ejemplo 3.34. Calculemos la distancia al origen de la curva de ecuaciones

Z2+xy =0, x>+y2=1|. (3.38)

Por definicion, dicha distancia es el valor minimo de la funcién +/x2 + y2 + z2 en la curva dada
por las ecuaciones anteriores o, equivalentemente, la raiz cuadrada del valor minimo de la fun-
cion f(x,y,z) = x2 + y? + z2 en la curva. La curva (3.38) es claramente un conjunto compacto.
En efecto, es cerrada por ser la imagen inversa del punto (0, 0) bajo la funcion continua (C*)

g(x,»,z) = (22 + xy, x>+ y* - 1).

Es también acotada, ya que

X*+y2=1 = |xI<1, |l¥yI<l = |zl=4/lxyl<1.

Por tanto esta garantizado que la funcion f alcance sus valores minimo y maximo en la cur-
va (3.38). Dicha curva es una variedad de dimension 1, ya que la funcién g que la define es de
clase C*y

y x22>

Dg(x,y,z) = (2x 2y 0
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tiene rango 2 en todos los puntos de la curva. En efecto, los menores de orden 2 de Dg(x, v, z)
se anulan simultaneamente en los puntos (x, y, z) que verifican

y==+x, xz=0,

y ninguno de dichos puntos pertenece a la curva (3.38). Por tanto los extremos de f en la cur-
va (3.38) han de estar entre los puntos criticos de f en dicha curva. Para determinar dichos
puntos criticos introducimos dos multiplicadores de Lagrange A, A> y calculamos los puntos
criticos de la funcién

FHAG1+2292 = x>+ Y2+ 22+ A1 (22 +xy) + Ao (x? + y2 = 1).
Obtenemos asi el sistema
21+ A2)x + A1y =0, 21 +A2)y + A1x =0, 2(1+A1)z=0, (3.39)

que junto con las ecuaciones (3.38) de la curva forman un sistema de 5 ecuaciones en las 5
incognitas (x,y,z,A1,A2). Las dos primeras ecuaciones se pueden escribir en forma matricial

Ccomo
2(1+ Ap) Al X _0
Al 2(1 + Ap) % o

Como x e y no pueden anularse simultaneamente (ya que x2 + y2 = 1), de la esta ecuacion se
sigue que

2(1 + An) Al B > > B
Al 2(1+A2)‘—4(1+2\2) -AT1=0 = 2(1+A2) ==A1.
Sustituyendo en (3.39) queda
A1(x+xy) =0, 2(1+A1)z=0.

Si A7 = 0 entonces z = xy = 0, y por tanto (al ser x2 + 2 = 1) o bien x = 0, ¥ = +1 o bien
v =0, x = 1. Se obtienen de esta forma los cuatro puntos criticos

(0,=£1,0), (x1,0,0). (3.40)

Figura 3.4: Curva de ecuaciones z2 + xy = 0, x2 + y? = 1. En rojo se han representado los
cuatro puntos (3.40) de la curva en que la distancia al origen es minima, en negro los cuatro
puntos (3.41) en que dicha distancia es maxima.
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La otra posibilidad es que x + y = 0 aunque, al ser z2 = —x, la solucién x = y esta de hecho
descartada. Por tanto en este caso x = —y = +./2/2, z = + . /—=xy = ++/2/2 (donde el signo de z
es independiente del de x), lo que proporciona los cuatro puntos criticos

V2

7(51’_51152), (341)
donde &12 = =1 son dos signos independientes. En los cuatro primeros puntos criticos la fun-
cion x? + 2 + z2 vale 1, mientras que sobre los ultimos cuatro vale 3/2. Por tanto la distancia
de la curva (3.38) al origen es 1, y la distancia méaxima de un punto de la curva al origen es /3/2.
Ademas, los puntos de la curva a distancia minima del origen son los cuatro puntos (3.40), y los
puntos a distancia maxima son los cuatro puntos (3.41).



Capitulo 4

Integrales multiples

4.1 Integral doble en un rectangulo

4.1.1 Definiciéon de integral

Nuestro objetivo es definir la integral de una funcion de dos variables f : RZ2 — R en el rectangulo
compacto R = [a,b] X [c,d] (cona < by c < d). Como en el caso de la integral (de Riemann)
en una dimension, la integral se definira como el limite de una suma obtenida subdividiendo
el rectangulo en un cierto nimero de subrectangulos, y aproximando en cada uno de ellos la
funcion por el supremo o el infimo de sus valores.

Mas precisamente, consideremos sendas particiones P; = {x9,X1,.--,Xn} VP2 = {V0o, V1,--, Ym}
de los lados [a, b] vy [c,d] del rectangulo R, siendo

a=x90<x1<---<xn=b, C=yY0<yY1<---<ym=d.

Dichas particiones definen una particién del rectangulo R = [a, b] X [c¢, d], que denotaremos por
P; X P, = P, en nm subrectangulos de la forma

Rij = [xi-1, xi]l x[yj-1,¥j], 1<i<n, 1<j<m,
cada uno de los cuales tiene area
a(Rij) = (xi —xi-1)(¥j —¥j-1) = AxjAYy;.

Si f:R? — R estd acotada® en el rectangulo R (y, por tanto, en cada uno de los subrectangulos
R;j de la particion), definimos las sumas superior e inferior U(f;P) y L(f;P) asociadas a la
particion P por

U(f;P) = > > Mij(f;P)AxiAyj,  L(f;P) = > > my(f;P)AxiAy;,
i=1j=1 i=1j=1

siendo
M;;(f;P) = sup{f(x,¥y) | (x,¥) €Rij},  mj(f;P) =inf{f(x,y) | (x,¥) € Rij}
respectivamente el infimo y el supremo de f en el rectangulo R;;. Es evidente que
L(f;P) <U(f;P), (4.1)

por la definicion de infimo y supremo. Intuitivamente, L(f; P) deberia ser una aproximaciéon por

IRecordemos que la funcion f esta acotada en R si existe una constante M tal que |f(x,y)| < M, para todo
(x,y) € R. Noétese que una funcion acotada estd acotada tanto inferiormente (por —M) como superiormente (por
M). Reciprocamente, si f esta acotada inferiormente por M; y superiormente por M, en R entonces f esta acotada
en R, ya que en tal caso | f(x,¥)| <M en R si (por ejemplo) M = max(|M |, |M]).

109
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d=ym f-----

Yji-1 f-==---

C=)Y0 f=-=-=---=

Y
®

a = Xxo Xi-1 Xi b=xy

Figura 4.1: Particion del rectangulo [a, b]X[c, d] en 35 subrectangulos (en gris se ha representado
uno de los rectangulos R;; de la particion).

defecto a la integral de f en R, mientras que U(f;P) deberia ser una aproximacién por exceso a
dicha integral. De hecho, puede probarse que se cumple un resultado atun mas fuerte que (4.1), a
saber

L(f;P) <U(f;P"), (4.2)

siendo P y P’ dos particiones (no necesariamente iguales) de R. Esto implica que el conjunto de
todas las sumas inferiores
{L(f;P) | P particion de R}

esta acotado superiormente por cualquier suma superior U(f;P’), y por tanto posee un supre-
mo. Dicho supremo, que denotaremos por [ f, se denomina integral inferior de Riemann de la
funcion f en el rectangulo R:

JRf = sup{L(f;P) | P particién de R} |.

Analogamente, en virtud de (4.2) el conjunto de las sumas superiores
{U(f;P) | P particion de R}

esta acotado inferiormente por cualquier suma inferior L(f;P’), y por tanto posee un infimo.
Dicho infimo, que denotaremos por [ f, se denomina integral superior de Riemann de la funcion
f en el rectangulo R:

JRf = inf{U(f;P) | P particion de R} |.

[r<] s

Ademas, es evidente que

ya que de (4.2) se sigue que

J f =sup{L(f;P) | P particion de R} < U(f;P’), VP’ particion de R,
JR
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y por tanto

J f <inf{U(f;P) | P particion de R} = J f.
4R R

Definicion 4.1. Sea f : R? — R una funcion definida y acotada en el rectangulo cerrado R =
[a,b] x [c,d]. Diremos que f es integrable Riemann en R si las integrales superior e inferior
de Riemann de f en R coinciden. El valor comtn de ambas integrales se denomina integral de
Riemann de f en R,y se denota por
Jo!
R

En otras palabras, f es integrable Riemann en R si

Jof = et = s

Como en este curso elemental no utilizaremos otras definiciones de integral distintas de la de
Riemann (por ejemplo, la integral de Lebesgue), a partir de ahora omitiremos el calificativo “de
Riemann” al referirnos a la integral de f en el rectangulo R.

Notacion. Es muy frecuente utilizar la notaciéon tradicional (ligeramente redundante)

JRf(x,y)dx dy

para denotar la integral doble [ f.

Si la funcion f es no negativa en el rectangulo R, es intuitivamente evidente en virtud de su
definicion que las sumas superior e inferior U(f;P) y L(f;P) proporcionan una aproximacion
respectivamente por exceso y por defecto al volumen v (Q)) del sélido

Q={(xy2) eR|(x,y) €R, 0<z<f(x,¥)}

limitado por el plano z = 0 y la grafica de la funcién f en R. En efecto, el paralelepipedo de
base R;; y altura m;;(f;P) (resp. M;;(f;P)) esta contenido en (resp. contiene a) la region del
solido limitada por el plano z = 0 y la grafica de f en R;j. Por tanto deberian cumplirse las
desigualdades

L(f;P) <v(Q) <U(f;P)

para toda particion P del rectangulo R, de donde se sigue que

JRfsv(Q)<JRf.

En particular, si f es integrable en R el volumen de Q esta dado por

v(Q):JRf.

De esta observacion se sigue facilmente que si f1 2 son integrables en Ry fi(x,y) < f2(x,y)
para todo (x,y) € R, el volumen del sé6lido

Q=1{(x,v,z) €eR3| (x,¥) €R, filx,y) <z< folx,¥)}
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limitado por las graficas de las funciones f; y f> en el rectangulo R esta dado por

v@ = -] fi=| R- ),

donde la ultima igualdad es consecuencia de la propiedad de linealidad de la integral doble que
veremos mas adelante (cf. la pag. 113).

Ejemplo 4.2. Sea f : R? — R la funcioén constante dada por f(x,y) = h, para todo (x,y) € R2.
Entonces

m;;(f;P) = Mi;(f;P) = h,
y por tanto
L) = UGP) = k3 > axiayy = h( X (- xi0) ) ( X = v50)) = hib - a)d = ).
i=1j=1 i-1 j=1

Luego f es integrable en R, y se cumple

| F=n-a@-c=naw.
Si h > 0, el valor de la integral es el volumen del paralelepipedo de base R y altura h.
Ejemplo 4.3. Consideremos la funcion f : R? — R definida por

1, (x,) €eQ@xQ

f(x’y):{o, (x,7) ¢ Qx Q.

Como cualquier rectangulo S contiene tanto puntos con ambas coordenadas racionales como
puntos que no son de este tipo, es evidente que

inf{f(x,y) | (x,y) €S} =0, sup{f(x,y) | (x,y) €S} =1.
Por tanto si P = P; X P> es una particion cualquiera del rectangulo R = [a, b] X [c, d] se tiene
mij(f;P) =0,  M;(f;P)=1,

de donde se sigue que

n m n m
L(f;P)=> >0=0, Uf;P)=> > AxiAyj=(b-a)d-c)=a(R)>0.

i=1j=1 i=1j=1

Luego en este caso se tiene

JRf=0<JRf=a(R),

y la funcion f no es integrable en ningun rectangulo R. O

4.1.2 Criterio de integrabilidad de Lebesgue

La funcion f del ejemplo anterior es discontinua en todo R2. De hecho, enunciaremos a conti-
nuacion un resultado clasico (debido a Lebesgue) que relaciona la integrabilidad de una funcion
en un rectangulo R con el “tamafio” del conjunto de sus puntos de discontinuidad en R. Para
ello necesitamos antes una definicién y algunas consideraciones previas. En primer lugar, dado
un n-paralelepipedo H = [a1,b1] X - - - X [an, bn] C R", definimos de forma natural el volumen
v (H) de H como el producto de las longitudes de sus lados, es decir

v(H) = [[(b; - ay). 4.3)
i=1
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Definicion 4.4. Diremos que un conjunto A C R" tiene medida cero si para todo ¢ > 0 existe
una familia numerable? de n-paralelepipedos H; (con i € N) tal que

[e e}

AC UHi! Zv(Hi)<e.
ieN i=1

Ejemplo 4.5. Cualquier subconjunto numerable A C R™ tiene medida cero. En efecto, si A =
{zi | i € N} (con z; € R"), dado ¢ > 0 sea H; un n-cubo centrado en el punto z; de volumen
menor que &/2¢ (evidentemente, basta tomar el lado del n-cubo menor que (£/2%)1/7). Entonces
A esta contenido en la union de los H; (i € N), y se tiene

™ ™
Dv(H) <e Y 2=k, O

i=1 i=1
También se demuestra, por un procedimiento analogo al del ejemplo anterior, que la union nu-
merable de conjuntos de medida cero tiene medida cero. Por ultimo, es obvio que cualquier sub-
conjunto de un conjunto de medida cero tiene medida cero.

Proposicion 4.6 (criterio de integrabilidad de Lebesgue). Sea f : R?2 — R una funcion definida
y acotada en el rectdngulo R = [a,b] X [c,d]. Entonces f es integrable en R si y solo si el
conjunto de los puntos x € R en que f es discontinua tiene medida cero.

Sig: R — R esuna funciéon continua en el intervalo compacto [a, b], se demuestra que la
graficade g
G(g) ={(x,9(x)) | x € [a,b]} C R?

tiene medida O (ver, por ejemplo, Calculus (vol. II), de Tom M. Apostol). En virtud del comentario
al final del Ejemplo 4.5, la union numerable de graficas de funciones continuas en un intervalo
compacto también tiene medida 0. De la proposicion anterior se sigue entonces el siguiente
corolario:

Corolario 4.7. Sea f : R? — R una funcion definida y acotada en el rectdnguloR = [a,b]x[c,d],
y supongamos que el conjunto de los puntos de discontinuidad de f en R estd contenido en la
union de las grdficas de un conjunto numerable de funciones de una variable continuas en un
intervalo compacto. Entonces f es integrable en R.

En particular,

Si f es continua en el rectangulo R, entonces f es integrable en dicho rectangulo.

En efecto, si f es continua en R es automaticamente acotada en dicho conjunto (ya que R es
compacto), y por tanto es integrable en él en virtud del criterio de Lebesgue.

La integral doble tiene las siguientes propiedades elementales, que se deducen facilmente de
su definicion:

Sean f, g : R? — R funciones integrables en el rectangulo R = [a,b] x [c,d].

i) Si A, u € R entonces Af + ug es integrable en R, y se tiene:

J Af +ug) = )\J f+ IJJ g (linealidad) .
R R R

2Un conjunto A es numerable si hay una aplicacion biyectiva f : N — A. En otras palabras, A es numerable si
sus elementos se pueden enumerar como una sucesion a,az,...,dny,..., 0 mas formalmente si A = {a; | i € N}
(obviamente, a; = f(i)). Se demuestra que los conjuntos N, Z y Q son numerables, mientras que R o C no lo son.
Se demuestra también que la union numerable de conjuntos numerables es numerable.
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ii) Supongamos que R = R; U - - - U Ry, donde R; (1 < i < k) es un rectangulo (con los lados
paralelos a los ejes) y R; N R; tiene interior vacio para todo i # j. Entonces f es integrable
en R; paratodoi=1,...,k, y se tiene

k
JR f= gl JRi f  (aditividad) .

iii) Si f(x,y) < g(x,y), para todo (x,y) € R, entonces

JR f< JR g (monotonia) .

De la propiedad de monotonia se deducen varias consecuencias importantes. En primer lugar,
notese que si f es integrable en R también lo es | f], ya que el conjunto de puntos de disconti-
nuidad de | f| esta contenido en el de f. De las desigualdades

—1f e < fx,y) < 1f(x, )]

y la propiedad de monotonia se sigue entonces que

RGN RYE

y por tanto

‘JRf‘ SJR LfI- (4.4)

En particular,

If(x)| <M, VxeR = URf‘sMa(R).

En segundo lugar,

m< f(x,y) <M, V(x,y)eER = ma(R)<JRf<Ma(R). 4.5)

En efecto, basta aplicar la propiedad iii) a las funciones m, f y M (de hecho, este resultado se
deduce también facilmente de la definicion de integral). Por ultimo, si la funcién f es continua en
el rectangulo R ha de alcanzar necesariamente sus valores minimo y maximo en dicho conjunto
compacto. Existiran por tanto sendos puntos (x;, vi) € R (i = 1, 2) tales que

f(x1,y1) < f(x,y) < flx2,¥2), V(x,¥) €R,

De (4.5) se sigue entonces que

1
a(R) JRfo‘XZ’”)'

Por el teorema de los valores intermedios (al ser el rectangulo conexo), existe (xg, Yo) € R tal que

1
a®) JRf = f(x0,%0) -

Hemos demostrado por tanto el llamado teorema del valor medio para integrales dobles:

fx1,y1) <

Si f:R? — R es continua en el rectangulo R entonces

ij — f(x0,¥0)a(R), paraalgin (xo, o) € R.
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4.1.3 Teorema de Fubini

Si f:R?> — R es una funcion no negativa, hemos visto que la integral [ f es el volumen del
solido limitado por el plano z = 0 y la grafica de f en R. Intuitivamente, dicho volumen se puede
calcular integrando el area de una seccion del sélido por un plano x = const., dada por

d
A(x) = L Sflx,y)dy,

respecto de la variable x en [a, b], o bien integrando en y € [c,d] el area

b
mw=jwaMx

de las secciones del so6lido por planos y = const. (cf. la Fig. 4.2). Esto sugiere que

Lf=ﬁAWMX=ﬁBWM%

es decir

JRf = J: (Ldf(x,y) dy) dx = Ld (J:f(x,y) dx) dy.

El resultado anterior, conocido como teorema de Fubini, es cierto en situaciones mucho mas
generales:

z z=f(x,¥)

a b

Figura 4.2: secciones del sé6lido de ecuaciones 0 < z < f(x,y), (x,¥y) € R, por planos x = const.
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Teorema de Fubini. Sea f : R? — R una funcion integrable en el rectdngulo R = [a,b] x [c,d],
y supongamos que la integral

d
A(x) = { Flx, ) dy

existe para todo x € [a,b]. Entonces A es integrable en [a,b] y ademds [, f = fglfA(x) dx, es
decir

b/ rd
J fx,y)dxdy :J (J f(x,y)dy) dx. (4.6)
R a c
Andlogamente, si la integral
b
B = | flxy)dx

existe para todo y € [c,d] entonces B es integrable en [c,d] y se cumple [, f = fch(y) dy, es
decir

JRf(x,y) dxdy = Ld (I:f(x,y) dx) dy. (4.7)

Las integrales que aparecen en los miembros derechos de (4.6) y (4.7) se denominan integra-
les iteradas de f en el rectangulo R. En virtud del teorema de Fubini, si tanto fcd f(x,y)dy como
fclff(x,y) dx existen respectivamente para todo x € [a, b] y para todo ¥ € [c,d], las integrales
iteradas existen y son iguales entre si, ya que ambas son iguales a la integral doble de f en el
rectangulo:

J: (Klf(x,y) dy) dx = Ld (J:f(x,y) dx) dy = Jf(x,y) dxdy. (4.8)

Un caso particular importante de esta observacion es la siguiente proposicion:

Proposicién 4.8. Si f : RZ — R es continua en el rectdngulo R, entonces se verifica la igual-
dad (4.8).

Demostracion. En efecto, si f es continua en el rectangulo R para cada y € [c, d] fijo la funcion
de una variable dada por g, (x) = f(x,y) es continua en [a,b] (;por qué?), y por tanto es
integrable en dicho intervalo. En otras palabras, la integral B(y) = ff flx,y)dx = jf gy (y)dx
existe para todo ¥ € [c,d]. De la misma forma se demuestra que existe la integral A(x) =
fcd f(x,y)dy paratodo x € [a, b]. Por el teorema de Fubini, ambas integrales iteradas coinciden
con la integral doble de f en el rectangulo. O

Notacion. Es muy frecuente, sobre todo en textos de Fisica, utilizar la siguiente notaciéon mas
compacta para las integrales iteradas de la funcion f:

d (b d b b [ d b d

| (f £, ) dx) av= [ dav | axren, | (J £, ») dy) dx= | ax [ dy £
C a c a a c a c

Utilizando este convenio, la integral doble de f en el rectangulo R se denota por

jR dxdy f(x, 7).

Ejemplo 4.9. El teorema de Fubini proporciona un método practico para evaluar integrales dobles
en términos de integrales de funciones de una variable. Notese sin embargo que, aunque las
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integrales iteradas de la funcién f son ambas iguales a su integral doble en el rectangulo si se
cumplen las condiciones de dicho teorema, es frecuente que una de ellas sea mas facil de evaluar
que la otra. Consideremos, por ejemplo, la integral

I=JR [x —yldxdy,

siendo R el rectangulo [0,1] x [0,2]. Como f(x,y) = |x — | es continua, podemos calcular la
integral doble evaluando cualquiera de las integrales iteradas. Integrando primero respecto de y
y a continuaciéon respecto de x se obtiene

I= Jol dxjjdylx—yl = Joldx U:(x—y)dy+ﬁ(y—x)dy]

:UJdX(_(x_y)z‘iii)c*(y"‘)z‘y_z) =1J01 [x2 + (x — 2)2] dx

y=x 2
1 1 4
_6+€(_1+8) —!.

Integrando en el orden inverso se obtiene, evidentemente, el mismo resultado, aunque de forma
algo mas laboriosa:

I= JozdyJ:dxlx—yl = Joldy on(y—x)dXJrE(x—y)dx} +deyﬂ(y—x)dx

= X=
X

Lo (- oot e[ ) 5 [aver ot

1 (! 2 a1, 1 (2 2 2
Zjody[y +(y—1)]+2Ldy[y - (y-1°]

(%, 1, 1{12 1J22 4
2Joydy+2j_1tdt_2 o Udt=5 ),y dy =75

Ejemplo 4.10. Hallemos la integral de la funcién f(x,y) = ye*¥ en el cuadrado [0,1] x [0, 1].
En este caso, al ser

yery = %e"y :

es conveniente integrar primero respecto de x y a continuacion respecto de y:

1 1 1 — 1 _
J yedxdy = J dyj dxi(e"y) = J dye"y\x_1 = J (@ -Ddy=e’|’ " -1
[0,1]2 0 0 ax 0 x=0 0 y:()

De nuevo, el calculo de las integrales iteradas en el orden inverso es bastante mas engorroso. En
efecto, si x # 0 integrando por partes se obtiene

A(x)=J1 e d —yexy‘y_l—lrexyd —g—iexy y:1—i[(x—1)ex+1]
=) 2 y=0 xJo YT T X2 y=0 X2 ’

mientras que

1
A(0) = J ydy = 1 = lim A(x),
0 2 x-0

y por tanto
1
1
XY dxd :J —[(x -1)e* +1]dx.
J[Oil]zy Y=, % [( ) ]

Si bien esta integral se puede evaluar integrando por partes (de hecho, el integrando es la deriva-
da de (e* —1)/x), su calculo es bastante mas laborioso que el que resulta de integrar en el orden
inverso.
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4.2 Integral doble en recintos mas generales

La integral de una funcion acotada de dos variables puede definirse sin dificultad en recintos mu-
cho mas generales que un rectangulo. Consideremos, en efecto, un conjunto acotado D ¢ R? tal
que 0D sea un conjunto de medida nula. Se dice en tal caso que el conjunto D es medible Jordan.
Sea xp la funcién caracteristica del conjunto D, definida por

1, (x,yv)eD

XD(X,J’)Z{O, (X,_’y)gD

Esta funcion es obviamente discontinua solamente en los puntos de la frontera de D (ejercicio).
Al ser D acotado, existe un rectangulo cerrado R = [a, b] X [c, d] suficientemente grande tal que
D c R. Diremos entonces que una funcion f : R2 — R definida en D y acotada en dicho conjunto
es integrable en D si la funcion fxp, dada por

fx,y), (x,v)eD

(fXD)(X,J/)=‘[O’ (x.y) €D,

es integrable en el rectangulo R. (Notese que fxp es acotada en R, al ser f acotada en D.)Si f es
integrable en D, definimos su integral en dicho conjunto mediante la féormula

Jsz ijXD'

Se demuestra facilmente que la integral de f en el conjunto medible Jordan D no depende del
rectangulo R utilizado, sino solo de los valores de f en D.

El conjunto Sk de los puntos de R en que fxp es discontinua esta obviamente contenido en
0D U Sp, siendo Sp el conjunto de los puntos de D en que f es discontinua (ya que fxp = 0
en el exterior de D). Si Sp tiene medida nula, lo mismo ocurrira con Sg (ya que la union de dos
conjuntos de medida nula tiene medida nula). El reciproco es también obvio, ya que si Sg tiene
medida nula también la tendra Sp, al ser Sp C Sg. En otras palabras, Sg tiene medida 0 si y solo si
Sp tiene medida 0. Del criterio de integrabilidad de Lebesgue en un rectangulo se sigue entonces
el resultado analogo para integrales en conjuntos medibles Jordan:

Proposicién 4.11. Sea D c R? un conjunto medible Jordan, y sea f : R? — R una funcion
definida y acotada en D. Entonces f es integrable en D siy solo si el conjunto de los puntos de
D en que f es discontinua tiene medida 0.

De la proposicién anterior se deduce el siguiente corolario:

Si f es continua en un conjunto medible Jordan cerrado D entonces f es integrable en dicho
conjunto.

En efecto, si D es medible Jordan es por definicién acotado, y al ser también cerrado es compacto.
Obviamente, el resultado anterior sigue siendo valido si D no es necesariamente cerrado pero f
es continua y acotada en D. En particular, la funcién constante 1 (al igual que cualquier funcion
constante) es integrable en cualquier conjunto medible Jordan D, y su integral es el area a(D)
de dicho conjunto:

a(D) = JD dxdy.
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Para justificar esta definicién, notese que si R = [a,b] X [c,d] D D y P es cualquier particién
de R entonces
{ L(xp;P) = suma de las areas de los rectangulos de P enteramente contenidos en D,

U(xp;P) = suma de las areas de los rectangulos de P que cortana D.

Es por tanto intuitivamente obvio que el area de la region D deberia cumplir L(xp;P) < a(D) <
U(xp;P), de donde se sigue que

fxD<a<D)<JXd.
Jr R

Como la funcién 1 es integrable en D, de las desigualdades anteriores se deduce que

JDlzJRXDZLzXDZJRXd=a(D)-

La integral doble en conjuntos medibles Jordan tiene propiedades analogas a la integral en un
rectangulo. Mas precisamente, las propiedades i) y iii) de la integral doble vistas anteriormente
(es decir, su linealidad y monotonia) siguen siendo ciertas en este caso cambiando el rectangulo
R por laregion D. También es cierta la propiedad de aditividad, reemplazando los rectangulos R;
por conjuntos medibles Jordan D; tales que D; n D; tiene medida O para todo i # j. Por ultimo,
son también validas todas las consecuencias de la propiedad de monotonia de la integral doble
deducidas anteriormente (cf. las ecs. (4.4) y (4.5)), sin mas que cambiar el rectangulo R por el
conjunto medible Jordan D. Si, ademas, D es cerrado y conexo, sigue siendo valido el teorema
del valor medio (con la misma demostraciéon vista anteriormente).

Comentario. Si f : R?2 — R es integrable y no negativa en D, el volumen del solido
Q={(x,2 R |(x,y) €D, 0<z<f(x,»)}

esta dado por

v(Q):JDf.

En efecto, esta integral es igual al volumen del so6lido limitado por el plano z = 0 y la grafica de la
funcion fxp enun rectangulo R D D, y el volumen de la porcion de dicho sélido correspondiente
a puntos (x,y) ¢ D es nulo al ser la altura del solido nula en tales puntos. Mas generalmente, el
volumen del solido

Q=1{(x,y,2) eR3| (x,y) €D, filx,y) <z<folx,y)}

donde las funciones fj > son integrables en D y f(x,y) < f2(x,y) para todo (x,y) € D, esta
dado por

v(Q) = JD(fz —ml. 4.9)

La mayoria de los conjuntos medibles Jordan en R? que se presentan en la practica son de
alguno de los tres tipos sencillos que discutiremos a continuacién. Como veremos, estos conjun-
tos tienen en comun que su frontera esta formada por la unién de un niimero finito de grdficas
de funciones continuas (tanto de la forma y = ¢(x) como de la forma x = @ (y)) en intervalos
compactos. Un conjunto acotado con esta propiedad es automaticamente medible Jordan, ya que
la grafica de una funcién continua en un intervalo compacto tiene medida 0.

Mas concretamente, diremos que un subconjunto D C R? es de tipo I si esta dado por las
ecuaciones

a<x<b, b1(x) <y < Pr(x)
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v = ¢2(x)

Figura 4.3: Region de tipo L

siendo ¢12 : R — R funciones de una variable continuas en el intervalo compacto [a, b] tales
que ¢1(x) < ¢p2(x) para todo x € [a, b] (cf. 1a Fig. 4.3). Evidentemente, un conjunto de este tipo
es acotado,yaque a < x <bym <y <M, siendo m y M respectivamente el minimo de ¢ (x)
y el maximo de ¢;(x) en el intervalo compacto [a, b]. Por otra parte, la frontera de una region
de tipo I es la unién de los segmentos verticales

{(a, )| d1(a) <y <d2(a)},  {(b,y) | P1(b) <y < P2(b)}
junto con las dos graficas
{(x,¢i(x)) | a <x < Db}, i=1,2,

y es por tanto un conjunto de medida nula (n6tese que los segmentos verticales son las graficas
de las funciones constantes, y por tanto continuas, x = a y x = b, respectivamente en los
intervalos [¢1(a), p2(a)] y [¢1[b], p2(b)]). Por tanto todo conjunto de tipo I es medible Jordan.
La integral de una funcion integrable f : R2 — R en un conjunto de tipo I se puede calcular
aplicando el teorema de Fubini a la funcién fxp. Para ello basta tener en cuenta que si R =
[a,b] X [c,d] es un rectangulo que contiene a D entonces

$2(x)
A(x) = J Sfx,y)xp(x,y)dy = J Sf(x,y)dy,

ya que xp(x,y) = 0 fuera de D. Si la integral del miembro derecho de la ecuacion anterior existe
para todo x € [a,b] (por ejemplo, si f es continua en D), entonces del teorema de Fubini se
sigue que

= J j¢Z(X)f(x,y>dy. (4.10)

La férmula anterior proporciona un procedimiento practico para calcular la integral doble de
f en recintos de tipo I. En particular, el area de una region de este tipo esta dada por

a(D) = J 1= J dx J::)) J: [p2(x) — P1(x)]dx]|,

resultado conocido del curso de Analisis de funciones de una variable.

Ejemplo 4.12. Como ejemplo, calcularemos el volumen del elipsoide Q de semiejes a, b y ¢ in-
tegrando una funcién adecuada en una region de tipo I. La ecuacion del elipsoide puede tomarse
sin pérdida de generalidad como
2 2 2
X % z
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o equivalentemente

(x,y)eD, ~flx,¥y)<z<f(xy)),
donde D es la elipse de ecuacion
x2 g2
ﬁ + ﬁ <1

[ x2 2
f(x,y):C 1_?—%

En virtud de la ec. (4.9), el volumen de Q esta dado por

Q) =2 dxdy=2c [ 1o -2 dxd
v(Q) = JDf(x,y) xdy = CJD - 7~ 32 dxdy.

Para evaluar la integral, observamos que la region D es de tipo I, ya que se puede parametrizar

como
/ 2 / 2
X X
—asxs<sa, -b 1—E<y<b 1—;

Utilizando la ec. (4.10) con
X2
P2(x) = —p1(x) = by |1 - 2
se obtiene

2 2
a b\1-3z [ x2 92 a b\1-32 [ x2 92
Q)=2 1-=5 -5 = 1-= —=—.
v(Q) cj_adxj_b 1—1;5 dy 2 B SCJO dxj0 dy 2 B

Para evaluar la integral en 7y, efectuamos primero el cambio de variable

/ x2
yv=>b 1_Et’ o<st<l,
en términos del cual
byf1-%5 X2 2 2\ (1 2
N R _ _x J1—2dr = _ X
Jo 1 22 bzdy b<1 aZ)Jo 1-—t2dt 4b<1 a2>’

donde la integral de +/1 — t2 se ha calculado utilizando el cambio de variable ¢t = sin 0:

1 TT/2 1 /2 L
J \/l—tzdt=J cos29d9=fj (1+cos(20))do =7 .
0 0 2 Jo 4
De esta forma obtenemos
a X2 1 4
U(Q)=21TbCJ (1—2> dx=21'rabcj (1-t%)dt =| = mabc|. O
0 a 0 3

Analogamente, diremos que un conjunto D c R? es de tipo II si es de tipo I intercambiando
el papel de las coordenadas x e y. Mas precisamente, una region de tipo II esta descrita por
ecuaciones de la forma

c<y<d, ¢10)<x<h200)],

donde las funciones de una variable ¢ > son continuas en el intervalo [c¢, d] y verifican ¢ (y) <
¢2(y) paratodo y € [c,d] (cf. 1a Fig. 4.4). Al igual que antes, un conjunto de este tipo es acotado,
vaquem <x < Myc <y <d,siendo my M respectivamente el minimo de ¢1(y) y el maximo



122 INTEGRALES MULTIPLES

de ¢2(y) en el intervalo compacto [c,d]. Ademas, la frontera de D tiene medida 0, ya que es la
unioén de los segmentos horizontales

{(x,0) | p1(c) < x < P2(0)}, {(x,d) | $1(d) < x < pa(d)}

junto con las graficas de las funciones continuas x = ¢1(y) y x = ¢2(») en el intervalo com-
pacto ¢ < y < d. Por tanto una region de tipo II es automdticamente medible Jordan. De nuevo,
la integral de una funcion f : R — R en un conjunto de tipo II puede calcularse aplicando el
teorema de Fubini a la funcion fxp. En efecto, si f es integrableen D yR = [a, b] X [c,d] es un
rectangulo que contiene a D entonces

b P2(y)
B = [ feeymoteyidx= [ fo v dx.
a b1 ()

Si esta integral existe para todo ¥ € [c,d] (por ejemplo, si f es continua en D), el teorema de
Fubini garantiza que

JD Sf= Ld dy J:((yy: flx,y)dx. (4.11)

En particular, el area de una region D de tipo II esta dada por

d P2(y) d
a(D) - jD 1= j dy an £l y) dx = J [b2(3) — b1(»)] dy

formula que de nuevo coincide con el resultado elemental conocido.

Finalmente, diremos que una regioén D es de tipo III si es a la vez de tipos I y II; en particular,
toda region de tipo III es automaticamente medible Jordan. Por definicién, una region de tipo III
se puede describir simultaneamente por ecuaciones del tipo

a<x<b, d1(x) <y < Pa(x)

c<y<d, P1(y) <x <y2y),

con ¢1,2, Y12 funciones de una variable continuas respectivamente en [a,b] vy [c,d] tales que
¢b1(x) < ¢p2(x) para todo x € [a,b] y ¢y1(y) < @2(y) para todo y € [c,d]. Por ejemplo, la

elipse D de ecuaciéon
2 2
X y
=)+ (=) <1
() + (%)
es una region de tipo III, ya que

Dz{(x,y)e[RZ‘—a<x<a, —bwll—ﬁsy<bwl—ﬁ}
:{(x,y)e[Rz‘—b<y<b, —adl—i’jsxsm/l—i’;}.

Si f es integrable en una region D de tipo III, y estan definidas ambas integrales

b2(x)

A(x) = J f(x,y)dy, B(y) = J
b1 (x) Wy

W2(y)
: f(x,y)dx

1

respectivamente para todo x € [a, b] y para todo y € [c,d] (esto ocurrira, por ejemplo, si f es
continua en D), el teorema de Fubini asegura que

b b2 (x) d w2(y)
J f=J de dyf(x,y)=J dy dx f(x,y).
D a P1(x) c Y1)
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Figura 4.4: Region de tipo II.

y

2.0

1.0

0.5

0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 4.5: Triangulo D del Ejemplo 4.13.

Notese, sin embargo, que es frecuente en la practica que una de las dos integrales iteradas sea
mucho mas dificil de calcular que la otra, o incluso que una de dichas integrables sea calculable
elementalmente y la otra no lo sea.

Ejemplo 4.13. Sea A(x) la funcién de una variable dada por

2 2
A(x) = J eY dy.
X

Esta funcién no se puede expresar en términos de funciones elementales, ya que puede probarse
que la primitiva de e” * no es una funcion elemental. Sin embargo, la integral f02 A(x) dx se calcula
facilmente teniendo en cuenta que por el teorema de Fubini

2 2 2 ) )
J A(x)dxzj de dyeY =J e dxdy,
0 0 X D
siendo D el conjunto (triangulo) de ecuaciones
0<x<2, X<y<?2

(cf. 1a Fig. 4.5). El conjunto D es de tipo III, ya que obviamente puede también describirse me-
diante las ecuaciones de tipo II

Calculando la integral doble considerando a D como un conjunto de tipo II se obtiene

2| y=2 _
y=0

L4
2(e 1)].

? : Y 2 2 2 1
J A(X)dX=J dyJ dx e =J ye¥ dy = ~ e
0 0 0 0 2
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Ejemplo 4.14. Calculemos la integral de la funcién f(x,y) = x3y en el conjunto D acotado por
el eje v y la parabola x = 3 — 42, esta region es de tipo III, ya que puede describirse por las
ecuaciones

1 1
< x < —=V3-x<y<-= -
0<x <3, > 3—-x<y > 3—-x
(de tipo I), o bien
—?sys?, 0<x<3-4y°?

(de tipo II). Escogiendo la parametrizacion de tipo II y aplicando el teorema de Fubini obtenemos

V3
2

3-4 2 ﬁ
3 Y 3 I 214
x°ydxdy = dy x’ydx = — y(3—-4y°)*dy =0,
b 0 4l

V3
2

ya que el integrando es impar. En general, si D es invariante bajo la transformacion (x,y) ~
(x,-y)y f(x,—-y) = —f(x,y), utilizando la férmula del cambio de variables en integrales
multiples (cf. la Seccion 4.5) se demuestra que [, f = 0.

y
1.0

0.5

-0.5F

-1.0F

Figura 4.6: Region D limitada por el eje y y la parabola x = 3 — 42,

4.3 Integrales multiples en R"

4.3.1 Integral multiple en un n-paralelepipedo

La integral de una funcion escalar acotada f : R" — R se define de forma totalmente analoga a
la integral doble que acabamos de discutir. En primer lugar, definimos la integral de la funcion f
en un n-paralelepipedo R = [a,b1] X - - - X [an, byn]. Para ello, suponemos que f esta definiday
acotada en R y definimos las sumas superior e inferior asociadas a una particibon P = P; X - - - X Py
de R, donde cada P; es una particién del correspondiente intervalo [a;, b;] en m; subintervalos,
al igual que en el caso bidimensional. Mas precisamente,

L(f;P) = > m(f;S)v(S), US;P)= > M(f;S)v(S),

Sep Sep

siendo S uno de los m; - - - my, sub-parelelepipedos de la particion P, v (S) su volumen y
m(f;S) =inf{f(x) | x € S}, M(f;S) =sup{f(x) | x €S}.
Al igual que en el caso n = 2, se demuestra que

L(f;P) <U(f;P")
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para todo par de particiones P,P’ de R. Por tanto podemos definir las integrales superior e
inferior de f en R respectivamente mediante

JRf = sup{L(f;P) | P particion de R}, JRf = inf{U(f;P) | P particion de R},

[ <] s

Por definicion, f es integrable en R si la integral superior de f en dicho conjunto coincide con
su integral inferior. En tal caso, definimos la integral de f en el n-paralelepipedo R como el valor
comun de ambas integrales, es decir
Jof = Lot = ]
R JR R

Notacion. La integral de f en R se suele denotar de distintas formas alternativas, como por
ejemplo

y se tiene

JRf(x)dxl < adxg, JR dxp - - -dxn f(x), JRf(x)d"x, JR d"x f(x). O

Al igual que en el caso bidimensional, es valido el criterio de integrabilidad de Lebesgue:

Una funcion f : R" — R definida y acotada en el n-paralelepipedo R es integrable en dicho
conjunto si y solo si el conjunto de los puntos de R en que f es discontinua tiene medida nula.

En particular:

Si f: R™ — R es continua en el n-paralelepipedo R, entonces f es integrable en dicho conjunto.

Como en dos dimensiones, la grdfica de una funcion continua g : R”~! — R en un conjunto
compacto K tiene medida O en R", y por tanto la unién numerable de tales graficas tiene también
medida nula. Por ultimo, las propiedades elementales de la integral multiple son idénticas a
las del caso bidimensional, sin mas que cambiar el rectangulo R por el n-paralelepipedo R (o
los rectangulos R; en la propiedad de aditividad por n-paralelepipedos). En otras palabras, las
integrales multiples tienen las propiedades de linealidad, aditividad y monotonia, y se verifican
las desigualdades (4.4) y (4.5) (con a(R) reemplazado por v(R)) y el teorema del valor medio
(si f es continua):

JRf=f(xo)v(R), para algin xo € R |.

También el teorema de Fubini admite una generalizacion relativamente sencilla a integrales
multiples n-dimensionales. En efecto, sean

Ry =la1,b1] x - xX[am,bm] C R™, Ry-m = [@am+1,bm+1] X - - - X [an,bp] C R"™,

de modo que R = Ry, X Ry—m, Y denotemos por (x,y) (con x € Ry, e v € Ry_y) un punto
genérico del n-paralelepipedo R. Si f es integrable en R y existe la integral

A(x) = j Flx,y)d" My

para todo x € Ry, (por ejemplo, si f es continua en R) entonces A es integrable en R, y ademas
IR f =g, A, es decir

| f- L dmx jRn_m Av My f(x,y) .
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Analogamente, si existe
B = [ flxdmx

para todo ¥ € Ry _m entonces B es integrable en Ry,_,, y ademas [ f = fRn—m B, es decir

JRf - JRM ar "y JRm d"x f(x,y) |.

Las integrales del miembro derecho de las igualdades anteriores se llaman integrales iteradas
de la funcién f. Evidentemente, si se cumplen las hipo6tesis del teorema de Fubini tanto para
A(x) como para B(y) (por ejemplo, si f es continua en R) entonces ambas integrales iteradas
son iguales entre si, ya que cualquiera de ellas es igual a la integral de f en R:

JR f= JR,H" anmy JRm a"x f(x,y) = JRm a™x JR,H" am"my f(x,y) |

Aplicando el teorema de Fubini repetidamente (suponiendo que se cumplen en cada paso la
hipotesis de dicho teorema, lo que ocurrira por ejemplo si f es continua en R) se demuestra que
la integral multiple de f en el n-paralelepipedo R = [a1,b1] X - - - X [an, bn] se puede calcular
evaluando sucesivamente n integrales unidimensionales:

by b; bn
J f= dx; dxo - - - dxn f(x1,...,xn).
R ay

a an

De hecho, si f es continua en R podemos evaluar las integrales iteradas en cualquier orden, es
decir

bil bi2 bin
J f:J dxi, dxiz---J dxi, f(x1,...,xn) |.
R ail

a,jz Aiy

siendo (iy,...,1i,) cualquier permutacion de (1,...,%). En particular, en este caso las n! integra-
les iteradas unidimensionales de f son iguales entre si.

4.3.2 Integral multiple en un conjunto medible Jordan

A continuacién se define la integral de una funcién escalar acotada f : R" — R en un conjunto
medible Jordan QO c R", que por definicion es un conjunto acotado cuya frontera tiene medida
nula. Como en el caso bidimensional, se dice que una funciéon f : R"” — R definida y acotada
en un conjunto medible Jordan Q es integrable en dicho conjunto si fxq es integrable en un
n-paralelepipedo R que contiene al conjunto Q. En tal caso, la integral de f en Q se define de
nuevo mediante

JQf: JRfXQ'

Al igual que en el caso bidimensional (y esencialmente con la misma demostracién), se verifica el
criterio de integrabilidad de Lebesgue:

Una funcion f : R™” — R definida y acotada en un conjunto medible Jordan Q es integrable en
dicho conjunto si y solo si el conjunto de los puntos de Q en que f es discontinua tiene medida
nula.

En particular,
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Si f:R"™ — R en continua en un conjunto medible Jordan cerrado Q (o si f es continua y aco-
tada en un conjunto medible Jordan Q arbitrario) entonces f es integrable en dicho conjunto.

En particular, las funciones constantes son integrables en cualquier conjunto medible Jordan Q.
Por definici6én (andlogamente a lo que ocurre en el caso bidimensional), se define el volumen
v(Q) de un conjunto medible Jordan Q) mediante la férmula

v(Q) = JQI = L)d”x.

De nuevo, las propiedades de la integral multiple de una funcién en un conjunto medible Jor-
dan Q (linealidad, aditividad, monotonia, teorema del valor medio, etc.) son esencialmente las
mismas que en el caso bidimensional.

Ejemplo 4.15. Calculemos, como ejemplo, el volumen V), del simplex n-dimensional de ecuacio-
nes

X1+ +xn<1, xi=z0 (i=1,...,n).
Este conjunto es evidentemente acotado (en efecto, 0 < x; < 1 para todoi = 1,...,n), y su
frontera esta contenida en la union de los hiperplanos x; =0 (1 <i<n)yxj +---+xpn = 1,

cada uno de los cuales tiene medida cero. Por tanto el simplex es un conjunto medible Jordan.
En dos dimensiones, dicho simplex es un tridngulo rectangulo con ambos catetos iguales a 1,y
por tanto Vo = 1/2. Si n = 3, el 3-simplex es la piramide QO de ecuaciones

XxX+y+z<1, x,v,z=0 4.12)

(cf. la Fig. 4.7). El volumen de esta piramide se calcula facilmente aplicando el teorema de Fubini
al cubo [0, 1]3, que claramente contiene a la piramide. En efecto,

1 1 1 1 1-x 1-x—y
v(Q):J dxdydz=J XQZJ de dyj dsz(x,y,z)=J de dyJ dz,
Q [0,113 0 0 0 0 0 0

ya que xq(x,vy,z) = 0 amenos que (x,y,z) verifique las ecuaciones (4.12), que evidentemente
son equivalentes a

0<x<1, O<y<l-x, O0<z<l-x-y.

Notese que podemos aplicar el teorema de Fubini, ya que todas las integrales iteradas que apa-
recen en la férmula anterior obviamente existen. Realizando las integraciones se obtiene

1 1-x 1 1 1 1 1
v3zv(Q)=deJ dy(l—x—y)=fj(1—x)2dx=f{xzdxzf.
0 0 2 Jo 2 Jo 6

Esto coincide con el conocido resultado de geometria elemental, segiin el cual el volumen de una
piramide es 1/3 de la altura por el area de la base. Procediendo de la misma forma en el caso
general n-dimensional y utilizando la identidad

ak+1
k+1°

L)a(a —t)kdt =
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Figura 4.7: Piramide del Ejemplo 4.15.

se obtiene
1 1-x1 1-x1—++—Xpn-2 1-x1——Xn-1
Vu = J dx; J dxo - - - J dxn-1 J dxs,
0 0 0 0
1 1-x1 1-x1—-—xp-2
:J dxlj dXz---J dxp1(1—-x1 -+ —xn-1)
0 0 0
1 1 1-x1 1-x1—-—XxXn-3
=*I dxlj dXz-"J dxp—2(1—x1 =+ = Xp_2)*
2 Jo 0 0
1 1 1-x1 l1-x1—+—Xn-4
=7J XmJ dXz"'J dxp_3(1 —x1 — -+ —xn_3)°
2-3Jo 0 0
1 1 1
== — " | dxi;(1- n-1 _| = |
(m—-1)! Jo X x1) n!

4.4 Integrales triples

Estudiaremos a continuacion en mas detalle el caso de las integrales multiples en R3, llamadas
también integrales triples. De forma analoga al caso bidimensional, se pueden definir cuatro tipos
de regiones sencillas que se presentan frecuentemente en la practica, a las cuales puede aplicarse
facilmente el teorema de Fubini.

Mas precisamente, diremos que un conjunto Q ¢ R3 es de tipo I si esta dado por ecuaciones
del tipo

((x,) €D, $1(x,y) <z<alx,) ]

siendo ¢1,2 funciones de dos variables continuas en el conjunto medible Jordan compacto D C
R? tales que ¢1(x,y) < ¢2(x,y) para todo (x,y) € D. Una region de este tipo es automatica-
mente medible Jordan. En efecto, Q) es acotado, ya que las variables (x, y) estan acotadas (al ser
D compacto por hipotesis), mientras que si m y M denotan respectivamente el minimo de ¢; y
el maximo de ¢> en el conjunto compacto D se tiene m < z < M. Por otra parte, la frontera de Q

es la union de las graficas de las funciones ¢1 2 en el conjunto compacto D, que tienen medida 0,
con el conjunto

{(x,v,2) | (x,¥) €0D, ¢i(x,y) <z<dd2(x,v)} CoD x[m,M],

que claramente tiene medida 0 al ser por hipétesis 0D un conjunto de medida nula en R? (ejer-
cicio). Sea R = [a,b] x [c,d] x [m, M] un paralelepipedo que contiene a Q) (en particular, esto
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implica que D C [a, b] X [c,d]). Por el teorema de Fubini, si existe la integral

P2(x,y)
Alx,y) = J £, 2)Xa(x, 7, 2) dz = Xp (x, y)J F(x,7,2)dz
P1(x,y)
(por ejemplo, si f es continua) entonces
P2(x,y)
| =] fxa=| Alx,y) dxdy = dx dy xp(x, y)J dz f(x,.2),
Q R [a,b]1x[c,d] la,b]x[c,d] ¢1(x,y)
es decir
P2(x,y)
J f= J dx dyJ dz f(x,v,z). (4.13)
d1(x,y)

En particular, el volumen de una regiéon Q de tipo I esta dado por

$2(x,y)

v(Q) = J dxdyj

dz - j [$2(x,7) — d1(x,7)]dxdy,
$1(x,y) D

como ya vimos en la seccion anterior (cf. 1a ec. (4.9)). Evidentemente, si la region D es a su vez un
conjunto de tipo I o II en R? la integral (4.13) se puede expresar en términos de tres integrales
sucesivas de funciones de una variable. Por ejemplo, si D es de tipo I y esta determinada por las
ecuaciones

a<x<b, P1(x) <y < g2(x)
entonces se tiene
(Ilz(x ¢2(x,y)
J f= J de J dz f(x,v,z)|. (4.14)
1(x) b1(x,y)

Analogamente, diremos que Q C R3 es de tipo II si es de tipo I intercambiando el papel de
las variables x y z, es decir si esta descrita por ecuaciones de la forma

(1,2 €D, ¢1(r,2) <x<2(1,2) |

siendo ¢, funciones de dos variables continuas en el conjunto medible Jordan compacto
D c R? tales que ¢1(y,z) < ¢2(y,z) para todo (y,z) € D. Evidentemente, en este caso la
ecuacion (4.13) ha de ser reemplazada por

b2(y,2)
J f =J dydzj dx f(x,y,z). (4.15)
Q D b1(y,2)

1,z

En particular, en este caso el volumen de Q esta dado por
) = | lb2v,2) - d1(v,2)]dy dz.

Del mismo modo, diremos que Q C R3 es de tipo III si es de tipo I intercambiando el papel de
las variables v y z, es decir si esta descrita por ecuaciones de la forma

((x,2)eD, ¢ilx,2)<y<

siendo como antes ¢;, funciones de dos variables continuas en el conjunto medible Jordan
compacto D C R? tales que ¢ (x,z) < ¢»2(x,z) para todo (x,z) € D. En este caso

P2 (x,z)
|r=] axaz| " " v foe.2), (4.16)
Q D ¢1(x,2)
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y en particular
v(Q) = JD [P2(x,2) — Pp1(x,2z)]dxdz.

Por ultimo, diremos que una regiéon Q c R3 es de tipo IV si es simultaneamente de los tres
tipos I-III. Evidentemente, la integral de una funcién f : R™ — R en una regién de este tipo se
puede calcular por cualquiera de las tres expresiones (4.13)-(4.16) (si se cumplen las hipotesis
del teorema de Fubini).

Ejemplo 4.16. Calculemos la integral de la funcién f(x,y,z) = z en la region Q del primer
octante (x,y,z = 0) acotada por los planos x =0, y =0,z=0,x+y =2, x+2y =6yel
cilindro y? + z2 = 4. Dicha region ha de estar en el interior y? + z2 < 4 del cilindro, ya que su
exterior no es acotado. Por tanto Q es la region de tipo I

(x,¥) €D, OSZSW,

(cf. 1a Fig. 4.8, drcha.) siendo D ¢ R? el conjunto de ecuaciones
x=20, 0<sy<2, x+y=2, x+2y<6

(cf. 1a Fig. 4.8, izda.). Notese que la restricciéon y < 2 proviene de la ecuacion del cilindro, ya que
|y| <2 si v+ z2 < 4. Podemos considerar a D como una region de tipo II, de ecuaciones

O0<sy<2, 2-y<x<6-2y.

Por tanto

1 (2 6-2y
dzz=—J dy dx (4 - y?)
2 Jo 2-y

2 6-2y Va2
Jdexdydz=J dy de

0 2-y 0

1 2 1 2
§JO(4—y)(4—y2)dy=§ J0(16—4y—4y2+y3)dy

16 26
=16-4—-—+2=|—|. O
3 3
Ejemplo 4.17 (principio de Cavalieri). Sea Q) el sé6lido de ecuaciones
hi<z<hy, (x,¥) eD(z2), (4.17)

20 6

LA WY

11

Figura 4.8: Region D (izda.) y solido Q (drcha.) en el Ejemplo 4.16.
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donde D(z) ¢ R? es un conjunto compacto medible Jordan para todo z € [h1,h2] y D(z) C
[a,b] X [c,d] para todo z € [h1,h»], de modo que Q estd contenido en el paralelepipedo R =
[a,b] X [c,d] X [hy,h>]. Aplicando el teorema de Fubini se obtiene

hy
v(Q) = J Xo(x,y,z)dxdydz = J dZJ dxdyxa(x,y,z)
R h [a,b]x[c,d]

ho hy
=J dZJ dxdyxp(z) (x,») =J dZJ dxdy,
hy la,b]x[c,d] hy D(z)

y por tanto

h»
v(Q) = . A(z)dz, (4.18)

siendo A(h) = a(D(h)) el area de la seccion transversal de Q por el plano z = h. Sea a continua-
cion Q otro solido del mismo tipo que Q, de ecuaciones

hy <z<ho, (x,y)eﬁ(z).

Si el area A(h) = a(D(h)) de la seccion de Q por el plano z = h es igual a A(h) para todo
h € [h1, h2], entonces Q y Q tienen obviamente el mismo volumen, ya que

~ hy ho
v(Q) = Jh A(z)dz = Ll A(z)dz =v(Q).

Este es el llamado principio de Cavalieri.

Consideremos, por ejemplo, el sdlido de revolucion obtenido girando la grafica de la funcién
continua y no negativa

x=f(z), hi<z<hs,

alrededor del eje z. En este caso la seccion del sélido por un plano z = h es obviamente un disco
de radio f(h), y por tanto A(h) = Tt f(h)?. Luego el volumen del solido de revoluciéon Q esta
dado por

hy
v(Q) = “Ll f(2)%dz. (4.19)
1

Ejemplo 4.18. Por ejemplo, hallemos el volumen del solido de revolucion Q acotado por el cono
z = x2 + y2 y la esfera x2 + y2 + z2 = 1 (cf. la Fig. 4.9, dcha.). En primer lugar, la seccion de
ambas superficies por el semiplano y = 0, x > 0 son las curvas x = z y x = /1 — z2, que se
cortan en el punto x = 1/+/2 (cf. la Fig. 4.9, izda.). Por tanto en este caso la funcion f(z) esta
dada por

flz) = { 0<z<1/V2
V1-2z22, 1/V2<z<1,
y el volumen pedido es igual a
v(Q)=1'r‘[1/\/§22dz+1'rj1 (1—22)d2—7+ (1 L_EJFL)
62 V2 3 6V2

- T 3v2-3-2) =

TT
NN, 2(f—1)_§(2—ﬁ).

a\ﬂ
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ol =
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Figura 4.9: Grafica de la funcién x = f(z) (izda.) y solido de revolucion Q (drcha.) en el Ejem-
plo 4.18.

Ejemplo 4.19. El volumen de la esfera de radio a > 0 se calcula facilmente utilizando la ec. (4.19).
En efecto, en este caso f(z) = va® — z2, con —a < z < a, y por tanto

a a 1
v (Ba(0)) = TtJ (@’ -2z%)dz = ZWJO (a® - z%)dz = 2ma® Jo (1-t?)dt = %Trw?’ .
—-a

Ejercicio 35. Probar que la coordenada z del centro de masas de un solido homogéneo de ecua-
cion (4.17) esta dada por

h»
J zA(z)dz
h
Z = —;12 .
A(z)dz
hy
En particular, para un sélido de revolucion
h»
LL zf(z)?dz
7= —;LZ .
J f(2)?dz
hy

(En este ultimo caso, las coordenadas x e y del centro de masas se anulan por simetria.)

4.5 Cambios de variables en integrales multiples

Al igual que en el caso unidimensional, uno de los métodos mas efectivos para evaluar una
integral multiple es efectuar un cambio de variables apropiado. Evidentemente, para poder uti-
lizar este método necesitamos primero conocer como se transforman las integrales multiples
bajo cambios de variables. En una dimension, dicha transformacion es muy sencilla: en efecto, si
g:la,b] — Resdeclase C!y f:R — R es continua entonces

g(b) b
fGdx - L Fla®) g (b dt.

g(a
Si g es inyectiva, es facil convencerse de que esta féormula se puede escribir

b
[ fdx= | flaw)lgwide | (4.20)
g([a,b]) a
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vV+AV |- - a%(u,v)Av

L > u > X

|
|
|
u u -+ Au
Figura 4.10: Rectangulo R en el plano (u, v) y su transformado g(R) en el plano (x,y).

En efecto, si g es monoétona creciente en [a, b] entonces g’ (t) = Oparatodot € [a, b], g([a,b]) =
[g(a),g(b)], y la fébrmula anterior coincide con la usual, mientras que si g es monotona decre-
ciente entonces g'(t) < 0en [a,b], |g' (t)| = —g(t) pero g([a,b]) = [g(b),g(a)].

Para ver cual es el analogo n-dimensional de la ecuacion (4.20), consideremos en primer lugar
el caso bidimensional. Sea g : R? — R? un difeomorfismo de clase C!, y supongamos que D y
D = g(D) son ambos medibles Jordan. Notese que el difeomorfismo g determina un sisterma de
coordenadas curvilineas en el abierto g(R?), y por tanto los puntos del conjunto D se pueden
interpretar como las coordenadas curvilineas de los puntos del conjunto D. Consideremos un
rectangulo R = [u,u + Au] X [v,v + Av] C D de lados Au y Av. Si Au y Av son suficiente-
mente pequenos el conjunto g(R) puede aproximarse por el paralelogramo generado por los

vectores —(u V)Auy gg (1, v)Av, con origen en el punto g(u,v) (cf. la Fig. 4.10). El area de
este paralelogramo es igual a

sin 0 AuAv ,

| B

siendo 6 el angulo formado por los vectores —(u v)y ag (u,v). Notese que

“g—i(u,v)“"g—‘z(u,m”sine = Ha—g u,v) x gg (u, U)H
:H(aagl v)agz(u V) — aa‘?f )agl(u v))kH— | detDg(u,v) ]|,

donde al calcular el producto vectorial se sobreentiende que la tercera componente de los vecto-
og og
S T (u,v)y 30 (u,v) es nula, y por tanto

a(g(R)) = | detDg(u,v)|AuAv.

Consideremos a continuacion una familia de pequefios subrectangulos Ry = [Ug, Ux + AU y] X
[Va, Va + AV«] (con 1 < & < p) que no se solapen entre si, de modo que

N 14
~ U R
x=1
Entonces

14
D=gD) =] gRa)

=1

donde los conjuntos g(Ry) (1 < & < p) no se solapan entre si. Por la propiedad de aditividad, la
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integral en el conjunto D de una funciéon f : R? — R esta aproximadamente dada por

p p p
J f= Z J f= z fgug,va))a(g(Ra)) = Z flgug,va)) | detDg(un, va) ’AuaAvo(
D a=1"9Ra) x=1 o=1
p
S J f(g(u,v))|detDg(u,v)|dudv :JN(fog)|deth| . (4.21)
x=1 Ra D

En el limite en que los lados Auy y Avy de los rectangulos Ry tienden a cero, las aproximacio-
nes anteriores deberian convertirse en igualdades. Este razonamiento heuristico sugiere que la
igualdad

J f= JN(ng)Idethl (4.22)
D D

deberia ser el analogo bidimensional de la ec. (4.20). Notese que la ecuacion anterior se puede
escribir de varias formas equivalentes, como por ejemplo

JDf(x,y) dxdy = Jﬁf(g(u,v)) | detDg(u,v) | dudv,

0 de forma mas mnemotécnica (aunque con un ligero abuso de notaciéon)

o(x,y)
o(u,v)

JDf(x,y)dxdy = Jﬁf(x(u,v),y(u,v)) 'det (u,v)| dudv. (4.23)

Formalmente, por tanto, para efectuar el cambio de variable en la integral de f sobre la regiéon D
se sustituyen las variables x e 7y por las dos funciones x(u,v) e y(u,v) que definen el cambio
de variables, se reemplaza el elemento de area dx dyy por

o(x,y)

det 3, v)

(u,v)|dudv,

y por supuesto se integra sobre el conjunto D = g~ 1(D), donde
gu,v) = (x(u,v),yu,v)).

Veremos a continuacion que la ecuacion (4.22) es esencialmente correcta también para integrales
en n > 2 dimensiones, bajo condiciones muy generales sobre la funciéon cambio de variables g.

El razonamiento anterior (cf. la ec. (4.21)) sugiere claramente que en cualquier nimero de
dimensiones la férmula del cambio de variables deberia ser

| r=] a1,

donde
, v(g(R)) . v(g(R))
= 1 XA 1 _YNIWRI)
Jw) Aul,...l,nAlunaO v(R) Aul,...l,nAlunaO Auy - - - Auy
V¥ R es el n-paralelepipedo recto con origen en el punto u y lados Auy,...,Auy,. En el caso tridi-

mensional, R es simplemente el paralelepipedo [u,u + Aul X [v,v + Av] X [w,w + Aw]. Si Au,
Av y Aw son suficientemente pequenos, la imagen de dicho paralelepipedo bajo un difeomorfis-
mo g : R3 - R3 de clase C! es un s6lido que puede aproximarse por el paralelepipedo (no recto)
generado por los vectores

99
ov

g—i (u,v,w)Av, a—g(u,v,w)Aw

(u,v,w)Au,
ow
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con origen en el punto g(u, v, w). Como es sabido, el volumen de este paralelepipedo esta dado
por

99

™ a—g(u,v,w) X a—g(u,v,w)> ’ AuAvAw = | detDg(u,v,w) | AuAvAw,

(W, v, w) - (av ow

donde se ha utilizado la siguiente identidad para el producto triple a - (b X c) de tres vectores
a = (a1,az,a3), b = (by,b2,b3), c = (c1,¢2,¢3):

ar b a
a-(bxc)=|ar by c2
a3 bz c3

Razonando como en el caso bidimensional se llega a la féormula

I f= JN (fog)|detDg]|, (4.24)
Q 3

donde Qy Q = g((N)) son conjuntos medibles Jordan. Al igual antes, con un ligero abuso de
notaciéon esta formula se suele escribir de forma mas explicita como

sz(x,y, z)dxdydz

o(x,y,z)

(u,v,w)|dudvdw. (4.25)
o(u,v,w)

= Jﬁf(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) det

En el caso n-dimensional (con n > 3 arbitrario), el razonamiento se basa de nuevo en que el
n-paralelepipedo recto

R=[uj,ur +Auil X - X [un,Un + Auy|

se transforma bajo un difeomorfismo g : R” — R" de clase C! en un solido que puede aproxi-
marse (si Au; es suficientemente pequeno para todo i) por el paralelepipedo n-dimensional (no
recto) generado por los vectores

g
aui

(u) Au;, l1<i<n,
con origen en el punto g(u). El volumen de este paralelepipedo es el valor absoluto del determi-
nante cuyas columnas son las componentes de los vectores anteriores, es decir

| detDg(u) |Auy - - - Auy,,

lo que conduce de nuevo a la formula (4.24). Vemos pues que el analogo de la formula del cambio
de variables (4.20) en cualquier nimero de dimensiones n deberia ser la ec. (4.24). Esta afirmacion
es esencialmente correcta, como afirma de forma mas precisa la siguiente proposicion:

Proposicion 4.20 (formula del cambio de variables). Sea g : R" — R" una funcion biyectiva
de clase C' en un abierto U C R" tal que detDg(u) # 0 para todo w € U, salvo a lo sumo en
un conjunto de medida 0, y sean QcUyQ= g((NZ) conjuntos medibles Jordan. Si f : R™ — R es
integrable en Q entonces se verifica la formula del cambio de variables (4.24).

Comentario. Como vimos en el capitulo anterior (cf. el Corolario 3.22), si el jacobiano de g no se
anula en todo el abierto U entonces g es un difeomorfismo de clase C! en U, y por lo tanto en
este caso g determina un sistema de coordenadas curvilineas en el abierto g(U). La condicion
sobre g en el enunciado de la proposicion anterior es algo mas débil, ya que permite que detDg
pueda anularse en un subconjunto de medida nula de U. O
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Aligual en los casos n = 2 y n = 3, la férmula del cambio de variables (4.24) se suele escribir
en la forma mas explicita

J F(X1y..n,xn) dx = JNf(xl(u),...,xn(u)) det QXL s Xn) (ol gy, (4.26)
Q Q a(ul,,un)
donde la funcién x(u) = (x1(u),...,xn (1)) que aparece en el miembro derecho es la funcion

cambio de variables. Formalmente, la ecuacion anterior se obtiene efectuando en el miembro
izquierdo los cambios

x —x(u), a'x — 'det M(u) d"u (4.27)
a(ul,---,un)
e integrando sobre el conjunto Q= g Q) (donde g(u) = (x1(u),...,xn(u)) es el cambio de
variable). En particular, la expresion
a(xl,---,xn) n n
det ——=2-(u)|d"u = | detDg(u) | d"u (4.28)
a(ul,---sun)

se puede interpretar como el elemento de volumen infinitesimal en las coordenadas curvilineas
(u1,...,uy). En otras palabras, el jacobiano de la transformacion g es el factor de dilatacion local
del volumen bajo dicha transformacion. En particular, el volumen de la region Q esta dado por

0(X1,...,Xn)

det
a(ula---’un)

()| d"u.

Vi) = Lz

Ejemplo 4.21. Consideremos, en primer lugar, las coordenadas polares en el plano R?, definidas
por

gr,0) =r(cos,sin0).

La funcion g es un difeomorfismo de clase C® del abierto U = (0, ) x (0, 277) en el abierto
g) =R? - {(x,0) | x >0},

es decir en R? menos el semieje y = 0, x > 0 (que tiene medida 0 en R?2). El jacobiano de la
transformacion g esta dado por

cos® —rsind

detDg(r,0) = sin@ rcos@

‘=1">O enU.

Por tanto la féormula del cambio de variables se escribe en este caso

J flx,y)dxdy = ij(rcose,rsine)rdrdQ.
D D

En particular, el area del conjunto D en coordenadas polares esta dado por

a(D) = errd@.
D

Analogamente, las coordenadas cilindricas en R3 estan definidas por

9(p,p,z) = (pcos,psing, z),
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que es un difeomorfismo de clase C*® del abierto U = (0, ) X (0,27) X R en R3 menos el
semiplano {y = 0,x > 0} (de nuevo, dicho semiplano tiene medida 0 en R3). Como vimos en el
Ejemplo 3.26, el jacobiano de esta transformacion es

detDg(p,p,z) =p >0 enU.

Por tanto en este caso se tiene

JQf(x,y,z) dxdydz = Iﬁf(pcoscp,psincp,z)pdpd(pdz,

de donde se sigue que

Q) :Jﬁpdpdqodz .

Finalmente, las coordenadas esféricas definidas por
gr,0,p) = r(sin 0 cos @, sin O sin @, cos 9)

son un difeomorfismo de clase C* de U = (0, ») x (0, 1) x (0,27) en R3 menos el semiplano
{y = 0,x = 0}, con jacobiano

detDg(r,0,p) =r*sin@ >0 enU.

Por tanto en este caso la formula del cambio de variables se escribe

sz(x,y,z)dxdydz = Jﬁf(rsin@cosw,rsin@sincp,rcos@)rz sinf0drdOéde,

y en particular

v(Q) = Jﬁrz sin@drdode |.

Por ejemplo, el volumen de la esfera de radio a > 0 se calcula de forma muy sencilla en coorde-
nadas esféricas, ya que en dichas coordenadas B, (0) es el paralelepipedo

O<r<a, 0<0<m, 0<@<2m.

Aplicando la formula del cambio de variables se obtiene3

a TT
v (B4(0)) J er do d(pr sin @ = 2Tt (J r? dr) (J sin@d@) = gﬂoﬁ .
0 0

Ejemplo 4.22. Sea A : R" — R" una transformacioén lineal invertible. En este caso
DA(x) = A, Vx e R",

y por lo tanto el jacobiano de la transformacion es el determinante de la matriz A (que es no nulo,
al ser A invertible). La férmula del cambio de variables proporciona en este caso (intercambiando
los papeles de Q y Q en la ec. (4.24))

J f(x)d"x = | detA] J f(Au) d"™u
A(Q) Q

3En rigor, el cambio de variable a coordenadas esféricas solo puede aplicarse a la esfera menos su interseccion
con el semiplano {y = 0,x = 0}, pero este ultimo conjunto tiene medida O.
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I I I I
0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 4.11: Region D del Ejemplo 4.23.

En particular, tomando f = 1 obtenemos la importante identidad

(v(AQ) = |detA] - v(Q)].

Por ejemplo, si A es una transformacion ortogonal entonces
ATA=1 = (detAd)>’=1 = |detA|=1,

y por tanto las transformaciones ortogonales preservan el volumen. Por otra parte, si A es la
dilatacion inhomogénea definida por A(x) = (A1x1,...,AnXyn), entonces

V(AQ)) = [A1- - - Apl v (Q).
Consideremos, por ejemplo, el elipsoide E de ecuacion

2 2 2
X z
72+y72+72<1.
a b c

Aplicando la férmula anterior con A1 = a, A2 = b, A3 = ¢ ala esfera unidad Q se deduce que

V(E) =abc-v(Q) = %nabc .

Ejemplo 4.23. Calculemos la integral de la funcion f(x,y) = x2 + 72 en la region D del primer
cuadrante (x, y > 0) de ecuaciones

1<xy<4, X <y <d4x (4.29)

(cf. la Fig. 4.23) utilizando el cambio de variables u = xy, v = y/x. La funcion (x, y) - (u,v) =
g~ 1(x,y) es invertible si (x, y) pertenece al primer cuadrante, y su inversa esta dada por

X=\/%, y=uv,

donde (u,v) también pertenece al primer cuadrante. Es inmediato comprobar utilizando las
ecs. (4.29) junto con las ecuaciones del cambio de variables que en este caso el conjunto D es
el cuadrado [1,4] x [1,4]. El jacobiano de la transformacion (u,v) ~ (x,y) = g(u,v) (que
claramente es de clase C* si (1, v) pertenece al primer cuadrante) esta dado por

y

-1
a(x,y) o(u,v) B
det dnv) (det 8(x,y)) =

_Y
x2
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Figura 4.12: Solido Q del Ejemplo 4.24.

Vemos por tanto que dicho jacobiano es positivo en el primer cuadrante, y en particular en el
cuadrado D. Aplicando la féormula del cambio de variables se obtiene

1 [u 1 u
2 2 = e —_ = — —_—
JD(X +y°)dxdy = J[1,4]2 50 (v +uv) dudv 2 )i <v2 +u> dudv

1(* 4, 3 (4 15 1\ 45 [225
201”‘1”)01” d")*zﬁ”duw'(lu)u—m-

Ejemplo 4.24. Calculemos el volumen del solido Q acotado superiormente por el cilindro para-
bolico z = 4 — 2 e inferiormente por el paraboloide eliptico z = x2 + 32 (cf. la Fig. 4.12). El
solido en cuestion es de tipo I, ya que

x> +3y°<z<4-y> = x*+4y°<4,
Yy por consiguiente
Q=1{(x,v,2) eR3| (x,y) €D, x> +3y?<z<4-y?},
siendo D la elipse (x/2)2 + ¥2 < 1. Por tanto el volumen de Q esta dado por
v(Q) = JD(4 - y2-x?-3y%)dxdy = JD(4 - x%—4y%)dxdy.
Para evaluar esta integral efectuamos el cambio de variables*
x =2rcoso, vy =vsing,

que (al igual que las coordenadas polares) claramente es biyectivo siv > 0y 0 < 6 < 2T El
jacobiano de esta transformacion esta dado por

o(x,y) |2cos0 —2rsind
o(r,0) | sin@  rcos@

=2r>0

4Este cambio de variables es la composicion del paso a coordenadas polares con la dilatacion (x, y) — (2x, y).
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en la region considerada. En las coordenadas (7, 8), la elipse esta descrita por las ecuaciones
0<7r <10 < 0 < 2m. Aplicando la formula del cambio de variables (sin tener en cuenta
conjuntos de medida nula) se obtiene

21 1 1
vig) = ZJO dejo dry-4(1-r%) = 161TI0 (r—73) dr = 16m (% B i) :-

Ejemplo 4.25. Las integrales multiples se pueden utilizar a veces para evaluar integrales de
funciones de una variable. Uno de los ejemplos mas conocidos de esta afirmacion es el de la
integral

J e dx, (4.30)

— 00

. . s . . . . 42
que calcularemos a continuacion. Esta integral es de hecho una integral impropia, que (al ser e™*
una funcion par) se define mas precisamente como

a

. 42
lim e ™ dx.
a—-o J_g4

Para calcular la integral (4.30), consideremos las dos integrales dobles

I(a) = J e dxdy,  J(a) = J e~ ) qx dy,

a

donde a > 0, C; = [—a,al)?y D, es el disco x? + y2 < a®. Aplicando el teorema de Fubini a la
primera integral se obtiene

2

o[ ave e ([ oo ([ o)« ([ o)

y por tanto
o0 2
lim I(a) = (J e X dx) .

a—o o

La segunda integral se calcula facilmente en coordenadas polares:

21T a _
J(a)=J dQJ drre"’zz—ZTr-le‘Tz‘r “
0 0

> =m(l - e %),

r=0

de donde se sigue que
611}{)10 J(a) = 1.

Por otra parte, esta claro que Dy C C; C D 5, para todo a > 0, y por tanto

I(a) < J(a) <1(v2a) = limI(a) = lim J(a),

de donde se sigue que

) 2 00
(J efxzdx> =T = J e*xzdx=\/ﬁ.

— 00

En general, si & > 0O se tiene

— zijm -x? z\/f
J_ooe dx U _ooe dx o

En particular, la familia de funciones {fx}xe(0,.) definida por

fulx) = \/ge‘“xz
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cumple

Jj; Sfalx)dx =1

x#0
x=0.

(}(ifl;lofa(x) = {O’

De hecho, puede probarse que si g : R — R es continua tiende a cero suficientemente rapido
cuando |x| > R entonces

lim | falx)g(x)dx = g(0).

Por este motivo, las funciones fy con « > 1 constituyen una aproximacion de la delta de Dirac.
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Capitulo 5

Integrales de linea y superficie

5.1 Integral de una funcion escalar a lo largo de una curva

5.1.1 Curvas parametrizadas

En este capitulo estudiaremos dos nuevos tipos de integral, a lo largo de curvas en R™ y sobre
superficies en R3, tanto de funciones escalares como vectoriales. Comenzaremos definiendo el
primero de estos dos tipos de integrales, para lo cual necesitamos dar una definicion mas precisa
del concepto de curva.

En primer lugar, diremos que una funcion y : [a,b] — R" es de clase C! a trozos si es
continua en [a, b], y el intervalo [a, b] se puede subdividir en un nimero finito de intervalos en
que y es C!. Evidentemente, la funcion y = (y1,...,yn) : [a,b] — R™ es C! a trozos siy solo si
los son cada una de sus componentes y; : [a,b] — R.

Ejemplo 5.1. La funcion f(t) = |t| (cf. la Fig. 5.1, izda.) es C! a trozos en [-1,1], ya que es
continua en dicho intervalo y, aunque no es derivable en t = 0, es de clase C* en cada uno de
los dos intervalos [—1,0] y [0, 1]. La funcion f(t) = sgnt (donde sgn(0) se define como 0) no es
de clase C! a trozos en [—1, 1], ya que no es continua en t = 0 (cf. la Fig. 5.1, drcha.).

y y
1.01 1.0
0.8}
0.5
0.6}
: : : - X
0.4} -1.0 -0.5 0.5 1.0
2 -0.5¢1
: : : =X
-1.0 -0.5 0.5 1.0 -6

Figura 5.1: Grafica de las funciones |t| (izda.) y sgnt (drcha.) en el intervalo -1 <t < 1.

Definicion 5.2.

e Una curva parametrizada (o trayectoria) en R"™ es una funciéon y : [a,b] — R". Una curva
en R" es la imagen y([a,b]) € R™ de una curva parametrizada y : [a,b] — R™.

e Una curva parametrizada es suave si la funcion y es de clase C! a trozos en [a, b].

e Una curva suave es regular si y’(t) # 0 en [a, b], salvo a lo sumo en un namero finito de

143
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puntos.

e Una curva parametrizada es cerrada si y(a) = y(b).

Notese que las curvas parametrizadas tienen un sentido de recorrido (u orientaciéon) bien
definido (comienzan en el punto y(a) y terminan en el punto y(b)).

Ejemplo 5.3. La funcion y : [-2,2] — R? dada por

(tlo)! te[_zl—l]u[llz]’
y() = _
{(cos(n(l—t)/2),sm(1‘r(1—t)/2)), te(-1,1)

(cf. la Fig. 5.2, izda.) es una curva regular. En efecto, es claro que y es continua en [—2,2], ya que

lim (cos(mt(1 —t)/2),sin(mt(1 —t)/2)) = tlirPl(t’O) = (+1,0) = y(£1).

t—=+1

Ademas, y es de clase C* en cada uno de los tres intervalos [-2,—-1], [-1,1] y [1, 2], y por tanto
es de clase C! a trozos en [-2, 2] (aunque y’ no existe en los puntos ¢t = +1). Por tltimo,

, (1,0)1 te[_lil)u(liz]l
Yy =q_ .
T (sin(mt(1 —t)/2),—cos(m(1 —1)/2)), te(-1,1),

existeyesnonuloen [-2,2] — {-1,1}. O

Siy:[a,b] — R"™ esuna curvaregular, el vector y’(t) esta definido y es no nulo en todo [a, b]
salvo a lo sumo en un numero finito de puntos (los puntos de [a, b] en que y’ es discontinua o
se anula). En los puntos en que y’(t) no se anula, ya hemos visto que dicho vector es tangente
a la curva y. Si y'(t) # 0, definimos entonces el vector unitario tangente a la curva y en el
punto y(t) mediante

y'(t)

IO =on

(5.1)

Evidentemente, el vector T(t) es tangente a la curva y en el punto y(t) (ya que es proporcional
a y’(t)), es por definicion unitario y su sentido es el de recorrido de la curva (ya que lleva la
direccion limite de la secante a la curva que une y(t) con y(t + At) cuando At > 0 tiende a cero).
Por ejemplo, el vector unitario tangente a la curva del ejemplo anterior esta dado por

) (1,0), tel[-1,1)u(1,2],
- (sin(tt(1 —t)/2),—cos(m(1 —t)/2)), te(-1,1).

Ejemplo 5.4. Consideremos la curva plana (cicloide') dada por
y(t) = (t —sint,1 — cost), t € [—, 1]

(cf. la Fig. 5.2, dcha.). Dicha curva es C! en [—Tt,1t] y regular, ya que y'(t) = (1 — cost,sint)
existe y es continua (C*®) en [—1t, 1t] y solo se anula si t = 0, al ser

cost=1, sint=0 < t=2km, keZ.

Nétese que en el punto y(0) = (0,0) en que y’ se anula la curva tiene un punto anguloso? o

1Como es sabido, la cicloide es la trayectoria recorrida por un punto de una circunferencia (en este caso de radio
1) que rueda sin deslizar sobre un plano perpendicular al de dicha circunferencia.
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0.51

Y
Y
>

Figura 5.2: Izda: curva regular del Ejemplo 5.3. Dcha.: cicloide del Ejemplo 5.4.

“pico”. En cualquier otro punto, el vector unitario tangente a la curva esta dado por

(1 -cost,sint) (1 -cost,sint) (2sin®(t/2),2sin(t/2) cos(t/2))
[[(1 —cost,sint)||  2(1 —cost) 2| sin(t/2)|
= (| sin(t/2)|,sgnt - cos(t/2)) = sgnt - (sin(t/2),cos(t/2)), t#0.

T(t) =

Ejemplo 5.5. La grdfica de una funcién f : [a,b] — R determina una curva parametrizada, dada
por y(t) = (t, f(t)), que es suave siempre y cuando la funcion f sea de clase C! a trozos en el
intervalo [a, b]. Notese que la grafica de una funcion C! a trozos siempre es regular, ya que su
vector tangente y’(t) = (1, f'(t)) no se anula en ningin punto en que exista f’. O

5.1.2 Longitud de una curva

Sea y : [a,b] — R™ una curva suave, y sean y(t) y y(t + At) (con At > 0) dos puntos de dicha
curva tales que y’(t) # 0. Si At es muy pequeiio, la longitud As del arco de curva entre ambos
puntos se puede aproximar por la del segmento que une dichos puntos, es decir por la longitud
del vector y(t + At) — y(t), y por tanto

As = [yt +at) =y @ = [y (Oat]| = [y (®)|| At .
Esta observacion motiva la siguiente definicion:

Definicion 5.6. Si y : [a,b] — R™ es una curva suave, se define su longitud mediante

b
L(y) =L Iy’ (]| dt .

Se dice que

ds = ||y’ (t)|] dt

es el elemento de longitud de arco a lo largo de la curva y.

Notese que la integral esta bien definida, debido a la continuidad a trozos de y’ en [a, b].
De hecho, si y’ es continua en [a,b] — {c1,...,cx},cona =cg < c; < --- < Cx = b, la integral
anterior esta dada por

b k Ci
[Cly@lae=3 [yl ae.
a j=1"Ci-1

Ejemplo 5.7. La circunferencia de centro (a,b) y radio v se puede parametrizar mediante las
ecuaciones
X=a+7vcost, v =b +7rsint, 0<t<2m,

2En efecto, cerca de t = 0 se tiene y(t) = (3/6,t2/2), y por tanto la cicloide coincide aproximadamente con la
grafica de la funcion y = % (6]x])2/3.
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0 equivalentemente y(t) = (a + ¥ cost,b + r sint). Esta curva es suave y regular, ya que
y'(t) = r(—sint,cost)

es continua y no se anula en ningtin punto del intervalo [0, 21t]. La longitud de la circunferencia

esta dada por
21

21T
J |l (—sint,cost)| dt =r dt = 21r.
0 0

Ejemplo 5.8. Calculemos la longitud del arco de cicloide del Ejemplo 5.4. En este caso se tiene

y'(t) = (1 —cost,sint) = ||y’ ()| = \/(1 —cost)2 +sin?t =+/2(1 — cost) = 2|sin(t/2)].

Por tanto

L L T
ly) =2 LT | sin(t/2)] dt = 4J0 sin(t/2) dt = ~8cos(t/2)|,_, = 8.

Ejemplo 5.9. La longitud de la grafica de la funcion C! a trozos f : [a,b] — R esta dada por

J:H(Lf'(x))de:ﬁmdx_ -

5.1.3 Reparametrizaciones

Es claro que una misma curva se puede parametrizar de infinitas formas distintas. Por ejemplo,
el arco de parabola y = x2 entre x = 0y x = 1/2 se puede parametrizar como la grafica de la
funcién f(x) = x2 en [0,1/2], es decir por y(t) = (¢,t2), pero también en la forma

Y(u) = (sinu,sin’u), 0<u<T/6.
La relacion entre estas dos parametrizaciones esta dada por
y(u) = y(sinu).

En otras palabras, ¥ = y o T, siendo T : [0, Tt/6] — [0,1/2] la funcién dada por T(u) = sinu.
Notese que T es un difeomorfismo de clase C* del intervalo [0, t/6] en el intervalo [0,1/2],
cuya inversa esta dada por T ! (t) = arcsint.

Definicion 5.10. Una reparametrizacion de una curva suave y : [a,b] — R™ es cualquier curva
parametrizada y : [¢,d] — R" talque y = y o T, siendo T : [¢,d] — [a, b] un difeomorfismo de
clase C!. Se dice que la funciéon T es un cambio de parametro.

Comentarios.

e Una curva suave y y cualquier reparametrizacion suya y = y o T determinan la misma curva.
En efecto, al ser T suprayectiva (por ser un cambio de parametro) se tiene

y(lc,al) = y(t(le,d]) = y(la,b]).

e De la definicion de cambio de parametro se sigue inmediatamente que si y = y o T es una
reparametrizacion de una curva suave y entonces y es también una curva suave, ya que por la
regla de la cadena

Y () =y (t(w) v’ (u)

es continua en u € [c,d] si y’ es continua en T(u) € [a,b]. Por el mismo motivo, si y es
regular también lo sera su reparametrizacion y (ya que T’ (u) # 0 para todo u € [¢,d] por ser
T un difeomorfismo).
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e Es evidente que si T : [c,d] — [a,b] es un cambio de parametro también lo es 7! : [a,b] —

[c,d]. En particular, la curva suave y es una reparametrizacionde y = yoT,yaque y = yo1 L.

e Es facil ver que T : [¢,d] — [a, b] es un cambio de pardmetro si y solo si T’ es continua y no
nula en [c,d], y T({c,d}) = {a,b}. En efecto, es evidente que si T es un difeomorfismo de
clase C! entonces T’ es continua y no nula en [c,d] (ya que si T/(u) = 0 entonces T~ ! no es
diferenciable en T (1)), y por tanto o bien 7" > O en [c,d] o bien T’ < 0 en dicho intervalo. En el
primer caso T es monotona creciente en [c,d] y en consecuencia T(c) = a, T(d) = b, mientras
que en el segundo caso T es monotona decreciente y T(c) = b, T(d) = a. Reciprocamente,
si T’ es continua y no nula en [¢,d] entonces T es mono6tona en dicho intervalo, y por tanto
inyectiva. Si, ademas, T({c,d}) = {a,b} entonces T([c,d]) = [a,b] por el teorema de los
valores intermedios, y por tanto 7 : [c,d] — [a, b] es biyectiva. Por ultimo, la funcién inversa
77 1:[a,b] - [c,d] es de clase C! en [a, b] por el teorema de la funcion inversa (al ser T/ # 0).

Por lo que acabamos de ver, un cambio de parametro T : [c,d] — [a, b] es o bien mondtono
creciente, en cuyo caso
T(C):a», T(d):b!

0 monotono decreciente, en cuyo caso
T(c) = b, T(d) =a.
En el primer caso diremos que T preserva la orientacion de la curva y, ya que

y()=y(t(©)=y@, y@d =y(td)=yD).

Analogamente, si el cambio de parametro T es mono6tono decreciente diremos que invierte la
orientacion de y, ya que en este caso

y)=y(t()=yb), yd =y(td)=y.

Ejemplo 5.11. La funcién 7 : [0, /6] — [0,1/2] definida por T(u) = sinu es claramente un
cambio de parametro que preserva la orientaciéon, ya que T'(u) = cosu es continua (C®) y
positiva en [0, t/6],y T(0) = 0, T(1t/6) = 1/2. Sin embargo, la funcién 7 : [1t/3, /2] — [0,1/2]
dada por T(u) = cosu es un cambio de parametro que invierte la orientaciéon, ya que v’ (u) =
—sinu es continua (C®) y negativa en [1t/3,1t/2], siendo 7(1t/3) = 1/2 y 7(1t/2) = 0. Por
ejemplo, la curva parametrizada y(u) = (cosu,cos?u) (con /3 < u < 1/2) es el arco de
pardbola v = x2 entre x = 0y x = 1/2, recorrida comenzando en y(1/3) = (1/2,1/4) y
terminando en y(1t/2) = (0,0). O

En general, si y : [a,b] — R" es una curva parametrizada entonces la curva y : [a,b] — R"
dada por y(u) = y(a + b — u) es una reparametrizacion de y, con orientacion opuesta a la de
dicha curva. En efecto, es claro que (1) = a + b — u es un cambio de parametro de [a,b] en
[a,b] con T'(u) = —1 < 0. Denotaremos a partir de ahora esta curva, denominada opuesta de la
curva y, por —y.

Es evidente que la longitud de una curva suave no puede depender de su parametrizacion.
En otras palabras, si ¥ es una reparametrizacion de una curva suave y entonces ha de cumplirse

que
13) =1 .

Para comprobar analiticamente este resultado, sea y : [a,b] — R" ysea y = y o T, siendo
T:[c,d] — [a,b] un cambio de parametro. Supongamos, por sencillez, que la curva suave y es
de clase C! en [a, b]. Entonces se tiene

d d d
1) = | 15 lldu = |11y (e @lldu = | {1y (ra)| v 0w du

b
- [ I wlae =),
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donde hemos aplicado la férmula del cambio de variable en integrales unidimensionales (4.20).

5.1.4 Integral de trayectoria de una funcion escalar

Siy:[a,b] - R" esuna curva suave y f : R" — R es una funci6on escalar continua en y([a, b]),
definimos la integral de f a lo largo de y mediante

b
J fds zj Fly®)y @l dt. (5.2)
y a

En particular,

IL(y) = L ds.

Notese que la integral del miembro derecho de (5.2) esta bien definida, debido a la continuidad
de f en y([a,b]) y a la continuidad a trozos de y’ en [a, b]. Formalmente, fyfds se obtiene
sustituyendo f por f(y(t)) (el valor de f alo largo de la curva y) y el elemento de longitud de
arco ds por su definicion ||y’ (t)|| dt, e integrando en el intervalo [a, b] en que varia el parametro
de la curva.

Ejemplo 5.12. Consideremos un alambre en el espacio R3 parametrizado por la curva suave y :
[a,b] — R3.Si f(x,y,z) = 0 es la densidad (masa por unidad de longitud) del alambre en el
punto (x, y,z),la masa Am del tramo de alambre comprendido entre dos de sus puntos y(t) y
y(t + At) (con At > 0) es aproximadamente igual a la densidad del alambre en el punto y(t) por
la longitud del tramo de alambre entre dichos puntos, que se puede aproximar por ||y’ (t)||At.
Por tanto

Am = f(y®) - [y (D]| At,

y la masa total del alambre esta dada por

b
my) = | Fr@)lywlat=| rds.

Ejemplo 5.13. Si f : R? — R es una funcion continua no negativa, la integral fy f ds puede
interpretarse como el area de la superficie reglada®

S={(y(t),z) |la<t<b, 0<z<f(y()} cR3.

En efecto, la pequeiia region de la superficie correspondiente a tg < t < tg + At (con At > 0) se
puede aproximar por un rectangulo de base As = ||y’ (to)||At y altura f(y(to)). O

De nuevo, de las interpretaciones anteriores es intuitivamente claro que la integral fy fds
ha de ser independiente de la parametrizacion. Para demostrar esta afirmacion analiticamente,
consideremos de nuevo una curva suave y : [a,b] — R" y su reparametrizacion y = y o T,
donde T : [¢,d] — [a,Pb] es un cambio de parametro. La integral de f : R" — R a lo largo de y
esta dada entonces por

Jyfds

a da
L FE@) 5 @ du = J Py |y (t@)]] 1T (w)] du

b
- [ rowywide= | fas,
a Y

donde de nuevo hemos aplicado la férmula del cambio de variable en integrales unidimensiona-
les (4.20).

3Por definicion, una superficie S se dice reglada si por cada punto p € S pasa una recta contenida en S. Por
ejemplo, un cono o un cilindro (de cualquier tipo) es una superficie reglada, mientras que una esfera no lo es.
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Ejemplo 5.14. Hallemos la masa de un alambre de ecuaciones x2 +y2+z2=1,x+y+z=0y
densidad p(x,y,z) = x? (en unidades apropiadas). Para ello, es necesario primero parametrizar
la curva dada, que claramente es un circulo de radio 1 centrado en el origen y contenido en el
plano x + v + z = 0 (circulo maximo en la esfera unidad). Notese que podemos utilizar cualquier
parametrizacion de la curva, ya que por lo que acabamos de ver la integral de una funcién a lo
largo de una curva suave no depende de su parametrizacion. Para hallar una parametrizacion del
alambre, sustituimos z = —(x + ) en la ecuacion de la esfera, lo que proporciona

2
2(x2+xy+y%) =1 = (x+z) +§y2:1.
2 4 2
Esta relacion sugiere la parametrizacion
y 1 V3 1.
+5 = 7= ta 5 = 5 t) = —X - ’
x >~ 5 cos > % NG sin z X—-y

cont € [0, 21r]. Despejando (x,y,z) de las ecuaciones anteriores se obtiene la siguiente expre-
sion para la parametrizacién de la curva y que determina el alambre:

y(t) = (% cost — % sint,\/gsint,—% cost — % sint), 0<t<?2Tr.

Con esta parametrizacién es facil ver que

y'(t) = <_ % sint — % cost,\/gcost,% sint — % COSt) = |y ®m|=1.

Por tanto ds = dt, y la masa del alambre es igual a

)= | x%ds = 2Tr(1 t— L sing) dr=m(L+1) -
m(y)=| x 5—0 73 €08 —%sm) _WEJFE)_?'

Y

5.2 Integral de linea de un campo vectorial

5.2.1 Integrales de linea

Supongamos que la fuerza que actia sobre una particula situada en el punto (x, y,z) € R3 esta
dada por el valor F(x,y,z) en dicho punto de un campo vectorial continuo F : R3 — R3. Si la
particula se mueve a lo largo de la trayectoria y : [a,b] — R3, el trabajo realizado por la fuerza
cuando la particula se desplaza del punto y(t) de la trayectoria a un punto proximo y(t + At)
esta aproximadamente dado por

Aw =F(y(t)) - (y(t + At) —y (1)) =F(y(t)) - y' ()AL .

Por tanto el trabajo total realizado por la fuerza cuando la particula se desplaza del punto ini-
cial y(a) al punto final y(b) a lo largo de la trayectoria y esta dado por

b
w =J E(y(®)) -y’ (t)dt]|.

Este hecho motiva la siguiente definicion:

Definicion 5.15. Sea y : [a,b] — R" una curva suave, y sea F : R" — R"™ un campo vectorial
continuo en y([a, b]). La integral de linea del campo F a lo largo de la trayectoria y se define
por

LF(x) dx = L (F1(x)dxy + - - - + Fn(x) dxy ) = J:F(y(t)) Sy (t)dt.
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Notese que la integral del miembro derecho esta bien definida, ya que el integrando es una
funcion continua a trozos en [a, b] por la continuidad de F en y([a, b]) y la continuidad a trozos
de y’ en dicho intervalo. Formalmente, la integral IYF (x) - dx se evalua parametrizdandola, es
decir sustituyendo x por y(t) y dx = (dxq,...,dxy) por el elemento de linea y’(t) dt. Notese
que el elemento de linea es un vector cuya norma es el elemento de longitud de arco ds =
ly" ()l dt.

Notacion. En R? y R3, es frecuente utilizar la notaciéon fyF(r) - dr para la integral de linea de
F a lo largo de y. También es habitual suprimir el argumento x o r del campo F, escribiendo
simplemente [, F - dx o [, F - dr.

La integral de linea del campo vectorial F a lo largo de la trayectoria y : [a,b] — R" se puede
expresar en términos de la componente tangencial del campo a lo largo de dicha trayectoria,
definida por

Fr(y(®) = Fly(®) - T(0) |.

En efecto, utilizando la definicion (5.1) del vector tangente T(t) se obtiene

F(y(@)) - y'(t)

FT(Y(t)) = Hy,(t)H ;

y por tanto

b
LF(") Cdx = j Fr(y(®)|ly’ (0] dt

J Frds|. (5.3)
Y

En otras palabras, la integral de linea del campo F a lo largo de la trayectoria y es igual a la
integral a lo largo de y de su componente tangencial.

;Como se comporta la integral de linea bajo reparametrizaciones de la trayectoria y? Para
estudiar esta cuestion, sea T : [c,d] — [a, b] un cambio de parametro y consideremos la repara-
metrizacion y = y o T de y. La integral de linea del campo vectorial continuo F : R” — R" a lo
largo de la curva y esta dada por

a da
Jy”") Cdx = j FFw) - § () du = j Fly(tw)) - y' (t)t () du.

Como el signo de T’ es constante en [c, d], podemos escribir

d b
[ Feo - ax = sgne - [T Fyr@)) -y (raoiT )l du = sgat - [ Fo) -y (e
Y c

a

=|sgnt’ J F(x) - dx
y

donde en la ultima igualdad hemos aplicado la formula del cambio de variable en integrales
unidimensionales. En definitiva:

La integral de linea de un campo vectorial es invariante bajo reparametrizaciones de la trayec-
toria que preservan la orientacion, y cambia de signo bajo reparametrizaciones que invierten la
orientacion.

Esta propiedad de las integrales de linea es intuitivamente clara desde el punto de vista fisico,
ya que el trabajo realizado por una fuerza cambia de signo cuando se invierte el sentido de reco-
rrido de la trayectoria. Notese también que no hay ninguna contradiccién entre esta propiedad
y la ec. (5.3), ya que al cambiar la orientacion de la curva cambia también el sentido del vector
tangente, y por tanto el signo de la componente transversal Fr del campo F.
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Comentario. NoOtese, en particular, que de la propiedad que acabamos de deducir de las integrales
de linea se sigue que

J F(x)-dx=—JF(x)-dx, (5.4)
-y Y

ya que y y —Y estan relacionadas por el cambio de parametro 7(u) = a + b — u, que invierte la
orientacion.

Ejemplo 5.16. Calculemos la integral de linea del campo F(x,y) = 3x2+2y)i—(x+3cosy)ja
lo largo de la trayectoria cerrada compuesta por segmentos de recta que unen los puntos (0, 0),
(2,0), (3,1), (1,1) y (0,0). En primer lugar,

4
JF-drzz F.dr,
Y i=1"Yi

siendo y; cada uno de los cuatro segmentos orientados de que consta la trayectoria. En general,
si y; es un segmento con origen en el punto r; y final en el punto r, entonces una parametrizacion
de y; estd dada por

yi(t) =11 +t(r2 —17), o<t<l1,

y por tanto

1 1
F.-dr= J F(ry +t(r2—r1)) - (ra —r;)dt = (rp —r71) - J F(r; + t(rp —ry))dt.
Yi 0 0

Utilizando esta féormula se obtiene

1 1
F-dr=ZJ F1(2t,0)dt =J 24t2dt = 8,
Y1 0 0

1 1
F-dr= J (1,1) - F((2,0) + t(1,1)) dt = J [F1(2 +t)+F(2+ t,t)] dt
Y2 0 0

1 1
=J [3(2+t)2+2t—(2+t+3cost)]dt=J (3t? + 13t + 10)dt — 3sin1
0 0

:1+1?3+10—3sin1:32—5—3sin1,

1 1 3
F-dr=-2 JO F1((3,1) — 2t(1,0)) dt = —2JO F1(3-2t,1)dt = —J F1(u,1)du
Y3 1
3
= —J (Bu?+2)du =-26-4=-30,
1

1

1
F-drz—JO(l,l)-F((l,l)—t(l,l))dt=—J [Fi(1-t,1—-t)+F(1—-t,1-t)]dt

Y4 0

1 1
= _Jo [F1(t,t) + Fo(t,t)] dt = —J0(3t2+2t—t—3cost)dt= —%+3sin1.

Por tanto

JF-dr:8+32—5—351n1—30—%+3sin1:.
Y

Veremos mas adelante como evaluar esta integral de una forma mucho mas sencilla utilizando
el teorema de Green.
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Y4
0.5 Y2

Figura 5.3: Curva cerrada y del Ejemplo 5.16.

5.2.2 Campos conservativos

En general, la integral de linea de un campo de vectores a lo largo de trayectorias con los mismos
extremos depende de la trayectoria considerada. En efecto, sea, por ejemplo, F : RZ — R? el
campo vectorial dado por F(x,y) = yi— xj, y consideremos las trayectorias

yi(t) = (5, t), y2(t) = (;,t%); 0<t<l,

que unen el origen con el punto (1, 1). La integral de linea del campo F a lo largo de la primera
trayectoria (segmento) esta dada por

1
F(x,) - dr = j (t,~t) - (1,1)dt =0,
Y1 0

mientras que la integral a lo largo de la segunda curva (arco de parabola) es igual a

1 1
F(x,y) -dr:J (t?,—t) - (1,2t) dt = —J 2dr = -+ £0.
Y2 0 0 3
Por tanto en este caso

J F-dr# F - dr,
Y1 y2

aun cuando y1 v y» tienen los mismos extremos. NOtese que este hecho es bien conocido en Fisi-
ca, ya que es sabido que el trabajo realizado por una fuerza depende en general de la trayectoria
recorrida por la particula, y no solo de sus posiciones inicial y final.

Definicion 5.17. Diremos que un campo vectorial F : R" — R™ continuo en un abierto U C R"
es conservativo en U si

F(x) -dx = F(x) - dx (5.5)
Y1 Y2

para todo par de curvas suaves y1 2 con los mismos extremos cuyas imagenes estén contenidas
en U.

Notacion. A partir de ahora, diremos abreviadamente que una curva parametrizada y : [a,b] —
R™" esta contenida en un conjunto U C R" para indicar que su imagen y([a,b]) esta contenida
en dicho conjunto. O

Por ejemplo, es claro que el campo vectorial del ejemplo anterior no es conservativo en R3.
Una primera observacion interesante es que el caracter conservativo de un campo de vectores se
puede determinar utilizando tnicamente curvas cerradas:

Proposicion 5.18. Un campo vectorial F : R" — R™ continuo en un abierto U C R™ es conser-
vativo en U si y solo

J F(x)-dx =0, (5.6)
Y

para toda curva suave cerrada y contenida en U.
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Demostracion.
=) Siy:[a,b] — R" es una curva cerrada contenida en U, la curva constante y(t) = y(a),
para todo t € [a, b], tiene los mismos extremos que y. Al ser F conservativo se tiene

LF(X) Cdx = J?F(x) dx =0,

ya que y’ = 0.
<) Sean y; :[a,b] - U cC R"yy>:[c,d] - U cC R" dos curvas suaves contenidas en U con
los mismos extremos (cf. la Fig. 5.4). Definimos entonces la curva y : [a,b+d —c] - U C R"

mediante
yi(t), a<t<b,
y() =
y2(d+b—t), b<st<b+d-c.

Es evidente que y es una curva suave (ya que es continua en t = b, al ser y; (b) = y»>(d)) y cerrada
(yaquey(b+d—c)=y2(c) =yi(a) =y(a)). Al ser y C U cerrada por hipotesis se verifica (5.6),
y por tanto

LF(x)-dx =0.

Pero la restricciéon de la curva y al intervalo [b,b + d — c] difiere de y, en la reparametrizacién
t —d+ b —t, que invierte la orientacion. Por tanto

0=JF(x)-dx: F(x) -dx + F(x) -dx = F(x) -dx — F(x) - dx,
Y Y1 —Y2 Y1 Y2

y el campo F es conservativo en U. O

yi(b) = y2(d)

Y1

Y2

yi(a) = y2(c)

Figura 5.4: Curvas y; v y2 en la demostraciéon de la Proposicion 5.18.

Por ejemplo, el campo vectorial del Ejemplo 5.16 no es conservativo. Nuestro siguiente objetivo
es obtener una caracterizacion mas directa de los campos conservativos. Para ello es de funda-
mental importancia el siguiente resultado, que se puede considerar como una generalizacion del
teorema fundamental del Calculo a integrales de linea:

Proposicién 5.19 (teorema fundamental del Cdlculo). Sea f : R™ — R una funcion de clase C!
en el abierto U c R". Siy : [a,b] — U es una curva suave de extremos y(a) = p, y(b) = q
entonces

L VFx) - dx = f(@) - f(p).

En particular, el campo vectorial V f es conservativo en U.

Demostracion. En primer lugar, nétese que el campo vectorial V f es continuo (y por tanto in-
tegrable a lo largo de y) en U al ser por hipotesis f € C!1(U). Por otra parte, de la regla de la
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cadena y del teorema fundamental del Calculo para integrales unidimensionales se sigue que

b ) b g t=b
[ vreax=[ vrpw) -y wde= [ S ra)d =)l
Y a a
=fly) - fy@) = fla) - f(p).

En particular, el campo V f es conservativo, ya que Jy V f(x)-dx solo depende de los extremos p
y q de la trayectoria y. O

Notacion. Si F : R" — R"™ es un campo conservativo en un abierto U Cc R" la integral de F a
lo largo de cualquier curva suave y C U solo depende de los extremos de y. Por tanto si F es
conservativo en U utilizaremos a partir de ahora la notacién

J:F(x) - dx

para denotar la integral fyF (x) - dx, donde y es cualquier curva suave contenida en U con
extremos p y q.

Ejemplo 5.20. Consideremos la integral de linea fy F - dr, siendo F: R3 — R3 el campo vectorial
definido por
F(x,v,z) =eXsinyi+eXcosyj+z°k

yy :[0,1] - R3 la curva dada por
y(t) = (£37%,13,etV1).

Notese que y es de clase C! (aunque no de clase C2). El campo F es claramente el gradiente de
una funcion escalar, ya que

3 3
e¥sinyi+eX¥cosyj=V(eX¥siny), 22k=V<%) = F(x,y,z)=V<exsiny+%).
Por tanto la integral considerada es igual a
23 1 v() 23 (LLe) 1
JF-dr=exsiny+— =exsiny+—‘ =lesinl+ = (e3 -1)|. O
y 3 Iy 3 To01) 3

Como acabamos de ver, el gradiente de una funcion escalar de clase C! es siempre un campo
conservativo. Es natural preguntarse si estos son los tinicos campos conservativos o, equivalen-
temente, si todo campo conservativo es el gradiente de una funcién escalar. Para responder a
esta pregunta, supongamos en primer lugar que F : R" — R" es un campo conservativo en un
abierto conexo U C R™, y que F es igual al gradiente de una funcion f : R” — R de clase C! en U.
Si fijamos un punto x¢ € U y x es cualquier punto de U, al ser U conexo hay una curva suave y
contenida en U cuyos extremos son los puntos xo y x. Por el teorema fundamental del Calculo,

j F(y)-dy = [ F(y)-dy = j VE) -dy = fx) - f(x0).
Y X0 X0

De esta formula se deduce que si el campo F es el gradiente de una funciéon escalar f, dicha
funcién tienen que estar necesariamente dada por la formula

f(x):j F(y)-dy +c, (5.7)
X0

donde ¢ = f(xg) es una constante arbitraria. Notese que este resultado concuerda con lo visto
en la Seccion 2.9 (cf. el Ejercicio 28), donde ya observamos que la funcion f esta determinada por
el campo F a menos de una constante arbitraria. Veremos a continuacion que si F es un campo
conservativo en un abierto conexo U entonces F es el gradiente de la funcion f definida por la
ec. (5.7).
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Proposicion 5.21. Si F : R — R" es un campo vectorial conservativo en el abierto conexo
U C R", entonces existe una funcion f : R" — R de clase C! en U tal que F = Vf enU.

Demostracion. Si F es conservativo en un abierto conexo U, definimos la funciéon f : U — R por
la ec. (5.7). Esta definicion es correcta, ya que en este caso la integral de F a lo largo de cualquier
curva suave que una xg con x (que ha de existir, al ser U conexo) solo depende de los puntos xg
(que esta fijo) y x. Probaremos a continuacién que la funciéon f definida por (5.7) efectivamente
satisface

of

0x;i

Notese que esto implica automaticamente que f es de clase C! en U, ya que las componentes
F; del campo F son continuas en U al ser dicho campo conservativo (cf. la Definicién 5.17). Para
demostrar las igualdades (5.8), basta notar que

af B 1 x+he; X
x l(x) hm [f(x+hel)—f(x)]—h£r(1)h[I F(y)-dy—LOF(y)-dy]

1 X0 x+he; _ 1 x+he;
“hmpl ] rer-are [ o gy <pmg [ e 4.

(x) = Fi(x), VxeU, 1<i<n. (5.8)

Como U es abierto, existe » > 0 tal que la bola de centro x y radio r esta contenida en U.
Si |h| < r entonces el segmento y(t) = x + te;, 0 <t < h, que une los puntos x y x + he; esta
contenido en B, (x) C U. Utilizando este segmento para evaluar la integral del miembro derecho
de la formula anterior se obtiene

of
0x;

hJ F(x + te;) - e; t—llth Fi(x + te;) dt.

Como la funcion g (t) = F;(x + te;) es continua en t por la continuidad de F en U (en virtud de la
regla de la cadena), aplicando el teorema fundamental del Calculo para funciones de una variable
se obtiene

of

Ix l(x)—hm J g(t)dt—dhj g(t)dt' =g(0) = Fj(x). O

De la proposicion anterior y el teorema fundamental del Calculo (Proposicion 5.19) se sigue el
siguiente corolario importante:

Corolario 5.22. Un campo vectorial F : R" — R™ es conservativo en un abierto conexo U C R"
si y solo si existe una funcion escalar f : R" — R de clase C! enU tal que F = V f en U.

A la funcion f del corolario anterior, que como sabemos esta determinada por el campo vecto-
rial F a menos de una constante arbitraria, se le denomina potencial del campo F.

Como adelantamos en la Seccién 2.9, si U ¢ R"™ es un abierto simplemente conexo existe
un criterio sencillo para determinar si un campo vectorial F : R” — R" de clase C! en U es el
gradiente de una funcion escalar y, por tanto, es conservativo en dicho conjunto. (Recuérdese
que un abierto conexo U C R™ es simplemente conexo si toda curva cerrada continua contenida
en U puede deformarse de forma continua a un punto sin salirse de U.) Mas precisamente:

Proposicion 5.23. Un campo vectorial F : R" — R™ de clase C! en un abierto simplemente
conexo U es conservativo en dicho conjunto si 'y solo si

, OF;
aFl(x) J(x) VxeU, 1<i#j<n. (5.9)
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En particular, si n = 3 las ecuaciones anteriores son equivalentes a

V xF(x,y,z) =0, Vix,y,z) eU. (5.10)

De hecho, las condiciones (5.9) o (5.10) son necesarias para que el campo vectorial F de clase C!
sea conservativo en un abierto conexo U (jincluso si U no es simplemente conexo!). En efecto,
si F = V.f en U entonces f es de clase C? en U, y del lema de Schwarz se sigue que

2 2
(x) = o°f o°f

B anaxi - aXian

OF; OF;
an (%) axi

(x) (x) =0, Vx eU.

Ejemplo 5.24. Consideremos el campo vectorial F: U = R?2 — {0} — R? dado por

1 . .
F(x,») = 5.2 Y (—yi+xj).

Este campo satisface la condicion (5.9), ya que

o0Fy _ 0 ( -uy y* - x* 0F, 0 x oy x?
0y 0y \x2+y? X2+y2)  (x2+y2)27

T (x2 4+ y2)2° 0x  0x

Sin embargo, el conjunto U no es simplemente conexo, ya que (por ejemplo) la circunferencia
unidad x? + 2 = 1 es una curva cerrada continua que no se puede deformar a un punto sin
salirse de U. Por lo tanto, en este caso la condicion (5.9) no garantiza que el campo F sea conser-
vativo. De hecho, no lo es, ya que la integral de F a lo largo de la circunferencia unidad recorrida
en sentido antihorario y(t) = (cost,sint) (0 <t < 271) es no nula:

2T

2T
J F(x,y) -dr= J;) (—sint,cost) - (—sint,cost)dt = . dt = 2.
Y

El campo F es por supuesto conservativo en cualquier abierto simplemente conexo que no con-
tenga el origen, en virtud de la Proposicion 5.23. Por ejemplo, si U es el semiplano x > 0 (0 x < 0)
es facil comprobar que

F(x,y) = V(arctan(%)) . O

Si F: R"™ — R" es un campo vectorial de clase C! que cumple las condiciones (5.9) en un
abierto simplemente conexo U C R™, esta garantizado que F es conservativo en U. ;Cémo se
calcula, en tal caso, el potencial f de dicho campo? En primer lugar, podemos aplicar la ec. (5.7)
evaluando la integral del miembro derecho utilizando cualquier curva que una un punto fijo xg €
U con el punto variable x € U. Por ejemplo, si U = R" la férmula (2.54) de la Seccion 2.9 se
obtiene tomando xo = (c1,...,¢cn) Yy evaluando la integral j,’fo F(y) - dy alo largo de la linea
quebrada que une los puntos

XO, (Cl,---,cn—l,xn)l 1(Cli-'-’ciixi+1’---,xn)i ’(Cli-XZ!--"le)’ X.

Si en lugar de esta curva utilizamos el segmento que une el punto fijo xg € R" con el punto
variable x € R™ (suponiendo que dicho segmento esté enteramente contenido en el abierto U)
obtenemos la formula alternativa

1
flx) = (x—xo)-JO F(xo +t(x —x0))dt +c|.

De hecho, la formula anterior es valida en cualquier abierto convexo U, ya que por definicién un
conjunto de este tipo contiene el segmento que une dos puntos cualesquiera de dicho conjunto.
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Sin embargo, en la mayoria de los problemas practicos el método mas sencillo para calcular el
potencial f es integrar sucesivamente respecto de cada variables las n ecuaciones

of

8xi

(x) = Fi(x), 1<i<n

que determinan el potencial.

Ejemplo 5.25. Consideremos el campo vectorial F : R3 — R3 dado por
F(x,yv,z) =(ayz+bx +cz)i+ (axz+bz)j+ (axy + by)K,

con a,b,c € R. El campo F es de clase C* en R3, y su rotacional esta dado por

i i K
0 0 0 .

V xF - 9 i
XElx,y,2) 0x oy 0z ‘)

ayz+bx+cz axz+bz axy+by

Como R3 es simplemente conexo, F es conservativo en R3 si y solo si ¢ = 0. En tal caso, su
potencial f(x,y,z) se calcula resolviendo el sistema

of _ of _ of _
3x =ayz+bx, 3y =axz+ bz, 3z =axy +by.

Integrando la primera ecuacién respecto de x se obtiene
1, »
Jx,»,2) =axyz +5bx"+g(y,2).

Sustituyendo en la segunda ecuacién e integrando en 7y se obtiene

axz + Sf} =axz+bz = g(y,z)=byz+h(z).

Finalmente, sustituyendo en la ultima ecuacién e integrando respecto de z queda
axy +by+h'(z) =axy +by = h(z) =k = const.

Por tanto

f(x,y,2) =axyz+%bx2+byz+k ,

con k € R constante.

5.3 Integral de una funcion escalar sobre una superficie de R3

5.3.1 Superficies parametrizadas en R3

Intuitivamente, una superficie en R3 es un subconjunto bidimensional S ¢ R3, donde el término
“bidimensional” significa que los puntos de S estan determinados por dos parametros indepen-
dientes. Mas precisamente:
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Definicion 5.26.

e Una superficie parametrizada en R3 es una aplicacion o : D ¢ R? — R3, donde D es un
conjunto con interior no vacio. Una superficie en R3 es la imagen o (D) de una superficie
parametrizada.

e Una superficie parametrizada es suave si la aplicacion o es de clase C! en D.

e Una superficie suave es regular si rank Do = 2 en 15, salvo a lo sumo en un conjunto de
medida cero. Un punto (u,v) € D tal que rank Do (1, v) = 2 se denomina regular.

e Una superficie parametrizada es simple si la aplicacion o es inyectiva. En tal caso, la imagen
bajo o de 0D n D se denomina el borde de la superficie.

Comentarios.

e Por definicion, diremos que o : D ¢ R? — R3? es de clase C! en el conjunto D (no necesaria-
mente abierto) si es de clase C! en un abierto que contiene a D.

e Si (uo,vg) € D esun punto regular, hay un entorno U de (ug, Vo) tal que o (U) es la grdfica
de una funcién de dos variables. En efecto, supongamos que, por ejemplo,

d(o1,02)

det 3wV

(uo,v0) #0.
Por el teorema de la funcion inversa aplicado a la funcién (o1, 02) : D — R?, en un entorno U
del punto (ug, vg) las ecuaciones

x =o01(u,v), v =o02(u,v)

permiten expresar las variables # y v como sendas funciones u(x, y), v(x,y) de las coorde-
nadas (x,y) € V, donde V es la imagen de U bajo (01,072) (es decir, la proyeccion de o (U)
sobre el plano (x, y)). (NOtese que, de nuevo en virtud del teorema de la funcién inversa, V es
abierto.) Los puntos de ¢ (U) estan por tanto dados por tanto por la ecuacion

’z:ag(u(x,y),v(x,y)), (x,y)eV]|.

Notacion. Con un ligero abuso de notacion, denotaremos frecuentemente a partir de ahora por
x(u,v), y(u,v), z(u,v) alas tres componentes del vector o (u,v) € R3. También utilizaremos
a menudo la notacion r(u, v) en lugar de o (u, v). En particular, denotaremos las derivadas par-

. oo oo or or .
ciales a—u(u,v) y a—v(u, V) por a—u(u, v)y ﬁ(u,v), o abreviadamente por ry (U, V) y ry (u, v).

Ejemplo 5.27. La grafica de una funciéon f : R? — R en un conjunto D (de interior no vacio) es
una superficie parametrizada, dada por

ou,v) = u,v, f(u,v)), (u,v) €D.

Esta superficie es suave siy solo si la funcion f es de clase C! en D. Notese que la grafica de una
funcién f : D — R? es siempre regular (si es suave), ya que en este caso

1 0
0 1
Do (u,v) =
%(u,v) g(u,v)
ou ov

tiene rango 2 en cualquier punto de D.
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Ejemplo 5.28. La esfera de centro (xq, yo, zo) y radio a > 0 se puede parametrizar como
0(0,p) = (x9+asinfcos,yy+asinfsingp,zy+ acosb), (5.11)

con (0,@) € [0,1r] x [0, 271). Esta parametrizacion es evidentemente de clase C*, pero no es
simple (ya que o (0, ) = (x0,Y0,20 + a) y 0 (T, Q) = (X0, Y0, 20 — a) para todo @ € [0,21)),y
su derivada Do esta dada por

acosfcos@p —asinfsing
Do(0,p) =|acosfsinp asinfcosp

—asin 0
Los tres menores de orden 2 de Do son
a(x,y) 2 . d(x, z) 2 .2 . 8(y,z) 2 .. 2
det =a“sinf cos O, det = —a“sin“ 0 sinp, det = a“sin“ 0 cos @,
3(0, @) 3(0, ) » (0, ) »
y por tanto

rankDo (0, p) =2 < 0 +#0,Tm.

En particular, rank Do = 2 en D = (0, 1) X (0,2T1), por lo que la superficie es regular. Una
parametrizacion semejante se puede utilizar para el elipsoide de semiejes a,b,c > 0 y cen-
tro (xo, Yo, 20), a saber

0(0,p) =(xg9+asinfcos,yy+ bsinfsine,zy+ ccosf), (0,p) € [0,1t] x [0, 2T1).

Ejemplo 5.29. La superficie de revolucion obtenida girando la grafica de la curva de ecuacion x =
f(z) en el intervalo [hi, h,] alrededor del eje z (donde f(z) = 0 para todo z € [hy,h2]) esta
descrita en coordenadas cilindricas por la ecuacion p = f(z), y por tanto se puede parametrizar
como

o(@,z) = (f(2)cos@, f(z)sinp,z), (@,z)€[0,2m) X [h1, h2]. (5.12)

Esta parametrizacion es suave sila funcion f es de clase C! en [h, ho]. La matriz jacobiana de o
esta dada por
—f(z)singp [f'(z) cos@
Do(@p,z)=| f(z)cosp f'(z)sing |,

0 1
y por tanto
ox,y) _ , o(x,z) _ 0(y,2) _
det 3. 2) " f(2) f'(z), deta((p’z) = —f(z)sing,  det 3(0.2) f(z)cos .

En particular, el rango de Do es igual a 2 si y solo si f(z) > 0 (ya que f es no negativa). Por
tanto la superficie de revolucion (5.12) es automaticamente regular si y solo si f se anula a lo
sumo en un conjunto de medida O (por ejemplo, en un namero finito de puntos). También es
inmediato comprobar que la superficie parametrizada (5.12) es simple si la funcion f es positiva
en el intervalo [h1, h2] (ejercicio).

Ejemplo 5.30. Consideremos el hiperboloide de una hoja de ecuacion x2 + y2 —z2 = a? (con a >
0). Esta es una superficie de revolucion, obtenida girando la grafica de la curva x = Va? + z2
(con z € R) alrededor del eje z. Como hemos visto en el ejemplo anterior, podemos parametrizar
esta superficie por

x =+vVa?+ z2 cos, v =+a? +z2sing, z=2z; (p,z) €[0,21) X R.
Otra parametrizacion de esta superficie se obtiene haciendo z = a sinhu, con u € R, es decir

x =acoshu cosp, y=acoshusinp, z=asinhu; (p,u) €[0,2M) xR. (5.13)
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Como 3 ) 3 )
X,y 2 i X,z 2 2 .
et = —a*“ sinhu coshu, det = —a“cosh“using,
o(p,u) o(@,u) v
o(y,2) 2 2
det = a“cosh“ucos e,
3@, ) ¥

la parametrizacion (5.13) es regular, y es también inmediato comprobar que es simple.

Figura 5.5: Hiperboloide x2 + y2 — z2 = 1.

5.3.2 Producto vectorial fundamental

Sea 0 : D c R2 — R3 una superficie parametrizada, y sea (ug,vo) € D un punto regular (es
decir, rank Do (1o, vg) = 2). Los dos segmentos v = vq (horizontal) y u = ug (vertical) en el
plano (u,v) dan lugar a sendas curvas y;(u) = o(u,vg) y y2(v) = o(uo,v) contenidas en
la superficie S = o (D) que se cortan en el punto y;(ug) = y2(vg) = o (ug,vg). Los vectores
tangentes a estas curvas en dicho punto estan dados por

’ oo ’ oo
y1(uo) = %(uo,vo), Yo (vo) = ﬁ(uo,vo)-

Estos vectores son tangentes a la superficie S en el punto o (ug, Vo), ya que son tangentes en
dicho punto a sendas curvas contenidas en S. Son, ademas, linealmente independientes en virtud
de la condiciéon rank Do (1, vg) = 2, ya que

@Xav:@ ov ouov ouov' oudv oudv'ouov ouov’

B o(v,z) 2(z,x) a(x,y)
- (det a(u,v)’det o(u,v)’ et a(u,v)>

oo 0o _ or ar:(ayai 0z 0y 0z0x 0x 0z 0x0y ayai)

tiene por componentes los tres menores de orden 2 de la matriz Do. Por tanto:

Si (ug, Vo) es un punto regular, los dos vectores aa—;(uo, V0) Y %(”0’ Vo) forman una base del
plano tangente en el punto r(ug, Vo) a la superficie S parametrizada por la funcion r(u, v).

Otra consecuencia importante de las consideraciones anteriores es que el vector

ry (Uo, Vo) X Ty (U0, Vo),
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llamado producto vectorial fundamental, es normal a la superficie S en el punto r(ug, vg), ya
que es normal a los dos vectores que generan el plano tangente a la superficie en dicho punto.
El vector unitario normal a la superficie en un punto r(ug, vg) (tal que (ug, vg) es regular) se
define por

Iy (Uo, Vo) X Ty (Ug, Vo)
|ty (1o, vo) X 1y (U0, Vo)|

n(ug,vg) = | (5.14)

En particular, la ecuaciéon del plano tangente a la superficie en el punto r(ug, vg) = (xo, Y0, 20)
es

(x = x0,¥ = ¥0,2 — 20) - (ru(uo, Vo) X Ty (o, Vo)) \ =0,

0 equivalentemente

X — X0 Y =20 Z—-20
Xy (Uo, Vo)  Yu(uo,vo) zu(uo,vo)| =0.
Xv(Uuo, Vo) Yv(Uo,Vo) Zuv(Uo, Vo)

Ejemplo 5.31. Sea S la grafica de la funciéon f : D ¢ R? — R, parametrizada por

r(x,y) =(x,y,f(x,y).

Si f es de clase C! en D, los vectores tangentes Iy y ry estan dados por

rX:(llOlfx(xly))’ ry:(oil,fy(x,y)),

y por tanto
I'x XTIy = (- fx(x,»), —fy(x,y), 1)
no se anula en ningn punto, como ya sabiamos (cf. el Ejemplo 5.27). De la férmula anterior se

sigue que el vector unitario tangente a la grafica de f en el punto (xo, Yo, f (x0,Y0)) esta dado
por

(= fx(x0,20), —fy(x0,70),1)

n(xo, Yo) = = .
\/1 + fx (x0,70) + f3 (x0,20)

La ecuacion del plano tangente a la superficie en dicho punto es

(X_Xan_J’O’Z—f(XO,)’O)) ) (_fx(XOsyO),_fy(XOsyO),l) :O’

0 equivalentemente
z = f(x0,20) + Vf(x0,¥0) - (x = X0, = Y0),

como ya vimos en la Seccion 2.8 (cf. 1a ec. (2.38)).

Ejemplo 5.32. Consideremos la superficie de revoluciéon p = f(z), que podemos parametrizar
por
r(,z) = (f(z)cos, f(z)sin, z). (5.15)

En este caso los vectores ry, y r; estan dados por
Iy = (-f(2)sing, f(z)cosp,0), 1, =(f(2)cos@,f (z)sinp,1), (5.16)

y por tanto
Iy XTIz = f(z)(cos @,sinp, —f'(2))
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solo se anula si f(z) = 0. Si f(z) # 0, el vector unitario normal a la superficie es igual a

_ (cos,sinp, - f'(2))

n(Q,z) = ,
1+ f(2)?

y la ecuacion del plano tangente a la superficie en el punto (f(zg) cos g, f(z9) sin g, zg) es

(x — f(z0) cos o,y — f(z0) sin@o, z — z¢) - (cos @o, sin o, —f'(z9)) =0

= ‘coscpox+sincp0y—f'(zo)z = f(z0) — zof (20) ‘

Multiplicando la ecuacion anterior por f(zg) # O se obtiene la ecuacion equivalente
x0X + Y0y — f(20)f"(20)z = f(20)* = zof (20).f (20) .

A esta misma ecuacion se llega teniendo en cuenta que S es la superficie de nivel Lo(F) de la
funcion F(x,y,z) = x? + y2 — f(z)2. En efecto, por lo visto en la Seccion 2.8 la ecuacion del
plano tangente a S en el punto (xg, Yo, Z0) €s

(x — x0,¥ — Y0,2 — 20) - VF(x0,%0,20) = 2(x — X0, — Y0,2 — 20)(x0, Y0, —f (z0) f' (2z0)) =0
= x0x + 0y — f(20)f (z0)z = f(20)? — z0f (20) f' (20),

donde se ha tenido en cuenta que x(z) + yg = f(20)? = 0. Por ejemplo, el cono de ecuaciéon z =

\/x2 + 2 se obtiene de (5.15) con f(z) = z (con z > 0). Por tanto en este caso el vector unitario
normal esta dado por

n(e,z) = % (cos,sinp, 1)

(si z > 0), y la ecuacion del plano tangente al cono en el punto (xg, Yo, o) (con zg = w/x(z) + yg >
0) es
X0X + Yoy —z0z=0.

5.3.3 Area de una superficie parametrizada
Sea 0 : D ¢ R2 — R3 una superficie suave, y consideremos un punto regular (u,v) € D en que
Do tiene rango 2, o equivalentemente

oo oo

—((u,v) X —(u,v) #0.

ou ov
La imagen de un pequeno rectangulo

R=[u,u+Au]l x[v,v+Av]cD

de lados Au, Av > 0 se puede aproximar por el paralelogramo generado por los vectores

a—U(u,v)Au, 9o

T 30 (u,v)Av

con origen en el punto o (u, v), cuya area esta dada por

o0

Ha—a(u V) X
ou ov

(u,v)H AUAv .

Este hecho motiva la siguiente definicion:
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Definicion 5.33. Sea o : D ¢ R?2 — R3 una superficie suave, y supongamos que D C R2 es un
conjunto compacto medible Jordan. El area de la superficie o se define por

a(o) = J Haa v(u v Hdudv

Comentario. N(')tese que no es necesario pedir que D sea compacto (o, equivalentemente, cerrado)
si ‘ I (u,v) >< (u v)H esta acotada en D. En efecto, en tal caso la continuidad del integrando
en la 1ntegral que define a (o) basta para garantizar la existencia de dicha integral. O

Con un ligero abuso de notacion, la formula anterior se suele escribir

a((r)—J “ v)x—(u v)Hdudv (5.17)

0 equivalentemente

ato) = [, [ (aer 22 (a0 30227 (aer 2220 )*] Vg |

Otra expresion muy util para el area de la superficie o se obtiene teniendo en cuenta que

or or\? or or\* 5
‘Eﬂ “ (m) (50) ~ (o 50) =EG-F*

donde hemos utilizado la notacién habitual

_8r2 _or or or\?2
2= (o) Pease 6= () |

Sustituyendo en (5.17) se obtiene

a(o) = JD \/E(u,v)G(u,v) —F(u,v)2 dudv.

Sea g : D c R?2 — D un cambio de parametros, es decir un difeomorfismo de clase C! en D.
Diremos que 0 : D — R3 es una reparametrizacion de la superficie parametrizada o : D ¢ R? —
R3si 0 = 0 og, siendo g : D — D un cambio de parametros. Notese que, por definicion de
cambio de parametros,

(D) = o(g(D)) =0 (D),

y por tanto o y su reparametrizacion ¢ determinan la misma superficie. Ademas, de la regla de
la cadena se sigue que
Do (s,t) = Do (g(s,t))Dg(s,t),

y por tanto (al ser Dg invertible en todo punto, ya que g es un difeomorfismo) la superficie ¢ es

suave o regular siy solo silo es . Intuitivamente, es claro que el area de una superficie no debe
depender de su parametrizacion. En otras palabras, deberia ocurrir que

a(o) =a(o) |, (5.18)

siendo & : D — R3 cualquier reparametrizacion de o. Para probar esta identidad, notese en
primer lugar que aplicando la regla de la cadena se obtiene
00 00 ou oo ov 00 00 ou oo

ov
§=@( )74—7( )g, §=%( )74—7( )E,
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donde las derivadas parciales de o en el miembro derecho estan evaluadas en (u,v) = g(s,t),
y hemos denotado por (u(s,t), v(s,t)) las componentes del cambio de parametros g(s,t). Por
tanto

G020, ) 00 ) (2320
os ot  \ou ov dos ot ot 0Os

(00 oo
= <%(u,v)x%(u,v))d t

o(u,v)
o(s,t) °

(5.19)

Sustituyendo en la definicion de area y aplicando la formula del cambio de variables para inte-
grales dobles se obtiene

o(u,v)

a(o) = J ‘ x—(u v)“‘dt ‘d dt

as
- JD\ Ee %Hdudv =alo),
como habiamos afirmado.

Por lo que acabamos de probar, podemos definir el area de una superficie S mediante la
formula

a(s) = J ‘ x—(u U)Hdudv

donde o : D ¢ R? — R3 es cualquier parametrizacion de S. Formalmente, el area de la superfi-
cie S = o (D) es la integral sobre la region D c R? del elemento de area

ds = Hﬁ(u,v) X E(u,v)Hdudv = \/E(u,v)G(u,v) —F(u,v)?2 dudv. (5.20)
ou ov

Ejemplo 5.34. Calculemos el area del sector de la esfera de radio a de ecuaciones
01 <0 <0, P1<Q<Q2

(cf 1a fig. 5.6). Utilizando la parametrizaciéon (5.11) se obtiene

ﬁ = a(cos O cos@,cosOsing,—sinf), E = asinf (- sinp, cos p,0),
00 op
y por tanto

or\?2 5 or or or\° > . D

Luego el elemento de area en la esfera esta dado por

ds = a? sinfdfdoe,

y el area del sector S considerado es igual a
02 @2
a(S):aZL) doe do sin9=a2(cp2—(pl)(c0391—cos@z).
1 1

En particular, tomando
P1=0, @2=2m, 01=0, O=m

se deduce que el area de la esfera es 41ta?.
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Ejemplo 5.35. Sea S la grafica de la funcion (de clase C1) f : D ¢ R? — R3, dada por

r(x,y) =(x,y,f(x,y)), (x,¥)ED.

Ha%rc . aa;H = For—fo DI =1+ f2 + £2.

Luego el elemento de area de esta superficie es

dS =1+ f2 + f3 dxdy. (5.21)

Calculemos, por ejemplo, el area del paraboloide de revolucion S de ecuacion

En este caso

z:x2+y2, 0<z<h.

En este caso f(x,y) = x?+y?2,y dela condiciéon 0 < z < h se sigue que D es el disco x2+y2 < h
de centro el origen y radio +/h. Por tanto

vh 21T
a(S)zJ 1+4x2+4y2dxdy:J0 dr . do - rV1 + 412
D

VR
TR T R M F (FETOLEE I}

SR

1
8

Ejemplo 5.36. Consideremos la superficie de revolucion de ecuacion p = f(z), h; < z < ho,
obtenida rotando la grafica de la funcién no negativa x = f(z) alrededor del eje z. Utilizando las
ecuaciones (5.16) se obtiene

E=f(z)%, F=0, G=1+f'(2)?,

y por tanto

ds = f(2)y1+ f'(z)2 dpdz. (5.22)

Figura 5.6: Sector de la esfera de radio a de ecuaciones 0; < 0 < 02, 1 < Q < Q2.
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Figura 5.7: Paraboloide z = x2 + 2.

Luego el area de la superficie de revolucién (5.15) esta dada por

h
a(S) =2m thf(z)\ll + f'(z)2dz. (5.23)
1

Notese que /1 + f'(z)2 dz es la longitud de arco ds a lo largo de la curva plana x = f(z), por
lo que el integrando de (5.23) es formalmente el area de un cilindro infinitesimal de altura ds y
radio p = f(z). La formula anterior es por tanto equivalente a

a(s) = ZTTJ x ds,
Y

siendo y la curva de ecuacién x = f(z) (h1 < z < hy). Introduciendo la coordenada x del centro
de masas de la curva y, definida por

1
X—l(y)JdeS

se obtiene la relacién

a(S) =2nXIl(y)

Este es el llamado teorema de Pappus para superficies de revolucion. Consideremos, por ejemplo,
el toro

(p—-b)?+2z%>=a?,
con 0 < a < b, que es la uniéon de las dos superficies de revoluciéon

p=b++va2-z2=f.(z).

Es facil ver que podemos aplicar el teorema de Pappus a la circunferencia completa y, ya que si
llamamos y. a las semicircunferencias x = f.(z) se tiene

a(S) =21 | xds+2m| xds=2m| xds=2nX1(y).
Y- Y+ Y

Por simetria, el centro de masas de la circunferencia (x — b)? + z2 = a? esta situado en su
centro (b, 0). Por tanto en este caso X = b, l(y) = 2mta 'y

a(S) = 4mlab|.
| |
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Ejemplo 5.37. Consideremos el conjunto S ¢ R3 de ecuaciéon F(x, y,z) = 0, y supongamos que
se puede despejar z como una funciéon f(x,y) en una region D c RZ2. En tal caso, el conjunto S
coincide con la grafica de la funcién f en D y (si la funcién f es de clase C!) su elemento de area
esta dado por la ec. (5.21). Derivando implicitamente se obtiene

of of

Fx+Fz$=O, Fy‘i‘Fzg

:O,

donde z debe sustituirse por f(x, ) enlos argumento de las derivadas parciales de F. Utilizando
estas formulas (v suponiendo que F, no se anula) se obtiene:

2 F2 JFZ + F3 + F2
ds = |1 ‘i’; 2 dxdy = V2% dxdy = IVET gy ay |, (5.24)
z FZ |FZ| |FZ|

Ejemplo 5.38. Como aplicacion de la férmula anterior, hallemos el area de la region de la esfera
x2+7y2+2z2 = 1 interior al cilindro de ecuacion x2 + y2 —x = 0 (cf. la Fig. 5.8, izda.). La superficie
dada es simétrica bajo z - —z, y — —7, y por tanto el area pedida es cuatro veces el area de la
interseccién de la superficie con el cuadrante y > 0, z > 0, que denotaremos por S, .. En tal caso
podemos tomar

F(x,y,2) =%(x2+y2+22—1),

ya que si z > 0O la relacion anterior determina z en funcién de (x,7y) a través de la ecuacion
=./1—x2 — y2, Por tanto el elemento de area en S, esta dado por

dxdy dxdy

La region de integracion D es el semicirculo x2 + y2 — x < 0, y > 0, que en coordenadas
polares (v, 0) se convierte en el conjunto D de ecuaciones

ds =

(5.25)

r <coso, 0<0<

y el elemento de area esta dado por
v dr d@

V1 -
Notese que el denominador de dS se anula en el punto (v,0) = (1,0) € D (como ya ocurria en

coordenadas cartesianas con el denominador de (5.25), que se anula en el punto (1,0) € D). Para
evitar este problema, integramos en la region D, de ecuacion

ds =

¥ <cosf, s<9<g, (5.26)
con 0 < € < 1t/2 (cf. la Fig. 5.8, dcha.), y a continuaciéon hacemos ¢ tender a 0. La integral de dS
en el conjunto Dy esta dada por

/2 cosQ /2 r=cos 0 /2 _
L dOJO ﬂ_j j dov1—r2 | J (1 - sin 0) do

&

=T - cose.
2

Por tanto

a(Syy) = lim (g—e—coss):g—l = ‘a(5)=2(1'r—2)‘.

-0+

Este problema también se puede resolver en coordenadas esféricas. En estas coordenadas, la
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05}
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Figura 5.8: Izda: interseccion de la esfera x2 + y2 + z2 = 1 con el cilindro x2 + y2 = x (en rojo).
Drcha.: recinto de integracion (5.26) en el Ejemplo 5.38.

ecuacion del cilindro se escribe
sin®0 <sinfcosp < sinh <cosp < cos (% - 9) <CosQ.

En la region S, el angulo 0 varia entre 0 y 1t/2 (ya que z = 0), y lo mismo ocurre con ¢ (al
ser vy > 0, x > x2 + y2 > 0). De las desigualdades anteriores se sigue por tanto que la ecuacion
del cilindro es equivalente a
11
O0< @< 5~ 0.

Utilizando el elemento de area de la esfera en coordenadas esféricas se obtiene

/2 5-0 T2 o T /2 /2
a(Ses) = J d@J d sin 0 = J (— - 9) sin 0 do — (9 - —) cose' —J cos 0d0
0 0 0 2 2 0 0
TT
=51,
como antes.

Por ultimo, una tercera forma de resolver el problema es utilizando coordenadas cilindricas.
En efecto, en estas coordenadas la esfera tiene por ecuacion p = v1 — z2, y el interior del cilindro
esta dado por p? < p cos . Por tanto

2

V1-z2<cosqp <= 1—22<C052(p = z >sin2(p < z=sinQe

(va que en S, la coordenada z es positiva). Utilizando la ecuacion (5.22) para el elemento de
area de una superficie de revolucion alrededor del eje z se obtiene

2
ds =+v1 - z2 1+lfz2 dpdz =dedz.

Como en S, el angulo @ varia entre 0 y 1t/2, el area de S+ esta dada por

1 /2
_Ty
2

/2 /2
a(SH):I0 do dz=J’0 (l—sincp)dq)=(p+coscp0

sin @

5.3.4 Integral de superficie de una funcion escalar

Una vez que hemos definido el elemento de area de una superficie (cf. la ec. (5.20)), es natural
definir la integral de una funciéon escalar sobre la superficie como la integral de dicha funci6n
respecto del elemento de area. Mas precisamente:
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Definicién 5.39. Sea o : D ¢ R? — R3 una superficie suave tal que D es un conjunto compacto
medible Jordan, y sea f : R3 — R una funcién escalar continua en o (D). La integral de f sobre
la superficie o se define por

Lde = JDf(U(u,v)) HZ—Z(u,v) X Z—Z(u,v)H dudv.

Notese que la integral doble del miembro derecho esta bien definida, ya que el conjunto D es
por hipoétesis compacto y medible Jordan, y el integrando es continuo en D al ser f continua
en (D) y o de clase C! en D. Normalmente utilizaremos la notaciéon mas descriptiva

Lfds = JDf(r(u,v)) H%(u,v) X %(u,v)“dudv

= JDf(I‘(u,v)) \/(E(u,v)G(u,v) — F2(u,v) dudv

para denotar la integral [, f dS.
Con el mismo argumento que utilizamos para probar la ec. (5.18) se demuestra la siguiente
propiedad importante de las integrales de superficie:

La integral de superficie [, fdS es invariante bajo reparametrizaciones, es decir

Lfds N J&fds,

donde & es cualquier reparametrizacion de o.

Por este motivo, si S ¢ R3 es una superficie es posible definir la integral en dicha superficie de
una funciéon f continua en S mediante la formula

Lde _ Lde,

donde o : D C R? — R3 es cualquier parametrizacién de S.

Ejemplo 5.40. Evaluemos la integral [¢ zdS, donde S es la semiesfera x> + y? + z% = a®, z > 0.
Utilizando el elemento de area en coordenadas esféricas obtenemos inmediatamente

/2 2T /2 0=Tt/2
J zdS=J doe d(pazsinG-aC039=2Tra3J sin 0 cos 0 d9=1‘ra3sin29‘6 g =.
S 0 0 0 =

Como la semiesfera tiene area 2ma?, la coordenada z del centro de masas de la semiesfera
(supuesta homogénea) es igual a

a3 nma’l a

a(S) 2ma? 2°

Esta claro, por simetria, que las otras dos coordenadas del centro de masas de S son X =Y = 0.
Por ejemplo,

TT/2 2T
deS=J do dp a’sin@ -asinfcosp =0,
s 0 0

ya que f02" cos @ = 0. Luego el centro de masas de la semiesfera es el punto (0,0,a/2).
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Ejemplo 5.41. Calculemos la integral |¢ zdS, donde ahora S es la region del hiperboloide x2 +
y2 - z2 = a? comprendida entre los planos z = 0 y z = h. Para ello necesitamos primero calcular
el elemento de area del hiperboloide, para lo cual podemos utilizar cualquier parametrizacion
de dicha superficie. Por ejemplo, considerando el hiperboloide como la superficie de revolucion
alrededor del eje z de ecuacion p = vVa? + z2 = f(z) y utilizando la formula general (5.22) para
el elemento de area de dicha superficie obtenemos

[ 2
dsS = va? + z2 1+ﬁ dpdz = Va2 +2z2 dedz.

Por tanto

szS
S

z=h
z=0

h 21T h
J dzj do - zva? + 2z =2WJ zva? +2z2dz =2 -
0 0 0

.2 5 213/2
1 3((1 +2z°)

=15 [@®+2n)¥2 - ad] |,

5.4 Integral de superficie de un campo vectorial

Sea 0 : D ¢ R? — R3 una superficie regular (con D conjunto compacto medible Jordan), y sea
F:R3 — R3 un campo vectorial continuo en o (D). La integral de la componente del campo en la
direccion del vector unitario normal a la superficie

ry,(u,v) Xry(u,v)
Hru(u;v) er(u,U)H

nu,v) = (5.27)

determinado por la parametrizacion o (u,v) = r(u,v) se denomina integral de superficie de F
sobre la superficie parametrizada o, y se denota por [, F(r) - dS. En otras palabras,

LF(I‘) -dS = LF(r) -ndsS.

Notese que la integral del miembro derecho esta bien definida si la superficie o es regular, ya
que el campo vectorial F es continuo sobre la superficie y el vector normal n esta bien definido
y es continuo en D salvo a lo sumo en un conjunto de medida nula. Utilizando las definiciones
de n y del elemento de superficie dS se obtiene la siguiente formula explicita para la integral de
superficie [, F(r) - dS:

Iy (u,v) X1y (u,v)
[ty (u, v) X1y (U, v)|

LF(r) -dS = JDF(r(u,v))

| |ty (u, v) X1y (u,v)|| dudv

= JDF(r(u,v)) - (ry(u,v) xXry(u,v))dudv. (5.28)

Equivalentemente,

Fi(r(u,v)) F(r(u,v)) F3(r(u,v))
J F(r)-dS:J xu(u,v) yu(u,v) zy(u,v) |dudv|.
7 Pl xpuv)  yveuv) zp(u,v)

Notese que la integral (5.28) esta de hecho bien definida para cualquier superficie suave o. For-
malmente, la integral [, F(r) - dS es el resultado de integrar en el conjunto D el producto escalar
del campo F evaluado en un punto r(u, v) de la superficie por el elemento de superficie

dS=r,(u,v) Xry(u,v)dudv =n(u,v)ds.
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¢{Como varia la integral de superficie de un campo vectorial bajo reparametrizaciones de la
superficie? Para responder a esta pregunta, consideremos una reparametrizacion & = g o g :
D c R?2 — R3, donde g : D — D es un cambio de parametros (es decir, un difeomorfismo de
clase C1). Supondremos a partir de ahora que el conjunto D (y, por tanto, D = g~ (D)) es conexo.
Si utilizamos la notacion abreviada

g(s,t) = (u(s,t),v(s,t)), O (s,t) =%(s,t) =r(u(s,t),v(s,t)),

de la ec. (5.19), que podemos escribir

¥o(5,8) X Ty (5, 1) = Ty (1, 1) X Ty (1, v) det S0V (5.29)
o(s,t)
(con (u,v) = (u(s,t),v(s,t))) se sigue que
o(u,v)

JN F(r) -dS = JﬁF(r(u,v)) - (ry(u,v) X1y (u,v)) det dsdt.

o(s,t)
Como la aplicacion g : D~ Des por hipoétesis un difeomorfismo, el jacobiano que aparece en la
ecuacion anterior no se anula en D. Al ser este conjunto conexo, por el teorema de los valores
intermedios dicho jacobiano ha de ser o bien positivo o bien negativo en D. Por tanto

o(u,v)

detm = E‘det

o(u,v)
o(s,t)

o(u,v)

oa(s,t)
ecuacién anterior se obtiene entonces la relacion

con € = sgn(det ) constante en D. Aplicando la férmula del cambio de variables a la

2.0y

Lf F(r) -dS = éLF(r) -dS, £ =sgn <det 3. 0)

Por tanto:

La integral de superficie [, F(r) - dS es invariante bajo reparametrizaciones cuyo jacobiano es
positivo, y cambia de signo bajo reparametrizaciones cuyo jacobiano es negativo.

El resultado anterior sugiere que las reparametrizaciones con jacobiano positivo preservan
la orientacion de la superficie, mientras que las que tienen jacobiano negativo la cambian. Pa-
ra precisar esta afirmacion, es interesante analizar como se transforma el vector unitario nor-
mal n(u, v) bajo una reparametrizacion. Utilizando la ec. (5.29) se obtiene facilmente

N ¥o(s,t) X ¥ (s, 1) ry (U, v) X1y (u, v) det §Lp)
n(syt)E ~ t ~ t = a('l,/lv) =E-l’1(u,U),
IFs (5, 6) X T (s, O ey (u, v) x 1y (u, v) | | det G|
donde ¢ es el signo del jacobiano det aa((LSL’ f)) . Por tanto, las reparametrizaciones que dejan in-

variante la integral de superficie [, F - dS son aquellas que preservan el vector unitario nor-
mal n(u, v), mientras que las que cambian su signo son aquellas que invierten la orientacion de
dicho vector.

Las consideraciones anteriores motivan la siguiente definicion:

Definicion 5.42. Diremos que una superficie S ¢ R3 es orientable si se puede definir un campo
de vectores N : S — R3 continuo en S tal que N(r) es unitario y normal a la superficie en cada
puntor € S.
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Figura 5.9: Banda de Mobius (con a = 1 y h = 1/3). En azul se han representado las curvas
(segmentos de longitud 2h) v = cons., en rojo las curvas 1 = const.

e Es facil probar* que en una superficie orientable conexa hay exactamente dos campos de
vectores unitarios normales continuos, a saber el campo N de la definicién y el campo
opuesto —N. Cada uno de estos dos campos se denomina una orientacion de la superficie S.

e Por definicion, orientar una superficie orientable S significa escoger uno de estos dos cam-
pos como el vector unitario normal a S. Intuitivamente, esto significa escoger una de las dos
“caras” de la superficie (aquella sobre la que “apoya” el vector unitario normal N escogido).
Una superficie orientada es una superficie S junto con una eleccién de orientacién N.

Sea S = (D), con o : D ¢ R? — R3, y supongamos que todos los puntos de D son regula-
res. Podria pensarse que S es automaticamente orientable, ya que en tal caso el vector n(u,v)
dado por la ec. (5.27) es un vector unitario normal a S para todo (u,v) € D. Sin embargo, esta
afirmacion es, en general, incorrecta. En efecto, el campo n(u,v) esta definido y es continuo
en D, no en la superficie S. Para obtener a partir de n un campo de vectores N definido en S, es
necesario que o sea inyectiva (es decir, que la parametrizacién o sea simple), ya que solo en tal
caso podemos definir

N(@) =n(oc~'(r)). (5.30)

Incluso en tal caso, el campo N definido de esta forma puede no ser continuo, ya que ¢! no
siempre es continua. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, con la banda de Mobius, como veremos
en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 5.43. La banda de Mobius es la superficie obtenida girando los extremos de una cinta
de papel antes de unirlos (cf. la Fig. 5.9). Mas precisamente, una parametrizacion sencilla de esta
superficie esta dada por

ou,v) = ((a +ucos(5)) cosv, (a+ucos(y)) sinv,usin(%)) , (u,v) € [-h,h] x[0,2T),

con 0 < h < a Se puede probar que esta parametrizacion es simple (ejercicio), y que todos sus
puntos son regulares. Sin embargo, en este caso el campo N definido por la ecuaciéon (5.30) es
discontinuo en los puntos de la forma r(u,0). En efecto, un calculo sencillo demuestra que

Iim r(-u,v) =r(u,0), (5.31)

V2T

4En efecto, supongamos que N’ : S — R3 es otro campo de vectores unitarios normales a § y continuo en dicha
superficie. Entonces en cada puntor € S se tiene N’ = £(r)N, con £(r) = N(r) - N'(r) € {£1}. Como S es conexa y
& es continua en S (al serlo los campos N y N’), la imagen de S bajo € es un conjunto conexo. Al ser £(S) C {+1},
esto significa que o bien £(S) = 1 (es decir, N = N’) o bien £(S) = {—1} (es decir, N = —N’).
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y sin embargo (ejercicio)
Iim n(-u,v) = —n(u,0). (5.32)

v—-2T
De hecho, la banda de Mobius es un ejemplo de superficie no orientable, en que no es posible
definir un campo continuo de vectores unitarios normales a la superficie. Esto se debe, esen-
cialmente, a que la banda de Mobius solo tiene una cara. Por ejemplo, consideremos el vector
normal n en el punto r(0,0), dado por n(0,0) = k (ejercicio), y desplacémoslo de forma continua
sobre la superficie a lo largo de la curva r(0,v) (0 < v < 2m), que es cerrada en virtud de la
ec. (5.31). Cuando regresamos de nuevo al punto de partida (es decir, para v = 2T1) el vector n
pasa a ser (cf. la ec. (5.32))
lim n(0,v) = —n(0,0) = k.

V—2TT
En otras palabras, hemos pasado de forma continua de una cara de la superficie en el pun-
to r(0,0) a la opuesta.

Comentarios.

e Si la superficie suave o : D ¢ R2 — R3 es simple, D es abierto y todos los puntos de D
son regulares, el teorema de la funcion inversa garantiza que o1 : o (D) — D es continua
(ejercicio). Por tanto este tipo de superficies son siempre orientables.

e La practica totalidad de las superficies de interés son orientables, ain cuando no sean simples
o dejen de ser regulares en algun punto. Este es, por ejemplo, el caso de la esfera, el cilindro o
el toro. Por ejemplo, en la esfera de centro el origen y radio a > 0 las dos orientaciones son

N(r) = 0 ===

r a
donde el signo “+” (resp. “—”) corresponde a la eleccion de la normal exterior (resp. interior).
En este caso, la normal exterior coincide con el vector unitario n(6, ) correspondiente a la
parametrizacién usual de la esfera (salvo en los polos norte y sur, en que n(8, @) no esta

definido), ya que

rg XTp = a’sin0(cos @ cos @i+ cos@singj—sin@k) x (—sin@i+cosj)
= a’®sin0(cos 0 cos® Kk + cos Osin® Kk + sin @ sin @ j + sin 6 cos @ i)
Ig Xr
=asinfr = n(@,(p)zuzz. O
Ilrg Xrepll a
Si S es una superficie orientable y N : S — R3 es la orientacién escogida en S, se define la
integral de superficie del campo vectorial F : R3 — R3 sobre S como

J F(r) - dS = J F(r) - N(r) dS = J F(r) - N(r) dS,
S S loa

donde o : D ¢ R? — R es cualquier parametrizacion de S. Supongamos que todos los puntos
de D son regulares. Si (u,v) € D entonces

N(r(u,v)) = e(u,v)n(u,v), V(u,v) €D,

con £(u,v) € {+1}. Si (como es habitual) D es conexo, en virtud de la continuidad del campo
vectorial N el signo (u,v) es de hecho constante® en todo D. Por tanto en este caso podemos
escribir

LF(r) .ds - eLF(r) .ds.

>La demostracion de esta afirmacion es muy sencilla. En efecto, al ser s(u,v) = N(r(u,v)) - n(u, v) continua en
el conjunto conexo D, la imagen de D bajo ¢ ha de ser conexa. Como (D) C {+1}, necesariamente (D) = {1} o
D) ={-1}.
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Ejercicio 36. Calcular [¢F - dS, siendo F(x,y,z) = 18zi— 12j+ 3y k y S la region del plano
z = (12 -2x — 3y)/6 situada en el el primer octante.

Solucion. En general, consideremos una superficie S definida en forma implicita por una ecuacion
de la forma ®(x,y,z) = 0 (con ® de clase C!), y supongamos que (por ejemplo) de esta ecuacion
puede despejarse z en funcion de (x, y). Como vimos anteriormente (cf. la ec. (5.24)), si ®, # 0
el elemento de area de S esta dado por

Vel
ds =
P |

dxdy,

mientras que un vector unitario normal a la superficie es

Vo

N== .
Vel

Por tanto el elemento de superficie en este caso esta dado por

Vo

ds = =
|®.|

dxdy|.

Al ser &, # 0 por hipotesis, si (como estamos suponiendo) la superficie es conexa el signo de F,
es constante, y por tanto podemos escribir la ecuacién anterior en la forma mas sencilla

S = +22 dicdy.
¢,

En este caso la superficie S es la grafica de la funciéon f(x,y) = (12—2x—3y)/6 en el conjunto D
del plano descrito por las ecuaciones

x =0, vy =0, 2x +3y < 12.

(En otras palabras, S es el triangulo de vértices (6,0,0), (0,4,0) y (0,0, 2).) Notese que la ultima
desigualdad se sigue de la condicién z = 0, ya que solo pertenecen a S los puntos del plano z =
f(x,y) que estan en el primer octante. En este caso podemos tomar F(x,y,z) = 2x +3y + 6z —
12, y por tanto el elemento de superficie es

_,(23,6) ,

ds 6

11
xdy ==+ (5,5,1) dxdy
y la integral pedida esta dada por
11
[(Fras == Feoyfoom) - (55.1) drdy
s D 3°2
= J_rJD(12—2x—3y—6+3y)dxdy = iZJD(3—x)dxdy,

donde el signo “+” depende de la eleccion del vector unitario normal a la superficie. Evaluando
la integral doble se obtiene finalmente

4 6-3y 4 —6_3 4 2
JF-dszin dyJ : dx(3—x):1j dy(3-x)?|" ”::{ [(33’—3) —Q]dy
S 0 0 0 x=0 0 2

4
=:9J (iyz—y>dy=1(48—72)=. O
0
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Ejemplo 5.44. La integral de superficie de un campo vectorial sobre una superficie orientada S
se denomina también flujo del campo vectorial a través de la superficie. Para entender el origen
de esta terminologia, sea v : R3 — R3 el campo de velocidades de un fluido, sea S una superficie
orientable, y sea N la orientacion escogida de S. El volumen AV de fluido que atraviesa un ele-
mento de superficie AS centrado en el punto r en el tiempo At y en la direcciéon del vector N es
aproximadamente igual al volumen de un paralelepipedo de base AS vy altura ||v(r)| At - cos 6,
donde 9 es el angulo formado por los vectores N(r) y v(r). Como N(r) es unitario,

lv(r)llcos @ = v(r) - N(r),

y por tanto el volumen de fluido que atraviesa el elemento de superficie AS por unidad de tiempo

esta dado por®

AV
AL =v(r) - N(r) AS.

Por consiguiente, el volumen total de fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiempo
es igual a la integral de superficie

J v(r) - N(r) dS = J v(r) -dS|.
s S

Supongamos, por ejemplo, que
v(r) =i+xj+zk ms!,

y que S es la semiesfera x2+y2+2z2 =1, z > 0, con la orientacion N(r) = r (obsérvese que ||N|| =
1, va que |r| = 1 en la semiesfera). En coordenadas esféricas,

dS =sinfd dodey,
(va que el radio de la esfera esiguala 1),y
v-N=({+xj+zk) - (xi+yj+zK) =x+xy+2°= sin 0 cos @ + sin® 0 sin @ cos @ + cos? 0.

Por tanto el volumen de fluido por unidad de tiempo (en metros cubicos por segundo) que atra-
viesa la semiesfera S esta dado por

/2 2T
J v-NdS = do | de sinO(sin O cos @ + sin® O sin @ cos @ + cos® 0)
s 0 0
/2 2 o=1/2 |2
=2’ITJ sinfcos20d0 = - cos3 0| = mds !,
0 3 0-0 3

Notese que el resultado es positivo, y por tanto el fluido atraviesa la superficie en la direccién
del vector N (y no en la de —N).

6Notese que si el angulo 0 es obtuso, es decir si v(r) - N(r) < 0, el valor de AV es negativo. En tal caso el fluido
atraviesa el elemento de superficie AS en la direccion de —N(r).
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Capitulo 6

Teoremas de Green, Stokes y Gauss

6.1 Teorema de Green

En este capitulo deduciremos los tres teoremas clasicos del Célculo integral en R? y R3, que
relacionan las integrales de linea, superficie y volumen. Comenzaremos con el teorema de Green,
el mas sencillo de los tres, ya que se aplica a la integral linea de un campo vectorial en el plano.
Para enunciar este teorema, necesitamos la siguiente definicion previa:

Definicion 6.1. Una curva suave cerraday : [a,b] — R? es simple si la aplicacién y es inyectiva
en el intervalo [a, b). Una curva de Jordan es una curva cerrada simple.

Intuitivamente, una curva cerrada es simple si no tiene “autointersecciones”. Por ejemplo, una
circunferencia es claramente una curva de Jordan, mientras que la figura “8” no lo es.

Por definicion, el interior de una curva de Jordan y es la region acotada del plano limitada por
dicha curva. Este conjunto es abierto, y su frontera es la curva y. Sea D C R? el conjunto formado
por la union de los puntos de una curva de Jordan y con su interior. Por lo que acabamos de ver,

D es un conjunto cerrado con frontera
oD -yl

donde (como es habitual) hemos confundido la aplicacion y con su imagen y([a, b]). Notese que
el conjunto D es medible Jordan, ya que es acotado (;por qué?) y su frontera es la curva y, que tie-
ne medida cero. A partir de ahora, si no se dice nada en contrario entenderemos que una curva de
Jordan y esta orientada en sentido antihorario (llamado también positivo). Con esta orientacion,
al recorrer la curva y el conjunto D queda siempre a la izquierda. Por ejemplo, la circunferen-
cia de centro el origen y radio a > 0 con la parametrizacion habitual y(t) = a(cost,sint), con
0 <t < 2T, esta orientada positivamente.

Tras estos preliminares, estamos ya en condiciones de enunciar y demostrar el teorema de
Green:

Teorema de Green. Sea y : [a,b] — R? una curva de Jordan, y sea D el conjunto del plano
formado por la curva y y su interior. Si F = (A, B) : R?2 — R? es un campo vectorial de clase C*

en D entonces

0B 0A

LF(r) -dr = L(A dx + Bdy) = JD (ax - ay) dxdy. (6.1)

Comentario. Recuérdese que F : RZ2 — R? es de clase C! en un conjunto arbitrario D ¢ R? si F (o,
equivalentemente, sus componentes A y B) es de clase C! en un abierto que contiene a D.
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Demostracion. Demostraremos el teorema suponiendo, por sencillez, que D es una region de
tipo III (es decir, simultaneamente de tipos I y II). Para ello probaremos por separado que

J Adx J gy dx dy (6.2)

si D es de tipo I, mientras que
0B
Bdy = | = -
L dy JD 3 dx dy (6.3)

si D es de tipo II. Si D es de tipo III, se verifican simultdneamente las dos identidades anteriores.
Sumando dichas identidades se obtiene entonces el teorema de Green (6.1).

Supongamos por tanto, en primer lugar, que D de tipo I, es decir que esta descrita por ecua-
ciones de la forma

a<x<b, b1(x) <y <Pa(x),
con ¢ 2 de clase C! a trozos en [a, b] (cf. la Fig. 6.1, izda.). En tal caso, la curva y (que es, por

y

y
A P2 (x) A —Bs
—Y3
-ysY D A Y2 w2 ()
: b1(x) ; B
> X > X
a b

Figura 6.1: Region D en la demostracion del teorema de Green vista como un conjunto de tipo I
(izda.) y de tipo II (drcha.)

construccion, la frontera de D) esta formada por las cuatro curvas y1, y2, —y3 Y —Y4, donde y> y
ya son los dos segmentos verticales (jalguno de los cuales puede reducirse a un punto!)

y2(t) = (b,t), telpi(b),p2(b)];  ya(t) =(a,t), telpi(a),P2(a)]

y ¥1,3 son las graficas de las funciones ¢ . Teniendo esto en cuenta y aplicando el teorema de
Fubini a la integral en D de la derivada parcial —A, se obtiene

b2(x)
J - (x,y)dxdy = - J de 2 aA(xy)
$1(x)
b
=J [A(x, $1(x)) — A(x, 2 (x))] dx. (6.4)

Por otra parte, por lo que acabamos de ver

J A(x,y)dx = J (A(x,v),0) - dr
% %

= Alx,y)dx + A(x,y)dx — Alx,y)dx — Alx,y)dx.
Y1 Y2 Y3 Y4
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La integral del campo (A,0) se anula claramente en los segmentos verticales y» 4, ya que en
ellos x(t) es constante, y por tanto dx = x’(t) dt = 0. Anadlogamente, en las curvas y; 3 se tiene

Y13(x) = (x,¢12(x)) = A(x,y)dx = A(x,¢p12(x))dx

y por tanto

b
Alx,y) dx = j A(x, r2(x)) dx
Y1,3 a

En definitiva,

b
J A(x,y)dx = Alx,y)dx — | A(x,y)dx = J [A(x,P1(x)) — A(x, p2(x))] dx
% Y1 Y3

a

0A
_JD@(le) dXdy,

en virtud de (6.4). Esto demuestra la ec. (6.2) si D es de tipo I.
Supongamos a continuacion que el conjunto D es de tipo II, y esta por tanto descrito por
ecuaciones de la forma

c<y<d, y1(¥)<x<y2y)
(cf. la Fig. 6.1, drcha.). Aplicando el teorema de Fubini se obtiene

Y2 (y)

0B d OB d
JD 5 () dxdy = L dy dx == (%, ) = JC [B(w2(»),y) - B(y1(¥),y)]dy. (6.5)

Y1(y)

Al igual que antes, la curva y esta formada por las curvas B1, B2, —B3 ¥ —B4, donde 87 y B3 son
los segmentos horizontales (que, de nuevo, pueden reducirse a un punto)

Bi(t) = (t,c), telyilc),w(c)];  B3(t) =(t,d), telyi(d),yp(d)],

y B24 son las graficas de las funciones  y @1 en el intervalo [c, d], respectivamente. En este
caso,

j B(x,y)dy =0,
B1,3

ya que en los segmentos verticales y(t) es constante, y por tanto dy = y’(t)dt = 0. Por otra
parte, en las curvas 2 4 se cumple

B2a(y) = (W21(»),y) = B(x,y)dy =B(@21(»),y)dy

Utilizando (6.5) se obtiene

JB(x y)dy = J B(x,y)dy - J B(x,y)dy = J (Y2(3),y) =B(y1(»),y)]dy
J —(x,y) dxdy,

que es la ec. (6.3). 0

La demostracion anterior puede extenderse a regiones muy generales, que no son ni siquiera
de tipos I o II, subdividiendo dichas regiones en conjuntos de tipo IIl y aplicando el teorema de
Green a cada uno de dichos conjuntos. Consideremos, por ejemplo, el conjunto D de la Fig. 6.2.
Este conjunto es la union de las regiones de tipo Il Dy y D>, cuya interseccién es un conjunto de
medida 0. Por tanto

D D, D

2
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Figura 6.2: Conjunto D que no es de tipo III al que se puede aplicar la demostracion del teorema
de Green.

Aplicando el teorema de Green a cada una de estas integrales se obtiene
J (BX—Ay)dxdy:J (Adx+de)+J (Adx + Bdy). (6.6)
D 0D oD>

Claramente,

oDy = y1 +y2, 0D2 = y3 + (=y2) =y3 — Y2,

donde la suma de dos curvas x y B (tales que el extremo final de « coincide con el inicial de )
es la curva obtenida recorriendo primero « y a continuacion f. Por tanto, el miembro derecho
de (6.6) esta dado por

(Adx + Bdy) + (Adx + Bdy) + (Adx + Bdy) — (Adx + Bdy)

Y1 Y2 ¥3 Y2
= (Adx + Bdy) + (Adx+de)EJ(Adx+de),
Y1 Y3 Y
siendo y = y; + y3 la frontera de D. O

Ejemplo 6.2 (teorema de Green en regiones miuiltiplemente conexas). De hecho, el teorema de
Green se puede extender a regiones que no son ni siquiera simplemente conexas. Consideremos,
por ejemplo, el conjunto D de la Fig. 6.3, limitado por las dos curvas de Jordan y; = y; + y7

YY2=Y: +¥5.

Figura 6.3: Region no simplemente conexa a la que se puede aplicar el teorema de Green.

Este conjunto es la union de las regiones D_ y D, cuya intersecciéon es un conjunto de medida O,
a cada una de la cuales se le puede aplicar el teorema de Green (cf. el comentario anterior). Por
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tanto

=J (Adx+de)+J (Adx + Bdy). (6.7)
oD_ oD,

Claramente, las fronteras de las regiones D. son las curvas de Jordan
0D =y —ya-y>—-¥3, 0Dy =yl +y3-y5 +Yya.

Por tanto, el miembro derecho de (6.7) es igual a

(Ll - Jy4 - LZ - LS * Lf + L3 - L; + L4> (Adx +Bdy)

:(J +j —J —j )(Adx+de)= (Adx + Bdy) - | (Adx +Bdy).
yi vyl Jyr Jys Y1 Y2

En definitiva, hemos demostrado que en este caso

0B 0A
— —— |dxdy = (Adx + Bdy) — (Adx + Bdy).
JD (ax 8y> Y Y1 Y Y2 Y

Notese que la igualdad anterior se puede escribir en la forma

0B 0A

9B _9A) axdy = [ (Adx+Bd )+J (Adx + Bdy)
jD<ax ay) Y Y1 Y -Y2 Y

donde las curvas y; y —y», cuya union es la frontera de D, estan ambas recorridas de modo que
dicho conjunto quede a la izquierda. Podemos entonces escribir también en este caso

0B 0A
JD (ax - 83/) dxdy = L(Adx+de),

donde y = y; — y» es la llamada frontera orientada de la region D.
Ejemplo 6.3 (drea de una figura plana en términos de una integral de linea). Mediante el teorema
de Green es posible expresar el area de una regién plana por medio de una integral de linea. En
efecto, si D es el conjunto cerrado acotado por una curva de Jordan y entonces
J [(ax + by)dx + (cx +ey)dy] = J (c-b)dxdy = (¢ — b)a(D). (6.8)
Y D
(Notese que el resultado es independiente de a y e, como era de esperar, ya que

J (axdx +eydy) = %J V(ax® +ey?)-dr=0,
y y

por el teorema fundamental del Calculo.) Sustituyendoc = -b =1/2,c=1,b=0yc=0,b = -1
en (6.8) se obtienen las formulas

a(D) = ;L(xdy—ydx) = Lxdy = —Lydx.
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Por ejemplo, calculemos el area de la region D limitada por la elipse y de ecuacion (x/a)? +
(y/b)? = 1. Utilizando la parametrizacion

X =acost, v =bsint

con 0 <t < 27t (con la cual la orientacion de y es claramente positiva) se obtiene inmediatamente

2Tt 27T
a(D) = %Jo [acost -bcost —bsint - (—asint)]dt = %Jo abdt :.

Ejercicio 37. Calcular la integral del campo vectorial F(x,y) = (3x2 +2y)i— (x + 3cosy)j a
lo largo de la trayectoria cerrada compuesta por segmentos de recta que unen los puntos (0, 0),
(2,0), (3,1), (1,1) y (0, 0).

Solucion. La curva y es una curva de Jordan positivamente orientada que delimita el paralelogra-
mo D generado por los vectores (2,0) y (1,1). Aplicando el teorema de Green se obtiene

j [(3x% +2y)dx — (x +3cosy)dy] = JD(—z ~1)dxdy = -3a(D) = -3-2=[-6]
Y

(cf. el Ejemplo 5.16).

Ejemplo 6.4 (teorema de la divergencia en el plano). Sea, de nuevo, D el conjunto formado por la
unién de una curva de Jordan y : [a,b] — R? y su interior, y sea F = (A, B) : RZ — R? un campo
vectorial de clase C! en D. Si y'(t) = (x'(t),»’(t)) # 0, el vector unitario normal exterior a y
esta dado por
_ Yy oxk (1), -x"(1)
ly’ (t) x Kl \/x’(t)z + ()2

de donde se sigue que
nds = (y'(t),—x'(t)) dt.

Por tanto
b
LF -nds = L [A(x(t),y(t))y' (t) — B(x(t),y(t))x'(t)]dt = LAdy - Bdx,

y aplicando el teorema de Green se obtiene

J F-ndS:J (Ax+By)dxdyEJ V- -Fdxdy|. (6.9)
Y D D

Este es el llamado teorema de la divergencia en el plano.

6.2 Teorema de Stokes

El teorema de Green se expresa facilmente en notacién vectorial. En efecto, si F = Ai + Bj es
un campo vectorial en R?, podemos considerarlo como un campo vectorial en R3 (independiente
de z) cuya componente z es nula. Con este convenio, el rotacional de F esta dado por
0B 0A
VXF=|——-+—
ox 0y
Analogamente, si D es la region del plano (x, y) formada por la unién de una curva de Jordan y
con su interior, podemos considerar a D como un subconjunto de R3 contenido en el plano z = 0.

En tal caso,

0B 0A
a—@—VXF'N,
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siendo N = k un vector unitario normal a D ¢ R3. Por tanto, el teorema de Green se puede
escribir en la forma

(6.10)

J VxF-NdS=J F-dr
D y

ya que dS = dx dy es el elemento de area en el plano z = 0. Notese que la normal N = k que
aparece en la formula anterior esta relacionada con la orientacién (antihoraria) de la curva y
mediante la regla siguiente: al recorrer la curva y, la cara de la superficie D determinada por la
normal N (intuitivamente, la cara en la que “se apoya” el vector N) queda siempre a la izquier-
da. La ec. (6.10) se puede extender esencialmente a cualquier superficie orientable de R3. Mas
precisamente, se verifica el siguiente resultado:

Teorema de Stokes. Sea D ¢ R? el conjunto formado por la union de una curva de Jordan 'y y
su interior, y sea o : D C R? — R3 una superficie parametrizada de clase C?. SiF : R3 — R3 es
un campo vectorial de clase C' en o (D) entonces se verifica

J VXF-dSzJF-dr, (6.11)
o &

donde C es la imagen de y bajo la parametrizacion o, es decir C(t) = o (y(t)).

Demostracion. Si
y(t) = (u(),v()), a<t<b,

es la parametrizaciéon de la frontera 0D de D entonces
Ct)=r(y()) =r(u(),v)), a<t<b,

donde r(u,v) (con (u,v) € D) es la parametrizacion de la superficie o (D). Por tanto

b d b or , or ,
| Fear= | P - ey de= [ o) | o) o+ 5y v de
_ or or
= L [F(r(u,v)) . ﬁ(u,v) du + F(r(u,v)) - %(u,v) dv] .
Aplicando el teorema de Green a esta ultima integral se obtiene
J F-dr:j fu,v)dudv, (6.12)
C D
siendo
0 or 0 or
fu,v) = E<F(r(u,v)) . %) - %(F(r(u,v)) . 8u)
0 or 0 or
= E[F(r(u,v))] i %[F(r(u,v))] 3u

Llamando r(u,v) = (x1(u,v),x2(u,v),x3(u,v)) y abreviando F(r(u, v)) por F se tiene:

ou ov ov ou

3 3
_ - (9K 0% @aﬁ) _ <5Fj 0x; 0X;j ﬁ%%)
fau,v) = J¥1< =2 0x; ou ov  0x; ov ou

ij=1

_ i L NCICIE ) :% i (aFj aFi) o(xi, x;)
i,j=1

A 0x; o(u,v) 0x; 0Xj o(u,v)
_ oFj  OF; 0(xi,xj) (@ E)
= 2 <8xi_axj) et o(u,v) = VxF ou v/

1<i<j<3
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donde hemos utilizado (en la cuarta igualdad) que det a(i; ij)) es antisimétrico! bajo el intercam-

bio de i y j. De la expresion anterior para f(u,v) y la ec. (6.12) se sigue finalmente que

JF-drzjVxF-(ﬂxE)dudszVxF-dS. O
C D ou ov o

Notese que la curva C es la frontera de la superficie o(D) = S, con la orientacién inducida
por la de la curva de Jordan y que constituye la frontera del conjunto D. Ademas, la integral de
superficie del miembro izquierdo de (6.11) es por definicién igual a

J V XF-ndS,
g

donde n es el vector unitario normal a ¢ (D) inducido por la parametrizacion o, es decir

. Iy XTIy
Iy X 1y |l

(conr(u,v) = o(u,v)). Se demuestra que este vector normal esta relacionado con la orientacion
de la frontera C de o (D) por la misma regla que en el caso bidimensional. En otras palabras, al
recorrer C la cara de la superficie o (D) determinada por el vector normal n queda siempre a la
izquierda. Si S = o (D) podemos por tanto escribir la ec. (6.11) en la forma

JVXF-NdS=J F-dr,
S as

siempre y cuando la orientacion N de S esté relacionada con el sentido de recorrido de 05 en la
forma que acabamos de indicar.

Ejemplo 6.5. Calculemos la integral [¢(V xF) -dS, donde F(x,y,z) = yi-xj+x3y?zky Sesla
region del elipsoide x2 + y2 + 322 = 1 con z < 0. En primer lugar, como la superficie S satisface
la relacion implicita F(x, v, z) = 0, siendo ®(x, y,z) = (x2 + y2 + 3z% — 1) /2, podemos escoger
como orientacion de S la dada por el vector

N Ve (x%,32)
”vq)'l ’X2+y2+922 )

Al ser z < 0 en la superficie, la componente vertical de este vector es negativa en S, y por tanto N
es la normal exterior al elipsoide. Con esta orientacion, la frontera de S es la circunferencia
x2 + y2 =1 en el plano z = 0, recorrida en sentido horario. Aplicando el teorema de Stokes
obtenemos

JVXF-dSz—J F-dr,
S c

donde C es la circunferencia x2 + 2 = 1 en el plano z = 0 orientada positivamente. Por tanto

21T 21
J VxF-dS=—J (sint,—cost,O)-(—sint,cost,O)dt=J dt:.
S 0 0

Ejemplo 6.6. Sea S la region de la esfera x2 + y2 + z2 = 1 comprendida entre los planos z = 0
yz=1/2,yseaF:R3 - R3 el campo vectorial dado por F(x, y,z) = (z,x,y). En coordenadas
esféricas, la superficie S esta parametrizada por

r(0,p) = (sin 0 cos @, sin O sin @, cos 0) , (0,p) € D =[1/3,m/2] x [0, 2T]. (6.13)

1Si a;; = —a;; para todo i, j (y por tanto, en particular, a;; = 0 para todo i) entonces

1 1 1
2. aijbij = 5 2 aijhij = 5 > ajibji = 5 2, aij(bij = bji) = X aij(bij = bji) .
i,j i,j i,j i,j

i<j
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En este caso, hemos visto que
n(o,p) =r

salvo en 6 = 0, 1T, en que n no estad definido porque el producto vectorial fundamental se anula.

Por tanto el flujo del campo vectorial V X F = (1,1,1) que atraviesa la superficie en la direccién
de la normal n esta dado por

JSVXF-dSELVXF-ndSzL(l,l,l)-rdSzL(x—i—yﬂ—z)dS.

Evaluando esta ultima integral de superficie obtenemos
/2 21T /2
J do d sinO(sinfcos@ + sin@sin @ + cos 0) = 21TJ sin @ cos 0 dO
/3 0 /3

_win2 | ™2 _§>_E
= Trsin 9‘11/3—11'<1 1) =2l

Este resultado también se puede obtener aplicando el teorema de Stokes. Para ello, obsérvese

o %'f)),(oo'

N

AT N ‘
> ==\ ‘

e X
L =

/4

y/

N
NS

i/

~1.0 -0.5 0.0 0.5 10

Figura 6.4: Superficie S del Ejemplo 6.6 (en rojo se ha representado la imagen de la frontera del
conjunto D bajo la parametrizacion (6.13)).

que la frontera y de D es el perimetro del rectangulo [1t/3,1t/2] X [0, 2Tt] orientado en senti-
do antihorario. La imagen de y bajo la parametrizacion r(6, @) de la esfera es el meridiano @ = 0,
/3 < 0 < 1t/2 recorrido de arriba hacia abajo, la circunferencia x2 + y2 = 1, z = 0 recorrida en
sentido antihorario, a continuacion el meridiano @ = 0, 1t/3 < 0 < /2 recorrido de abajo hacia
arriba, y finalmente la circunferencia x2 + y2 = 3/4, z = 1/2 recorrida en sentido horario. Como
el meridiano @ = 0, 1t/3 < 0 < m/2 aparece dos veces, pero recorrido en sentidos opuestos,
podemos considerar (a la hora de aplicar el teorema de Stokes) que la frontera de S esta formada
por la circunferencia x2 + y2 = 1, z = 0 recorrida en sentido antihorario, y la circunferencia
x2 4+ y2 = 3/4, z = 1/2 recorrida en sentido horario. Notese que este resultado es consistente
con la regla que hemos dado anteriormente para relacionar la orientacion de la superficie S con
la de su frontera, ya que en ambos casos al recorrer la circunferencia la cara de la superficie
determinada por la normal n = r queda a la izquierda. Aplicando el teorema de Stokes se obtiene

JVXF-dS:J F-dr—J F-dr
S C1 C2
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donde C; y C> son las circunferencias anteriores (en los planos z = 0y z = 1/2, respectivamente)
recorridas en ambos casos en sentido antihorario. Parametrizando estas integrales se obtiene

2T
F-dr- F-dr:J (0,cost,sint) - (—sint,cost,0)dt
(&) C 0
21T
1 V3 V3 V3 .. V3 )
_Jo <§,7 COSt,7 smt) . (— o> smt,7 cost,0) dt
2T 21
3 31T T
_ 2 _2 2 o |
_Jo cos-tdt 4J0 cosctdt =1t ) L
como antes. O

Como ya vimos para el teorema de Green, el teorema de Stokes puede extenderse a superficies
muiltiplemente conexas, cuya frontera esta formada por la unién de »n curvas cerradas Cy, ..., Cy.
En este caso se tiene

n
VXF-dS= F-dr
J 2l

donde cada curva C; ha de estar orientada de forma que al recorrer dicha curva la cara de la
superficie S determinada por la normal escogida N quede siempre a la izquierda. Este resultado
se demuestra facilmente, sin mas que subdividir S en regiones simplemente conexas a las que se
pueda aplicar el teorema de Stokes.

6.3 Teorema de Ostrogradsky-Gauss

El teorema de Ostrogradsky-Gauss (también llamado teorema de Gauss, o de la divergencia) es la
generalizacion tridimensional del teorema de la divergencia en el plano (6.9). Mas precisamente:

Teorema de Ostrogradsky-Gauss. Sea Q C R3 un conjunto medible Jordan cuya frontera 0Q
es una supetrficie suave cerrada y orientable. Si F : R3 — R3 es un campo vectorial de clase C!
en Q, entonces

JV-Fd3r:J F-NdS, (6.14)
Q 0Q

siendo N la normal exterior a 0Q.

Demostracion. Por sencillez, demostraremos este resultado suponiendo que Q es un sélido de
tipo IV. Consideremos, por ejemplo, el término

0F3

que aparece en la integral del miembro izquierdo de (6.14). Al ser Q de tipo I (por ser de tipo IV),

estad descrito por ecuaciones de la forma

(x,y) €D, P1(x,y) <z<¢P2(x,y),

con ¢1,2 : D — R funciones de clase C!. Por tanto

oF3 B b2(x,y) 0F;
ng dxdydz-L)dxdyJ dzg(x,y,z)

¢1(x,y)
= JD [F3(x,y,p2(x,¥)) — F3(x,y,¢1(x,y))]dxdy. (6.15)
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Probaremos a continuaciéon que
J oFs dxdydz = J F3N3dS. (6.16)
Q 0z Q.

En efecto, la frontera 0Q de Q esta formada por las dos graficas

00 ={(x,y,2) R} | (x,¥) €D, z=¢i(x,»)}, i=12.
junto con la superficie lateral

0Q0 = {(x,5,2) e R? | (x,¥) €D, b1(x,¥) <z < Palx,))}.
La integral

F3N3 dS
Qo

es nula, ya que la normal a Qg no tiene componente vertical. En efecto, si (xo, ¥0,20) € 0Qg el
segmento vertical x = xqo, ¥ = Yo, $1(x0,)0) < z < P2(x0,Y0) estd contenido en 9Q, y por
tanto el vector k es tangente a 0Q¢ en el punto (xg, Yo, zo). Como el vector normal N(xg, o, Z0)
ha de ser perpendicular a cualquier vector tangente a 0Qq en (xq, Y0, Z0),

N(x0, ¥0,20) - k = N3(x0,y0,20) =0, V (x0, Y0,20) € 0Q0.

Por otra parte, en las dos graficas z = ¢;(x,y) (i = 1,2) el vector normal unitario exterior a Q2
esta dado por

a i
i_ ay 1)
JH r ()

+” corresponde a 0Qy y el signo “~" a Q1. Como

a5 = 1e (22) (a;;i)z dxdy

en ambas superficies, el producto N3 dS esta dado por

donde el signo

N3dS = +dxdy,
donde de nuevo el signo “+” corresponde a 0Qy y el “—” a 0Q;. Por tanto
J F3N3 dS = J F3N3 dS +J F3N3 dS
oQ 001 o

= JDF3(X,y,¢2(X.)’))dxdy_JDFS(X,yyd)l(X,y))dXdy,

que efectivamente coincide con la ec. (6.15). Procediendo de la misma forma (ya que, por hipote-
sis, el s6lido Q es también de tipos Il y III) se demuestran las igualdades analogas

ok dxdydz —J FiN;dS, oF2 dxdydz —J F>N>dS. (6.17)
Q 0Xx o) Q o0y o0
Sumando las ecs. (6.16) y (6.17) se obtiene el teorema de Gauss (6.14). O

Comentario. El teorema de Gauss tiene numerosas aplicaciones en Fisica, especialmente en elec-
tromagnetismo, mecanica de fluidos y teoria del potencial. Por ejemplo, una de las ecuaciones de

Maxwell afirma que

v.E=2,
€0
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donde E(t, x,y,z) es el valor del campo eléctrico en el punto (x,y,z) € R3 en el instante t,
p(t,x,y,z) es la densidad de carga eléctricay €y es una constante (la llamada permitividad del
vacio), que en el sistema SI esta dada por

& = 8,854187817...- 10712 Fm™!,

Aplicando el teorema de Gauss se obtiene

J E-NdS:iJ pd?’r:g,
oQ 0 JQ &0

donde Q es la carga total encerrada por la region Q. En otras palabras, el flujo del campo eléctrico
hacia el exterior de un volumen Q c R3 es igual a la carga eléctrica encerrada en Q dividida por
la constante &(. Esta es la llamada ley de Gauss.

Ejemplo 6.7. Hallemos el flujo del campo vectorial F : R3 — R3 dado por F(x, y,z) = (xz,xy,2)
hacia el exterior del cilindro S de ecuaciones x2 + y? = 4, 0 < z < 3 aplicando el teorema de
Gauss. Para ello, hay que tener en cuenta en primer lugar que la superficie S no es cerrada, por
lo que no se puede aplicar directamente dicho teorema. Considérese, sin embargo, el sélido Q
(interior del cilindro) de ecuaciones

cuya frontera es
00 =SuUodQ; Uiy,

siendo 0Q1 y 0Qp los discos x2+y2 <4,z =0y x2+y? <4,z = 3, respectivamente. Aplicando
el teorema de Gauss se obtiene

J V-Fd3r:J F-NdS+J F-NdS+J F-Nds.
Q S 00 Q2

La integral del miembro izquierdo se evalua facilmente en coordenadas cilindricas:

2 3 2Tt
J V-Fd3r=J (x+z)dxdydz=J dpJ dz{ dpp(pcosp + z)
o) Q 0 0 0

2 3 9
:ZW(J pdp) (J zdz) =212 - =181r.
0 0 2

Por otra parte,

J F-NdS+J F-NdS=—J F-de+J F-kdS
oM 30 o 002

:ZJ dS—ZJ dS = 2a(0Q») —2a(0Q1) =0.
00 00

y por tanto

LF-NdS:JQv-Fd%:.

Ejercicio 38. Calcular el flujo del campo vectorial F(x, y,z) = (xy2,x2y, (x? +y?)z) a través de
la region del cono S de ecuaciones z = /x2 + Y2, z < 2, directamente y utilizando el teorema de
Gauss.
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Solucion. Consideremos el sélido Q (interior del cono) de ecuaciones

X2+ y2 <z, z<2,

cuya frontera 0Q es la uniéon del cono S con el disco dQ; de ecuaciéon x? + y2 < 4, z = 2.
Aplicando el teorema de Gauss se obtiene

J V-Fd3r:JF-NdS+J F-NdS,
Q S o

siendo N la normal exterior a Q. La integral del miembro izquierdo se calcula facilmente en
coordenadas cilindricas:

JV Fd3r—2j(x +y)dxdydz-2j dzJ dp d(pp p —1'rszZ—32Tr

Por otra parte, en el disco 0Q; la normal exterior a Q es k y el elemento de area es dx dy, por lo
que

2 21 2
J F-NdS = 2(x2+y2)dxdy:2j drj d97-72:41'rj r3dr = 16m.
00 x2+y2<4 0 0 0

Por consiguiente,

JF-NdS=j V-Fd3r—J F-Nds = 32" _16m=| 28T,
S Q o0 5 5

Este resultado también se puede obtener, aunque algo mas laboriosamente, de forma directa. En
efecto, una parametrizacion del cono S es la dada por

r(p,z) =z(cose,singp,1), (p,z) e D =[0,2m] x [0, 2],

y por tanto

nds = aa;; X % dpdz = z(cos @, sinp,—-1)dpdz = (x,y,—z)dpdz.

Al ser la componente vertical del vector (x, y, —z) negativa, el vector unitario normal n inducido
por esta parametrizacion es el exterior a la superficie. Por tanto

LF-NdS:LF-ndSzj F-(x,y,—z)dqodz:j [2x2y% — 22 (x? + y?)] dp dz
D D
21T 2 32 21T
=J0 dquO dz(ZSinzqocosz(p—l)z“:?Jo (2sin®pcos’p —1)de.

La integral en @ se evaluia facilmente:

27T 27T
J (ZSil’lz(PCOSZ(p—l)=lJ sin2(2cp)dcp—21T:E—2Tr=—3—1T,
0 2 Jo 2 2

lo que de nuevo proporciona

32 31T 481T
F-NdS=—-—— —
JS S 5 2 5
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Apeéndice

En este apéndice recordaremos brevemente algunos conceptos elementales de la teoria de con-
juntos que seran de utilidad a lo largo del curso. En primer lugar, aunque aceptaremos por
sencillez la nocion de conjunto como un concepto primitivo (es decir, no definido en términos de
otros conceptos mas fundamentales), la idea intuitiva de conjunto es la de una coleccion de obje-
tos de cualquier tipo. Lo esencial es que la pertenencia de un objeto a un conjunto determinado
sea una nocion bien definida y no ambigua. Por ejemplo,

A ={1,2,/7,Espana}, B = {x | x es ciudadano espanol}

son conjuntos (en el primer caso hemos enumerado explicitamente los elementos del conjunto,
en el segundo hemos indicado de manera no ambigua cual es la propiedad que caracteriza a sus
elementos), mientras que

C = {x | x es un pais desarrollado}

no lo es (la definicion de pais desarrollado es ambigua). Usaremos la notacién x € A (respec-
tivamente x ¢ A) para denotar que x es (respectivamente no es) un elemento del conjunto A.
Denotaremos por () al conjunto vacio, definido como aquél conjunto que no posee ningun ele-
mento. Por ejemplo,

{xeR|x%<0}=0.

Dados dos conjuntos A y B, diremos que A esta contenido en B (6 que A es un subconjunto de
B), y escribiremos A C B, si todo elemento de A pertenece también a B. Simbolicamente?,

ACB < (x€A = x€B).

La notacion B D A significa lo mismo que A C B. Por definicién, dos conjuntos A y B son iguales
(o que sera denotado por A = B) si A C By B C A. Equivalentemente,

A=B & (x€A < x €B).

Utilizaremos a veces la notaciéon A ¢ B para indicar que A C By A + B.

Una parte fundamental del lenguaje matematico esta relacionada con nociones elementales
de logica que repasaremos brevemente a continuacion. En primer lugar, dadas dos proposicio-
nes P; y P> diremos que P; implica P», y escribiremos Py = P», si P> es verdadera siempre
que P; lo sea. Por definicion, P» < P; significa lo mismo que P; = P;. Analogamente, diremos
que las proposiciones P; y P> son equivalentes, y escribiremos P; < P»,si Py = P,y P» = P
(es decir, P, es verdadera si y solo silo es P;). Por ejemplo, dadas las proposiciones P; = “x = 57,
P, = “x2 > 100", P3 = “x? > 25" y P4 = “eX > e>” entonces se verifica P = P>, P» = Pj,
P, <= P3 y P < P4. NoOtese, en particular, que si P es una proposicion siempre falsa y Q es
cualquier proposicién entonces P = Q. También son muy utilizados en el lenguaje matematico

2Los simbolos “="y “<=" se definiran mas abajo.

191
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los cuantificadores existencial 3 (“existe”) y universal V (“para todo”). Notese que al negar una
proposicién en la que figuren estos cuantificadores cada uno de ellos ha de ser reemplazado por
el otro. Por ejemplo, la negacion de la proposicion

“Ye>0, 36>0 tq. |x|l<d = |f(x)—-f0)]<¢g”
(definicion “£-6” de limite en O de la funcién f : R — R) es
“Je>0 tg. V6>0, |xI<d == |f(x)-f(0)<¢e”,
que a su vez es equivalente a
“Je>0 tg. Vo>0, 3xeR tqg. (Ix] <9, |f(x)—f(0)]=¢)".

Dado un conjunto A, denotaremos por P(A) al conjunto de las partes de A, definido como
el conjunto de los subconjuntos de A:

P(A) ={B|BCA}.

La relacion de inclusion (C) es una relacion de orden parcial en P(A), ya que goza de las siguien-
tes propiedades:

i) VB € P(A), B C B (propiedad reflexiva)
ii) VB,C € P(A),BCCyCCB = B=C (propiedad antisimétrica)
iii) VB,C,D e P(A),BCcCyCcD = B cD (propiedad transitiva)

Evidentemente, cualquiera que sea A los conjuntos ¢ y A son subconjuntos de A (i.e., son ele-
mentos del conjunto P(A)). A estos dos subconjuntos en cierto modo triviales se les llama sub-
conjuntos impropios de A, mientras que un subconjunto propio de A es cualquier subconjunto
de A distinto de @ y de A.

Dados dos conjuntos A y B, se definen los conjuntos A N B (interseccion de A con B) y AU B
(unioén de A y B) mediante

ANnB={x|xe€Ay x €B}, AUB={x|x€A 6 x € B}.

Obviamente, AN B C A,B C A U B. Denotaremos por A — B a la diferencia de los conjuntos Ay
B, definida por

A-B={xeA|x¢B}=An{x|x ¢ B}.

La unidén y la interseccion de conjuntos gozan de las siguientes propiedades elementales:
i) AnB=BnA, (AnB)nC=An(BnC(C)

i) AnB=A < ACB

iii) An@ =0

iv) AUB=BUA, (AUB)uC=AuU(BuUC()

V) AUB=A < BCA

vi) Aup=A

vi) ACB = AnCcBnC, AcC,BcC = AuBcC
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Se verifican ademas las siguientes propiedades distributivas:
) AnBUC)=(AnB)U(ANnC)
i) AuBNnC)=(AuB)Nn(Au()

Demostremos, por ejemplo, la primera de estas igualdades. En virtud de la definicion de igualdad
de dos conjuntos, basta probar que el miembro izquierdo esta contenido en el miembro derecho
y viceversa. En primer lugar,

B,CcBUC = AnNnBCANBUC),AnCCAN(BuUOQO),

de donde se deduce que el miembro derecho esta contenido en el miembro izquierdo. Reciproca-
mente, six € AN(BUC) entonces x € Ayx € BUC,esdecir(x e Ayx e€B)o6(xeAyx e (),
de donde se sigue que x € (ANB)U(ANC). Esto prueba que el miembro izquierdo esta contenido
en el miembro derecho.

En general, si I es un conjunto de indices arbitrario (finito 6 infinito) tal que a todo i € I
le corresponde un conjunto A;, se definen la union y la interseccion de la familia de conjuntos
{A; | i € I} mediante las formulas

UAiz{xIEljeItalquexeAj} ﬂAi={x|xeAJ~, Vjel}|.

iel iel

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B es el conjunto

AxB={(x,y) | x€A,yeB}.

Notese que en esta definicion (x, ) es un par ordenado. En otras palabras,
(x1,1) = (x2,)2) <= Xx1=Xx2 € y1 = ).

De esto se deduce que A X B es en general distinto de B X A. (Ejercicio: jcuando es AX B = BXx A?)

Mas generalmente, dados n conjuntos Ay,..., Ay se define su producto cartesiano mediante
AL X A X -+ X Ap = {(X1,X2,...,Xn) | Xi € Ay, ¥i=1,2,...,m}|.
En particular, si A; = A» = - - - = A;; = A escribiremos
AX -+ XA=A"

nveces

En otras palabras,

A" = {(x1,x2,...,Xn) | Xi €A, Vi=1,2,...,n}.

Ejercicio. ;Son iguales los conjuntos 0, {0}, {{0}}, {0, 0}, {0, {0}}?
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