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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Nociones generales

Una ecuacién diferencial es una relacién entre una funcién incégnita u de una variable x €
RYN, un ntimero finito de derivadas parciales de u, y la propia variable x, que ha de cumplirse
idénticamente en cada punto de un abierto D C RN.

Ejemplo 1.1. La ecuacién de Poisson

*u(x)  u(x) | *u(x) _
. © oy? Tz =), x=(xy.2),

donde p (que en electrostatica representa la densidad de carga) es una funcién conocida.

Comentario. En una ecuacién diferencial, tanto u como sus derivadas parciales deben evaluar-
se en el mismo punto. Por ejemplo,
ou(x,y)

T+u(x+3,y) :O

no es una ecuacion diferencial.

Una ecuacion diferencial donde la variable independiente x tiene varias componentes, es
decir, donde x = (x1,...,xNy) con N > 1, se dice que es una ecuacién en derivadas parciales
(EDP). En cambio, si N = 1 la ecuacién diferencial se dice que es ordinaria. En esta asignatura
nos centraremos principalmente en las ecuaciones diferenciales ordinarias, que definiremos
mas formalmente a continuacion.

Definiciéon 1.2. Una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) de orden # es una ecuacién de la
forma

F(x,y,y’,...,y(”)) =0|, (1.1)

donde F est4 definida en un abierto U C R"*2y
funcién u : R — R derivable n veces en un intervalo abierto D C R tal que

33{") # 0 en U. Una solucién de (1.1) es una

F(x,u(x),u'(x),...,u"(x)) =0, VxeD|. (1.2)

Comentario. La condicién % # 0 en U se impone para que la ecuacién sea verdaderamente

de orden n. Cuando sea posible despejar explicitamente la derivada de mayor orden de la
ecuacion (1.1), es decir, si podemos reescribirla como

y :f(x,y,y’,...,y(”’l)) , (1.3)

diremos que la ecuacién estd en forma normal.

1



2 INTRODUCCION

Ejemplo 1.3. La ecuacién
y =—ky, k>0, (1.4)

aparece al estudiar la desintegraciéon de un material radioactivo, donde y representa la masa
del material y x el tiempo.

Solucién: nétese que y = 0 es solucién de (1.4), mientras que si y # 0 se tiene

]/(S() /y,(x) / c  —kx
——k — dx——k dx —— 10 ——kX+C —— =ee P

siendo ¢ una constante arbitraria. Por tanto,

X

y =yoe ¥, (1.5)

donde y( es una constante arbitraria (posiblemente nula ya que y = 0 también es solucién) es
solucion de la ecuacién (1.4). De hecho, se trata de la solucién general de la ecuacion (1.4), ya
que cualquier solucién de dicha ecuacién es de la forma (1.5).

Comentario. Notese que la solucién general (1.5) de la ecuacion (1.4) depende de una constante
arbitraria. La solucién general de una ecuacién de orden n contiene n constantes arbitrarias.

1.2 Ecuaciones diferenciales de primer orden

En esta seccién estudiaremos el caso mas sencillo de las ecuaciones de primer orden. Supon-
dremos ademas que la ecuacién puede escribirse en forma normal

y = f(xy)| (1.6)

Veremos a continuacion algunos casos particulares de la ecuacién (1.6) que pueden integrarse
explicitamente.

121 ¥ = f(x)

Si suponemos que f es continua en un intervalo abierto D, la ecuacién se resuelve simplemente
integrando ambos miembros a partir de un punto cualquiera xy € D:

y:/xxf(t)dt—i—c, c=y(xo). (1.7)

Utilizando la notacién de integral indefinida, a menudo escribiremos la solucién como

X
yz/ f(t)ydt+c, o también como yz/f(x)dx—f—c.
De la expresion (1.7) se sigue que el problema de valores iniciales

y =f(x), y(x)=w

tiene la solucion tinica y = fxz f(t)dt+ yo.
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1.2.2 Ecuaciones de variables separadas

Son ecuaciones de la forma

g(v)

_ f(®) (18)

donde f, g son continuas en sendos intervalos abiertos U, V, y g(y) # 0 para todoy € V.

Solucion: Si y(x) es solucién de la ecuacion (1.8), entonces

S =) = [ sy (s = [ f)ds
y(x) x
S Dy SO /xo flo)ds

Por tanto, cualquier solucién de (1.8) satisface la ecuacién implicita

/g(y) dy = /f(x) dx +c (1.9)

~

donde c es una constante arbitraria. Reciprocamente, derivando (1.9) respecto de x tomando a
y como funcién de x, concluimos que cualquier funcién y(x) que satisfaga la relacién (1.9) es
solucién de la ecuacién (1.8). Por tanto (1.9) es la solucion general de (1.8).

Comentario. La solucién general (1.9) de la ecuacién (1.8) esta dada en la forma implicita

¢(x,y) =c,  donde ¢(x,y) =/g(y) dy—/f(x) dx. (1.10)

La relacion ¢(x,y) = ¢ define implicitamente una familia uniparamétrica de curvas en el plano
(correspondiendo cada curva a un valor fijo de ¢, si bien puede haber varias ramas con un
mismo valor de c), que se denominan curvas integrales de la ecuacion (1.8).

La funcién ¢ es de clase C' (U x V) (ya que g—x =—f(x)y g—‘; = ¢(y) son continuasen Uy V,

respectivamente), y ademads %7 no se anula en ningtn punto de U x V. Dado un punto (xo, o)
de U x V, consideramos la curva integral definida por la relacién (1.10) con ¢ = ¢(xo, yo). Por
el teorema de la funcién implicita, existe un entorno de (xo, o) donde la relacién (1.10) define
una tinica funcién derivable y(x) tal que

i) y(xo) =yo,
i) ¢(xy(x)) =¢(x0y0),  Vx€domy.

Por tanto, dicha funcién y es localmente la tinica solucién de la ecuacién diferencial (1.8) que
satisface la condicién inicial y(xg) = yo. En otras palabras, el problema de valor inicial asociado
a la ecuacion (1.8) posee solucién tinica local si los datos iniciales (xo, o) pertenecena U x V.

Comentario. El que la solucién general de la ecuacién de variables separadas (1.8) se expre-
se mediante una relacién implicita (cf. (1.10)) no es una propiedad caracteristica de este tipo
de ecuaciones. De hecho, a lo largo de esta seccién veremos que en muchas ocasiones la so-
lucién general de la ecuacién de primer orden (1.6) también se expresa mediante una relacién
implicita. En general no serd posible despejar de ella y como funcién explicita de x, si bien nor-
malmente el teorema de la funcién implicita garantizard la existencia local de dicha funcién.
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<

Figura 1.1: Curvas integrales de la ecuacién y' = —x/y. Cada curva integral contiene dos
soluciones, definidas en la ecuacion (1.13).

Ejemplo 1.4. Consideremos la ecuacién de variables separadas

, X
y=—-—. (1.11)
Yy
En nuestra notacion, f(x) = —x, ¢(y) =y, U = R, yobien V = R" obien V = R~, pero no
V =R, ya que la funcién g se anula cuando y = 0. Procediendo como antes (o bien utilizando
directamente la férmula (1.9)), se obtiene la solucién general de (1.11):

P+yP=c, ¢>0. (1.12)

Por tanto en este caso las curvas integrales son circunferencias de radio \/c centradas en el
origen (ver Fig. 1.1). Cada curva integral contiene dos soluciones, dadas por las funciones

y=+vVc—2x2, x € (—vc,Vc), (1.13)

correspondiendo los signos + a la eleccién V = R*. La ecuacién (1.11) no estd definida para
y = 0, pero las soluciones (1.13) tienen limite (cero) cuando x — =£+/cF (aunque no son de-
rivables en dichos puntos, al tener pendiente infinita). N6tese que por cada punto (xo, o) del
plano con yy # 0 pasa una tinica solucion.

Ejemplo 1.5. Consideramos ahora la ecuacién

1+ y?
= 1.14
. (114
que también es de variables separadas. En este caso f(x) = —le y8() =1 J:yz son continuas

y § nunca se anula, por lo que podemos tomar U = V = RR. La ecuacién (1.14) se integra
inmediatamente, con el resultado

arctany = —arctanx +c, (1.15)

donde |c| < 7 para que la ecuacién (1.15) tenga solucién en y para algtin valor de x. Sic # +7
y llamamos C = tanc, tomando la tangente en ambos miembros de (1.15) se llega a la siguiente
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expresion para la solucion de (1.14):

C—
y = tan(c — arctanx) = T CJ; . (1.16)
Por otra parte, sic = i% se tiene
1
y = tan ( + g — arctan x) = cot(arctanx) = Y (x #0). (1.17)

Noétese que esta solucion se obtiene formalmente de (1.16) en el limite C — -oo.

y

1+y2

Figura 1.2: Soluciones de la ecuacién y’ = —145.

El problema de valores iniciales asociado a la ecuacién (1.14) siempre posee solucién tinica
local. Efectivamente, si imponemos la condicién inicial y(xo) = yo, de (1.16) concluimos que

_ Xo+Yo
1—x0y0'

que tiene sentido salvo si yo = 1/xp, en cuyo caso la solucién correspondiente es y = 1/x.

Nota. La tnica solucién de la ecuacion (1.14) que estéd definida en toda la recta real es y = —x,
que corresponde a C = 0. La solucién (1.17) y todas las demads soluciones (1.16) “explotan” para
algtn valor finito de x (concretamente parax =0y x = — %, respectivamente). Sin embargo, el
miembro derecho de la ecuacién (1.14) es continuo (de hecho de clase C*) en todo el plano. En
general, el estudio de las singularidades de la funcién f(x, y) no proporciona por si s6lo infor-
macion acerca de las posibles singularidades de las soluciones de la ecuacién diferencial (1.6).

1.2.3 Ecuaciones homogéneas

Son ecuaciones de la forma
y = f(xy), (1.18)

donde f es continua en un abierto U C R? y homogénea de grado cero, es decir

f(Ax, Ay) = f(x,y), Vx,ye U, VA#O0|. (1.19)
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Este tipo de ecuacién se reduce a una de variables separadas mediante el cambio
y=xz|, x#0,
donde z(x) es la nueva funcién incégnita. Efectivamente,

vV =z+xz=f(x,xz)=f(l,z) = Z = f<1'i)_z (1.20)

Si A satisface la condicién f(1,A) = A, entonces la ecuacién (1.20) tiene la solucién constante
z = A, que corresponde a y = Ax. En caso contrario, la ecuacién (1.20) se resuelve separando
variables e integrando, lo que conduce a la relacién implicita

/f(LCZ_Z =log|x| +c, con z= % . (1.21)
Ejemplo 1.6. Consideremos la ecuacién
y' = gy_f i : (1.22)
Como
flxy) = ‘Zy_fi
es homogénea de grado cero (y continua en todo el plano salvo en la recta y = —x/2) nos

encontramos ante una ecuacién homogénea. Es facil comprobar que la ecuacién f(1,A) = A no
tiene soluciones reales, por lo que ninguna recta por el origen es solucién de (1.22). Como

1 2z+1

f(l,z)—z  2(z2+1)’

la férmula (1.21) conduce inmediatamente a

’

log(1+2%) +arctanz = ¢ — 2log |x

donde c es una constante arbitraria. Sustituyendo z por y/x y simplificando, obtenemos la
siguiente expresion implicita para las curvas integrales de la ecuacién (1.22):

log(x* +y*) + arctan % =c. (1.23)

Noétese que en este caso no es posible despejar explicitamente iy como funcién de x. Sin embar-
8o, si expresamos la condicién (1.23) en coordenadas polares

x =rcosf, y =rsenf,
obtenemos inmediatamente
2logr+0=c =— r=Ce %2, C=e/2>0. (1.24)

Las curvas integrales son por tanto espirales donde la coordenada radial crece exponencial-
mente cuando el angulo gira en el sentido de las agujas del reloj. Para representar graficamente
estas espirales es conveniente determinar primero las isoclinas de la ecuacién (1.22). En gene-
ral, una isoclina de la ecuacién de primer orden (1.6) es el lugar geométrico de los puntos en
los cuales los vectores tangentes a las curvas integrales tienen todos una misma direccion. Las
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isoclinas se definen por tanto por la ecuacioén implicita f(x,y) = m, donde se admite que m € R
6 m = oco. Para la ecuacion (1.22) de este ejemplo, la ecuacién de las isoclinas es

y—2x _

=m, donde meRo6m=oc0. (1.25)
2y +x

Por tanto, en este caso las isoclinas son rectas por el origen, siendo la de pendiente m

m+42
y= 1_2mx. (1.26)

En particular, las isoclinas de pendiente 0,00,1, —1 son las rectas y = 2x, vy = —x/2,y = —3x,
y = x/3, respectivamente. En la Fig. 1.3 hemos representado estas isoclinas junto con las espira-
les (1.24) correspondientes a c = 0, 71/2, 7r, 37w /2. Cada espiral contiene infinitas soluciones de
la ecuacion (1.22), definida cada una de ellas en un intervalo de la forma (xo, x1), donde (xo, yo)
e (x1, 1) son dos puntos de corte consecutivos entre la espiral y laisoclina de pendiente infinita

y=—x/2.

m=1 y m=0

_— 2 .
\_//-4 o
-6

Figura 1.3: Curvas integrales de la ecuacién iy’ = gy_ji (en rojo) e isoclinas de pendiente
0,00,1, —1 (en gris).
1.2.4 Ecuaciones exactas
Una ecuacion diferencial de la forma

P(x,y) + Q(x,y)y' = 0|, (1.27)

donde P, Q son funciones continuas en un abierto U C R2 y Q no se anula en U, se dice exacta
si existe una funcién f : U — R que verifica

P(x,y) = fx(x,y),  Qx,y) = fy(x,y) V(x,y) e U. (1.28)

Es decir, la ecuacion (1.27) es exacta si (P, Q) = V f en U. En este caso, si y(x) es una solucién
de (1.27), podemos reescribir dicha ecuacién como

~

Felo () + fuly()y () = = Flxy(x) =0,
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y por tanto las soluciones de la ecuacién exacta (1.27)-(1.28) verifican

flx,y) =c|, (1.29)

donde c es una constante. Reciprocamente, si se cumple (1.29), entonces como f, = Q no se
anula en U, el teorema de la funcién implicita define a y como funcién de x en un entorno de
cada punto de U, verificindose ademas la ecuacién (1.27) de partida en el dominio de y. Por
tanto, la solucién general de (1.27)-(1.28) estd dada por la ecuacién (1.29) que define las curvas
de nivel de f.

En caso de que las funciones P, Q sean de clase C!(U), una condicién necesaria para que la
ecuacion (1.27) sea exacta es

Py(x,y) = Q:«(x,y)|, V(xy)elU, (1.30)

ya que por el lema de Schwarz f,, = f,» en U. La condicién (1.30) es también suficiente si el
abierto U es simplemente conexo!, que en las aplicaciones sera el caso mas usual.

Veamos como determinar la funcién f suponiendo que la condicién (1.30) se cumple en
un rectdngulo abierto U = (a,b) x (¢, d). Sea (xo,y0) un punto de U. Integrando la ecuacién

fx = P, obtenemos
X

flxy) = / P(s,y)ds+g(y), (1.31)

X0

donde g depende sélo de y. Nétese que si (x,y) € U entonces todos las puntos de la forma
(s,y) con's € [xp, x] 6 [x, xp] estan también en U, y por tanto la integral de la féormula anterior
estd bien definida. Derivando parcialmente (1.31) respecto de y y utilizando (1.30) se sigue que

fo(x,y) =8'(y) + /: Py(s,y)ds = g'(y) + /: Q:(s,v)ds = ¢'(y) + Q(x,y) — Q(x0, v) .

Imponiendo la segunda ecuacién f, = Q, obtenemos

y

) =Qlxoy) = gly) = /j Q(xo,s) ds, (1.32)

salvo constante arbitraria. (Como antes, la integral de (1.32) estd bien definida puesto que to-
dos los puntos (xo,s) estan en U si s € [yo,y] 6 [y,o].) Por tanto, en este caso la solucion
general (1.29) de la ecuacion (1.27) viene dada por

X

f(x,y) =/

X0

P(s,y)ds + /y Q(xg,s)ds = c|. (1.33)
Y

0

La funcién f de la dltima férmula puede también expresarse en forma mas compacta como la
integral de linea

f(x'y>:/y (P,Q)'dl‘, (134)

donde 7y es la curva quebrada de la Fig. 1.4. Como el rectangulo U es simplemente conexo y se
cumple la condicién (1.30), 1a integral de linea del campo vectorial (P, Q) alo largo de cualquier
curva C! a trozos contenida en U es independiente del camino sequido. Por tanto podemos escribir

flxy) = /7 (P,Q)-dr|, (1.35)
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d + |j————— === - = |
L () oy, Wy
| |
| |
b7 u
| ’ Y |
| |
| (xolyo) |
c e — — — — — —
a b

Figura 1.4: Caminos que unen (xo, yo) con (x,y) en U.

donde 1 es cualquier curva C! a trozos que vaya de (xo, o) a (x, y) sin salirse de U (ver Fig. 1.4).

Nota. La férmula (1.35) es valida en cualquier abierto simplemente conexo donde se cumpla la
condicién (1.30).

Ejemplo 1.7. Sea la ecuacién
2xy+1+ (P +y)y =0, (1.36)

que es de la forma (1.27) con P = 2xy+ 1y Q = x? +y. Como P, = 2x = Qy, la ecuacién
es exacta en cualquiera de los abiertos simplemente conexos Us = {(x,y) € R?> : y = —x?}
donde Q no se anula. Buscamos por tanto una funcién f tal que Vf = (P, Q), es decir

fr=2xy+1 = f=xy+x+g(y)

=2+ =x+y = Jy=y = =7,

salvo una constante. Por tanto las curvas integrales de la ecuacién (1.36) verifican la ecuacién
implicita
2%y +2x +y* =, (1.37)

donde c es una constante arbitraria. Despejando y obtenemos dos expresiones

yr = —x*+Vxt —2x+c (1.38)

para cada valor de c (ver Fig. 1.5), donde el signo £ de la raiz corresponde a la eleccién del

abierto U,. Si ¢ > -3 cada expresion y+ es una solucién de la ecuacion (1.36), definida en

2V2
todo R. En cambio, si ¢ < % cada expresion y4 determina dos soluciones de dicha ecuacién,
definidas en sendos intervalos (—oo, xg) y (x1,0), donde x¢ < x; son las dos raices del polino-
mio x* — 2x + ¢ que aparece en el radicando de (1.38). Por dltimo, si ¢ = %, cada expresion

y+ también determina dos soluciones de (1.36), definidas en los intervalos (—oo, %%) y (%2, o)

respectivamente.

Consideremos otra vez la ecuacién (1.27) con P, Q de clase C! (U ). Supongamos que Py # Qx
en U y por tanto la ecuacién no es exacta. Si p(x,y) es una funcién que no se anula en U, la
ecuacion

u(x,y)P(x,y) +pu(x,y)Qx,y)y =0 (1.39)

IRecordemos que un abierto U C R? es conexo si todo par de puntos de U pueden unirse mediante una curva
continua enteramente contenida en U. El abierto U es simplemente conexo si es conexo y toda curva cerrada continua
contenida en U puede deformarse de forma continua a un punto sin salirse de U. Intuitivamente, un abierto es
simplemente conexo si “consta de un sélo trozo” y “no tiene agujeros”.
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Figura 1.5: Curvas integrales (1.37) de la ecuacién (1.36). La parabola y = —x2 (en gris) es una
isoclina de pendiente oo, que divide al plano en dos abiertos simplemente conexos U+ donde
Q = x? + y no se anula y las soluciones son de la forma v, respectivamente.

es equivalente a la ecuacién (1.27), ya que ambas tienen el mismo conjunto de soluciones. Se
dice que la funcién u es un factor integrante de la ecuacién (1.27) de partida si la ecuacién (1.39)
es exacta. En este caso podemos resolver (1.27) integrando (1.39) mediante el procedimiento
discutido maés arriba.

Si U es un abierto simplemente conexo, la condiciéon necesaria y suficiente que debe cumplir
i para que la ecuacion (1.39) sea exacta es

(Vp)y = (VQ)x .

Es decir, la funcién p debe ser soluciéon de la ecuacion en derivadas parciales de primer orden

P(x,y) uy — Q(x,y) px + [Py(x,y) — Qx(x,y)]u = 0. (1.40)

Aunque se demuestra que esta EDP siempre tiene solucién, el problema es que la técnica ha-
bitual para resolverla requiere conocer precisamente la solucién de la EDO (1.27) de partida.
Sin embargo, podemos buscar soluciones particulares de (1.40) que dependan de un tnico ar-
gumento, tales como p(x), u(y), u(x +y), u(x*> + y?), etc. En general estas funciones no seran
solucién de la EDP (1.40), a menos que P, — Q, sea de alguna forma sencilla. Por ejemplo, si

Py_Qx
Q

= (x|, (1.41)

entonces (1.40) admite un factor integrante del tipo u(x). Efectivamente, si se cumple (1.41) y
ty = 0, la ecuacion (1.40) se reduce a

W(x) = go)p(x) = |p(x) =cel 8()dx), (1.42)

Analogamente, si

S5 =hy)|, (1.43)
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entonces (1.40) admite como solucién el factor integrante dependiente sélo de y

uly) = ce” J 1Y) Ay |, (1.44)

Ejercicio. Probar que la ecuacion (1.27) posee un factor integrante () funcién de r = /x? + 42
siy sélo si

y que en tal caso y puede calcularse por la férmula

“l/l(i’) — Ceffrg(r) d?"‘

Ejemplo 1.8. La ecuacién
y(1—x) —seny+ (x+cosy)y’ =0, (1.45)

no es exacta, ya que P = y(1 — x) —seny, Q = x + cosy no satisfacen la condicién (1.30). Sin
embargo, como
Py —Q
y X
- _]. = X
Q0 g(x)

no depende de y, de la ecuacién (1.42) se sigue que y(x) = e~ * es un factor integrante de la
ecuacion (1.45) en cualquiera de los abiertos simplemente conexos

Uy = {(x,y) € R*: x +cosy = 0}.

Buscamos por tanto una funcién f tal que Vf = e *(P, Q). En este caso resulta mds sencillo
comenzar integrando la ecuacién f, = e™*Q, que proporciona
fy=e"(x+cosy) = f=e "(xy+seny)+h(x)
fr=e*(y—xy—seny)+h(x) =e *(y(1—x)—seny) = h'(x)=0.
Por tanto podemos elegir
flxy) = e *(xy +seny),

de modo que las curvas integrales de la ecuacion (1.36) verifican la ecuacién trascendente
e *(xy+seny) =c, (1.46)

donde c es una constante arbitraria. En este caso no es posible despejar explicitamente y como
funcién de x (aunque para ¢ = 0 podemos despejar x como funcién de y). Sin embargo, el
teorema de la funcién implicita garantiza que si f,(xo,y0) = e *(xo + cosyp) # 0, es decir
si (x9,y0) € Uz, entonces la ecuacion (1.46) define a y como funcién de x en un entorno de

(x0,Y0)-

1.2.5 Ecuaciones lineales

Son ecuaciones de la forma

v =a(x)y+b(x)|, (1.47)
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donde a y b son funciones continuas en un intervalo abierto U. La ecuacién (1.47) se dice ho-
mogénea si b = 0, e inhomogénea o completa en caso contrario. Veamos que la solucién ge-
neral de una ecuacién lineal puede expresarse siempre mediante cuadraturas. En efecto, en el
caso homogéneo

y =a(x)y (1.48)

admite la solucién trivial y = 0, y si y # 0 podemos tratarla como una ecuacién de variables
separadas:

z:”(x) = logly| Z/a(x)dx+co = |y :ecoefa(x)dx.

La solucién general de (1.48) es por tanto

y = ce ax)dx | (1.49)

donde c es una constante arbitraria (o bien ¢ = e, o bien ¢ = 0 para la solucién trivial).

Comentario. El conjunto de soluciones (1.49) de la ecuacién homogénea (1.48) es un espacio
vectorial de dimensién uno.

La ecuacién inhomogénea (1.47) se resuelve mediante el método de variacién de constan-
tes, debido a Lagrange. El método consiste en probar como solucién una funcién de la forma

y = c(x)et™, (1.50)

donde

es un primitiva cualquiera (pero fija) de la funcién a(x). Es decir, se trata de probar como
solucioén la solucién general de la ecuacion homogénea reemplazando la constante ¢ por una
funcién incoégnita c(x). Sustituyendo (1.50) en la ecuacion (1.47) obtenemos

! (x)e® 4 c(x)e?™a(x) = a(x)c(x)e™ + b(x),

de donde
¢(x) = b(x)e A = c(x)=c+ [bx)e AW dx,

donde c es una constante arbitraria. Por tanto, la soluciéon general de la ecuacién completa (1.47)
es

y = ce) 4 Al /b(x)e’A(x) dx|. (1.51)

Comentario. La expresion (1.51) muestra que la solucién general de la ecuacién (1.47) es de la
forma

¥ = yn(x) +yp(x),

donde y;, es la solucién general de la ecuacion homogénea e y,, es una solucién particular de la
ecuacion completa.
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Comentario. Consideremos ahora el problema de valores iniciales

y' =a(x)y+b(x),
(1.52)
y(x0) = yo,

donde xy € U. Tomando como primitiva de a(x) la funcién A(x) = [ a(s)ds, de la expre-

sién (1.51) se sigue inmediatamente que la tnica solucién de (1.47) que verifica la condicién
inicial y(xg) = yo es

fxza(s) ds _|_ef;;a(s)ds /xb(s)ef f;oa(t) dt ;.|

0

Y =Yoe

Ejemplo 1.9. Sea la ecuacién lineal inhomogénea
y = % 2, (1.53)
definida si x # 0. La solucién general de la ecuacién homogénea es
1
Pl — logly| =log|x|+c0 = y=cx,

donde ¢ € R (el valor ¢ = 0 proviene de la solucién trivial y = 0). Para la ecuacién inho-
mogénea, probamos una solucién particular de la forma y, = ¢(x)x, que conduce a

2 3
yo=cx+tc=ct+x* = N y —_——
P 2 P2
Por tanto, la solucién general de la ecuacion (1.53) es
53
y=cx+ ? , ceR.

Noétese que aunque la ecuacién diferencial (1.53) no estd definida si x = 0, las soluciones obte-
nidas son analiticas en toda la recta real.

1.2.6 Ecuacién de Bernoulli

Es una ecuacion de la forma

/

y =a(x)y+b(x)y"|, r#01, (1.54)

siendo 4, b continuas en un intervalo abierto U. La ecuacién (1.54) no estd definida paray < 0
a menos que r = p/q sea un racional irreducible con g impar, ni para y = 0 cuando r < 0. La
ecuacion de Bernoulli puede transformarse en una ecuacién lineal (y por tanto resoluble por
cuadraturas) mediante el cambio de variable

z=y""|.

En efecto, derivando z respecto de x y utilizando (1.54) obtenemos
Z=1-ny "y =1-ra)y "+ 1-rbx) = (1-r)a(x)z+ (1 -r)b(x),

que es lineal en la nueva variable z.
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Ejemplo 1.10. La ecuacién

y =4"¥ (1.55)

es una ecuaciéon de Bernoulli con 7 = 2. Una posible solucién es y = 0. Siy # 0, el cambio de
variable apropiado es z = 1/y, que conduce a

1
d=-L o~y 2 (1.56)
x
que es lineal en z. La solucién general de la ecuacion homogénea es

C
Zh = —.
X

Para la ecuacién completa, probamos una solucién particular de la forma z, = @, que con-
duce a

d 1

—==- = c¢c=x = z;=1.

X X

Luego la solucién general de (1.56) es

x—+c
Z:Zh+zp: x ’

y por tanto
X

x+c

es la solucién general de (1.55). (La solucién y = 0 se obtiene formalmente en el limite ¢ — 0.)

y:

Ejercicio. Resolver la ecuacion (1.55) tratdndola como ecuacién de variables separadas.

1.2.7 Ecuaciéon de Riccati

La ecuacién de Riccati

v =a(x) +b(x)y+c(x)y?|, a,c %0, (1.57)

con 4, b, c continuas en un intervalo abierto U, es de gran importancia en Fisica Matematica
por su estrecha relacién con las ecuaciones lineales de segundo orden (como la ecuacién de
Schrodinger). En general no es posible resolver una ecuacion de Riccati por cuadraturas. Sin
embargo, si se conoce una solucién particular yy(x) es posible reducirla a una ecuacién lineal
mediante el cambio de variable

S S
Cy—yolx) |
Efectivamente,
by =) )y —yo() He@) (P -wg(x) Y+ yo(x)
u = = 1o() (4 — 1o(x))? = —b(x)u C(X)y—yo(x)

= —[b(x) 4 2c(x)yo(x)]u — c(x),

que es una ecuacion lineal en u.
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Ejemplo 1.11. Consideramos la ecuacién de Riccati

2
_ .2
y =y - 2 (1.58)
Si probamos una solucién particular de la forma y = A/x, obtenemos
2
—%:A—Z—% — A 4A-2=0 = A=-21.
x x? X
Tomamos como solucién particular o = 1/x. El cambio de variable
1
= — 1.
u y—1/x (1.59)
conduce a la ecuacién lineal
/ 2 2 _1/+2
,:_y+1/x _ y-1/x __y+1/x__27u_1. (1.60)

(y—1/x)2  (y—-1/x)2? y—-1/x  «x
La solucién general de la ecuacién homogénea es

C
Uy = — .
2
Para determinar una solucién particular de la ecuaciéon inhomogénea (1.60) podemos utilizar
el método de variacién de constantes, o mds directamente, probar una solucién de la forma

up = kx. Sustituyendo en (1.60) se obtiene

k=-2k—1 = k:—%.

Por tanto

C «x x3+c
HEETRT T 50

es la solucién general de (1.60). De (1.59) se sigue inmediatamente que

1 3x2

Uit

es la solucién general de (1.58).

Comentario. Como hemos mencionado mas arriba, la ecuacién de Riccati (1.57) esté estrecha-
mente relacionada con las ecuaciones lineales de segundo orden. Mds concretamente, es posible
convertir (1.57) en una ecuacién lineal de segundo orden mediante el cambio de variable

__17
Y= c(x) z°
En efecto,
S O N NN O A U
y= c(x) z  ¢(x)? z + c(x) z? = a(x) c(x) z + c(x) 22’
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En el préximo capitulo veremos que la solucién general de esta ecuacién es de la forma
z =kiz1(x) + kaza(x),

donde ki, k» son constantes reales y z1, zo son dos soluciones linealmente independientes, que
en general no podran determinarse de forma explicita. La solucién general de la ecuacién de
Riccati de partida (1.57) se expresa en términos de z; y zo como

_ 1 k1z} (x) + koz)y (x)
y= c(x) kizi(x) + koza(x) |

(Notese que esta solucion depende de una séla constante arbitraria, o bien k, /k1, o bien k1 /k>.)

1.3 Teoremas de existencia y unicidad

En esta seccién estudiaremos la existencia y unicidad de solucion del problema de valores inicia-

les
y(x0) =yo-

En distintos ejemplos de la seccién anterior donde la funcién f era suficientemente regular
hemos visto que este problema tiene solucién tinica local. Nuestro objetivo es precisar qué con-
diciones deben satisfacer la funcién f y el dato inicial (xg, yo) para que el problema (1.61) posea
solucion tnica local. Supondremos que la variable dependiente y y la funcién f son vectoria-
les?, es decir, consideraremos el problema de valores iniciales para sistemas de ecuaciones de
primer orden.

Definiciéon 1.12. Un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en
forma normal para una funcién incégnita y = (y1,...,Y») es una ecuacion vectorial del tipo

y = flxy)|, (1.62)

donde f = (f1,...,fn) esta definida en un abierto U C R"H1 y toma valores en R". Dado
(x0,y0) € U, el problema de valores iniciales asociado al sistema (1.62) consiste en determinar
una solucién y(x) definida en un intervalo I que contenga a x tal que

y(x0) = yo |- (1.63)

Comentario. El sistema (1.62) es equivalente a las n ecuaciones escalares

yll :fl(xly1/~~~/yn)/

Yn = FalX Y1, Yn),

mientras que el dato inicial (1.63) corresponde a las n condiciones

yl(xo) =Yo1,.-- ,yn(xo) = Yon -

2De aqui en adelante prescindiremos de la notacién vectorial, e.g., escribiremos simplemente y en lugar de y.
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Comentario. El problema de valores iniciales (1.62)—(1.63) incluye como caso particular el pro-
blema de valores iniciales asociado a una ecuacion escalar de orden n en forma normal
{u(”) = F(x,u,1/,.. .,u(”*l)) ,

1.64
u(xog) =ug, u'(xg) =uy, ... ,u(”*l)(xo) =U,_1. (1.64)

En efecto, si introducimos las n variables dependientes

ylzul yzzu/,”.’yn:u(l’l—l),

el problema de valores iniciales (1.64) puede reescribirse como el sistema de ecuaciones de

primer orden
/

Y1 =Y2,

%271 =Yn,
yi’/l = F(x/ylr- . ~/yn),
con la condicion inicial
yi(xo) = 1o, ya(x0) =u1,... ,Yn(X0) = Up_1.

(M4s en general, un sistema de m ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n puede conver-
tirse en un sistema de mn ecuaciones de primer orden.)

La existencia local de soluciones del problema de valores iniciales (1.62)—(1.63) esta garanti-
zada si la funcién f es continua en su abierto de definicién, de acuerdo con el siguiente teorema:

Teorema de existencia de Peano. Sea f : U — R" continua en el abierto U C R"*!, y sea
(x0,y0) € U. Entonces el problema (1.62)—(1.63) tiene (al menos) una solucion y(x) definida en un
intervalo de la forma (xo — w, xo + &), para « > 0 suficientemente pequefio.

Nota. El ntmero &, que es funcién de (xo, o), se puede estimar explicitamente, y depende
esencialmente de lo grande que sea el valor de ‘ f(x,y) H en U.

La continuidad de la funcién f en el abierto U no garantiza la unicidad (ni siquiera local) de
soluciones del problema de valores iniciales (1.62)—(1.63) con datos iniciales en U, tal y como
ilustra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.13. Sea el problema de valores iniciales

y' =3y*"3,
1.65
{y(xo) = Yo (169

Como f(x,y) = 3y*/3 es continua en U = RR?, el teorema de Peano garantiza que el proble-

ma (1.65) posee al menos una solucién local cualquiera que sea el dato inicial (x0,Y0). Veamos
que si yo = 0 la solucién no es tnica. En efecto, y = 0 es una solucién del problema (1.65)
cuando yo = 0. Por otro lado, como la ecuacién y' = 3y?/3 es de variables separadas podemos
integrarla inmediatamente, con el resultado

y=(x+¢c)?, ceR. (1.66)

En particular, y = (x — x0)® es otra solucién de (1.65) con yy = 0, que difiere de y = 0 en
cualquier intervalo abierto centrado en xo.
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1.3.1 Funciones lipschitzianas

En este apartado introduciremos la nocién de funcién lipschitziana, que aparecerd en breve
al enunciar un conjunto suficiente de condiciones sobre la funcién f para que el problema de
valores iniciales (1.62)—(1.63) tenga solucién tnica local.

Definicién 1.14. Sea I un intervalo. Se dice que una funcién f : I — R es lipschitziana en I si
existe una constante L > 0 (constante de Lipschitz) tal que

|f(x1) = f(x2)| < L|x1 —x2, Vx1,x0 € 1. (1.67)

Comentarios.

e flipschitzianaenl == f uniformemente continuaen!/ == f continuaen I.

e f lipschitziana en I =%~ f derivable en I. Por ejemplo, f(x) = |x| es lipschitziana en
cualquier intervalo (con constante de Lipschitz L = 1), ya que de la desigualdad triangular
se sigue que

|| = |2 | < 1 = 22|

e fderivableenI =~ flipschitzianaenI. Porejemplo,lafuncién f(x) = 1/x esderivable
en I = (0,1), pero no es lipschitziana en dicho intervalo, ya que si existiera una constante
L > 0 tal que

< Ljxg —x

1‘:\x1—x2\ . Vi e (0,1),

X2

£x) = Fa)] = |- -

X1X2

1

x, para todo x; # x, € (0,1), claramente falso.

entonces deberia cumplirse L >

Proposicién 1.15. Si f es derivable en un intervalo I y f' estd acotada en I, entonces f es lipschitziana
en L.

Demostracién. Basta ver que se cumple (1.67) para cualquier par de puntos x; < x; de I. Como
f es derivable en [x1, x2] C I, por el teorema del valor medio existe ¢ € (x1,x2) tal que

‘f(xl) —f(x2)| = ‘f’(‘:)Hxl - xz‘ < L‘xl — X2

donde L es una cota de |f'| en I. O

7

Corolario 1.16. Si f : I — R es de clase Ct en un intervalo compacto I, entonces es lipschitziana
en L.

Demostracion. Como f’ es continua en el intervalo compacto I, estd acotada en dicho intervalo.
Luego f es lipschitziana en I por la proposicién anterior. O

Veamos ahora la generalizacién de la Definicién 1.14 para funciones f : R x R" — R".

Definicién 1.17. Sea f : I x D — R", siendo I C R un intervaloy D C R" (no necesariamente
abierto). Diremos que f es lipschitziana en la segunda variable (o en el sequndo argumento) en
I x D si existe L > 0 (constante de Lipschitz) tal que

1f(eyh) = feo | <L|y'=y*|, vxel, vy'y*eD. (1.68)
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Nota. Enla férmula anterior, ||-|| denota la norma euclidiana en IR”, es decir

v=(v1,...,00) ER" = |v|| = /034 +02.
Notese también que en la Definicién 1.17 la variable x juega el papel de un pardmetro.

Veamos a continuacién la generalizacién de la Proposicién 1.15 al caso vectorial:

Proposiciéon 1.18. Sea f : I x D — R”, siendo I C R un intervaloy D C R" un abierto convexo®.

Si todas las derivadas parciales % respecto de las n tiltimas variables son continuas y estdn acotadas en
I x D, entonces f es lipschitziana en el sequndo argumento en I x D.

Demostracién. Sean (x,y'), (x,y?) € I x D. Aplicando el teorema del valor medio a cada com-
ponente f; de f obtenemos

fitu,y') = filx,v?) = Vfilx, ) - (v' — ), (1.69)

para algtin punto 7; del segmento que une y! con y? (contenido en D al ser dicho conjunto
convexo), donde el gradiente estd tomado respecto de las variables (y1,...,y,). Aplicando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz al miembro derecho de (1.69), obtenemos

1fi(xy") = filx, )| < ||V filxm) || [lv' = 2| < vVaM - |ly' — o

7

siendo M una cota superior de los valores absolutos de las derivadas parciales g—yf enl x D.De
]
esta desigualdad se sigue que

1fCey') = fle )| <nM-ly" = o2
Por tanto, f es lipschitziana en el segundo argumento en I x D, y se puede tomar L = nM. U

Definicién 1.19. Se dice que f : U — R" es localmente lipschitziana en el segundo argumento
en el abierto U C R"*! si para todo (xo,10) € U existe un cilindro abierto (xo — 6, xp + J) x
B,(y0) C U dentro del cual f es lipschitziana en el segundo argumento.

Notacién. En la altima definicién B,(yo) denota la bola abierta de radio r centrada en yo, es
decir,

Bi(yo) ={y € R" : |ly —woll <r}.

Proposicién 1.20. Sea f : U — R", donde U C R"*! es un abierto. Si todas las derivadas parciales

% respecto a la sequnda variable y = (y1,...,Yn) son continuas en U, entonces f es localmente

lipschitziana respecto a la variable y en U.

Demostracion. Como las derivadas parciales % son continuas en cualquier cilindro compacto
]
C= [XQ —0,x0+ (5] X Er(yo)

contenido en U, estdn acotadas en C y por tanto también en C = (xo — J,x0 + J) X B,(yo). De

la Proposicién 1.18 se sigue que f es lipschitziana respecto a la segunda variable en C. [

3Recuérdese que un conjunto A C IR" es convexo si el segmento que une cualquier par de puntos de A esta ente-
ramente contenido en A
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y,+b
A
Y
//
yo_b
xo—a xﬂ— o xU x0+ o XU'HZ

Figura 1.6: Si la funcién f(x,y) satisface las hipotesis del teorema de Picard-Lindel6f en el
rectdngulo sombreado A, el problema de valores iniciales (1.62)—(1.63) tiene solucién tnica
definida en el intervalo I = [xg — &, xg + a]. No estd garantizado que la solucién esté definida
0 sea tnica en todo el intervalo [xo — a, xo + 4.

Enunciaremos ahora el resultado principal de esta seccién:

Teorema de Picard-Lindeldf. Sea f : A = [xo —a,x0 +4a] x By(yp) C R x R" — R" (siendo
a,b > 0) continua y lipschitziana con respecto a la segunda variable en el conjunto A. Entonces
el problema de valores iniciales (1.62)—(1.63) tiene una solucion tinica y(x) definida en el intervalo
I = [xo — &, xp + «], siendo

¢ =min(a,b/M), M=max{|f(x,y)] : (x,y) € A}.

Comentario. La existencia de M estd garantizada, al ser f continua en el compacto A.

Demostracion. Por sencillez, presentaremos la demostracion en el caso n = 1, correspondiente
a una ecuacion escalar (ver Fig. 1.6). En este caso el conjunto A es un rectdngulo cerrado

A=[xo—a,xo+a] X [yo—Db,yo+b],

y H f(x,y) H = ‘ f (x,y)‘. El primer paso de la demostracién consiste en formular el problema
de valores iniciales (1.62)—(1.63) como una ecuacién integral. Mas precisamente, si integramos
la ecuacion diferencial (1.62) entre x( y un cierto x € [ y tenemos en cuenta que y(xo) = Yo,
obtenemos

v =0+ [ Flu(s)ds. 170

Por tanto cualquier solucién del problema de valores iniciales satisface la ecuacion integral (1.70).
Reciprocamente, toda solucion continua y : I — [yo — b, yo + b] de la ecuacion integral es so-
lucién del problema de valores iniciales. Efectivamente, dicha solucién verifica la condicién
inicial y(xo) = yo, y como f (s, y(s)) es continua en s para todo s € I, del teorema fundamental
del célculo se sigue que y es derivable en x, siendo y'(x) = f(x,y(x)).
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La idea del resto de la demostracién es construir una sucesién de funciones y; (llamadas
aproximantes de Picard) que convergen uniformemente en I a una funcién continua y, que es la
Unica solucién de la ecuacién integral (1.70) en dicho intervalo.

i) Construccion de los aproximantes de Picard. El primer aproximante es la funcién constante
Yo(x) = yo, definida en I. A continuacién definimos y; : I — [yo — b, yo + b] como

yl(x)zyo+/ f(s,yo)ds,  Vxel.
X0

Como f es continua en A, la funcién y; estd bien definida y es diferenciable (por el teorema
fundamental del célculo). Ademds, imy; C [yo — b, yo + b] ya que

X X
@ =wol = | [ Flowords| <| [ |fls.0)ds| < Mx— x| <Ma<b, A7)
X0 X0

para todo x € I. Procediendo de forma recursiva, supongamos definidas las funciones diferen-
ciables yo, ..., yx—1 : I = [yo — b, yo + b]. Entonces definimos

yr(x) = yo + /xxf(s,ykl(s)) ds|, Vxel. (1.72)

Como imy,_1 C [yo — b, yo + b], se sigue que f (s, yx_1(s)) es continua para todo s € I. Luego i
estd bien definida y es diferenciable en I (esto tltimo por el teorema fundamental del célculo).
Ademas, imyy C [yo — b, yo + b] ya que

‘yk(x) < / ‘fsykl ‘ds‘ M}x—xo‘gszgb, (1.73)

para todo x € I.

ii) Convergencia uniforme en I de los aproximantes de Picard. Comenzaremos probando por induc-
cién la desigualdad

M L1 |x — x|
Y(x) — i1 ()] ronl - yrerwen, (1.74)

N

donde L > 0 es una constante de Lipschitz de f en A. En primer lugar, la desigualdad es véalida
sik =1 (cf. (1.71)). Supongamos que (1.74) se cumple para un cierto k € IN. La lispchitzianidad
de f implica entonces que también se cumple para k + 1:

[ () — wie(x) | = ‘/ (5, yx(s)) — f (s, y-1(5))] dS’
/ ‘fsyk (Sykl )){ds‘

MLk—l x
SL‘/ ‘yk<5)_yk71(s)}ds‘ gL.T‘/ !S—xolkds‘
X0 I 0

MLk
K

(1.75)

x r M Lk |x_x0‘k+1 MLk’x_xO‘k+l
/ (s — xo) ds‘ = . =
% (kD (k+1)!

Veamos a continuacién que la sucesioén de funciones {y}¢,; converge uniformemente en I a
una funcién y. Como

Ym=vo+ Y (Vk — Y1),
=1
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la convergencia uniforme en I de la sucesion {y;}> ; es equivalente a la de la serie telesc6pica

Yk — Yk-1) - (1.76)

e

k

1

Utilizando la desigualdad (1.74) se tiene

MLk M (aL)*
xel = ‘yk(x)_ykl(x”\k':L(k') , Yk € IN.

N

Como la serie numérica

o) k
Z (IXI;) — etXL -1
= K

es convergente, del criterio M de Weierstrass se sigue que la serie telescépica (1.76), y por tanto
la sucesién {y}r,, converge uniformemente en I a una funcién y. Al ser cada una de las
funciones y; continua en I, la funcién limite

y(x) = lim ;. (x) (1.77)

k—oc0
también es continua en I.

iii) Probar que la funcion limite (1.77) verifica la ecuacién integral (1.70). Comprobaremos ahora que
la funcién limite (1.77) es solucién de la ecuacién integral (1.70). Nétese en primer lugar que al
tomar el limite k — oo en la desigualdad (1.73) obtenemos inmediatamente

ly(x) —yo| <b,  Vxel. (1.78)

Esto implica que la sucesién de funciones

gk(s) = f(S,yk(S)) ’ Vsel,

converge uniformemente en I a la funcién g(s) = f(s,y(s)). En efecto, teniendo en cuenta que f
es lipschitziana respecto al segundo argumento en A junto con las desigualdades (1.73) y (1.78),
obtenemos

18(s) — k()| = |f (s, y(s)) = f (5, yx(s))| < Ly(s) —yx(s)],

Como cada funciéon es integrable en I (al ser continua en dicho intervalo la sucesion
8k g y
{ gk};":1 converge uniformemente a g, se cumple

sel.

X

lim [ gx(s)ds = / ¢(s)ds, xel. (1.79)
0 X

k—o0 Jx, 0

Tomando limite k — oo en la ecuacién (1.72) y utilizando (1.79) concluimos que y es solucién
de la ecuacion integral (1.70). Al ser y continua en I, esto implica que y es solucién del problema
de valores iniciales (1.62)—(1.63).

iv) Unicidad de la solucién. Supongamos que z : I — [yo — b, yo + b] es solucién del problema de
valores iniciales (1.62)—(1.63). Probemos por induccién la desigualdad

Lk o k+1
l2(x) — ye(w)] < M (l‘{xﬂ’)‘?’ . Vxel, k=0,12,.... (1.80)
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En primer lugar, la desigualdad es vélida para k = 0, ya que al ser z solucién de la ecuacién
integral (1.70) se tiene

|z(x) —yo| = ‘/x:f(s,z(s)) ds’ < ‘/x: \f(s,z(s))\ds‘ <Mlx—xo|, Vxel  (1.81)

Veamos que si se cumple (1.80) para k —1 > 0, entonces también lo hace para k. En efecto,
procediendo como en la cadena de desigualdades (1.75) obtenemos

X

|2(x) —y(x)| =

[f(s z(s)) = f(s,yx-1(5))] ds’

~ f(s,y1(9))] s

<L)/ ‘z( — Yr_1(s ‘ds‘

MLkl / |s—xo|kds‘—MLk|x xol
G+

(1.82)

Por dltimo, tomando el limite cuando k — oo en la desigualdad (1.80) y teniendo en cuenta que

lim #"/m! = 0 para todo t € IR, obtenemos
m—00

k+1
M (Llx—=xol)""

Luego z = y en el intervalo I. O]

Comentario. De la dltima parte (apartado iv)) de la demostracién del teorema de Picard-
Lindelof, se deduce también que la iinica solucién del problema de valores iniciales (1.62)-
(1.63) en cualquier subintervalo de I es precisamente la funcién limite y(x) de los aproximantes
de Picard.

Comentario. La expresion (1.80) proporciona una estimacion del error cometido al aproximar
la solucién y(x) por su k-ésimo aproximante:

MLk|x—x\k+1
Jvto) ~ (| < MEEE

vxel, k=0,1,2,.... (1.83)

Fijado x € I, el error cometido tiende a cero cuando k — oo. En cambio, si fijamos k el error
cometido es pequefio s6lo si |x — xp| es suficientemente pequefio. En la préctica, los aproxi-
mantes de Picard no suelen utilizarse para calcular aproximadamente la solucién del problema
de valores iniciales (1.62)—(1.63), ya que para determinar el k-ésimo aproximante es necesario
calcular k integrales definidas.

Comentario. Ni la continuidad ni la lispchitzianidad son condiciones necesarias para que el
problema de valores iniciales (1.62)—(1.63) tenga solucién tnica. Por ejemplo, la funcién

2y

—— +4x, x#0,
f(x,y){ x #

0, x=0,

es discontinua en el eje vertical x = 0. Como la ecuacién y' = f(x,y) es lineal, se resuelve

facilmente con el resultado

¢ 2
yz;—kx .
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Por tanto, la ecuacion diferencial y' = f(x,y) con la condicién inicial y(0) = 0 tiene la solucién
tinica y = x2, correspondiente a ¢ = 0. En cambio, si la condicién inicial es y(0) = yo # 0, el
problema de valores iniciales no tiene solucién, ya que la tnica solucién de la ecuacién dife-

rencial definida para x = 0 es y = x2.

Como consecuencia inmediata del teorema de Picard-Lindelof se tienen los siguientes teo-
remas de existencia y unicidad:

Proposicién 1.21. Si la funcién f : U C R"™1 — R" y sus derivadas parciales % (1<i,j<n)son
continuas en el abierto U, entonces para todo (xo,yo) € U el problema de valores iniciales (1.62)—(1.63)

tiene solucion tinica en un intervalo de la forma (xo — «, xo + «), con & > 0 (dependiente de (xo, o))
suficientemente pequefio.

Demostracién. Por la Proposicion 1.20, la funcién f es localmente lipschitziana con respecto a
la segunda variable en U, es decir, existe un cilindro abierto C = (xg — 6, x0 + ) X B,(yo) C U
donde f es lipschitziana con respecto al segundo argumento. Luego basta aplicar el teorema de
Picard-Lindeldf en cualquier cilindro compacto A = [xo — a, xo + 4] x By(yo) C C. O

Corolario 1.22. Si f : U C R""! — R" es de clase C! en el abierto U, el problema de valores
iniciales (1.62)—(1.63) tiene solucién tinica local para todo dato inicial (xo,yo) € U.

Comentario. Si se cumplen las hipétesis de la Proposicién 1.21 o del Corolario 1.22, entonces
ninguna solucién puede cortar a otra solucién dentro de U.

En ocasiones utilizaremos la siguiente versién “global” del teorema de Picard-Lindelof:

Proposicion 1.23. Si la funcion f : A = I x R* — R" (siendo I C R un intervalo) es continua
y lipschitziana respecto a la sequnda variable en A, entonces para todo xo € I el problema de valores
iniciales (1.62)—(1.63) tiene solucién tinica en todo el intervalo 1.

Idea de la demostracion. Repasando la demostracion del teorema de Picard-Lindelof se observa
que la restriccién a < b/ M s6lo es necesaria para asegurar que yi(x) € By(yo). Al reemplazar
B, (yo) por R", esta condicién deja de ser necesaria. Utilizando esta observacion es inmedia-
to probar la proposicion si el intervalo I es compacto. Si I no es compacto, la proposicién se
demuestra teniendo en cuenta que es vélida para cualquier intervalo compacto | C I. O

Ejemplo 1.24. La Proposicién 1.23 no es aplicable al problema de valores iniciales

v =2xy?, (1.84)
y(x0) =yo. '

ya que f(x,y) = 2xy® no es lipschitziana en la segunda variable en ningtin conjunto de la forma
A =1 xR, siendo I C R un intervalo. En efecto, si existiera L > 0 tal que

|f(x, 1) = fF(x,p2)| = 2Ix|[y — v3| = 2|x|[y1 + v2llyr —v2l < Llyai —v2|, Vx €L Vy, 2 €R,

se tendria el resultado absurdo L > 2|x||y; + y2| para todo x € I, y1 # y» € R. Por tanto
no estd garantizado que el problema de valores iniciales (1.84) tenga solucién tnica definida
en todos los puntos de un intervalo I que contenga a x¢. Sin embargo, al ser f de clase C! en
todo el plano, el Corolario 1.22 garantiza que el problema (1.84) posee solucién tnica local para
cualquier dato inicial (xg,yo) € IR%. Por ejemplo, la solucién que verifica y(0) = 1 (la ecuacion
se integra inmediatamente al ser de variables separadas),

1
Y =1
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solo esta definida en el intervalo (—1,1). En cambio, la solucién que cumple y(0) = —1, es
decir
(X) = _L
=T e

estd definida en toda la recta real.

1.3.2 [Ecuaciones auténomas de primer orden

En este apartado veremos algunas propiedades generales de las ecuaciones auténomas de pri-
mer orden

vy =f), (1.85)

donde supondremos que f : R — IR tiene derivada continua en toda la recta real. La Propo-
sicién 1.21 implica entonces que el problema de valores iniciales asociado a la ecuacién (1.85)
tiene solucién tinica local para cualquier dato inicial (xo, yo) € R? (es decir, por cada punto del
plano pasa una tnica solucién). Como la ecuacién (1.85) es de variables separadas su solucién
es inmediata:

dy _
/f@) x+c, (1.86)

donde se supone que f(y) no se anula en el intervalo de integracién. Veamos a continuacién
algunas propiedades generales de las soluciones de la ecuacién auténoma (1.85):

Proposicién 1.25. Sea la ecuacion y' = f(y), siendo f : R — R de clase C' (R).
i) Siy(x) essolucién y a € R, entonces y(x + a) también es solucion.
ii) Sia € R satisface f(a) = 0, entonces la funcién constante y(x) = a es solucion.
iii) Las isoclinas son rectas horizontales.
iv) Toda solucién es constante o estrictamente monétona.
v) Toda solucién acotada para x > xo (resp. x < x¢) tiende a una solucion constante cuando x — oo
(resp. x — —o0).
Demostracion.
i) Siz(x) =y(x+a), entonces 2’ (x) = y'(x +a) = f(y(x +a)) = f(z(x)).
ii) Evidente.
iii) Evidente.
iv) Siy(x) essolucion e y'(xp) = 0 para algun xo € R, entonces f(y(xo)) = 0. De la unicidad
de la solucién se sigue que y(x) = y(xp) es una solucién constante. Por tanto, si una

solucién no es constante su derivada no se anula, ni puede cambiar de signo al ser y'(x) =
f(y(x)) una funcién continua.

v) Probemos la afirmacién en el caso x — oo. Sea y(x) una solucién acotada para todo
x > xg. Si y es constante la afirmacion es trivial. En caso contrario y(x) es estrictamen-
te mondétona, y al ser acotada existe lim y(x) = a. Como f es continua, se tiene

X—>00

lim f(y(x)) = f(a) = lim y/(x).

X— 00 X—00

Si fuera f(a) > 0, entonces por definicién de limite existe x; > x tal que

y'(x) f(2€l)/ Vx > x1.
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Integrando esta relacién entre x; y x, obtenemos

f(a)

y(x) > y(x1) + N (x
Luego y(x) no estaria acotada para todo x > x¢, en contra de la hip6tesis. Andlogamente
se demuestra que no puede ser f(a) < 0. Luego f(a) = 0, y por tanto y(x) tiende a la
solucién constante z(x) = a cuando x — co. La demostracién para el caso x — —co es
similar. O]

-x1), Vx > x1.

Ejemplo 1.26. Consideramos el problema de valores iniciales

y=yly-1),
-

Las soluciones constantes de la ecuacion auténoma son los ceros de la funcién f(y) = y(y — 1),
esdeciry =0ey =1.Siyg < 06 yp > 1, las correspondientes soluciones son mondtonas cre-
cientes, ya que en ambos casos se tiene y'(x9) = f(y(x0)) = f(vo) > 0y la derivada no puede
cambiar de signo. En cambio, si 0 < yo < 1 las correspondientes soluciones son mondétonas
decrecientes (ver Fig. 1.7).

Las soluciones con yp > 1 no estan acotadas superiormente a la derecha de xp, puesto que
en caso contrario deberian tender a una solucién constante y = a con a > yo > 1. En cambio
estas soluciones estan acotadas por vy a la izquierda de x¢, y por tanto tienden a la solucién
constante y = 1 cuando x — —oo. Andlogamente, las soluciones con yy < 0 no estdn acotadas
a la izquierda de xp, mientras que tienden a la solucién constante y = 0 cuando x — oo. Por
altimo, las soluciones con yp € (0,1) tienden a la solucién constante y = 0 (resp. y = 1) cuando
x — oo (resp. x — —o0). Ademds, como y’ = (2y — 1)y’ estas dltimas soluciones tienen un
punto de inflexién cuando cortan a la recta y = 1/2 (ver Fig. 1.7).

y
4

Figura 1.7: Soluciones (1.88) de la ecuacién auténoma (1.87) para distintos datos iniciales (en
rojo). En azul se representan las soluciones constantesy = 0ey = 1.

La solucién del problema de valores iniciales (1.87) se calcula facilmente utilizando (1.86),
con el resultado

_ Yo
y(x) = -y (1.88)

Siyp > 1, entonces —yp < 1 —yp < 0y por tanto la solucién (1.88) explota para un cierto
x1 > x0. 510 < yg < 1, el denominador del miembro derecho de (1.88) es claramente positivo
y la solucién (1.88) estd definida en toda la recta real (como ya sabfamos). Por tltimo, si o < 0
entonces 1 — yp > |yo| y por tanto (1.88) explota para algian x; < xo.
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Capitulo 2

Sistemas y ecuaciones lineales

2.1 Espacio de soluciones

Definicién 2.1. Un sistema lineal de primer orden es un sistema de n ecuaciones de la forma

v = A(x)y+b(x)], @1)

donde A : R — M, (R) es una funcién matricial y b : R — R" es una funcién vectorial, es
decir,

a1 (x) ... ap(x) by (x)
Ax)=1| + -~ 1 |, b= . (2.2)
ap1(x) ... app(x) by (x)

El sistema (2.1) se dice homogéneo si b = 0, e inhomogéneo en caso contrario.

Comentario. El conjunto M, (R) es un espacio vectorial de dimensi6én 72. La base canénica de
dicho espacio es la formada por las matrices E;; cuyo tinico elemento de matriz no nulo es un 1
en la fila i y la columna j. Las coordenadas de una matriz A en esta base son sus elementos de
matriz a;;. En el espacio vectorial M, (IR) se define la norma del supremo

IAlly = max {[|Av] : ol =1}, A€ My(R); (23)
notese que este maximo existe, ya que la funcién v — Av es continua (por ser lineal) y la esfera
{v € R": ||v|| = 1} es compacta. Es facil ver que || - ||s es efectivamente una norma en M, (R).
De la definicion (2.3) se sigue inmediatamente que

lAw| <Al |lw]l,  VweR".

La norma del supremo de una matriz A = (a;;) € M, (RR) verifica las desigualdades

max {|a;i| : 1 <i,j<n} <[A], < (Za1]> <nmax {|a;| :1<i,j<nj}. (2.4)
En efecto, si ¢; es el j-ésimo vector de la base canénica de IR", al ser |l¢;|| = 1 se tiene
2 v 2 2 2
af; < ) ay = || Ae]|* <A,

1

29
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de donde se sigue inmediatamente la primera desigualdad (2.4). En cuanto a las restantes
desigualdades, siv = (vq,...,v,) € R" entonces

(A Z)),‘ = Zb‘l,‘j?)]' = (ﬂil,.. .,ain) . (Ul,. . .,Un) .
j

Si ||v|| = 1, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene

|A0)? =Y (Av)? < Z||(‘1i1/~--/ain)||2 = Zafj < n% max {‘112]' :1<i,j<n},
i L]

i
y por tanto

1
|Av| < (Zg?j)Z < nmax {]a; 1 <i,j<n}.
0

La segunda y tercera desigualdades (2.4) se siguen de esta expresiéon tomando el maximo
sobre todos los vectores v de norma unidad.

Comentario. Como es sabido, una funcién vectorial b : R — IR" es continuaen x € Rsiy
s6lo si lo son cada una de sus componentes b; : R — R. Andlogamente, una funcién matricial
A:R — M,(R) es continua en x € R si y s6lo si sus n? elementos de matriz a;; : R — R son
funciones continuas en x (este resultado también puede probarse directamente utilizando las
desigualdades (2.4)).

La Proposicién 1.23 conduce inmediatamente al siguiente teorema de existencia y unicidad
global para el problema de valores iniciales

{y/ = A(x)y+b(x), 25)
y(x0) = vo. '

asociado al sistema lineal (2.1):

Teorema 2.2. Si A : I — M,(R) y b : I — R" son continuas en el intervalo I C R, entonces el
problema de valores iniciales (2.5) tiene solucion tinica definida en todo el intervalo I para cualquier dato
inicial (xo,10) € I x R" .

Demostracién. Supongamos en primer lugar que el intervalo I es compacto. En vista de la
Proposicién 1.23, basta probar que la funcién lineal f : I x R" — R" dada por f(x,y) =
A(x)y + b(x) es continua y lipschitziana con respecto al segundo argumento en [ x R".

En cuanto a la continuidad de f, dado (x1,y!) € I x R" se tiene

floy) = flay') = (Ax) = AQa))y + A(x)(y — y') +b(x) = b(x1) = 0

cuando (x,y) — (x1,y') al ser tanto A como b continuas en 1.
En cuanto a la lipschitzianidad de f respecto a la variable y, dados (x,y'), (x,y?) € I x R”,
entonces

1 yh) = Fey)l = A =y < HAE ly" =y < nMly" =y

donde
M = max {|a;j(x)|: 1<i,j<n, xel}

y hemos tenido en cuenta la tltima desigualdad (2.4). N6tese que la existencia de M esta ga-
rantizada al ser las n? funciones a;; continuas en el intervalo compacto I. Esto demuestra el
teorema si el intervalo I es compacto.

Supongamos ahora que el intervalo I no es compacto. Veamos que auin asi el problema
de valores iniciales (2.5) posee una solucién tnica y definida en todo el intervalo I. En efecto,
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dado x € I (con x # xp), sea | C I un intervalo compacto que contenga a x¢ y a x. Por ser
J compacto, ya sabemos que existe una tnica solucién y; del problema (2.5) definida en J.
Definimos entonces y(x) = y;(x). Esta definicion es correcta, ya que si J' C I es otro intervalo
compacto que contiene a xo y ¥, entonces y; = yy en el intervalo compacto ] N ], y como
x € JN ] entonces yj(x) = yyp(x). Esto prueba que el problema (2.5) tiene una solucién y
definida en todo I. La unicidad es inmediata, ya que si z es otra soluciéon de dicho problema y
x € I, entonces z(x) = y(x) aplicando el teorema en el intervalo compacto [xg, x| (6 [x, xo], si
x < xg) contenido en I. O

En lo que sigue supondremos que las funciones A y b del sistema lineal (2.1)-(2.2) son con-
tinuas en un intervalo I C RR. Denotaremos por S el conjunto de soluciones del sistema (2.1),
es decir,

S={y:I1>R" |y =A(x)y+b(x), Vx eI} Cc C}(I,R").

Llamaremos &y al conjunto de soluciones del correspondiente sistema homogéneo

¥y =A(x)y|. (2.6)

Proposicién 2.3. El conjunto Sy de soluciones del sistema homogéneo (2.6) es un espacio vectorial real.

Demostracion. Si ¢!, 9> € Sy y A, u € R, entonces

(Mg +pe?) (x) = Ap"(x) + ug™ (x) = AA(x) @' (x) + pA(x)g?(x) = A(x) (A (x) + 1g?(x)),

y por tanto Ap! + pe? € Sp. O

Proposicion 2.4. El conjunto de soluciones del sistema inhomogéneo (2.1) es el espacio afin
S=yp+So,

donde y, es una solucion particular fija del sistema inhomogéneo.

Demostracion. Dada y € S, la funcién y — y, es solucién del sistema homogéneo (2.6), por
lo que y —yp € Sp, es decir y € yp + Sp. Reciprocamente, si y, € Sp entonces obviamente
yp + yh € S |:|

Como consecuencia del Teorema 2.2 de existencia y unicidad, veamos que la dimensién del
espacio de soluciones del sistema homogéneo es precisamente 1.

Teorema 2.5. El conjunto de soluciones del sistema homogéneo y' = A(x)y es un espacio vectorial
real de dimension n.

Demostracion. Sea xo € I un punto fijo pero arbitrario de I, y sea ¢; el i-ésimo vector de la base
canénica de R". Veamos en primer lugar que las soluciones Y'(x),i =1, ...,n, del problema de

valores iniciales

YV = A(x)Y!

=AY 2.7)
YI(XO) =e,

constituyen un sistema de generadores del espacio vectorial Sp. Sea y(x) una solucién cual-
quiera del sistema homogéneo (2.6), y llamemos

Yo =y(x0) = (Yo1,---,Yon) = Zyoﬁfi.
i=1
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Entonces la funcién .
z(x) =) yoiY'(x)
i=1
es solucion del sistema homogéneo (2.6) (al ser combinacién lineal de soluciones) y satisface la
condicién inicial .
z(x0) = ) yoiei = Yo = y(xo) -
i=1
Del Teorema (2.2) de existencia y unicidad se sigue que z = y en I. Luego tfoda solucién es
combinacién lineal de las n soluciones Y', que constituyen asi un sistema de generadores de Sp.

Veamos que de hecho las n soluciones Y’ son linealmente independientes y forman por tanto
una base de Sp. En caso contrario existirian n constantes reales A; no todas nulas tales que

f)\iyf =0,
i=1

es decir i
Y AYi(x)=0, Vxel.
i=1

Pero entonces
n n

Z)\iyi(XO) = Z/\iei = 0,

i=1 i=1
que solo tiene la solucién trivial Ay = --- = A, = 0 al ser {ey,...,e,} una base de R". Luego
{Y1,...,Y"} es una base de Sy, y por tanto dim Sy = n. O

2.1.1 Wronskiano

Definicién 2.6. Un sistema fundamental de soluciones del sistema homogéneo (2.6) es una
base {y!,...,y"} de su espacio de soluciones.

Por ejemplo, las n soluciones Y? del problema de valores iniciales (2.7) forman un sistema fun-
damental de soluciones del sistema homogéneo iy’ = A(x)y.

Comentario. Por definicién, cualquier solucién y(x) del sistema homogéneo (2.6) es combina-
cién lineal de los elementos de un sistema fundamental de soluciones {yl, ..., y"}, es decir,

y(x) =Y ey'(x), xel, 2.8)
i=1

para ciertas constantes reales cy, ..., c,. La igualdad vectorial (2.8) es equivalente a las n igual-
dades escalares

yi(x) = Y cyi(x), k=1,...,n,
i=1

para cada una de las componentes de la soluciéon y(x). A su vez, podemos escribir la igual-
dad (2.8) en forma matricial como

y(x) =Y(x)c|, (29)

siendo

yi(x) . i) €1

Ya(x) N v (x) ,
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Definicién 2.7. Una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.6) es cualquier funcién
matricial Y : I — M, (R) cuyas columnas forman un sistema fundamental de soluciones.

Nota. Si Y(x) es una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.6), la solucién general de
dicho sistema esta dada por la ecuacién (2.9).

Dadas 7 soluciones ¢!, ..., ¢" (no necesariamente independientes) del sistema homogéneo
(2.6), consideramos la matriz de soluciones

(x) = (¢'(x) ... ¢"(x))

cuya i-ésima columna viene dada por la solucién ¢'. Nétese que la matriz ®(x) verifica la
ecuacién matricial
D' (x) = A(x)D(x). (2.10)

ya que
D(x) = (¢! (x) ... ¢"'(x)) = (Alx) gl (x) ... A(x)¢"(x)) = A(x)D(x).

Definicién 2.8. Dadas 1 soluciones ¢!, ..., ¢" del sistema homogéneo (2.6), su wronskiano es
el determinante de la correspondiente matriz de soluciones ®(x), es decir,

p1(x) ... 9i(x)
Wigl,...,¢"]|(x) = detd(x) = | : . (2.11)

Pu(x) .. en(x)

Notacién. Cuando esté claro del contexto a qué soluciones (pl, ..., ¢" nos estamos refiriendo
denotaremos su wronskiano sencillamente como W (x).

La propiedad clave del wronskiano (2.11) es que su anulacion en cualquier punto del inter-
valo I implica la dependencia lineal de las soluciones (pl, ..., ¢" en dicho intervalo, de acuerdo
con la siguiente

Proposicién 2.9. Sean ¢, ..., ¢" soluciones del sistema homogéneo (2.6) en el intervalo I. Entonces
{9, ..., ¢"} son linealmente independientes <= W[g!,...,¢"](x) #0,Vx € L

Demostracién. Veamos en primer lugar la implicacién (<=). Si {¢!,..., ¢"} fueran linealmente
dependientes, entonces los vectores {¢'(x),..., " (x)} serian linealmente dependientes para
cada x € I. Pero entonces W(g!,..., ¢"](x) = 0 para todo x € I.

En cuanto a la implicacién (=), si existiera xo € I tal que W[g!, ..., ¢"](x9) = 0 entonces los
vectores {¢'(xp),..., 9" (x0)} serian linealmente dependientes, es decir, existirian 7 constantes

reales Ay no todas nulas tales que
n

Y- Ak (x0) = 0.
k=1

Pero entonces

y(x) = Y Mg (x)
k=1

seria solucién del sistema (2.6) con la condicién inicial y(xg) = 0. Por el Teorema 2.2 de exis-
tencia y unicidad y = 0 en I, y por tanto {¢!,..., ¢"} serfan linealmente dependientes. O

Comentario 1. Dadas ¢!, ..., ¢" soluciones de ¥’ = A(x)y, de la tltima demostracién se sigue
que o bien W[g!, ..., ¢"](x) # 0 para todo x € I, o bien W[g!, ..., ¢"](x) = 0 para todo x € I.
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Comentario 2. Noétese que una funcién matricial ® : I — M, (IR) es una matriz fundamental
del sistema (2.6) si y sélo si
i) d'(x) =A(x)P(x), Vxel,
ii) det®(x) #0, Vxel.

(2.12a)
(2.12b)

Si ®@(x) es una matriz fundamental y P € M, (R) es cualquier matriz invertible, es inmediato
comprobar que ¥ (x) = ®(x)P cumple i) y ii), y por tanto es una matriz fundamental.

Comentario 3. Dadas 1 funciones diferenciables ¢!, . .., ¢" arbitrarias (no necesariamente solu-
cién de un sistema lineal homogéneo (2.6) con A continua en I), la anulacién de su wronskiano
(incluso idénticamente) no implica la dependencia lineal. Por ejemplo, las funciones

i = (1) = (TE)

son linealmente independientes aunque su wronskiano se anula idénticamente en IR.

Comentario 4. Si el wronskiano de 7 funciones diferenciables ¢!, ..., ¢" arbitrarias se anula en
ciertos puntos de un intervalo I pero no en todo I, dichas funciones no pueden ser solucién de
un sistema homogéneo y’ = A(x)y con A continua en I.

Sean ¢, k = 1,...,n, soluciones del sistema homogéneo (2.6), y sea W(x) su wronskiano.
Entonces

¢1(x) @1 (x)
W) =Y ol () .. (). @13)
i=1 . .
(P%@ (Pﬁ@

Como ¢* es solucién de (2.6) se verifica

P (x) = iaij(x)¢§<x>.
L

Luego
) 7i) ¢1(x) ¢ (x)
W) :i jilaij(x)q)}(x) jillli]'(x)@?(x) :i ﬂii(x)‘éf’}(x) ﬂii(x).qo?(x) )
=11 - i=1 . _
P1(x) o1 (x) ¢n (x) Pl (x)

ya que un determinante no varia al sumar a una fila una combinacién lineal de las restantes.

Por tanto

W' (x) = iaiiW(x) =trA(x) - W(x).
i=1

Integrando esta tltima ecuacién lineal de primer orden a partir de un cierto xy € I se obtiene

W(x) = W(xp) el AR dE

7

Vxel,

(2.14)

expresion que se conoce como la férmula de Abel-Liouville. Nétese que de esta formula se
deduce también que o bien W(x) no se anula en I, o bien W(x) se anula idénticamente en 1.
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2.1.2 Meétodo de variacion de constantes

En general no resulta posible determinar de forma explicita una matriz fundamental del siste-
ma homogéneo (2.6). Sin embargo, cuando se conoce una matriz fundamental Y(x) de dicho
sistema se podra determinar la solucién general del correspondiente sistema inhomogéneo (2.1)
utilizando el método de variacién de constantes. Andlogamente al caso escalar (ver pag. 12), el
método consiste en probar como solucién la funcién que se obtiene al sustituir el vector cons-
tante ¢ de la solucién general (2.9) del sistema homogéneo por una funcién incégnita c(x), es
decir,

Sustituyendo en (2.1) obtenemos
Y (x) =Y'(x)c(x) + Y(x)d'(x) = A(x)Y(x)c(x) + b(x),
y teniendo en cuenta que al ser Y (x) una matriz fundamental verifica las condiciones (2.12),
c(x) =Y (x)b(x), Vxel.

Luego
X
c(x)=c +/ Y~ 1(s)b(s) ds, ceR".

Por tanto la solucién general del sistema inhomogéneo (2.1) viene dada por

y(x) = Y(x) o+ Y(x) / Y (s)b(s)ds|, Vxel. (2.15)

Noétese que (de acuerdo con la Proposicion 2.4) la solucién (2.15) es de la forma

y(x) = yn(x) +yp(x),

donde y,(x) es la solucion general del sistema homogéneo e y,(x) es una solucion particular
del sistema inhomogéneo. Por ltimo, la solucién del problema de valores iniciales (2.5) es

y(x) = Y(x)Y 1 (x0) yo + / Y)Y Y(s)b(s)ds|, Vxel. (2.16)

2.2 Sistemas con coeficientes constantes

Como hemos visto en la seccién anterior, la dificultad para resolver el sistema inhomogéneo (2.1)
estriba en determinar una matriz fundamental del correspondiente sistema homogéneo, ya que
si se conoce tal matriz la solucién general (2.15) del sistema inhomogéneo puede expresarse
mediante cuadraturas. En esta secciéon veremos que cuando la matriz A(x) del sistema (2.1) es
constante podemos encontrar en principio una matriz fundamental del correspondiente sistema
homogéneo. Mas precisamente, vamos a comprobar que una matriz fundamental del sistema
homogéneo

Yy =Ay, AeM,(R) (2.17)

es
Y(x) = e, (2.18)
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Las preguntas que surgen inmediatamente son ;cémo se define la exponencial de una matriz?
y ¢por qué e* es una matriz fundamental del sistema (2.17)? En cuanto a la primera pregunta,
recordemos que para todo ¢ € R la funcién exponencial ! puede representarse por su serie de
Maclaurin (serie de Taylor centrada en cero)

o) tk
t__
e _;;oﬁ’ (2.19)

donde la serie del miembro derecho converge absolutamente para todo t € IR. Debido a ello se
define la exponencial de una matriz como la serie

ef=Y — VB € M,(R) |, (2.20)

donde B® = 1 denota la matriz identidad. Para que esta definicién tenga sentido es necesario
comprobar que la serie anterior converge en el espacio normado M,(RR). Para probar esto,
notese que si v € R” es un vector de norma unidad, se verifica

— 2 - k k
B[l < 1B, [[B* "ol < 1B [|B* %0l < - - < lIBlls Ilol = [1BIL-
Tomando el maximo sobre ||v|| = 1 se sigue que
k
1B¥]l < [IBlls (2.21)

Al ser la serie numérica (2.19) convergente en t = ||B||,, por el criterio de Cauchy se tiene que
Ve > 0, existe M € IN tal que

LB
I>m>M — Z k's<€'
k=m+1 .

Utilizando las desigualdades triangular y (2.21) se sigue que

I k i k i k
B | B*| Bl
) w| S L oS L Ro<E

k=m+1 7" g k=m+1 ’ k=m+1

I>m>M —

Por el criterio de Cauchy la serie (2.20) es absolutamente convergente para cualquier matriz
B € M, (R). En particular, la serie de potencias con coeficientes matriciales
xA =, xk Ak

et =3 k' (2.22)
k=0 :

converge para cualquier x € R y para cualquier matriz A € M, (RR). De las propiedades ge-
nerales de las series de potencias se deduce que e* es derivable para todo x € R, siendo su
derivada la derivada término a término de la serie de potencias (2.22), es decir,

© kflAk ) kAk
@) = LGy = AL T = A )

De esta tltima ecuacién se sigue que e*

(2.17). En otras palabras, las n columnas de la matriz e
wronskiano en x = 0

es una matriz de soluciones del sistema homogéneo
*4 son soluciones de (2.17), siendo su

W(0) = det (”) = detl =1 #0.
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Del Comentario 1 de la secciéon anterior (o de la férmula de Abel-Liouville) se sigue que dicho
wronskiano no se anula en toda la recta real, es decir,

W(x) = det (e*!) 0,  Vx€eR. (2.24)

Las ecuaciones (2.23) y (2.24) muestran que la matriz e*/ satisface las condiciones (2.12) del
Comentario 2 de la seccién anterior, estableciendo asi el siguiente

Teorema 2.10. La matriz e es una matriz fundamental del sistema homogéneo con coeficientes
constantes y' = Ay.

Comentario. La solucién general del sistema homogéneo (2.17) estd dada por
y(x) = e¥c, ceR". (2.25)

En particular, como e’ = 1, la solucién del sistema ¥’ = Ay con la condicién inicial ¥(0) = yo
es simplemente
y(x) = ey

La siguiente proposicién resume algunas propiedades importantes de la exponencial ma-
tricial:
Proposicién 2.11. Sean A, B, P € M, (R), con P invertible. Entonces:

i) Si Ay B conmutan (es decir [A,B] = AB — BA = 0), entonces

1B = efeb = eBest (2.26)

En particular 514 = e54e!4 para todos s, t € R.

ii) e? es invertible, siendo (e“‘)_1 =e 4

iii) PeAP~1 = ePAP,

iv) det (e?) = e

Demostracion.
i) Como [A, B] = 0, entonces
(A+B)f= i <k> AIBFT
=0 \J
Luego

ook

) k
=R L (f)ar = R A
im0k =\

R i
k=0j=0

2 i e (i’}‘f)Cigif):eAer

i=0

B

estando la reordenacién de las series del pentltimo paso justificada por la convergencia
absoluta de la exponencial de matrices. La segunda igualdad de (2.26) se sigue de la
conmutatividad de la suma de matrices.

ii) Del punto i) se sigue inmediatamente que

_ _ _ -1
l=et""4=etet=ee? = () =e".
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© Ak © pAkp-1 @ (PAP-1)* o
Ap-1 _ AN 51 _ _ PAP
iii) Pe”P —P<Zk!>P —Z o —Z T =e .
k=0 k=0 k=0
iv) Como e*/ es una matriz fundamental del sistema (2.17), sus columnas son solucién de
dicho sistema, siendo su wronskiano det (eXA). Utilizando la férmula de Abel-Liouville
obtenemos

X
det (e*) = det (e°) efO trAdf _ gxwa
Particularizando para x = 1 se obtiene la férmula del enunciado. ]
Nota. En general, la identidad (2.26) es falsa cuando las matrices A y B no conmutan.

Comentario. En vista de la proposicién anterior y de las expresiones (2.15) y (2.16) obtenidas
al estudiar el método de variaciéon de constantes, la soluciéon general del sistema inhomogéneo

y = Ay+b(x), A € My(R), b: I — R" continua,

viene dada por
X X
y(x) = e+ e“‘/ e b(s)ds = e¥c +/ e 4p(s) ds, (2.27)
donde ¢ € R". Si imponemos ademds la condicién inicial y(xg) = yo la solucién buscada es

y(x) = elFx0) Ay, 4 /x e*=5)4p(s) ds.
X0

Comentario. En la siguiente subseccion, para el calculo explicito de la exponencial de una ma-
triz real necesitaremos hallar la exponencial de una matriz compleja, que se define exactamente
igual que en el caso real, mediante la ecuacién (2.20). De forma anéloga al caso real, se prue-
ba que la serie de la exponencial de una matriz compleja converge en el espacio de matrices
M,,(C) con la norma del supremo, que se define como en la ecuacién (2.3). Recuérdese, a este
respecto, que la norma de un vector v = (vy,...,v,) € C" estd dada por

ol = (L)’ 228)

siendo |v;| el médulo de v;. Por dltimo, se demuestra facilmente que la exponencial de matrices
complejas satisface las propiedades enunciadas en la Proposicién 2.11.

2.2.1 Calculo de la exponencial de una matriz

En este apartado nos planteamos cémo efectuar el calculo explicito de la matriz fundamental
e*4 del sistema homogéneo con coeficientes constantes (2.17). Para ello comenzaremos recor-
dando que toda matriz A € M, (R) puede reducirse a su forma canénica de Jordan | € M, (C)
mediante una transformacién de semejanza. En otras palabras, existe una matriz invertible
P € M,(C) tal que

J1
P1AP =] = 2 . p

Jm
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donde cada bloque de Jordan J; es de la forma
Ji = Ay, + N;, (2.29)

siendo N; una matrix nilpotente diagonal por bloques

N{n;]
N{nj]
Nz' = .. ’
( 171
N[n;’ )]
donden; > n} > --- > ngsi_l) > 1y N[k] € Mi(R) es la matriz nilpotente elemental de
orden k
0
10
N[k] = 1
1 0

En la expresion (2.29) los ntimeros (en general complejos) Ay, ..., A, son los distintos autova-
lores de la matriz A, es decir, las m raices distintas del polinomio caracteristico

pa(t) =det(t1—A)

de la matriz A.
e Elnameror; =n;+n,+--- + nfsi Y es 1a dimensién del bloque de Jordan J;, que coincide

con la multiplicidad de A; como raiz del polinomio caracteristico, ya que

pa(t) =det (t1—PJP~ ') =det(P(t1—])P') = det(t1—]) = ﬁ(t — A"
i=1

En otras palabras, r; es la multiplicidad algebraica de A;.
e El entero s; es el nimero de bloques de Jordan elementales

Al + NI[k]

asociados al autovalor A;. Veremos mas adelante que s; es la multiplicidad geométrica del
autovalor A;, es decir, el nimero de autovectores linealmente independientes asociados a
dicho autovalor (cf. ecuacién (2.33)).

e Elntmero n; (indice de A;) es la dimensién del mayor bloque de Jordan elemental asociado
al autovalor A;, y coincide con la multiplicidad de A; como raiz del polinomio minimo ¢4

de la matriz A, es decir
m

pa(t) =T J(t—A)".

i=1
Recordemos que dicho polinomio se define como el polinomio ménico de menor grado que
anula a la matriz A, es decir, tal que

$pa(A) =0. (2.30)

La existencia de este polinomio es consecuencia del teorema de Cayley—-Hamilton, segtn
el cual pa(A) = 0. Nétese que, al ser n; < 4, el polinomio minimo divide exactamente al
polinomio caracteristico.
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Comentario. Noétese que N[k)/ = 0siy sélosij > k, es decir, N[k] es una matriz nilpotente de
orden k. De esto se sigue que NZ] = 0siysoélosij> n;. Ademas, como N[1] =0 € M;(R), la
matriz A es diagonalizable si y s6lo si n; = --- = n,, = 1, es decir, cuando todas las raices del
polinomio minimo tienen multiplicidad uno. Equivalentemente, A es diagonalizable si y sélo
si la multiplicidad geométrica s; de cada autovalor coincide con su multiplicidad algebraica ;.
En particular, si A tiene n autovalores distintos es diagonalizable.

Comentario. Se prueba que la forma candnica de Jordan | de la matriz A es tinica salvo reor-
denacion de sus bloques de Jordan J;. Nétese que aunque A sea una matriz real, tanto | como P
pueden ser complejas. Las columnas P, ..., P, de la matriz P forman una base de C" (base de
Jordan de A) respecto de la cual la matriz del operador lineal v — Av es la forma canédnica J.
Ademas, si vy, ...,v, son los vectores de la base de Jordan correspondientes a un bloque de
Jordan elemental A1y + Nk|, utilizando la relacién AP = PJ se puede demostrar que

v =(A=Av, j=1..k-1 (A=A =0. (2.31)
En la préctica, para calcular los vectores vy, ..., vk basta con tomar un vector
01 € ker(A — A)F —ker(A — A)F! (2.32)

y definir los restantes vectores v, ..., vy mediante la relacién (2.31), ya que de (2.32) se de-
duce facilmente que los vectores vy, ..., vx son linealmente independientes. Por ultimo, de las
ecuaciones (2.31) se sigue que vy es autovector de A con autovalor A. Por tanto A posee s;
autovectores linealmente independientes asociados a cada autovalor A;, es decir,

dimker(A — A;) = s;. (2.33)

Una vez halladas la forma canénica de Jordan | de la matriz A y una matriz invertible
P tal que A = PJP~!, el célculo de la exponencial e* se reduce al de e*/. En efecto, por la

Proposicion 2.11 se tiene
A — oXPIP™! _ pex/p-1.

Ahora bien, al ser | diagonal por bloques se sigue que
]f exh
]k esz
Jk = _ , yportanto e =
T et
Como [A;1, N;] = 0y N; es también diagonal por bloques, se tiene

QXN[”i}

ex]i — ex/\Il xN; __ — e XA

1
X 1
x2
_ 2 1
NI x/ 20 X
e*NIK ;7 0 2y . (2.34)
xk'—l xk 2 x 1
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En resumen, la exponencial de la matriz x A es semejante a una matriz diagonal por bloques:

eMxexN[n]]

e/\lxe"N [”isrn]

e)\mxexN[nm]

e/\mxeXN [ngrf"ﬁl)]

xN[k]

donde e estd dado por la ecuacién (2.34).

Comentario. Como e*” es una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.17), la matriz
Pe*l = e*4P verifica las condiciones (2.12), y es por tanto una matriz fundamental de dicho
sistema. En general resulta méas fécil determinar Pe*/ que e¥*, ya que para la primera no hace
falta calcular P~!. Sin embargo (a diferencia de e*4, que es siempre real cuando A es real) la
matriz Pe*/ puede ser compleja, de modo que posiblemente haya que tomar combinaciones

lineales de sus columnas para obtener a partir de ella una matriz fundamental real.
Comentario. Si y(x) es una solucién compleja del sistema y’ = Ay, con A real, entonces
/
y(x) =y'(x) = Ay(x) = Ay(x),
y por tanto y(x) es también solucién. Por la linealidad del sistema, de esto se sigue que
1 — 1 —
Rey(x) = 5 (y(x0)+y()),  Imy(x) = = (v(x) —y(@)

son soluciones reales de dicho sistema.

A continuacion utilizaremos los resultados que acabamos de enunciar para describir explici-
tamente la forma de las soluciones del sistema homogéneo (2.17). En primer lugar, si A es un
autovalor de A y v es un autovector con autovalor A, entonces y = e es solucién de (2.17),
ya que

Y =eMAv = eMAv = A(eM0) = Ay.
Si A € R, al ser A real siempre podemos elegir v real. En cambio, si A = a+ib con b # O,
tomando la parte real y la parte imaginaria de e**v se obtienen las dos soluciones reales

Re(e™v) = ™ (cos(bx) Rev — sen(bx) Imv), (235)
Im(e**v) = e™( cos(bx) Imv + sen(bx) Re ) . ‘

e Si A es diagonalizable, es decir, si

Hn

(en esta notacién los autovalores y; no tienen por qué ser distintos entre si) entonces existe una
base {P, ..., P,} de C" formada por autovectores de A, donde AP; = y;P;. Por tanto, en este
caso las funciones

goi(x) = el*p;, i=1,...,n,
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son un sistema fundamental de soluciones del sistema (2.17), ya que
Wig',...,9"](0) = detP = det(P; ... P,) #0.

La matriz fundamental correspondiente a las soluciones ¢'(x) es Pe*/, ya que

ef¥
HaXx
(eM*Py e'P, ... e"D,) = (P P,...D) o = Pe'/.

efn*

Cuando un autovalor y; sea complejo, podemos reemplazar las soluciones complejas e/i*P; y
e/i*P; por las soluciones reales Re(e**P;) e Im(et*P;), cf. ecuacion (2.35).

e Si A no es diagonalizable, sean {P;;1,...,Pix} = {v1,...,vx} los vectores de la base de
Jordan de C" correspondientes a un bloque de Jordan elemental

/\ﬂk—i—N[k], k=2,

siendo A uno de los autovalores de A. Al ser

pPe = (Pl R ] Prigsr oo Pn) e)‘XQXN[k] ,

utilizando (2.34) se sigue que las columnas [ +1,...,] + k de la matriz fundamental Pe son

1
X 1
2
x%
(v vy )e™ 2 fz
1 - Ok 3T 5T x 1
xk—l xk—2
(VI = ¥ 1
N k=1 i N k=2 i N 1y N
= | eV E ? 014 e 2 ZT Up4f ... € . Z 17' Ok—1+i e ka (236)
i=0 i=0 ** i=0
N———— N———— N——— [
il I I 1
(Pk—l (pk—Z (Pl (PO
Por tanto, las k funciones vectoriales
) N I i
gof(x):exzi—'vk,]-ﬂ- , j=0,...,k—1, (2.37)
i=0 **

son soluciones linealmente independientes del sistema homogéneo (2.17). Por ejemplo, si k =
2,3 estas soluciones son

k=2: ¢%x)=eMvy, @l (x) =eM(v1 +x12); (2.38a)
2
k=3: ¢'%x)=e"v3, @'(x) =e(va+x03), ¢*(x)=eM (vl +xvy+ % 03>. (2.38b)
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Como A es una matriz real, se demuestra que si el autovalor A es real entonces se pueden elegir
vy, ..., reales (cf. ecuaciones (2.31)-(2.32)), de modo que las soluciones (2.37) son reales. En
cambio, si A = a+1ib ¢ R, tomando la parte real y la parte imaginaria de las k soluciones
complejas (2.37) se obtienen las 2k soluciones reales

1.

M-

,..
Il
o

Re ¢/(x) = ™ (cos(bx) Revy_jy; — sen(bx) Imvg_j;),

(2.39)

| %

Im ¢/ (x) = e™ )" =

1.

M

Il
o

(cos(bx) Imvy_j; + sen(bx) Reve_j;),

conj = 0,...,k —1, combinaciones lineales de las soluciones complejas correspondientes a
los autovalores A y A. Estas consideraciones prueban que el sistema homogéneo (2.17) tiene un
sistema fundamental de soluciones de la forma (2.37)-(2.39). Teniendo en cuenta que la solucién
general del sistema es combinacién lineal de estas soluciones, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.12. Las soluciones del sistema homogéneo con coeficientes constantes y' = Ay, con
A € M, (R), son combinaciones lineales con coeficientes en R" de funciones de la forma

x/e™ cos(bx), xFe™ sen(bx),

donde a +1ib (b > 0) es un autovalor de A y los exponentes j, k son estrictamente menores que el
indice de dicho autovalor.

Ejemplo 2.13. Se trata de determinar la solucién del problema de valores iniciales

v=(5 v vo=(g)- (2.40)

Sea A la matrix del sistema (2.40). Su polinomio caracteristico es

_E=3 4, 2

Por tanto A = 1 es autovalor de A con multiplicidad algebraica 2. Como A no es diagonalizable
(las tinicas matrices con todos los autovalores iguales que son diagonalizables son los mdltiplos
de la identidad), el indice del autovalor A = 1 es 2. En virtud del Teorema 2.12, las soluciones
del sistema (2.40) son combinacion lineal de las funciones

e’, «xe

x
con coeficientes en IR?, es decir,
y =e" (w1 + xwy), w; € R?.
Sustituyendo en la ecuacién y’ = Ay obtenemos:
e* (w1 + xwy) + e*wy = e (Awy + xAwy) .

Igualando los coeficientes de las distintas potencias de x obtenemos las ecuaciones lineales

ZUQI(A—1>ZU1, (A—l)ZUQIO.
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Alser (A —1)% = 0, la segunda de estas ecuaciones es consecuencia de la primera, y por tanto
w es arbitrario. Luego la solucién general del sistema es

y(x) = e* (w1 +x(A—1)wy).

Como y(0) = wy = (é) y (A-1) <(1)> = (i), la solucién que satisface la condicion inicial

v = (1) e

Ejemplo 2.14. Hallemos la solucién general del sistema de primer orden

del enunciado es

1 1 1
y=Ay, A=[2 1 -1|. (2.41)
0 -1 1

El polinomio caracteristico de la matriz del sistema es

t—1 -1 -1

palt) =] -2 t—=1 1 |=t2-32+4=(t+1)(t—2)%.
0 1 t-1
Los autovalores de A son Ay = —1, A, = 2 con multiplicidades algebraicas r{ = 1, 1, = 2.

Luego la matriz A es diagonalizable si y s6lo si el indice del autovalor 2 es n, = 1. Como

2 1 1\ /-1 1 1 S
(A+1)(A2)(2 2 1) ( 2 -1 1)( : ,)7,50,
0 -1 2 0 -1 —1 -2 . .

se sigue que 1y = 2y por tanto A no es diagonalizable. Otra forma de demostrar que A no es
diagonalizable es comprobar que s; = dimker(A —2) = 1, y por tanto ], consta de un tinico
bloque de Jordan elemental de dimensién 2. En efecto, se tiene

dimker(A —2) =3 —rank(A—-2)=3-2=1.

De acuerdo con la ecuacién (2.37), una base del espacio de soluciones del sistema (2.41) esta da-
da por
p(x)=e"u, ¢%x)=e¥vy,  ¢'(x) =e¥(v1 +x02),

donde u € R3 es autovector de A con autovalor —1, y los vectores vy, v, € R3 satisfacen
vy = (A—2)v; £0, (A-2)%v, =0,

de acuerdo con las ecuaciones (2.31). (N6tese que a estas mismas condiciones se llega inmedia-
tamente al sustituir »(x) y ¢'(x) en el sistema (2.41).) Teniendo en cuenta lo anterior, podemos
elegir

3
u=|-4
-2
Por otro lado, al ser
3 -3 -3
(A-=2%=[-4 4 4],
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podemos tomar

1 -1 1 1 1 0
vp=|1], yaqueentonces vy = 2 -1 -1 1] = 1] #0.
0 0 -1 -1 0 -1

En definitiva, la solucién general del sistema (2.41) es

3 0 1
y(x) = by(x) + cop®(x) + 1’ (x) = b (4) e "+ ( 1) e + ¢ (1 + x) e?*,

—X

donde b, ¢y, c1 son constantes arbitrarias.

2.2.2 Polinomio interpolador de Lagrange

Uno de los métodos mads efectivos para el cdlculo de la exponencial de una matriz es el ba-
sado en el polinomio interpolador de Lagrange, que describiremos a continuacién. De he-
cho, mediante este método se puede calcular cualquier funcién matricial f(A) de una matriz
A € M,(R), donde f : C — C es una funcién analitica. Més concretamente, sea f(z) la funcién
definida por la serie de potencias

f(z):Zakzk, lz]| <R,
k=0

donde R > 0 es el radio de convergencia de la serie. Igual que se hizo al principio de esta
seccién con la funcién exponencial, se demuestra que la serie matricial

fmy:i@m, A€ M,(R),
k=0

es convergente si || A|ls < R. (En el caso de la funcién exponencial R = oo, y por tanto esta con-
dicién se satisface automaticamente.) Para calcular f(A) para una matriz A € M,(R) tal que
|Alls < R, nétese que la ecuacién (2.30) permite expresar cualquier potencia A* con k > d(A),
siendo d(A) = ny + - - - + ny, el grado del polinomio minimo de A, en términos de potencias
Al con j < d(A). Por tanto existe un polinomio Pr,4 (dependiente de f y de A) tal que

f(A) = Pra(A),  deg(Pra) <d(A)—1]. .42)

Dicho polinomio es tinico, ya quesi f(A) = P(A) con deg P < d(A) — 1 entonces Ps 4 — P serfa
un polinomio de grado menor que el del polinomio minimo de A que anula a la matriz A, y por
tanto Py 4 — P = 0. El polinomio Py 4 definido por (2.42) se denomina polinomio interpolador
de Lagrange de la matriz A para la funcion f. En la practica, para el cdlculo de Py 4 se suele
utilizar el siguiente resultado:

Proposicién 2.15. Un polinomio P de grado menor o igual que d(A) — 1 coincide con el polinomio
interpolador P 4 si 'y slo si verifica las ecuaciones

PIA) = fDN);  i=1,...,m, j=0,...,n;—1, (2.43)

siendo n; el indice del autovalor A;.
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Demostracidn. Para empezar, nétese que la condicién f(A) = Pr 4(A) es equivalente a imponer
que f(A)v = Pf a(A)v para todo v de la base de Jordan de A. Veamos, en primer lugar, que
las condiciones (2.43) son necesarias para que P = Py 4. Sean vjy, . . ., v; , los vectores de la base
de Jordan correspondientes al primer bloque de Jordan elemental asociado a un autovalor A;
(de dimensién mayor o igual que los demds bloques elementales asociados a dicho autovalor).
Escribiendo

[e°]

f(z) = P(z) = Y_bij(z — A;)/ (2.44)

j=0

(la serie es convergente para |z| suficientemente pequefio, ya que |A;| < ||A||s para cualquier
autovalor A;), si P = Py 4 se tiene

o] l’ll'*l
0= [Pfa(A) = P(A)|vi = [f(A) = P(A)]oq = Y bij(A— A vy = Y, bijvija,
j=0 j=0
donde hemos utilizado las ecuaciones (2.31). Por tanto
0=>b :1(f—P)<f>(A)—o =0,...,n—1
- Y1y — ]' 1) — 7 ] - Y AAd} ’

que son las ecuaciones (2.43) correspondientes al autovalor A;.

Para demostrar que las ecuaciones (2.43) son suficientes para que P = Py 4, al ser deg P <
d(A) — 1 basta probar que f(A) = P(A), es decir, que [f(A) — P(A)]v = 0 para todo v de la
base de Jordan de A. Sea entonces v un vector de dicha base correspondiente a un bloque de
Jordan elemental de dimensién k y autovalor A;. Utilizando el desarrollo (2.44) y teniendo en
cuenta que b;; =0sij=0,...,n; — 1 por las ecuaciones (2.43) obtenemos

[f(A) = P(A)]v = i bii(A — Ao,
J=hi

Cada uno de los términos de la suma del miembro derecho de esta ecuaciéon se anula en virtud
de las ecuaciones (2.31), ya que por definiciéon de indice se tiene que k < n;. ]

Comentario. Las condiciones (2.43) son un sistema lineal de ny + - - - 4+ n,, = d(A) ecuaciones
que determinan los d(A) coeficientes del polinomio P = Py 4.

Ejemplo 2.16. Calculemos la matriz e**, donde

001 O

0 00 -1
A= -1 00 Of°

010 O

utilizando el polinomio interpolador de Lagrange. El polinomio caracteristico es

t 0 -1 0
ot 01 s
0 -1 0 t

de modo que los autovalores son A = +i (de multiplicidad algebraica 2). Se comprueba inme-
diatamente que A% +1 = 0, y por tanto el polinomio minimo es ¢4 (t) = > + 1. El polinomio
interpolador de Lagrange de la matriz A para la funcion f(z) = e** es entonces de la forma

Pf,A(Z> = lX—i—lBZ’
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donde los coeficientes « y B se determinan mediante las ecuaciones (2.43). Como en este caso
ny = np = 1, dichas ecuaciones se reducen a P, a(£i) = et¥, es decir,

a4 Bi=e”

oc—ﬁi:e_ix.

Sumando y restando las ecuaciones anteriores se obtiene x = cos x, B = sen x, y por tanto

CcoS X 0 sen x 0
0 CcoS X 0 —senx
e = cosx+senx- A=
—senx 0 Ccos X 0
0 sen x 0 CcOS X

2.3 Ecuaciones de orden n

Recordemos que una ecuacién escalar de orden 1 en forma normal es una relacién de la forma

um — F(x,u, u’,...,u(”’l)) , (2.45)

dondex € R,u: R — Ry F: R""! — R. Como ya mencionamos en el capitulo anterior, una
ecuacion de este tipo es equivalente al sistema de 7 ecuaciones de primer orden

v =f(xy), (2.46)

donde y = (y1,...,yn) estd dado por

y
fxy) = (y2, - yn F(x,y)) .

Si aniadimos a la ecuacién (2.45) las condiciones iniciales

u(xo) = uo, w'(x0) =ur, ..., u" V(xg) = up_1/, (2.47)

donde u; € R, la correspondiente condicién inicial para el sistema (2.46) es

y(xo) = (1o, U1, ..., Up—1).

Los teoremas de existencia y unicidad para sistemas de primer orden del capitulo anterior tie-
nen una traduccién inmediata al problema de valores iniciales (2.45)-(2.47), ya que f es conti-
nua, derivable, de clase C!, o lipschitziana respecto al segundo argumento si F lo es. Esta tltima
afirmacién es evidente para todas las propiedades citadas salvo para la lipschitzianidad, que
estableceremos a continuacién. En efecto, si F es lipschitziana respectoay = (u,1//,...,u(*"1)
con constante de Lipschitz L, entonces

n

If eyt = F )P = Lt — 3%+ [F(x, ') — F(x, )]

=2
< vt =2+ [F(xyh) = F(x, D))" < 1+ L) ||y — o

2

2

4
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y por tanto f es lipschitziana respecto de y con constante de Lipschitz v/1 + L2. En definitiva,
se verifican los siguientes resultados:

Teorema 2.17. Si F : U C R"' — R es continua en el abierto U, entonces para todo
(xo,ug, ..., uy—1) € U el problema de valores iniciales (2.45)-(2.47) tiene al menos una so-
lucién u(x) definida en un intervalo de la forma (xo — «,xo + «), donde &« > 0 depende de
('XOI up, .-, unfl)'

Teorema 2.18. Si F : U C R"™! — Ry sus derivadas parciales a?:ff) (i=0,...,n—1)respectode

las niltimas n variables son continuas en el abierto U (en particular, si F es de clase C! (U)), entonces
para todo (xo, U, ..., un—1) € U el problema de valores iniciales (2.45)-(2.47) tiene solucion tinica
en un intervalo de la forma (xo — «, Xo + &), donde a > 0 depende de (xo, uo, - .., Up—1).

Teorema 2.19. Si F : A = I x R" — R (siendo I C R un intervalo) es continua y lipschitziana
respecto de las n tiltimas variables (u,u',...,u""=1) en A, entonces para todo xo € I el problema
de valores iniciales (2.45)-(2.47) tiene solucion tinica en el intervalo I.

2.3.1 Ecuaciones lineales

Nos centraremos a continuacién en el caso en que la funcién F en la ecuacién (2.45) es lineal (o
mads propiamente, afin) en u y sus derivadas, es decir, estudiaremos ecuaciones de la forma

u™ g, () u" Y e () W+ ag(x)u = b(x) |, (2.48)

donde las funciones a; : R - R (i =0,...,n —1) y b : R — R son continuas en un intervalo I.
Diremos que la ecuacion (2.48) es homogénea si b = 0 en I, e inhomogénea o completa en caso
contrario.

El sistema de primer orden asociado a la ecuacién (2.48) es también lineal, ya que esta dado

por

y = Ax)y+b(x)en, (2.49)
donde
0 1 0 0
0 0 1 0
Ax) = : : : : (2.50)
0 0 0 1
—ap(x) —ay(x) —ax(x) ... —a,-1(x)

se denomina matriz compaiiera de la ecuacién (2.48). Nétese, en particular, que

trA(x) = —a,_1(x)|. (2.51)

Al ser las entradas de la matriz compariera y b(x) funciones continuas de x en el intervalo I,
el Teorema (2.2) garantiza que el problema de valores iniciales (2.48)-(2.47) con xo € I tiene
solucién tinica definida en todo ese intervalo:

Teorema 2.20. Si las funciones a; : I — R (i = 0,...,n—1)y b : I — R son continuas en
el intervalo 1, el problema de valores iniciales (2.48)-(2.47) posee solucion tinica definida en todo I
para cualquier dato inicial (xo, to, ..., Uuy—1) € I X R".
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Utilizaremos una notacién analoga a la de los sistemas lineales de primer orden, denotando
por S el conjunto de soluciones en I de la ecuacién (2.48), y por Sy el de la correspondiente
ecuacion homogénea

u™ a1 () u ) 4y (x) o+ ag(x) u=0]. (2.52)

Noétese que ambos conjuntos estdn contenidos en C"(I). Razonando como en el caso de los
sistemas de primer orden (cf. Proposiciones 2.3 y 2.4) se prueba inmediatamente:

Proposicion 2.21. El conjunto Sy de soluciones de la ecuacion homogénea (2.52) es un espacio vectorial
real.

Proposicion 2.22. El conjunto de soluciones de la ecuacion inhomogénea (2.48) es el espacio afin
S = up + So,
donde uy, es una solucion particular fija de dicha ecuacion.
Para determinar la dimensién del espacio Sy utilizaremos el siguiente resultado:

Proposicion 2.23. Sean ¢4, ..., ¢y soluciones de la ecuacion lineal homogénea (2.52), y denotemos por
(n—1)

yi = (@i ¢},..., @; ), i = 1,...,k, las correspondientes soluciones del sistema lineal de primer
orden asociado. Entonces
{@1,..., x} linealmente independientes <= {y',...,y*} linealmente independientes .
Demostracién. La implicacién (=) es evidente. En cuanto al reciproco, supongamos que
M1+ -+ A =0, A €R.
Derivando n — 1 veces esta igualdad se sigue que
Myt A =0,

y por tanto Ay = - -- = Ay = 0, al ser {y!,...,y*} linealmente independientes por hipétesis. [J

De la proposicién anterior y del Teorema 2.5 se sigue inmediatamente el siguiente corolario:

Corolario 2.24. El espacio Sy de soluciones de la ecuaciéon homogénea (2.52) es de dimension n.

Definicién 2.25. Un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (2.52) es
una base {¢1, ..., ¢, } de su espacio de soluciones Sy.

Comentario. Si {¢1,..., ¢,} es un sistema fundamental de soluciones de (2.52), entonces cual-
quier solucién u de dicha ecuacién puede expresarse como

u(x) =Y _cigi(x), i €R.
i=1

Definicién 2.26. Dadas n soluciones ¢y, ..., ¢, de la ecuacion homogénea (2.52), su wrons-
kiano se define como el wronskiano de las correspondientes soluciones del sistema lineal aso-
ciado, es decir,

Wipnogal(x)=| 700 T (2.53)
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Notacién. Utilizaremos frecuentemente la notacién abreviada W(x) enlugarde Wi¢s, ..., ¢ (x)
cuando quede claro por el contexto a qué soluciones ¢1, ..., ¢, nos estamos refiriendo.

Al igual que en el caso de los sistema lineales de primer orden, mediante el wronskiano es
inmediato determinar la independencia lineal de un conjunto de 7 soluciones de una ecuacién
lineal homogénea, de acuerdo con la siguiente proposicion:

Proposicion 2.27. Sean @1, ..., ¢, soluciones de la ecuacion homogénea (2.52) en el intervalo I. En-
tonces {@1,. .., ¢n} son linealmente independientes <= W{@p1,..., ¢n](x) #0,Vx € L.

Demostracién. Siy',...,y" son las soluciones del sistema de primer orden correspondientes a
@1, .., @n, por las Proposiciones 2.9 y 2.23 se tiene

{p1, ..., on} 1i. = {y',... .y} li. <= W[, ...,y"](x) #0, Vx €.
Pero, por definicion, Wy!,...,y"](x) = Wlgy,..., ¢u](x). O

Comentario 1. Dadas ¢1, ..., ¢, soluciones de la ecuacién (2.52), o bien W[gy, ..., ¢u](x) # 0
para todo x € I, o bien W[¢s,...,¢,|(x) = 0 para todo x € I. Luego basta comprobar que
Wip1,...,¢u](x0) # 0 en un cierto xop € I para garantizar la independencia lineal en I de
dichas soluciones.

Comentario 2. Sean ¢j, . .., ¢, soluciones de la ecuacién (2.52), y sea W(x) su wronskiano. Co-
mo la matriz compafiera (2.50) verifica tr A(x) = —a,_1(x), la formula de Abel-Liouville (2.14)
se reduce a

W(x) = W(xg)e Jno 1Al o (2.54)

Noétese que la afirmacion del Comentario 1 se sigue directamente de esta férmula, y que el
wronskiano es constante si el coeficiente a,,_1(x) se anula idénticamente en I.

2.3.2 Meétodo de variaciéon de constantes

Aligual que para los sistemas lineales de primer orden, si se conoce un sistema fundamental de
soluciones de la ecuacién homogénea (2.52) es posible expresar la solucién general de la ecua-
cién inhomogénea (2.48) correspondiente mediante cuadraturas. En efecto, sea {¢1, ..., ¢, } un
sistema fundamental de soluciones de la ecuacién (2.52), y sea @(x) la correspondiente matriz
fundamental del sistema de primer orden asociado, es decir,

¢1(x) @u(x)
B(x) = <P£@ (P"(X)
" V) e V()

La solucién general del sistema de primer orden (2.49) asociado a la ecuacién inhomogénea (2.48)
es (ver Ec. (2.15))

€1
y(x):CI>(x)c+/xb(t)cb(x)q)(t)_lendt, c=|:]er. (2.55)

La solucién general de (2.48) es la primera componente del miembro derecho de la tltima
ecuacion. Para escribir esta soluciéon mas explicitamente, nétese que la primera componente de
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®(x) D(t) e, esigual a

Qol(t) q)n(t)
pi(t) o eu(t)
n o ) _ n () ( i+nMﬂi(t): 1 . .
Zzzlq)ll( )[CI)(t) ]m 1:21(pl( )( 1) W(t) W(t) (n;z) (n;z) /
p; () .. o@n (1)
p1(x) . ()

donde M,,;(t) denota el menor asociado al elemento de matriz ni de la matriz ®(t), y la altima
igualdad se obtiene desarrollando el determinante por la dltima fila. Sustituyendo la expre-
sién anterior en (2.55) obtenemos la siguiente expresion para la solucién general de la ecua-
cion (2.48):

Pi)
Yo | RO
u(x) —i;cl <pl(x)+/ ( : L (2.56)
9

IO P ()
e1(x) o @u(x)

En particular, para la ecuacion lineal de segundo orden

u” +ay(x)u' +ag(x) u = b(x) (2.57)
se tiene
u) =ap@ +ae® [ T p0em - pOn@]a.) s
Noétese que la funcién
() = [ b [ (0pa() — ) ()] 259)

es una solucién particular de la ecuacién inhomogénea (2.57) que verifica las condiciones ini-
ciales
— —
up(x0) = up(x0) = 0.

Ejemplo 2.28. Consideremos la ecuacién de segundo orden

u" +w?u=F(x)|, w >0, (2.60)

que describe el movimiento de un oscilador arménico sometido a una fuerza externa F(x)
(movimiento forzado). Hallemos en primer lugar un sistema fundamental de soluciones de la
ecuacion homogénea

u" 4+ w?u =0. (2.61)

El sistema de primer orden (2.49)-(2.50) asociado es

;L _( 0 1
y=Ay= <_w2 )Y (2.62)
siendo y = (u,u’). Los autovalores de la matriz A son las soluciones de la ecuacién

’)\ -1

5 ’:A2+w220<\’:>)\:j:1w
w A
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Considerando el autovalor A = iw, y tomando como autovector v = (1,iw), de las ecuacio-
nes (2.35) se sigue inmediatamente que un sistema fundamental de soluciones de (2.62) estd da-
do por

y'(x) = (cos(wx), —wsen(wx)), y*(x) = (sen(wx),w cos(wx)).
Por tanto un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (2.61) es

¢1(x) = cos(wx), @a(x) =sen(wx),

cuyo wronskiano es
cos(wx) sen(wx)

Wix) = —wsen(wx) wcos(wx)|

(No6tese que W(x) es constante; esto es consecuencia de la férmula de Abel-Liouville (2.54), ya
que en este caso 4,1 = a1 = 0.) Al ser

P1(t)@a(x) — @a(t)p1(x) = cos(wt) sen(wx) — sen(wt) cos(wx) = senw(x —t),
de la Ec. (2.58) se sigue que la solucién general de (2.60) esta dada por

u(x) = ¢ cos(wx) + cx sen(wx) + é /Ox sen (w(x —t)) F(t)dt|,

que también se puede escribir como
u(x) = cj cos(wx) + ¢z sen(wx) + i}/ox sen(ws) F(x —s)ds.
Supongamos, por ejemplo, que la fuerza externa es de tipo sinusoidal:
F(x) = Fy sen(ax), a>0.
Entonces
/Ox sen(ws) F(x —s)ds = Fo/ sen(ws) sen (a(x —s)) ds
0

" sen(
0
I;/Ox [cos ((w +a)s — ax) — cos ((w — a)s + ax)] ds
F

P X
= et D (sen(wx) + sen(ax)) — 30 /0 cos ((w —a)s + ax) ds.
Sia # w (es decir, si la frecuencia de la fuerza externa no es igual a la frecuencia natural del
sistema) entonces

[ sen(wx) — sen(ax)] .

X
/ cos ((w —a)s + ax) ds =
0
Por tanto la solucién general de la ecuacion (2.60) es en este caso de la forma

u = Cy cos(wx) + C sen(wx) + sen(ax),

_
W2 — a2
con Cj, C; constantes. Todas las soluciones de (2.60), aunque no son peridédicas a menos que
w/u € Q, son en este caso acotadas. Por el contrario, si « = w se tiene

X

/Ox cos ((w —a)s 4+ ax) ds = /0 cos(wx) ds = x cos(wx),

y por tanto en este caso la solucién de (2.60) es
F
u = Cj cos(wx) + Cp sen(wx) — ﬁ x cos(wx) .

En particular, en este caso ninguna solucién esta acotada cuando x — £oo, debido al dltimo
término. Este es el conocido fenémeno de la resonancia.
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2.3.3 Reduccién del orden

En general, no es posible calcular un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién ho-
mogénea (2.52) en forma explicita, es decir, en términos de los coeficientes a;(x) y sus primiti-
vas. Sin embargo, en el caso de una ecuacién de segundo orden

u" 4+ ay(x)u’ +ag(x)u =0, (2.63)

si se conoce una solucién no idénticamente nula se puede expresar la solucién general median-
te cuadraturas. En efecto, si ¢(x) es una solucion particular no trivial de la ecuacién (2.63),
y denotamos por u(x) una solucién cualquiera de dicha ecuacién, de la férmula de Abel-
Liouville (2.54) se sigue que
X

P — ¢/ (x)u = ke S ()45,
siendo k = W{g, u](xo). Integrando esta ecuacién diferencial de primer orden para u obtenemos
facilmente la siguiente expresion de la solucién general de (2.63):

oo fxto ay(s) ds

u(x) =ce(x) +ko(x) /x0 T dr.
Por tanto, ¢(x) y la nueva solucién
, 7fxto a1(s)ds
P(x) = p(x) /x O e 2200 dt (2.64)

forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (2.63), ya que (por
construccion) W(g, ] (xo) =1 # 0.

En el caso de la ecuacién homogénea (2.52) de orden n > 2, el conocimiento de una solucién
particular no trivial ¢(x) permite reducir dicha ecuacién a otra ecuacién lineal homogénea de
orden n — 1 mediante el cambio de variable

7= <fpé€)>,' (2.65)

Por ejemplo, supongamos que ¢(x) # 0 es una solucion particular de la ecuacioén de tercer
orden
u"” +ay(x)u”" + ay (x)u' +ap(x)u =0, (2.66)

Escribiendo el cambio de variable (2.65) como u = ¢(x) [* z, obtenemos
u'=g'(x) [Tz +p(x)z,
' = ¢"(x) [Tz +2¢'(x)z + p(x)7,
W = " (x) [T 2439 (x)z 43¢/ (1)7 + p(x)2"

Sustituyendo estas expresiones en (2.63), y teniendo en cuenta que ¢(x) es solucién de dicha
ecuacion, se obtiene la siguiente ecuacién de segundo orden para z:

9(x)2" + [3¢'(x) + a2(x)p(x)] 2 + [3¢" (x) + 202(x) ¢/ (x) + @ (x) p(x) ]z = 0.

En general, se puede probar (ver L. Elsgoltz, Ecuaciones Diferenciales y Cdlculo Variacional, Ed.
URSS, Mosct, 1994) que si se conocen k soluciones linealmente independientes de una ecua-
cién lineal homogénea de orden 1, se puede transformar dicha ecuacién en una ecuacioén lineal
homogénea de orden n — k aplicando sucesivamente cambios de variable de la forma (2.65).
En particular, si se conocen n — 1 soluciones de la ecuacién (2.52), es posible expresar su solu-
cién general en términos de cuadraturas tras reducirla a una ecuacién lineal de primer orden
mediante este procedimiento.
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2.4 Ecuaciones de orden 7 con coeficientes constantes

Un caso particular de gran interés practico para el que es posible encontrar la solucién general
de la ecuacion lineal (2.48) es aquél en que los coeficientes a;(x),i = 0, ..., n — 1, son constantes,
es decir,

u™ fa, qu" Y g +agu = b(x)|, ag,...,0,—1 € R. (2.67)

Consideremos en primer lugar la correspondiente ecuacién homogénea

u™ g, u™ Y 4w +agu =0, (2.68)

cuya matriz compafiera es la matriz constante

0 1 0 0
0 0 1 ... 0
A= : : D : . (2.69)
0 0 0o ... 1
—ay —4ap —az ... —Oup-—1

El polinomio caracteristico de A se calcula facilmente desarrollando det(A — A) por la tltima
fila, obteniéndose
pa(A) = A"+ a, A" 4 mA 4 ag = p(A). (2.70)

El polinomio p(A) se denomina polinomio caracteristico de la ecuacién (2.68). Las raices del
polinomio caracteristico p(A) son por tanto los autovalores de la matriz compariera A. Se puede
probar (cf. Lema 2.44 de la pagina 66) que para una matriz de la forma (2.69) el indice de cual-
quier autovalor coincide con su multiplicidad algebraica, y por tanto para cada autovalor hay
un s6lo bloque de Jordan elemental. Teniendo en cuenta este hecho y utilizando las ecuacio-
nes (2.37) es posible determinar la forma de las soluciones del sistema de primer orden y’ = Ay
asociado a la ecuacion (2.68), de donde se obtiene facilmente la solucién general de dicha ecua-
cién. Sin embargo, en la practica resulta més facil estudiar directamente la ecuacién (2.68), como
haremos a continuacién.

Comencemos escribiendo la ecuacién (2.68) en la forma

(D" +a,_1D" ' +---+a;D+ap)u=p(D)u=0, Dzd—i.
De la igualdad
(D =) (f(x)e™) = f'(x)e™,
se sigue inmediatamente que
(D — A)f(f(x)e?) = fB(x)er~. (2.71)

Supongamos que el polinomio caracteristico p(A) se factoriza como
pA) =(A—=A)" - (A= Aw)™, rn+-o+rm=mn,

donde las raices Ay,..., Ay, en general complejas, son distintas entre si. Si A; es una de estas
raices podemos por tanto escribir

p(A) =q(A)(A = A",
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siendo g(A) un polinomio de grado n — r; con g(A;) # 0. Luego p(D) = q(D)(D — A;)"i, y dela
Ec. (2.71) se sigue entonces que

p(D) (xke**) = q(D) [eAf";x; xk] =0, k=01,...,r,—1.

Esto demuestra que las funciones

xke/\ix, i:1,...,m, kzollr"’lri_]" (2'72)

son solucién de la ecuacién (2.68). Como hay precisamente rq + - - -+, = n soluciones de
este tipo, para probar que forman un sistema fundamental de soluciones basta comprobar su
independencia lineal.

Lema 2.29. Las funciones (2.72) son linealmente independientes.

Demostracién. Supongamos que

m 7‘,‘71
Y. Y cpafed™ =0, VxeR, (2.73)
i=1 k=0

donde los coeficientes cjx son constantes complejas. Podemos reescribir esta igualdad como

Pi(x)eM* + - 4 Py(x)e™* =0, VxeR, (2.74)

I‘,‘*l
siendo P;(x) = ¥ cixx* un polinomio de grado menor o igual que 7; — 1. Para demostrar que
todos los coeficientes c;; de la ecuacién (2.73) son nulos, basta probar que los polinomios P;
se anulan idénticamente. Para establecer este resultado, comencemos multiplicando la ecua-
cién (2.74) por e 1%, obteniendo

Dy(x) + Pet?™ + .- + Py(x)et"* =0, VxeR, (2.75)

donde los exponentes y;; = A; — A1 # 0 son todos distintos entre si. Derivando esta ecuacién r;
veces se obtiene
Qa(x)eM* + -+ + Qu(x)et* =0, Vx € R, (2.76)

donde Q; es un polinomio del mismo grado que P;. Repitiendo este procedimiento sucesivas
veces se llega finalmente a una ecuacién del tipo

Ry (x)e"* =0, Vx €R, (2.77)

donde R;; es un polinomio del mismo grado que P,,. De esta condicién se sigue inmediatamente
que R,;, = 0, lo cual implica que P, = 0 (al ser deg P,, = deg R,;). Como el orden de las raices
A; es irrelevante para el argumento anterior, concluimos que todos los polinomios P; se anulan
idénticamente. O

La discusion anterior y el Lema 2.29 prueban por tanto el siguiente teorema:

Teorema 2.30. Las funciones (2.72), donde r; es la multiplicidad de la raiz A; del polinomio carac-
teristico (2.70), constituyen un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion lineal homogénea
con coeficientes constantes (2.68).
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Comentario. Silaraiz A; = a; + ib; es compleja, podemos sustituir las 2r; soluciones complejas
xkeafxeiibfx, k= 0,1,...,1’]' -1,

asociadas a las raices A y A; del polinomio caracteristico por las 2r; soluciones reales

xke* cos(bjx) . xke* sen(b]-x) k=0,1,...,7r,—1|,

que se obtienen al considerar la parte real y la parte imaginaria de las soluciones correspon-
dientes a la raiz A; (0 Aj).

Ejemplo 2.31. Hallemos la solucién general de la ecuacién de cuarto orden con coeficientes
constantes

u® " ' +u=0. (2.78)
El polinomio caracteristico asociado a esta ecuacion es
pA) =AM B A +1=A+1)2 A2 =1 +1). (2.79)
Las raices son por tanto A1 = —1 (de multiplicidad r; = 2) y las dos raices de la ecuacién
A —A+1=0,

es decir .
Aas = E(1ii\/§),

de multiplicidad r, = r3 = 1. La solucién general de la ecuacién (2.78) es por tanto
u(x) = e *(c1 + cox) +e2 [C3 cos (? x) + c4sen (? x)} , (2.80)

concq,...,C4 constantes arbitrarias.

2.4.1 Meétodo de los coeficientes indeterminados

Una vez hallado un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (2.68), se
puede calcular la solucién general de la ecuacion inhomogénea (2.67) para cualquier funciéon
b(x) utilizando el método de variacién de constantes (ver la Ec. (2.56)). Sin embargo, para cier-
tas formas sencillas de la funcion b(x) que se presentan frecuentemente en la préctica, el méto-
do de los coeficientes indeterminados que describiremos a continuacién permite calcular una
solucién particular de (2.67) de manera mas rdpida. La solucién general de (2.67) se halla en-
tonces sumando a esta solucién particular la solucién general de la correspondiente ecuacién
homogénea.
Supongamos, en primer lugar, que

b(x) = q(x)e"”, (2.81)

donde g(x) es un polinomio. Si r es la multiplicidad de y como raiz del polinomio caracteristico
(2.70) de la ecuacién homogénea (2.68), entonces

p(A) =poA =) +p1tA=w) "+ A=) (A=),

con po,...,Pn—r—1 € R (6 C, si u es complejo) y po # 0. Nétese que esta expresion es vdlida
también si y no es raiz del polinomio caracteristico, siendo en este caso r = 0. De la expresion
anterior y la Ec. (2.71) se sigue que

pD)(F()e) = [pof @ (x) + prf D (x) + -+ puy 1 fOV () + £ ()] €
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Esto sugiere probar una solucién particular de la forma

up(x) = x"Q(x)e! |, (2.82)

donde

Q(x) = Qo+ Qux + -+ -+ Qux?, d = degqg (2.83)

es un polinomio que se determina mediante la condicién

Po(x" Q) + pr (" QU - p (F QY+ (27 Q) = 1. (2.84)

Puede probarse que la tdltima ecuacién proporciona un sistema lineal de d + 1 ecuaciones en los
d + 1 coeficientes de Q que siempre es compatible. Por tanto, la ecuacién (2.67) con el término
inhomogéneo (2.81) siempre tiene una solucién particular de la forma (2.82)-(2.83) (siendo r la
multiplicidad de y como raiz del polinomio caracteristico), donde el polinomio Q se determina
mediante la ecuacién (2.84), o bien directamente sustituyendo (2.82)-(2.83) en (2.67).

Ejemplo 2.32. Hallemos una solucién particular de la ecuacién

4

u® 4" 4+ u=xe . (2.85)

Aqui y = —1 es una raiz del polinomio caracteristico de la ecuaciéon homogénea de multiplici-
dad 2 (ver la Ec. (2.79) en el Ejemplo 2.31), y g(x) = x es un polinomio de grado 1. Buscamos
por tanto una solucién particular de la forma

up(x) = x*(a+bx)e ™.

Para calcular p(D) up es conveniente desarrollar p(D) en potencias de D + 1, ya que en virtud
de la Ec. (2.71) se tiene (D + 1)¥(f(x)e ) = f¥)(x)e~*. Utilizando la férmula de Taylor para
desarrollar el factor A> — A + 1 en potencias de A + 1 obtenemos

p(A) = (A+1)2[3-3(A+1)+ (A +1)2].
Por tanto
p(D)up = [3(2a+ 6bx) —3-6bje ™ =xe™* <= 3(2a+6bx)—18b =1,
lo que conduce a las ecuaciones
6a—18 =0, 18h=1.

La solucién particular buscada es por tanto
1
up(x) = E(x3 +3x%)e . (2.86)

La solucién general de la ecuacién (2.85) es la suma de esta solucién particular y la solucién
general (2.80) de la ecuacién homogénea.

Ejemplo 2.33. Consideremos ahora la ecuacién
u® +4u = x(1+ e cosx). (2.87)
El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea es

p(A) = At + 4,
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cuyas raices Ay son las raices cuartas de —4:
A =V2elitR2)  k=0,1,2,3,
es decir,
AM=1+i, M=-14+1i, Ap=-1-1i, Az3=1-1i.

Por tanto la solucién general de la ecuacién homogénea esta dada por
up(x) = e*(c1cosx + casenx) +e *(c3cosx + cysenx), ci € R. (2.88)

Aparentemente no se puede aplicar el método de los coeficientes indeterminados a la Ec. (2.87),
al no ser el término inhomogéneo de la forma (2.81). Sin embargo, como el miembro derecho
de (2.87) es la suma de los términos

by(x) =x, by(x) = xe* cosx,
la suma de sendas soluciones particulares u;(x) de las ecuaciones
u® 4y =bi(x), i=1,2, (2.89)

es (por linealidad) una solucién particular de (2.87). El término inhomogéneo de la primera de
estas ecuaciones es directamente de la forma (2.81), con q(x) = x y ¢ = 0. Como 0 no es una
raiz del polinomio caracteristico, buscamos una solucién particular de la forma u;(x) = a + bx.
Sustituyendo en la correspondiente ecuacion completa (2.89) obtenemos inmediatamente

Por otro lado, al ser by(x) = Re (xe(”i)x), podemos buscar una solucién particular de la se-
gunda ecuacion (2.89) de la forma uy(x) = Reu(x), donde u(x) es cualquier solucién de la
ecuacién

u® 4 4y = xeIH)x (2.90)

El miembro derecho de esta ecuacién es de nuevo de la forma (2.81), cong(x) = xypu =1+1i
raiz simple del polinomio caracteristico, por lo que ensayamos una solucién particular de la
forma

u(x) = x(a+bx)el*V* = f(x)er~.
Sustituyendo en (2.90) y utilizando la regla de Leibniz generalizada
n - n n—
(79" = 3 () s
k=0

se obtiene

et f + 4yl [+ 6t 1 4 del f = xel™ = 4p*(a+2bx) + 67 2b =x,

donde hemos tenido en cuenta que u* = —4. Por tanto
1 1
3 H .
Sy §¢ - ;3 (FH)
—
3b 3
ua+3b=0 a=——=—=

w327
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y entonces
_ 75’C _ . (1+i)x
u(x) =3 [3 (1 +1)x}e .

Tomando la parte real de esta funcion se obtiene

X

ux(x) = 3¢

x [(3 — Xx)cosx + xsenx] .
Por tanto la ecuacién inhomogénea (2.87) admite la solucién particular

X X o
up(x)—ul(x)+u2(x)—z+3—2e [(3 x)cosx+xsenx}.

La solucién general de la ecuacién (2.87) es la suma de esta solucién particular y la solucién
general (2.88) de la ecuacién homogénea.

Comentario. En general, el método de los coeficientes indeterminados se puede aplicar a la
ecuacion (2.67) si el término inhomogéneo es de la forma

b(x) = Zl;bi(x) , (2.91)

i=1

donde
bi(x) = e [gi(x) cos(Bix) + Gi(x) sen(Bix)], (2.92)

siendo a;, B; € R (B; = 0), y gi,§; polinomios. Noétese que si f; = 0 la funcién b;(x) es de
la forma (2.81) con y = «;. Se puede comprobar que la ecuacién (2.67) con el término inho-
mogéneo (2.91)-(2.92) posee una solucién particular del tipo

/
up(x) = Z:ui(x) , (2.93)

donde _
ui(x) = x"1e*[Q;(x) cos(Bix) + Qi(x) sen(Bix)], (2.94)

siendo r; la multiplicidad de p; = a; + if; como raiz del polinomio caracteristico de la ecuacion
homogénea, y Q;, Q; polinomios tales que deg Q;, deg Q; < max(degq;, deg ;).

2.5 Estabilidad

Consideremos el problema de valores iniciales para un sistema (no necesariamente lineal) de
ecuaciones diferenciales de primer orden

{y’ = f(x,y) 295)
y(xo) =17.

Supongamos que para 7 = Yo el problema (2.95) tiene una solucién #inica en la semirrecta
[x0,00), que denotaremos por y(x; o).

Definicién 2.34. Diremos que la solucién y(x; o) es estable si

i) Existe R > 0 tal que si |7 — yo|| < R el problema (2.95) tiene una solucién tnica y(x; )
en el intervalo [xp, c0).
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ii) Para todo e > 0, existe 0 < § < R tal que

l1—=wo|l| <6 = J|ly(xn)—y(xy)| <e, Vx>xo| (2.96)

Se dice que la solucién y(x; yo) es inestable si no es estable. Por altimo, diremos que la solucion
y(x;y0) es asintéticamente estable si es estable, y ademds cumple

iii) Existe 0 < r < R tal que

l1=vwo|| <r = lim ||y(x;17) —y(x;90)| =0|. (2.97)

X—r00

Nota. En general, la condicion iii) no basta por si s6la para garantizar la estabilidad asintética
de la solucién y(x; yo), ya que dicha condicién en general no implica ii). Sin embargo, si el siste-
ma (2.95) es lineal, veremos que cualquier solucién y(x; o) que cumpla iii) es asintéticamente
estable.

Comentario. Gréficamente, la estabilidad de la solucién y(x;yo) significa que para cualquier
e > 0, podemos encontrar un § > 0 suficientemente pequefio tal que las soluciones que parten
de la bola B;(1o) en el instante xy permanecen en cada instante posterior x dentro de la bola de
radio € centrada en y(x; o) (ver Figura 2.1). Si ademads existe r > 0 tal que todas las soluciones
que parten de B, (o) para x = xp tienden a la solucién y(x; i) cuando x — oo entonces y(x; yo)
es asintoticamente estable (cf. Fig. 2.1).

Yotr

Yo+46 Yo+ o
Yo Yo
y()*& y075
Yo—r1

X0

Figura 2.1: Izquierda: solucion y(x; o) estable. Derecha: solucién y(x; o) asintéticamente esta-
ble.

En general, la estabilidad es una propiedad de cada solucién y(x;yo) del sistema (2.95),
es decir, un mismo sistema puede tener a la vez soluciones estables e inestables. Asi, en el
Ejemplo 1.26 del capitulo anterior (pag. 26), la soluciéon constante y = 0 es asintéticamente
estable, mientras que la otra solucién constante y = 1 es inestable. A continuacién veremos
que los sistemas lineales son de nuevo especiales a este respecto, ya que para ellos todas las
soluciones tienen el mismo tipo de estabilidad.

Proposicién 2.35. Si A : R — M,(R) y b : R — R" son continuas en el intervalo [xg, o), una
solucion cualquiera del sistema lineal

y' = A(x)y + b(x) (2.98)

es estable o asintéticamente estable si y sélo si lo es la solucion trivial y = 0 del sistema homogéneo
asociado.
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Demostracion. Al ser A y b continuas en [xy, c0), el Teorema 2.2 garantiza que el sistema (2.98)
tiene una dnica solucién y(x; #7) definida en [x, 00) que verifica la condicién inicial y(xo; 1) = 7,
cualquiera que sea 7 € R". Andlogamente, el sistema homogéneo ;' = A(x)y tiene una tnica
solucién yy (x; 77) en [xg, 00) que cumple y,(x9;17) = 1. Entonces, la funcién y(x;7) — y(x;yo) es
solucién del sistema homogéneo con dato inicial

y(xo;1) —y(x0;y0) = 11~ yo.

De la unicidad de las soluciones de dicho sistema en el intervalo [xp, o) se sigue que

y(xm) = y(x:yo) = yn(x:1 = yo) -
De esta igualdad se obtiene facilmente el enunciado. O
Este resultado justifica la siguiente definicion:

Definicién 2.36. Se dice que el sistema lineal (2.98) es estable (resp. asintéticamente estable)
si todas sus soluciones son estables (resp. asintéticamente estables), o equivalentemente, si la
solucién trivial del sistema homogéneo asociado es estable (resp. asintéticamente estable). El
sistema (2.98) es inestable si no es estable.

Comentario. Noétese que el sistema (2.98) tiene el mismo tipo de estabilidad que el sistema
homogéneo asociado.

El siguiente resultado relaciona la estabilidad de un sistema homogéneo con la acotacién
de sus soluciones en el intervalo [xg, ).

Proposicion 2.37. El sistema lineal homogéneo
vy = A(x)y, (2.99)
con A continua en [xg, 00), es estable si y sélo si todas sus soluciones estin acotadas en dicho intervalo.

Demostracion.
=) Si el sistema es estable también lo es la solucion trivial, y por tanto existe § > 0 tal que (por
ejemplo)

Il <é = |yl <1, Vx=x.

Entonces para todo x > x se tiene

dyo 1+ HyoH> H 1+ [[yol| H ( dyo ) H 1+ [[yol|
syo)|| = ; = —|ly| x < :
Iocessoll = o (x5 oy 5 5 A\ T el ;

<) Si todas las soluciones estan acotadas para x > xy se tiene
Hy(x;ei)H <M;, i=1,...,n.

Luego

ly(xm)|| =

n
Y niy(xer)
i=1

n n
<ZWM&(ZMMWEWM, Vi > 2
i=1 i=1

Dado ¢ > 0 basta tomar 6 < €/M en la definicién de estabilidad para comprobar que la solu-
cion trivial del sistema, y por tanto el propio sistema, es estable. O
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Comentario. Si el sistema homogéneo (2.99) es estable y la funcién matricial A es continua
en R, de modo que las soluciones estdn definidas en todo IR, dichas soluciones no tienen por
qué estar acotadas en el intervalo (—oo, xg|.

El siguiente resultado caracteriza la estabilidad asintética de un sistema homogéneo en
términos del comportamiento de sus soluciones cuando x — co.

Proposicion 2.38. El sistema lineal homogéneo (2.99) es asintéticamente estable si y sélo si todas sus
soluciones tienden a cero cuando x — oo.

Demostracion.
=) Si el sistema es asintéticamente estable también lo es la solucién trivial, y por tanto existe
r > 0 tal que

Iyl <r = limy(x;5) =0, (2.100)
Dado yp € R", procediendo como en la proposicion anterior se demuestra que

T’yo

xn), =7
i = T

1+
y(xy0) = r”yO” y

Al ser ||57]] < r, de (2.100) se sigue inmediatamente que y(x; 1) — 0 cuando x — co.

<) En primer lugar, si todas las soluciones de (2.99) tienden a cero cuando x — oo, entonces
estan acotadas en el intervalo [xp, ), y por tanto el sistema es estable en virtud de la propo-
sicién anterior. Ademads, la condicion limy_,e y(x;0) = 0 implica que la solucién trivial es
asintéticamente estable. Por la Proposicion 2.35, el sistema es asintéticamente estable. O

La Proposicién 2.37 no es cierta para sistemas més generales, ni siquiera para sistemas li-
neales inhomogéneos. La siguiente proposicion resume la relacién entre la acotacién de las
soluciones y la estabilidad de un sistema lineal inhomogéneo.

Proposicién 2.39. Sea el sistema
vy = A(x)y+b(x), (2.101)

con A: R — M,(R)yb:R — R" continuas en [xg, c0). Entonces:
i) Si el sistema (2.101) es estable, entonces o bien todas las soluciones estdn acotadas en [xg,0), 0
bien ninguna lo estd.

ii) Si todas las soluciones de (2.101) estin acotadas en [xg, 00), entonces el sistema es estable.

Demostracion.

i) Basta tener en cuenta que y(x;v0) = yn(x;y0) + y(x;0) y que yn(x;yo) estd acotada en
[x0, 00) al ser estable el sistema homogéneo asociado.

ii) Si todas las soluciones del sistema (2.101) estan acotadas en [xg, o), entonces también lo
estdn las del sistema homogéneo asociado, ya que cualquier solucién de este sistema es
la diferencia de dos soluciones del sistema (2.101). Por la proposicién anterior el sistema
homogéneo es estable, y por tanto también lo es el sistema inhomogéneo.
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2.5.1 Sistemas con coeficientes constantes

Consideremos a continuacion el sistema lineal
y’ = Ay +b(x), A€ My(R), (2.102)

conb : R — R" continua en [x, o), cuya estabilidad es la misma que la del sistema homogéneo
asociado

y = Ay. (2.103)

En el siguiente teorema caracterizaremos la estabilidad de cualquiera de estos dos sistemas en
términos de los autovalores de la matriz A.

ﬁorema 2.40. \

i) Si todos los autovalores de A tienen parte real negativa, el sistema (2.102) es asint6ticamente
estable.

ii) Sialgiin autovalor de A tiene parte real positiva, el sistema (2.102) es inestable.

ii1) Si todos los autovalores de A tienen parte real no positiva, el sistema (2.102) es estable (pero no
asintéticamente estable) si los indices de todos los autovalores con parte real nula son iguales
\ a uno, e inestable en caso contrario. /

Demostracién. Segun se vio en la demostraciéon del Teorema 2.12, la solucién general de (2.103)
se puede escribir en la forma
m l’ll'*l
y(x) =) ) vy xketi®, (2.104)
i=1 k=0
donde Aq,..., A, € C son los autovalores de la matriz A, n; es el indice del autovalor A;, y
vy € C". Los vectores vy con k = 0,...,n; — 1 son reales si el autovalor A; es real, y vy = Uj
parak = 0,...,n;—1 = nj—1si A; = A;j es un par de autovalores complejos conjugados.
Aplicando la desigualdad triangular de la norma y la identidad |e?| = eR¢Z a (2.104) se obtiene
inmediatamente la acotacién

m ﬂifl

Iy < XY lloidl |x[fe®er)x, (2.105)
i=1 k=0
donde la norma de un vector complejo se define en (2.28).

i) Supongamos, en primer lugar, que ReA; < O parai = 1,...,m. De la desigualdad anterior
se sigue entonces que

lim [|y(x)[| =0,

X—00
y por tanto el sistema (2.102) es asintéticamente estable en virtud de la Proposicién 2.38.

ii) Supongamos a continuacién que ReA; > 0 para algin i = 1,...,m. Entonces (2.103) tiene
una solucién no trivial de la forma

y(x) = e®e1)*[cos(Im A; x) Rev — sen(Im A; x) Im 0],

donde v € C" es un autovector de A de autovalor A;, que no estd acotada en ningtin intervalo
del tipo [xg, ) al ser ReA; > 0. Luego el sistema homogéneo (2.103), y por tanto también
(2.102), es inestable por la Proposicién 2.37.
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iii) Supongamos, por dltimo, que ReA; = 0parai =1,...,j,yReA; <Oparai=j+1,...,m.
Siademas n; = 1paratodoi =1,...,J, entonces la desigualdad (2.105) se reduce a

] m n—1
Iy <Y ool + Yo Y Jlowll |x[fe®erx, (2.106)
i=1 i=j+1 k=0

que esta acotada en el intervalo [x(, c0). Por la Proposicion 2.37 el sistema (2.103) es estable. Sin
embargo, la Proposicién 2.38 implica que dicho sistema no es asintéticamente estable, al poseer
soluciones no triviales de la forma

y(x) = cos(ImA; x) Rev — sen(ImA; x) Im o, i=1,...,7,

siendo v autovector de A con autovalor A;, que no tienden a cero cuando x — 0. Luego en este
caso el sistema inhomogéneo (2.102) es estable pero no asintéticamente estable.
Por ultimo, sin; > 1 paraalguni € {1,...,j}, entonces (2.103) posee soluciones de la forma
1’11'71 xl
y(x) =) T [cos(ImA; x)Re w41 —sen(Im A; x) Im v, q]
=0

(cf. Ec. (2.39)) que no estén acotadas en [xp, o). Luego en este caso el sistema (2.103) (y por
tanto también (2.102)) es inestable. O

Ejemplo 2.41. Estudiemos la estabilidad del sistema

/

1=y
,:
2= (2.107)
Y3 = Vs
Ya=2y1+ys.
La matriz de coeficientes es en este caso
0 -1 0 O
1 00 O
A= 0O 00 -1
2 01 0
El polinomio caracteristico es
Al 00
-1 A 00 Al Al
PaAMN=| 0 0 A1 :’—1 AH—l A‘:(A2+1)2’
-2 0 -1 A

y por tanto los autovalores son
Al = i/ )\2 = _i/

ambos de multiplicidad algebraica 2. Por el Teorema 2.40 el sistema (2.107) no puede ser asint6ti-
camente estable, y serd estable sélo si el indice de cada uno de los autovalores es 1, es decir, si
el polinomio minimo de A es

Ppa(t) = (t—i)(t+i) =2 +1. (2.108)
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Como
0 -1 0 0 0 -1 0 0
> |1 00 0 1 00 0] _ - B
AT = 0 00 -1 0 oo —-1] -2 .- - . # -1,
2 01 0 2 01 0

el polinomio minimo de A no esta dado por (2.108), y por tanto el sistema es inestable.

Otra forma de llegar a este resultado es recordar que el indice de un autovalor es 1 si y s6lo
la multiplicidad algebraica de dicho autovalor coincide con la geométrica. Comprobemos (por
ejemplo) que la multiplicidad geométrica s; del autovalor A; = i es menor que su multiplicidad
algebraica r; = 2. En efecto, la matriz

-1 -1 0 0
1 —i 0 0
A=i=1 19 0o i 1
2 0 1 —i

1 -1 0
0 0 —ij=-2
2 0 1

es no nulo. Por tanto
s; = dimker(A —i) =4 —rank(A—i) =1< 2,

como habiamos afirmado.

2.5.2 Ecuaciones de orden n
La estabilidad de las soluciones de una ecuacion diferencial ordinaria de orden n
u™ = F(x,u,..., u=1) (2.109)

se define en términos de la estabilidad de las soluciones del sistema de primer orden asociado

v =f(xy), (2.110)
donde

=Ly ) = (i, u" V), foy) = (ya e yn F(x,1)
Maés concretamente:

Definicién 2.42. Se dice que una solucién u(x) de la ecuacién diferencial de orden 7 (2.109) es
estable (respectivamente asint6ticamente estable) si lo es la correspondiente solucién y(x) =
(u(x),u'(x),...,u""Y(x)) del sistema de primer orden asociado (2.110).

En particular, para una ecuacion lineal
u™ 4+, () u™ V) 4 ag(x)uw +ap(x) u = b(x), (2.111)

donde las funciones a; : R -+ R (i =0,...,n —1) y b : R = R son continuas en el interva-
lo [xp, o0), utilizando la Proposicion 2.35 se obtiene el siguiente resultado:
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Proposicién 2.43. Una solucion cualquiera de la ecuacion lineal de orden n (2.111) es estable o asintéti-
camente estable si y solo si lo es la solucién trivial u = 0 de la ecuaciéon homogénea asociada.

Comentario. Por la proposiciéon anterior, todas las soluciones de la ecuacién lineal (2.111) tie-
nen el mismo tipo de estabilidad, y por tanto tiene sentido decir que dicha ecuacién es estable,
asintéticamente estable o inestable. Ademas, al igual que para los sistemas lineales de primer
orden, la ecuacién (2.111) tiene el mismo tipo de estabilidad que la ecuacién homogénea aso-
ciada.

A continuacién discutiremos la estabilidad de las ecuaciones lineales con coeficientes cons-
tantes, de la forma

u®™ 4, qu Y 4 fagu = b(x), ag,...,d,—1 € R. (2.112)
Para ello utilizaremos el siguiente lema, que ya habiamos enunciado en la pagina 54:

Lema 2.44. Elindice de cualquier autovalor de la matriz comparfiera (2.69) de la ecuacién homogénea (2.68)
coincide con la multiplicidad algebraica de dicho autovalor.

Demostracion. Si A; es un autovalor de la matriz A dada en (2.69), hay que probar que n; = r;,
es decir, que s; = dimker(A — A;) = 1. En efecto, un célculo elemental muestra que

ker(A — A;) = lin{(1,A;,..., AP 1)}
O

Utilizando el Teorema 2.40 y el lema anterior, se obtiene inmediatamente el siguiente resul-
tado:

Georema 2.45. Sea p(\) el polinomio caracteristico de la ecuacion lineal con coeficientes constan\
tes (2.112). Entonces:

i) Sitodas las raices de p tienen parte real negativa, la ecuacion es asintéticamente estable.
ii) Sialguna raiz de p tiene parte real positiva, la ecuacion es inestable.

ii1) Si todas las raices de p tienen parte real no positiva, la ecuacion es estable (pero no asintética-
K mente estable) si todas las raices con parte real nula son simples, e inestable en caso contrariy

2.5.3 Criterio de Routh-Hurwitz

El criterio de estabilidad de un sistema o ecuacién lineal con coeficientes constantes que aca-
bamos de deducir requiere conocer las raices del polinomio caracteristico del sistema o ecua-
cién considerado. Aunque el célculo aproximado de estas raices no presenta ningtin problema, el
calculo exacto es dificil para polinomios de grado 3 y 4, y en general imposible para polinomios
de grado superior. Seria por tanto deseable disponer de algtn criterio de estabilidad formulado
exclusivamente en términos de los coeficientes del sistema o ecuacién, particularmente cuando
dichos coeficientes dependen de pardmetros. El caso més interesante en la préctica, y por tanto
el més estudiado, es el de estabilidad asintética. Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién 2.46. Se dice que un polinomio es estable si todas sus raices tienen parte real nega-
tiva.

Comentario. Notese, por tanto, que si el polinomio caracteristico de una ecuacién o sistema
con coeficientes constantes es estable, dicha ecuacién o sistema es asintoéticamente estable.
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En lo que sigue s6lo consideraremos polinomios ménicos con coeficientes reales
p(t) =t"+ay " T+ +mt+ag, @ €ER, (2.113)

de la misma forma que el polinomio caracteristico de un sistema o ecuacioén real con coefi-
cientes constantes. Una condicién necesaria para que un polinomio sea estable es que todos sus
coeficientes sean positivos:

Proposicién 2.47. Si el polinomio (2.113) es estable, entonces a; > O parai =0,...,n — 1.

Demostracién. En efecto, si las raices (no necesariamente distintas) de p son —py,...,—u, y
—ap £1ipq, ..., —as £ifs con p;, e, i > 0y r+2s = n, entonces dicho polinomio se puede
escribir como

p(8) = (b p) - (t 4 o) [(E - a0)* + Br] - [(F + o) + ]
= (t+pu1) - (t+u) (B + 20t +af + B7) -+ - (P + 25t + a? + B2). (2.114)
Es evidente de esta férmula que todos los coeficientes de p son estrictamente positivos. O

La condicién anterior, aunque muy sencilla, no es general suficiente a menos que el poli-
nomio p sea de segundo grado. El siguiente criterio, que no demostraremos, proporciona una
condicién necesaria y suficiente para la estabilidad del polinomio (2.113):

Criterio de Routh-Hurwitz. Una condicién necesaria y suficiente para que el polinomio (2.113)
sea estable es que todos los menores principales del determinante

-1 1 0 o ... 0 0 O

An_3 Ay_p Ay_q 1 ... 0 0 O

Ap—5 Au—4 OAp—3 OAu—2 ... 0 0 0 (2115)
0 0 0 0 ... ayg a1 ap
0 0 0 0 ... 0 0 g

sean positivos. Ademds, si alguno de dichos menores es negativo el polinomio (2.113) tiene alguna raiz
con parte real positiva.

Comentario. Noétese que el criterio de Routh-Hurwitz proporciona también una condicién su-
ficiente de inestabilidad de un sistema o ecuacién con coeficientes constantes, cuando alguno de
los menores del determinante (2.115) correspondiente a su polinomio caracteristico es negativo.

Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz se obtienen condiciones necesarias y suficientes de
estabilidad asintética muy sencillas para valores pequefios de 7, que discutiremos a continua-
cion.

e n = 2. En este caso las condiciones de Routh-Hurwitz son:

a1

1
a; >0, =aga; >0,
1 0 a 041

es decir

’(10 >0, m >0‘.

e n = 3. El determinante (2.115) es en este caso

an 1 0
ap a1 4az|,
0 0 ap



68 SISTEMAS Y ECUACIONES LINEALES

y por tanto el criterio de Routh-Hurwitz proporciona las condiciones
ap >0, ajap—ayg>0, ap(ajay—ag) >0,

o bien

a0>0, a>0, ajm—ag>0|. (2.116)

Notese que estas condiciones implican que a; > 0.

e 1 = 4. El determinante de Routh—-Hurwitz es en este caso

az 1 0 O
ap ap asz 1
0 ap dp dap !
0 0 0 a

y por tanto las condiciones del criterio son:
a3 >0, ayaz—ay; >0, H=aj(araz—a;)—aga3 >0, agH >0,

es decir,
ap>0, a3>0, araz—a; >0, a1a2a3—a%—a0a§>0.

De nuevo, es facil ver que estas condiciones implican que a1, 4, > 0. También es inmediato
comprobar que dichas condiciones son equivalentes a

ap>0, a1>0, az3>0, a1a2a3—a%—a0a§>0.

Ejemplo 2.48. Discutamos la estabilidad del sistema lineal inhomogéneo

0 4 1 0
y’ =Ay+0, A= 0 01), b=1|-4]), (2.117)
—2 0 a 0

en funcién de los valores del pardmetro a2 € R. En primer lugar, recordemos que la estabi-
lidad de (2.117) es la misma que la del sistema homogéneo asociado iy’ = Ay. El polinomio
caracteristico de la matriz A es

A -4 -1
pa(A)=10 A -1 |=A>—aA?>+21+8.
2 0 A—a

Las condiciones (2.116) se reducen en este caso a
—a>0, —2a—8>0,

y por tanto el sistema (2.117) es asintéticamente estable si y s6lo sia < —4. Ademads, sia > —4
el sistema es inestable, ya que entonces el determinante de la matriz de Routh-Hurwitz es
negativo. S6lo queda por determinar la estabilidad del sistema en el caso a = —4, en que el
polinomio caracteristico estd dado por

pa(A) = A3+ 472 421 +8. (2.118)

En este caso es posible encontrar una raiz entera (divisor de 8), concretamente Ay = —4,y
determinar asi las dos raices restantes A3 = ++/2i. Como todas las raices del polinomio carac-
teristico tienen parte real negativa o nula, y las que tienen parte real nula tienen indice uno (al
ser simples), el sistema es estable pero no asintéticamente estable cuando a = —4.
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Veamos a continuacién cémo podriamos razonar que el polinomio (2.118) tiene una raiz real
negativa y dos raices complejas conjugadas con parte real nula, sin necesidad de determinar
explicitamente dichas raices. En primer lugar, si a = —4 todas las raices del polinomio p4 son
simples, ya que las raices de

pu(A) =3A% +8A +2

son

Ae =3 (—4£V10),

W =

mientras que
4
pa(As) = > (68 F5v10) #0.

Cuando una raiz de un polinomio es simple, puede probarse que dicha raiz es funcién conti-
nua de los coeficientes del polinomio. De este hecho se sigue que pa debe tener al menos una
raiz con parte real nula. En efecto, ninguna raiz puede tener parte real positiva, pues todas
ellas tienen parte real negativa para a < —4 y son funciones continuas de a por el comentario
anterior. Tampoco es posible que todas las raices tengan parte real negativa, ya que en ese caso
se violaria el criterio de Routh-Hurwitz. Como evidentemente A = 0 no es raiz de p, y dicho
polinomio es de grado 3, de lo anterior se deduce que p4 tiene dos raices complejas conjugadas
con parte real 0 y una raiz real negativa, como ya sabiamos.
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Capitulo 3

Soluciones en forma de serie

3.1 Puntos regulares. Ecuaciones de Hermite y Legendre

Nos dedicaremos en este capitulo al estudio de la ecuacién lineal homogénea de segundo orden

u" +ay(x)u' +ap(x)u=0|, (3.1)

aunque los métodos que vamos a introducir a continuacién se generalizan sin dificultad a ecua-
ciones lineales homogéneas de orden n > 2. En general, salvo en casos muy particulares (por
ejemplo, si los coeficientes a; son constantes), es imposible resolver exactamente la ecuacién
(3.1), es decir expresar su solucién general en términos de sus coeficientes y las primitivas de
dichos coeficientes. El interés de las ecuaciones de la forma (3.1) se debe a su aparicién en
numerosos problemas de gran interés en Fisica.

Ejemplo 3.1. La ecuacién de Schriodinger independiente del tiempo para una particula cudntica
unidimensional de masa m sometida a un potencial V(s) en un estado estacionario de energia
Ees

2
I )+ (vis) - E) wis) =0, (32)

2m

siendo /1 ~ 1,055 - 10~34J s la constante de Planck reducida y ¢ (s) la amplitud de la densidad de
probabilidad (en general compleja) de la particula. En otras palabras, la probabilidad de encon-

. . b 2 . . s
trar la particula en el intervalo [, b] es [’ |1(s)|” ds. La ecuacién anterior es una ecuacion lineal
homogénea de segundo orden, que se puede escribir en la forma reducida

P"(s) + (e — U(s)) ¥(s) =0, (3.3)
siendo omE )
= U ="7V0). (34)

Supongamos, en primer lugar, que la particula se mueve en un campo de fuerzas constante
F > 0. Entonces V(s) = —Fs, y por tanto

_ 2mF

u(S):_U()S, UO—?>O.

Efectuando el cambio de variable
x= —UyP(e+Uos),  ulx) = 9(s)

71
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(el signo menos se debe a razones histéricas) se obtiene la ecuacién de Airy

=] @9

Esta ecuacién no se puede resolver en términos de funciones elementales. De hecho, su solu-
cién general se expresa en términos de funciones de Airy (que a su vez se pueden escribir en
términos de funciones de Bessel).

Consideremos ahora el oscilador arménico cuantico, para el cual el potencial es

V(s) = %mwzs2 . (3.6)

La ecuacién de Schrédinger reducida es por tanto
2
P+ [s— (mh—w) sz} P =0.

Efectuando el cambio

se obtiene la ecuacion de Weber

'+ (A —x)u=0|, (3.7)
siendo
_ e _2E
C omw  hw

una constante adimensional. De nuevo, para valores arbitrarios de A la solucién general de
la ecuacién anterior no es expresable en términos de funciones elementales, sino a través de
funciones parabdlicas cilindricas. Sin embargo, si A = 2n+1conn = 0,1,2,... entonces la
ecuacion (3.7) tiene una solucién particular de la forma

u(x) = e’éHn(x) ,

siendo Hj, el polinomio de Hermite de grado n. Para estos valores de A, la energia correspondiente
es

E=(nt ). (3.8)

Se puede probar (ver pags. 80-81) que éstos son los tinicos valores de E para los cuales la ecua-
cién de Schrodinger (3.2) con el potencial arménico (3.6) admite alguna solucién normalizable,
es decir tal que

/_O;‘gb(s)\zds <.

Por tanto, las energias de los estados ligados (con energia bien definida) del oscilador arméni-
co cuantico estdn dadas por la expresion (3.8). En particular, a diferencia de lo que ocurre en
mecénica clasica, las energias de un oscilador cudntico estdn cuantizadas.

3.1.1 Puntos regulares

En esta seccién veremos que cuando los coeficientes de la ecuacién (3.1) son suficientemente
regulares, la solucion general de dicha ecuacion se puede expresar mediante desarrollos en se-
ries de potencias. Antes de abordar este problema, repasaremos brevemente algunos conceptos
sobre funciones analiticas de variable real que serdn de utilidad en lo que sigue.
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Definicién 3.2. Una funcién f : R — IR es analitica en el punto xp € IR si existe » > 0 tal que
f(x) =Y (x — x)F, lx —xo| <. (3.9)
k=0

En lo que sigue utilizaremos las siguientes propiedades bien conocidas de las series de poten-
cias:

e Existe R € (0, 0] tal que la serie (3.9) converge si |[x — xg| < Ry diverge si |[x — xo| > R
(en particular, R = oo si (3.9) converge en todo R). Dicho R se denomina radio de con-
vergencia de la serie (3.9). La serie converge absolutamente en el intervalo de convergencia
(xo — R, xo + R), siendo ademds uniformemente convergente en cualquier subintervalo com-
pacto del intervalo de convergencia.

e La funcioén analitica (3.9) es infinitas veces derivable en su intervalo de convergencia, y sus
derivadas se pueden calcular derivando término a término la serie que la define, es decir,

) (x) = ickk(k—l) co(k—j+1)(x — x0)<
=

Luego

()
= f j('XO) . ji=01,..., (3.10)
y por tanto en el intervalo de convergencia f se puede representar mediante su serie de
Taylor centrada en xp

f(x) = i f(k)k(!xo) (x — x)*, |x — xo| < R. (3.11)

e De la propiedad anterior se sigue inmediatamente que una funcién f : R — R es analitica
en x( si es C* en xy, y la serie de Taylor de f centrada en xy converge a f en un entorno
de dicho punto.

e Si f es analitica en x(, entonces f es analitica en todo punto del intervalo de convergencia
(xo —R,x0+ R).

e Si f,g : R — IR son analiticas en x, las funciones A f + ug (con A,y € R)y f ¢ son
analiticas en x. Si, ademds, g(xp) # 0, el cociente f/g es analitico en xo.

Ejemplo 3.3. La funcién f(x) = x* (con & € R) sélo es analiticaen x = 0sia € N U {0}. En
efecto, para cualquier otro valor de « las derivadas de la funcién de orden mayor que « son
singulares en el origen. De hecho f ni siquiera estd bien definida para x < 0, salvo si « es un
racional p/q con p,q € Z primos entre si y g impar. La funcién g(x) = |x|* estd definida en
toda la recta real para « > 0, pero no es C* (y por tanto tampoco analitica) en x = 0 a menos
que « sea un entero no negativo par.

Ejemplo 3.4. Existen funciones C* que no son analiticas. Por ejemplo, la funcién f : R — R

dada por
flx) = e /¥, x#£0
|l 0, x=0
es C* en IR, pero no es analitica en el origen ya que todas sus derivadas se anulan en dicho
punto.
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Definicién 3.5. Se dice que xp € R es un punto regular (u ordinario) de la ecuacién (3.1) si
los coeficientes ap(x) y a1 (x) son funciones analiticas en xy. El punto x( se dice singular si no es
regular, es decir, si a9(x) 6 a1(x) no son analiticas en dicho punto.

En otras palabras, si xg es un punto regular de la ecuacién (3.1) entonces tanto ag como a;
admiten sendos desarrollos en serie de potencias de x — x

x):Zui,k(x—xo)k, i=0,1,

con radios de convergencia positivos Rg y Ry, respectivamente. Por tanto ambas series convergen
simultdneamente si |x — xo| < R = min(Ro, Ry) > 0.

Ejemplo 3.6. Si los coeficientes de la ecuacién (3.1) son polinomios en la variable indepen-
diente todo punto es regular para dicha ecuacién. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, para las
ecuaciones de Airy y de Weber.

Ejemplo 3.7. Estudiemos cuédles son los puntos regulares de la ecuacién lineal homogénea de
segundo orden
(e —Du" + x*u' +senxu =0. (3.12)

Para ello, debemos primero escribir la ecuacién en la forma (3.1), es decir

x>, senx

" —
u—i—ex_lu—i—ex_lu—o, x#0.
Los coeficientes de la ecuacién son por tanto
2
sen x x
= -, — O .
() = o, m) = (x£0)

El numerador y el denominador de las fracciones que definen a ag y a; son funciones analiticas
en todo punto. Ademas, el denominador e* — 1 sélo se anula en x = 0. Como el cociente de
funciones analiticas es una funcién analitica en los puntos donde no se anula el denominador,
concluimos que 4y y a1 son analiticas en cualquier punto x¢ # 0. Por tanto todo punto xg # 0
es un punto regular de la ecuacién (3.12).

En cuanto al punto xy = 0, aunque el denominador e* — 1 se anula en este punto, ocurre lo
mismo con los numeradores sen x y x2. De hecho, definiendo

COS X 2x

ﬂo(o):}gr(l)ﬂo(x)zggé o =1, “1(()):91335“1(")—}(%; 0,

los coeficientes a; son funciones analiticas en x = 0. En efecto,

) . x2k+1 ) . ka ) x2k
LV Gy LV W Ve
= K = k! = (1+1)!

siendo tanto el numerador como el denominador funciones analiticas en R (series convergentes
de potencias de x con radio de convergencia infinito; apliquese, por ejemplo, el criterio del
cociente). Como la serie en el denominador no se anula (vale 1) para x = 0, el cociente ao(x) es
analitico en x = 0. Andlogamente,

2
k

x —_—
© 4 T oo
k;ﬁ E l+1

X

a1(x) =
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es de nuevo el cociente de dos series de potencias de x convergentes en toda la recta real, con
denominador distinto de cero en el origen. Luego también el origen es un punto regular de la
ecuacion (3.12), y por tanto todos los puntos son regulares para esta ecuacion.

(Cudl es el radio de convergencia de las series de Taylor de ag y a1 centradas en el punto xo?
En principio parece dificil responder a esta pregunta, ya que no es facil obtener la expresion
general de los coeficientes en estos desarrollos. Sin embargo, para calcular el radio de conver-
gencia lo mejor es extender las funciones ag y a; al plano complejo, es decir considerar

2
sen z
HO(Z)—ﬁ, a1<z>_e27—1, ZGC,
donde (al igual que antes) se define a9(0) = 1y a1(0) = 0. En efecto, puede probarse que
el radio de convergencia de una serie de potencias en la variable x € R no varia cuando se
extiende dicha serie al plano complejo. Las funciones ag y a1 (con a9(0) y a1 (0) definidos como
antes) son analiticas en todo el plano complejo excepto en los puntos

z = 2krti, ke z—{0},

pues en estos puntos se anula el denominador en las expresiones que definen ag y 41, mientras
que el numerador es distinto de cero (recuérdese que sen(2kri) = isenh(2k7) # 0sik # 0). El
radio de convergencia de las series de Taylor complejas

ai(z)zzﬂi,k(—z-zo)k, i=01, zeC,
k=0

esigual a la distancia de zg a la singularidad mas préxima de la funcién 4; (ya que dicha funcién
no estd acotada en un entorno de la singularidad). En particular, si zop = xp € R obtenemos las

formulas
Ry =Ry = /4% + 13,

ya que las singularidades de las funciones ag 6 2; mas préximas a un punto del eje real estan
en £27i. En particular, si xo = 0 entonces Rg = Ry = 27t.

ﬁeorema 3.8. Sea xo un punto reqular de la ecuacion (3.1), y sean Ro y Ry los radios de convergem
cia de las series de Taylor centradas en xo de ay(x) y aq(x), respectivamente. Entonces toda solucion
u de la ecuacion (3.1) es analitica en xy, es decir, se puede representar mediante la serie de potencias

u(x) =Y cp(x —xo)", (3.13)
k=0
@ndo el radio de convergencia de esta serie mayor o igual que R = min(Ry, Ry). J

Comentario. Si xg es un punto regular de la ecuacién (3.1), las soluciones g, 1; (analiticas en
X0, como toda solucién) que verifican las condiciones iniciales

) =1, uy(xo)
) =0, uj(x)
forman un sistema fundamental de soluciones, ya que su wronskiano vale 1 en xg. Como la

solucion (3.13) verifica u(xg) = co y u'(x9) = ¢1, dicha solucién se expresa en términos de este
sistema fundamental como

MQ(

(3.14)
Ml(

X0 xo) =0;
X0 X0 1 ,

u(x) = coup(x) + crug(x).
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Comentario. Los coeficientes ¢, € R (k = 0,1,...) del desarrollo (3.13) se calculan sustitu-
yendo la serie anterior en la ecuacién diferencial (3.1) e igualando a cero los coeficientes de las
distintas potencias de x — xp en la expresion resultante. N6tese que, por las propiedades de las
series de potencias, para calcular u” y u’ podemos derivar la serie (3.13) término a término.

Ejemplo 3.9. El Teorema (3.8) permite asegurar que las soluciones de la ecuacién (3.12) son
analiticas en el origen con radio de convergencia mayor o igual que 27, es decir pueden repre-
sentarse por una serie de Maclaurin

x) = i crxk (3.15)
k=0

convergente para |x| < 27t.

Ejemplo 3.10. Consideremos la ecuacién con coeficientes constantes
u —u=0. (3.16)

Como el polinomio caracteristico es p(A) = A% — 1, la solucién general de esta ecuacién es
(cf. Teorema 2.30)
u(x) = ae* 4 pe ", a B eER. (3.17)

En este caso todo punto xp € R es regular, con R = min(Rp, R;) = oo (ya que los coeficientes de
la ecuacién son constantes). Por tanto las soluciones de esta ecuacién son funciones analiticas en
todo R (con radio de convergencia infinito). Desarrollemos, por ejemplo, alrededor de xo = 0.
Sustituyendo la serie (3.15) en la ecuacion (3.16) obtenemos

[ee] (o]

Y k(k—1)cpa 2 Z Z[l+2 (I+1)c2—ca]x' =0.
k=2 k=0 =0

Igualando a cero el coeficiente de x/ en esta expresiéon obtenemos la siguiente relacién de recu-
rrencia que han de satisfacer los coeficientes c;:

(I+2)I+Dep=c, 1=012.... (3.18)

La relacién anterior determina los coeficientes pares en términos de cg y los impares en términos
de c1, ya que relaciona c¢; con ¢4, (nétese que el coeficiente de ¢, en (3.18) no se anula para
ningan I = 0,1,...). Los coeficientes cg = u(0) y c; = u'(0) quedan indeterminados por la
relacién de recurrencia (3.18), lo cual es razonable, dado que la ecuacién (3.16) debe tener una
solucion para todo valor de las condiciones iniciales u(0) = ¢o y #/(0) = ¢;. La relacion de
recurrencia (3.18) se resuelve facilmente. En efecto, si cp # 0 podemos escribir

Cok _ C2k Cxk—2 2 1 1 Lo 1
0 Co2Cog  Co 2k(2k—1) (2k—2)(2k—3) 2.1  (2k)!
€0
= |C% = 20! |

expresion que es obviamente valida también si cp = 0. Andlogamente, si c; # 0 entonces

Cok+1 _ Cok+1 Cok—1 €3 _ 1 1 1 1
C1 N Cok—1 Cok—3 C1 N (2k+1)(2k) (2k—1)(2k—2) 3-2 N (2k+1)'
C1
=  |Cx+1 = 7(2k+1)! ,
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que de nuevo vale también para c; = 0 en virtud de (3.18). La solucién general de la ecuaciéon
(3.18) es por tanto

o 2%k o 2k+1
u(x) = Cog@ +C1]§)m = ¢g coshx + ¢1 senh x.

Esta expresion de la solucién general de (3.16) es equivalente a (3.17) con « = (co+¢1)/2y

B=(co—c1)/2.

Ejemplo 3.11. Consideremos a continuacién la ecuacién de Airy (3.5), para la cual todos los
puntos son regulares con R = oo (pues los coeficientes son polinomios). Desarrollando de
nuevo alrededor de xy = 0 obtenemos la expresién

i k(k —1)cxk=2 — i cexftl = 2c0 + i [(1+2)(I+1)c1y0 — 4] ¥ = 0.
k=2 k=0 1=1
Igualando a cero los coeficientes de las potencias de x obtenemos
=0 (3.19)
junto con la relacién de recurrencia

(l + 2)(1 + 1)Cl+2 =Cj—-1, I = 1,2, e (320)

Noétese que ahora la relacién de recurrencia relaciona c; con ¢y 3. De esta propiedad y la ecua-
cion (3.19) se sigue que

’c3k+2:0, k=0,1,2,...]. (3.21)

Ahora ¢y determina todos los coeficientes de indice multiplo de 3, mientras que c¢; determina
los coeficientes c3; con k = 1,2,.... Més concretamente, para calcular c3; reescribamos la
relacion de recurrencia (3.20) en la forma

3k(3k—1)C3kIC3k73, k:1,2,... .

Si ¢y # 0 se tiene

Cok _ O3k Cak3 3 _ 1 1 L
Co C3k—3 C3k—6 Co 3k(3k—1)3(k—1)(3k—4) 3-1-2
co
- = , k=1,2,...,
k= 3125 (3k— 1)

relacién vélida también para cp = 0. Nétese que la expresion anterior es también cierta para
k = 0, ya que en este caso el producto 2-5- - - (3k — 1) tiene cero factores, y por convenio un
producto con cero factores se define como 1. Andlogamente, de (3.20) se sigue que

3k(3k+1) C3k+1 = C3k—2, k= 1,2,... ,
y por tanto si c; # 0 se verifica

C3k+1 _ C3k+1 C3k—2 Cq 1 1 1

a 32 Css  ¢1 3-k-(3k+1)3-(k—1)-(Bk—2) 3-1-4

C1

k=1,2,....
k147 (3k+1) |
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Al igual que antes, esta relacion es vélida también para k = 0. Por consiguiente la solucién
general de la ecuacion de Airy estd dada por

3k 3k

> X ad x
u(x)_cokg()Bkk!Z-S S (Bk—1) +C1xk§03kk14-7--- Gk+1)|

(3.22)

Como los coeficientes de la ecuacion de Airy son polinomios, el radio de convergencia de las
series (3.22) que definen a u(x) es infinito.

3.1.2 Laecuaciéon de Hermite

Si en la ecuacion de Weber
¢+ (A=x)p=0 (3.23)

efectuamos el cambio de variable dependiente

obtenemos la ecuacién de Hermite

u" —2xu' +2uu=0|, 2u=A-1€R. (3.24)

Como los coeficientes de esta ecuacion son polinomios, todo punto es regular, y el radio de
convergencia de la serie de Taylor centrada en cualquier punto de las soluciones de la ecuacién
es infinito. Si desarrollamos alrededor del origen, sustituyendo

(o]
u(x) =Y cex*
k=0

en la ecuacion obtenemos la identidad

[ee]

Z k(k—1)cpx*2 -2 Z kcxk 4-2p Z Xt =0
k=2 k=1 k=0

que podemos reescribir como sigue:

[ee]

Y [+2) (I +1) crp+2(n — 1) cr]x' =0.
I=0

De esta ecuacion se obtiene la relacion de recurrencia
(I+2)(I+1)cp=-2(up—1)c, [=0,1,.... (3.25)

Como el coeficiente de c;;, no se anula para ningtin/ = 0, 1, ..., la relacién anterior determina
todos los coeficientes pares (impares) en términos de cg (c1). Para calcular los coeficientes pares
escribimos (3.25) paral =2k —2 (k =1,2,...), obteniendo

2k(2k — 1) cop = —2(p — 2k +2) cpx_2, k=1,2,.... (3.26)
Por tanto (suponiendo que cyp # 0, ya que si ¢g = 0 todos los coeficientes pares se anulan)

Cok Ok Cok2  C_ —2(p—2k+2) 2(u—2k+4) 2y
0 k2 Cxa co  2k(2k—1) (2k—2)(2k—3) 2-1
_ (=2 _
= i pp—2)--- (p—2k+2)
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y entonces

_n\k
czk:((zlf))!y(y—Z)---(y—Zk—i—Z)co, k=0,1,.... (3.27)

Analogamente, para los coeficientes impares ¢y, 1 la relaciéon de recurrencia se escribe
(2k +1)(2k) o1 = —2(p — 2k + 1) cp_1, k=1,2,..., (3.28)
por lo que (si ¢; # 0)

Coks1 _ Cokp1 Ck—1 €3 _ —2(p—2k+1) —2(p—2k+3)  —2(u—1)

1 Cok—1 Cok—3 i (2k+1)(2k) (2k—1)(2k —2) 3.2

_n\k
— i (H = D=3 (= 2k1).

Por tanto

Y
c2k+1:(2(kj)1)!(y—1)(y—3)---(y—2k+1)c1, k=0,1,..., (3.29)

expresion obviamente valida también si c; = 0. Por tanto la solucién general de la ecuacién de
Hermite (3.24) es

u(x) = coup(x) +cyui(x),

donde
ug(x) = kf(;)y(y—Z) o (= 2k +2) ((;]f)),k x%k (3.30)

y
up (x) :Ii(y—l)(y—3)---(y—2k+1) (2(k_j)1k)!x2k+l , (3.31)

siendo ambas series convergentes para todo x € R. Las funciones u;(x) (i = 0,1) son ambas
soluciones de la ecuaciéon de Hermite (3.24), siendo up una funcién par y u; impar, es decir

ui(—x) = (=D'u;(x), i=0,1. (3.32)

Notese que de las expresiones (3.30)-(3.31) se deduce que las funciones u;(x) satisfacen las
condiciones iniciales (3.14) en xg = 0.

Las funciones ug y 11, que como hemos visto anteriormente forman un sistema fundamen-
tal de soluciones de la ecuaciéon de Hermite, se reducen a polinomios para ciertos valores del
pardmetro y que aparece en la ecuacion. En efecto, la solucién par ug(x) se reduce a un polino-
mio si se anula el coeficiente cy; para algtin valorde k =1,2,..., es decir si

p(p—2)(p—2k+2)=0

para algtn k. Esto s6lo es posible si 4 = 2n conn = 0,1,.... En tal caso c,4+2 se anula en
virtud de (3.27), lo cual implica que ¢y = 0si k > n por la relacién de recurrencia (3.26). En
definitiva, si y = 2n la solucién ug en (3.30) se reduce al polinomio

! n!  (2x)%

Pan(x) =} (=1)f (n—k)! (2k)!
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donde hemos tenido en cuenta la identidad
n!

(n—k)"

Por el contrario, la solucién impar u; no es polinémica cuando y = 2n, ya que

2n(2n—2)---(2n =2k +2) =2n(n—1)---(n—k+1) =2

2n—-1)2n—-3)---(2n—2k+1) #0, k=1,2,....

La solucién u; sera sin embargo polindmica si y = 2n+1conn = 0,1,..., ya que entonces
con+3 = 0 debido a la Ec. (3.29), lo cual implica (por la relacién de recurrencia) que cprq3 = 0
para k > n. En este caso la solucién u; se reduce al polinomio

n n! (zx)Zk—i-l
,g(_1>k(n — 1) 2k 1)

N —

Pryi1(x) =

De nuevo, para estos valores de y la solucién par ug 1o se reduce a un polinomio.
Cuando la solucién u; (i = 0, 1) no se reduce a un polinomio (en particular, sip # 0,1,2,...),

entonces la correspondiente solucién ¢;(x) = e ¥/ 24;(x) de la ecuacién de Weber (3.23) o es
normalizable.

En efecto, supongamos que la solucién u;(x) (i = 0,1) no se reduce a un polinomio, y por
tanto u # 2k +iparatodok =0,1,.... Si escribimos el desarrollo de u;(x) como

u;(x) :xibe{ka (i=0,1),
k=0

entonces de las Ecs. (3.26) y (3.28) se sigue que

bi c ; 2k+i—
k+1 2k+2+i H
= = = - <0, Vk=0,1,.... 3.33

Por otra parte, si « € R entonces

=) k
2 o
e = Zakx2k, ﬂkEF/
k=0 :
y por tanto
aj 44
7il:k+1. (3.34)

Si0 < a < 1, de las expresiones (3.33) y (3.34) se sigue que existe N € IN suficientemente
grande tal que

i
bk+1

a
S Tt S0, Vk>N.
by, ay
Luego,sik > N,
Gt B a ava_a
b}\] bllc—l blN a1 aN aN

De esta desigualdad se sigue inmediatamente que

1, . . 1
o () = Py (0) > = (e —an (),
N
donde

ph(x) = Y b, gn(x) = ) g
k=0 k=0
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son polinomio de grado 2N. Por tanto, si |x| > 1 se tiene

—i ax?

xfui(x) e

: > ,
bl 2an

de donde se deduce que

by a2
()] > S e, x> 1.

Por tanto, la correspondiente solucién ¢; de la ecuacién de Weber verifica

b ,
"Pi(x)|>|2aN| Ixfle@ 2% x> 1. (3.35)
N

De esta expresién con % < & < 1 se sigue que la funcién ¢;(x) no estd acotada cuando

|x| = oo, y por tanto no es normalizable.

De la discusiéon anterior se deduce que si 4 = n = 2k +1i,conk = 0,1,2,..., entonces la
ecuacién de Weber (3.23) tiene una tnica solucién linealmente independiente normalizable
(proporcional a ¢;), de energia

E:h—w/\:h—w(ZynLl):hw(n—i—l), n=012,.... (3.36)

2 2 2

Por otra parte, si u # 0,1,. .., entonces la expresion (3.35) se cumple para i = 0, 1 simultdnea-
mente, de modo que ninguna solucién ¢(x) = copo(x) + c1¢1(x) de la ecuacion de Weber es
normalizable en este caso. Esto demuestra que las energias de los estados ligados del oscilador
armonico cudntico estdn dadas por la expresion (3.36). Dicha expresiéon fue deducida empirica-
mente por Planck en 1900 para explicar la distribucién de frecuencias del espectro de radiacién
de un cuerpo negro, y con ella puede decirse que comenz6 la Mecédnica Cudntica.

Los polinomios de Hermite Hy(x) (k = 0,1,...) son proporcionales a los polinomios Py (x)
que acabamos de introducir. Mds precisamente, los polinomios de Hermite se suelen definir
mediante las férmulas

. (2n)! ! " 2n)!
Hao () = (-1 2o (1) = (1) B
k=0
< _1\! (21’[)' 2n—2i
N ZZ(:)( ) il (2n — 2i)! (2x) ’
. (2n4+1)! L " 2n+1)!
o (5) =21 L ) = T o el o
. ; (2n+1)! 2n41-2i
_ R AY n i
_1.;0( Vianri—2 2 ‘
Ambas féormulas se pueden englobar en la siguiente:
p g g
[k/2] (_1)ik| .
_ . k—2i _
Hi(x) = i;;) T a1 (k= 20)1 (2x) , k=0,1,...|, (3.37)

donde [x]| denota la parte entera de x (mayor entero menor 6 igual que x). Al ser Hy proporcio-
nal a P, para todo k = 0,1,..., Hi es solucién de la ecuaciéon de Hermite (3.24) con p = k, es
decir,

HY —2xH,+2kH,=0|, k=0,1,.... (3.38)
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Los primeros polinomios de Hermite son:

Hy(x) =1

Hi(x) =2x

Hy(x) =4x*> -2

H3(x) =8x> —12x
) =

16x* —48x% +12.

La funcién generatriz F(x, z) de los polinomios de Hermite se define como

z2)=Y PL‘]ffc)zk . (3.39)
k=0 :
Procediendo formalmente se obtiene
F(X Z) _ i Ug] (_1)1 (2x)k 2i Zk _ ii (_1)1 (Zx)] Z]+21
s = =it (k- 20)! - =5 il !
o joo (__S2)i
_ Z (Zx'z) Z ( 7-" ) 2xz efz2 _ eZchfz2 ) (3.40)
= I iz F

Por otra parte, de la definiciéon de F se sigue que

ak
Hi(x) = QF(x,z) » (3.41)
Combinando (3.40) y (3.41) se obtiene
ak 2 2 2 ak 2 2 dk 2
_ Y —(z—x)? \x _ oY —(z—x) _ o Y Lw
Hi(x) ozk [e ¢ ]Z:O ¢ 9k 20 ¢ dwk e x
2 dk _$2
= (=1)% a5k € L
es decir
X dk 7x
Hi(x) = (—=1)ke® e il (3.42)

La identidad anterior es la llamada férmula de Rodrigues para los polinomios de Hermite.

Derivando la definicién (3.39) de la funcion generatriz respecto de z y x y utilizando (3.40)
se obtienen propiedades importantes de los polinomios de Hermite. En efecto, derivando par-
cialmente respecto de z se obtiene

ieZchfz2 =2(x —2z) e2xzfz2 _ i 2x Hi(x) & i 2 Hi(x) ey

0z k! k!

k=0 k=0

Zl

Z [2x Hj(x ZjHj_l(x)]],—!,
que por (3.39) ha de ser igual a

> H(x)
5 o

k=1
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Igualando los coeficientes de zl en ambas expresiones se obtiene la identidad

Hjq(x) = 2x Hi(x) —2j H;_1(x) |, j=0,1,..., (3.43)

que puede ser utilizada para calcular recursivamente los polinomios de Hermite a partir de
Hy(x) = 1. Analogamente, derivando la funcién generatriz respecto de x se obtiene

] 00 j
ad e2xz 22 _22e2xz 22 _ZZHk k+1 22] Z ZH],OC)ZT’
ox ] = j!
de donde se deduce la relacion
H]’(x) =2j Hj_l(x) , j=01,.... (3.44)

Nétese que combinando las relaciones (3.43) y (3.44) se deduce facilmente que el polinomio H;
es solucién de la ecuacién de Hermite con y = j, ya que

HY'(x) = 2jH]_, (x) = d% (2 Hy(x) — iy (x)] = 2x H!(x) + 2H;(x) — HL,, (x)
= 2x Hj(x) + 2H;(x) — 2(j + 1) Hj(x) = 2x Hj(x) — 2j Hj(x) .

Otra de las propiedades importantes de los polinomios de Hermite es su ortogonalidad en
x2

la recta real respecto de la funcién peso e™*, es decir
/ Hy(x) Hm(x)e_x2 dx =0, m#n|. (3.45)
x2
Para probar esta relacion, basta recordar que las funciones ¢ (x) = Hy(x)e™ z verifican la

ecuacion de Weber con A = 2k + 1, es decir
@i (x) + (2k +1— %) ¢ (x) =0, k=0,1,....

De esta ecuacién se deduce que

0= gn[@h+ @m+1=x")@u] = g [gy+ (20 +1=2)pu] = @u @ = @ @}y = 2(1 = 1) 1 G,
y por tanto
d
T (@ @l = @ 9) = 201 = 1) @ P
Integrando esta igualdad entre —oo y +co se obtiene (3.45), ya que

2

lim @, (x) ¢, (x) = lim (H;,(x) — x Hy(x))Hy(x)e™ =0.

x—+oo xX— Foo

En Mecénica Cudntica es también de gran interés el cdlculo de la integral (3.45) para m = n.

Para evaluar dicha integral, multipliquemos (3.43) por H j+1e*x2 e integremos entre —oco y +-00.
Aplicando las relaciones de ortogonalidad (3.45) se obtiene

R f

= —[e B Ha )]+ / (%) Hjy (x)] dx.
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Utilizando de nuevo las relaciones de ortogonalidad (3.45) y la identidad (3.44) queda

/ H2,, (x)e dx = / T e [H]’(x) Hyor (%) + Hj(x) HLy 4 (x)] dx
_/ [2jHj_1(x)Hj1(x )+2(j+1)H]'2(x)}e_x2dx
:2(j+1)[ sz(x)e_x2dx, i=01,....

De esta igualdad se deduce facilmente que

/ H2(x)e™ dx = Z”n!/ H2(x)e ™ dx = 2”14!/ e dx.
Como la dltima integral es igual a /T, se tiene finalmente
/ H2(x)e ™ dx = 2"nl /7t |. (3.46)

Ejercicio.

1. Probar que si ag es una funcién par y a; es impar (y ambas son continuas), entonces u(—x)
es solucion de la ecuacion (3.1) si u(x) es solucion.

2. Deducir que las soluciones u;(x) de la ecuacién (3.1) definidas por las condiciones inicia-
les (3.14) con xp = O tienen la paridad de (—1)?, es decir satisfacen (3.32).

3. Concluir que si el punto xp = 0 es regular y u(x) es solucion de la ecuacién (3.1) con las
condiciones iniciales #(0) = ¢g, #'(0) = c1, entonces u admite un desarrollo en serie de
potencias de la forma

[ee] o0
u(x) =co y_ o x4 Y Br x 2L
k=0 k=0

3.1.3 Laecuacién de Legendre

Uno de los métodos mas usuales para resolver la ecuacion de Laplace AY = 0 en un sistema de
coordenadas ortogonales es el llamado método de separacién de variables En coordenadas esféricas
(r,0,¢), el método consiste en buscar soluciones de la forma

¥(r,0,¢) =

Sustituyendo esta expresién en la ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas

2
a(ﬁ”) + L a(senf)”) +#8—T:0

ar ar sen 6 00 L sen? 0 d¢p?
se obtienen las tres ecuaciones diferenciales ordinarias siguientes:
a(a+1
R"(r) — (rz) R(r) =0, (3.47a)
Q"(9) +m*Q(9) =0, (3.47b)
1 m?
- P’ - =0. 47
— =5 ((send (9)) + [oc(zx +1) = 55 | P(6) = 0 (3.47¢)
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En las ecuaciones anteriores, m y a son dos constantes de separacion, y sin pérdida de generalidad
puede suponerse que & > —3, yaque a(a +1) = (« + 3)> — 1. Si enla Ec. (3.47c) con m = 0
hacemos el cambio x = cos 6, llamando u(x) = P(6) obtenemos inmediatamente la ecuacién
de Legendre

(1—xH)u" —2xu' +a(a+1)u=0| (3.48)
Los coeficientes de esta ecuacion
2x a(a+1)
al(x) = _1—7352’ ao(x) = 1_79(.2, X # :i:l, (349)

son funciones analiticas en xp = 0, siendo los radios de convergencia de sus desarrollos de
Taylor centrados en dicho punto Rp = R; = 1. Por el Teorema 3.8, la soluciéon general de la
ecuacién de Legendre se puede expresar mediante la serie de potencias

x) =Y (3.50)
k=0

con radio de convergencia mayor o igual que 1. Sustituyendo la serie (3.50) en la ecuacién de
Legendre obtenemos

(1—2%) Y k(k— D)2 =2 Y kb +a(a+1) ) o
—2 k=1 k=0
=Y k(k—1)cex*" Z[ k—1) +2k—oc(oc+1)}ckx

>\~
Il
N

k=0

(1 +2) 1+ Dera = (10 +1) — (e +1))e |+ =0

I
agk:

N
Il
=}

Igualando a cero el coeficiente de x/ en la expresién anterior se llega a la relacién de recurrencia
(I4+2)(1+1)co=(11+1) —a(e+1))g, [1=01,...,
o equivalentemente,

(@ D(@+1+1)
2T T ) (1)

a, 1=01,.... (3.51)

La relacion anterior determina todos los coeficientes ¢y (respectivamente ¢y, 1) en términos de
co (respectivamente c1). Por ejemplo, los coeficientes de las potencias pares estdn dados por

(e -2%+2) (@ +2k—1) —(a—2k+4)(a+2k—3) —(a-2)(a+3) —ala+l)

o 2k<2k_1) . (2k—2)(2k—3) 4.3 2.1 o
_ 1)k
Analogamente,

@2k )+ 2k) —(—2k+3)(@+2k—2) —(a—1)(a+2)
€241 = (2k + 1)2k k-1 (2k-2) 3.2

C1

- (2(k_i)1k)z("‘_1)(‘"—3)“'(“—2k+1)(06+2)(0¢+4)---(oc+2k)c1, k=0,1,....
(3.53)
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Por tanto, la solucién general de la ecuacién de Legendre se puede expresar como
u(x) = coup(x) + crui(x),

donde las soluciones 1 y 11 verifican las condiciones (3.32) y estdn dadas por

ug(x) = i ((;I;)'k alw—2) - (a —2k+2) (e +1)(a +3)--- (a4 2k — 1) x* (3.54)
k=0 :

uxzwﬂa—lzx— v (e —=2k+1)(a a4+ 4) - (a+ 2k) x2H
1(x) ,§O<2k+1>!( J(@—=3)- - (w =2k +1)(a+2)(a+4) - (a+2k) x|, (3.55)

siendo ambas series convergentes para |x| < 1. Para x = +1 (es decir, 6 = 0, 7), no estd ga-
rantizada la convergencia de las series anteriores. De hecho, puede probarse que dichas series
divergen en x = %1, salvo para aquellos valores de a para los que se reducen a un polinomio.
Alsera > —%, de las expresiones (3.54) y (3.55) se deduce que la solucién 1 es un polinomio
sia = 2n,conn = 0,1,..., mientras que la solucién u; es polinémica para « = 2n + 1, con
n =0,1,.... Dichas soluciones polinémicas son proporcionales a los polinomios de Legendre,
definidos por

=~
I

L

=

[k/2] ‘ by ,
Pi(x) = % ;) (—1)! (i‘) <2k r 21) xk=2i (3.56)

En efecto, si « = 2n entonces es f4cil comprobar que

Pon(x) = (;Zln)" <2nn> wox),

mientras que si « = 2n + 1 entonces

Pua() = G o (P .

Py(x) =1

Pi(x) =x

Py(x) = % (32 1)

Py(x) = 5 (5 ~3x)

Py(x) = % (35x* — 30x° +3).

Al ser P proporcional a ug (si « = k es par) o a u; (si « = k es impar), dicho polinomio es
solucién de la ecuacion de Legendre (3.48) con o = k, es decir,

(1—x*)P/ —2x P, +k(k+1)P, =0]|. (3.57)

Los polinomios de Legendre satisfacen propiedades anédlogas a los de Hermite, que enun-
ciaremos sin demostracion:
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e Funcion generatriz:

1 = K
F(x,z2) = ———= =) Pi(2)z
(x.2) V1—2xz+ 22 ,;) (2)
e Férmula de Rodrigues:
Pe(x) = oo g (= 1)

e Relaciéon de recurrencia:

(k+1)Peyq(x) — (2k + 1)xPr(x) + kPr_1(x) =0}, k=0,1,....

e Relacion de ortogonalidad en el intervalo [—1, 1]:

1 2
/_1 Pn<x)Pm(x> dx: m(snm .

3.2 Puntos singulares regulares

Estudiaremos a continuaciéon el comportamiento de las soluciones de la ecuacién lineal ho-
mogénea de segundo orden (3.1) en las proximidades de un punto singular xy € IR, es decir tal
que al menos uno de los dos coeficientes 4;(x) de la ecuacion no es analitico en xj.

Ejemplo 3.12. Posiblemente la ecuacién mds sencilla de la forma (3.1) que es resoluble elemen-
talmente y tiene un punto singular es la ecuacién de Euler de segundo orden

*u" +poxu +qgou=0]|, po, g0 € R. (3.58)

En efecto, es claro que si po y 4o no son ambos nulos entonces el origen es un punto singular
de (3.58). Por otra parte, la ecuacion se resuelve facilmente mediante el cambio de variable
dependiente

t =log|x|, x#0,

ya que si

dx < dt > -
entonces — = = x, por lo que

d dx
dy _ , ydx _ dzy_zu /
a—u(x)a—xu(x), @—xu(x)%—xu(x).

Por tanto y(t) satisface la ecuacién lineal homogénea de coeficientes constantes

d’y dy
gz T(Po—1) g, 70y =0, (3.59)

cuyo polinomio caracteristico es

p(r)=r"+(po—1)r+qgo=r(r—1)+por+qo. (3.60)
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Sir; (i = 1,2) son las dos raices (posiblemente complejas) de (3.60), la solucién general de la
ecuacion (3.59) estd dada por

cre’t 4 coel?t sirgy #1ry, 1,12 €R
y(t) = ¢ (c1 +cat)e’t, sirp=r=reR
(c1cos(Bt) +cp sen(Bt))e*, sirp=azipeC.

Por tanto, la solucién general de la ecuacion de Euler (3.58) es

c1 x| + ez |x|2, siry #r2, 1,12 €R
u(x) =< (c1 + c2log|x|)|x]", sin=rn=reR (3.61)
[c1cos(Blog |x|) + c2 sen(Blog |x|)]|x|*, sirp=a+ifpeC.

Obsérvese que para ciertos valores de las raices r1 y 2 (0, lo que es lo mismo, de los coeficientes
Po 'y 9o0), algunas o incluso todas las soluciones de la ecuaciéon de Euler (3.58) pueden ser analiti-
cas en x = 0, aunque los coeficientes de la ecuacién no lo sean. Mdas concretamente, si r1 # 12
son enteros no negativos entonces todas las soluciones son analiticas en x = 0, mientras que si
r1 = rp = r es un entero no negativo entonces hay una séla solucién linealmente independiente
analitica en x = 0, a saber u(x) = x". (;Por qué se puede sustituir |x " por x"i en (3.61) si r; es
un entero impar?)

A pesar de que la ecuaciéon de Euler (3.58) no admite en general una solucién analitica en el
punto singular x = 0, es evidente que siempre posee al menos una solucién de la forma

u(x) =[x,

siendo 7 una de las raices del polinomio caracteristico (3.60) (evidentemente, si 11 » son comple-
jas entonces esta solucién es también compleja). Podria pensarse que si xg es un punto singular
de la ecuacién (3.1) entonces dicha ecuacién admite siempre alguna solucién no trivial de la
forma

u(x) = |x —xo|"v(x), (3.62)

con v analitica en xy. El ejemplo siguiente demuestra que esto no es cierto en general:

Ejemplo 3.13. Consideremos la ecuaciéon

x2u" ' — 0, (3.63)

1=

que evidentemente tiene un punto singular en x = 0. Supongamos que la ecuacion admitiera
una solucion de la forma
T
u(x) = |x["o(x),

con

(o]
o(x) =) cex”
k=0

analitica en x = 0. Notese que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que cyp # 0,
ya que en caso contrario bastaria redefinir adecuadamente r. Si x > 0, podemos expresar la
solucién anterior mediante la serie

u(x) = Y cx'F, x>0. (3.64)
k=0
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Sustituyendo en la ecuacién obtenemos

Y (r+k)(r+k—1Dox™ + Y (r + k)cpx 1 — 3 Yt
k=0 k=0 45
= regx '+ Y [((r+ ) (r+k=1) = })ei+ (r 4+ k4 g |+ = 0.
k=0

Igualando a cero el coeficiente del término en x"~! se obtiene la condicién r = 0. El coeficiente

del término general x’*¥ = x¥ con k = 0,1, ... proporciona entonces la relacién de recurrencia

1
<k+1)Ck+1I—<k+2)<k—2)Ck, k=0,1,....

La ecuacién anterior determina todos los coeficientes ¢, con k > 0, ya que k +1 # 0 para
k =0,1,.... Ademas, al ser (k + %)(k — %) # 0 parak = 0,1,..., todos los coeficientes cj
son no nulos, por lo que (3.64) es una serie infinita. Por el criterio del cociente, el radio de
convergencia de dicha serie estd dado por

k+1

koo (k+3)(k—3)

k—oc0

=0.

Ck+1

Luego la serie (3.64) s6lo converge en x = 0, y por tanto la ecuacién (3.63) no tiene ninguna
solucién de la forma (3.62) con v analitica en x = 0.

Supongamos que x( es un punto singular de la ecuacién (3.1), de modo que no es aplicable
el Teorema 3.8. Veremos mds adelante que la ecuacién (3.1) admite al menos una solucién no
trivial de la forma (3.62), con v analitica en xy, siempre que sus coeficientes a;(x) (i = 0, 1) sean
de la forma

a1 (x) = p(x) ag(x) = (7

7
X — Xo

. x#xg, (3.65)

con py q funciones analiticas en x.

Definicién 3.14. Diremos que un punto singular xy de la ecuacién (3.1) es un punto singular
regular de dicha ecuacién si sus coeficientes son de la forma (3.65), siendo p y g funciones
analiticas en xg.

En otras palabras, para que una singularidad x sea un punto singular regular de la ecua-
cién (3.1) las funciones p y q definidas por

2

ao(x) (3.66)

plx) = (x—xo)m(x),  q(x) = (x - x0)

parax # xoy
p(x0) = lim [(x —xo)m(x)] = po,  q(x0) = lim [(x — x0)%a0(x)] = qo

X—Xp X—X0
han de ser analiticas en xg. Por ejemplo, es inmediato comprobar que xop = 0 es un punto
singular regular de la ecuacién de Euler (3.58), con p(x) = po y q(x) = go funciones constantes.
Por analogia con la ecuaciéon de Euler (3.58) (cf. la Ec. (3.60)), si xg es un punto singular regular
de la Ec. (3.1) se define su polinomio indicial mediante

F(r)=r(r—1)+por+qo (3.67)

~

con pg y qo dados por la férmula anterior.
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Ejemplo 3.15. Consideremos la ecuacién
xu" +u' +log|x|u=0. (3.68)
Todo punto x¢ # 0 es un punto regular, ya que los coeficientes de la ecuacion

1 log |x
a@=1,  a@="8" "y,

son funciones analiticas en xy # 0. En efecto, 1/x es el cociente de las funciones analiticas 1y
x, siendo el denominador no nulo en x(. De hecho, la serie de Taylor centrada en xo de 1/x se
puede calcular por métodos elementales:

1 1 1 1 © (—1)k )

T e N v T oy —xn X —Xg), x — x0l < |xol.

b (x—x0)+x0 X0 1+ﬂ kgg) x16+1 ( 0) | 0‘ | 0’
X0

It 2t . Ly
Por otra parte, %‘x' es analitica en x¢ # 0, al ser el producto de dos funciones analiticas en x

(1/x y log|x|). Recuérdese que log | x| es analitica en todo punto xy # 0, ya que

_ —x0l< _
log | x| zlog\xo|—|—log‘1+x Xo | ol ‘xo‘log\xo|—|—log <1+xxxo>
0
2, (—1)FH k
=log|xo| + ) ~—7— (x —x0)*, [x—xo| <[xol.
i1 kxg

El punto xp = 0 es un punto singular de la ecuacién (3.68), ya que es singularidad de ambos
coeficientes de la ecuacién. Para que dicho punto sea un punto singular regular, las funciones

p(x) =xm(x) =1,  q(x) =x*ao(x) = xlog|x| (x#0),

han de ser analiticas en 0. Pero esto es falso, ya que aunque p es analitica (constante) en R, y
existe

limg(x) =0,

x—0
g no es ni siquiera una vez derivable en el origen. Por tanto, 0 es un punto singular irreqular de
la ecuacion (3.68).

El siguiente teorema, debido a G. Frobenius (1874), es de gran importancia practica, ya
que describe con gran precisioén el comportamiento de las soluciones de la ecuacién lineal ho-
mogénea (3.1) en las proximidades de un punto singular regular x(. Por sencillez, supondre-
mos que xg = 0 (lo que siempre puede conseguirse con el cambio de variable independiente
t = x — xp), y por tanto escribiremos la ecuacién (3.1) en la forma

*u” 4 xp(x)u’ +q(x)u = 0|, (3.69)

con

p(x) = Z pkxk, g(x) = quxk, |x| < R. (3.70)
k=0 k=0
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ﬁeorema de Frobenius. Sean rq y r, las raices del polinomio indicial (3.67) de (3.69), numemd$
de forma que
Rer; > Rer,. (3.71)

Entonces se tiene:

1. Siry #rayry —ry € IN, la ecuacion (3.69) tiene un sistema fundamental de soluciones de la

forma
ui(x) = |x["oi(x),  i=1,2, (3.72)

con v; analitica en 0 y v;(0) = 1.
2. Siry = rp =r,(3.69) admite el sistema fundamental de soluciones
uy(x) = |x|"v1(x), up(x) = uq(x) log |x| + |x|"v2(x), (3.73)
con v; analitica en 0, v1(0) = 1y v2(0) = 0.
3. Siry —ry =n € N, (3.69) posee el sistema fundamental de soluciones
up(x) = |x|"v1(x), up(x) = (sgnx)"cuy(x)log|x| + |x|?va2(x), (3.74)
con v; analitica en 0, v;(0) = 1y ¢ € R constante (posiblemente nula).

En todos los casos, el radio de convergencia de la serie de Taylor centrada en 0 de v; (i = 1,2) es

wayor o igual que R. J

Noétese que en el caso i) las raices pueden ser complejas, es decir r; , = « £ ip. En tal caso es con-
veniente reemplazar las soluciones complejas (3.72) por el sistema fundamental de soluciones
reales

|x|* [wl(x) cos(Blog|x|) + xwy(x) sen(Blog |x|)] , 675)

%] w01 (x) sen(B log x]) — xaws (x) cos(Blog |x]) |,
donde de nuevo w; es (real) y analitica con radio de convergencia al menos Ren 0, y w1 (0) = 1.

Demostracién. Nos limitaremos a dar a continuacién una justificacion heuristica del teorema de
Frobenius, evitando entrar en detalles técnicos como, por ejemplo, la verificacién de la conver-
gencia de las series que utilizaremos. La idea de la prueba es ensayar una solucién del tipo

u(x) = |x|"y cx*,  concy #0, (3.76)
k=0

e intentar calcular el exponente r y los coeficientes c; sustituyendo (3.76) en la ecuacién (3.69).
Para fijar ideas, supondremos en lo que sigue que x > 0. Sustituyendo entonces (3.76) en (3.69)
se obtiene

[ee]

Y (k+r)(k+r— 1)epx™ + (
k=0

[ee]

) (£ (o)

0 k=0

gk

I
[(Z +r) (I +r—=1)c+ Y ((k+7)pi—k+ qz,k)ck} T =0.
k=0

I
Ie

Igualando a cero los coeficientes de las potencias de x se obtiene

I
(I+r)(I+r=1c+ ) [(k+)pk+qi-k]ec=0, 1=0,1,.... (3.77)
k=0
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Haciendo I = 0 queda

y por tanto

F(r) =0]. (3.78)

La ecuacién (3.78) implica que r s6lo puede ser igual a una de las dos raices r; » del polinomio
indicial. Sil = 1,2, ... reescribimos (3.77) como

-1

[(A+r)(I+r=1)4+I+7r)po+qole ==Y [(k+r)px+q]ax, 1=12,....
k=0

Teniendo en cuenta la definicién del polinomio indicial (3.67) se obtiene finalmente la relacién
de recurrencia

-1
F(r+l)cl = — Z [(k—l—i’)pl,k —|—ql,k}ck, 1=1,2,...]. (3.79)
k=0

Sir = ry, es facil ver que la ecuacién anterior determina todos los coeficientes c; conl =1, 2,. ..
en términos de cy. En efecto, la condicién necesaria y suficiente para que esto ocurra es que ¢;
se pueda despejar de (3.79) en términos de cy,...,c;_1 paratodo! =1,2,... . A suvez, esto es
equivalente a que

F(ri+1)#0, 1=12,....

Si esto no se cumpliera para algin [ = 1,2,... entonces F tendria la raiz r, = r; + 1 con
Rery = Rer; +1 > Rery, en contra de la definicién (3.71) de r1. Esto demuestra que la ecuaciéon
(3.69) siempre posee una solucién no trivial de la forma

up(x) = x"ovy(x) (x> 0) (3.80)

con
(o]

v1(x) =Y o,
1=0

donde los coeficientes ¢; se determinan en funcién de ¢y mediante la relacién de recurrencia
(3.79). Se demuestra que la serie de potencias que define a v; tiene radio de convergencia mayor
o igual que R, y que por tanto v; es analitica en 0. Ademds, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que ¢y = 1, es decir v1(0) = 1. Nétese que si 11 — r, ¢ IN, se cumple también la
condicién

F(ro+1)#0, 1=1,2,....

Por tanto en este caso la ecuacion (3.69) posee también una segunda solucién de la forma
up(x) = x? vp(x) (x >0)

con v, analitica en 0y v,(0) = 1. Si r, # r; es obvio que esta solucién es linealmente indepen-
diente de la anterior, ya que el cociente de ambas soluciones no es constante (es de la forma
x"27"1 por una funcién analitica que vale 1 en el origen). Con esto queda por tanto probado el
primer apartado del teorema.

Supongamos a continuacién que

rH—r==mn conn=20,1,....



Puntos singulares regulares 93

Utilizando la solucién (3.80) podemos construir una segunda solucién linealmente indepen-

diente de la ecuacién aplicando la férmula (2.64), es decir

x t—Zi’l
vi(t)

Al ser el origen un punto singular regular de la ecuacién (3.69) se tiene

ux(x) = ul(x)/ e /' m()ds gy (3.81)

/tm(s)ds = /tp(ss) ds = pologt+ ¢(t)

siendo | o -
[ St as— 3 e,
k=1 k=1 k

Se demuestra que ¢(t) es una funcién analitica en el origen, con ¢(0) = 0. Sustituyendo en la
férmula (3.81) se obtiene

o(t)
=y (x / t=Po~ 2“ dt = uy(x / EPOT 2 (t) dt (3.82)
con (t)
e ? ad
)= =Y ptr

analitica en el origen (cociente de dos funciones analiticas con denominador no nulo en 0) y

bo=(0) = 5 — =1#0.

De la definicién (3.67) del polinomio indicial F(r) se sigue que
71+72:1—p0 — —p0—21’1:1’2—1’1—1:—1’l—1.

De (3.82) se deduce por tanto que

up(x) = up(x) /xt’”’llp / Zbktk n=1qt

= by up(x)logx + uq(x Z k -n = by up(x)log x + x?w(x), (3.83)
k;én
con .
w(x) =o1(x) Y ——
= k—n
k#n

De nuevo, se demuestra que w es analitica en el origen, siendo

| { 0, n=20
_——_ = — — 0, :1,2,..--
1’l7é "

n

Esto demuestra los dos dltimos apartados del teorema de Frobenius, ya que si n = 0 el coefi-
ciente del término u;(x) log x es by = 1. O
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Igual que en un punto regular, los coeficientes de las funciones analiticas v; que aparecen en
el teorema de Frobenius se obtienen sustituyendo en la ecuacién diferencial (3.69) las expresio-
nes (3.72)—(3.74). Sin embargo, si las raices de la ecuacién indicial difieren en un entero aparece
la dificultad adicional de la posible presencia de un término logaritmico, que sélo es segura si
la ecuacién indicial tiene una raiz doble.

Siry —rp = n € IN, para determinar si aparece o no un término logaritmico en la segunda
solucion u,(x) lo més eficiente es empezar asumiendo que dicho término no aparece, y buscar
por tanto una solucién del tipo

x'? i crxk (x >0) (3.84)

concy # 0.Como F(rp+1) #0paral =1,2,...,n—1,larelaciéon de recurrencia (3.79) determi-
na los coeficientes cy, . . ., c,_1 en funcién de ¢g. Para | = n, sin embargo, F(r, +1n) = F(r1) =0,
y por tanto la relacién de recurrencia se reduce a la ecuacién

n—1

Y [(k+72)puk + qui] ek = 0. (3.85)
k=0

Si los coeficientes cy, . ..,c,—1 calculados precedentemente no verifican la ecuacién anterior,
hemos llegado a una contradiccién, y por tanto ha de haber necesariamente un término lo-
garitmico en la segunda solucién (es decir, ¢ # 0 en (3.74)). Por el contrario, si se cumple (3.85)
la relacién de recurrencia permite calcular ¢; con ! > n, ya que F(r +1) # 0 paral > n. Noétese
que el coeficiente ¢, es arbitrario. Pero esto es 16gico, ya que ¢, multiplica a 27" = x", y el
coeficiente de este término se puede asignar a voluntad afiadiendo un multiplo adecuado de la
primera solucién (3.80). En definitiva, la condicion necesaria y suficiente para que haya una segunda
solucion de (3.69) del tipo (3.84), es decir sin término logaritmico, es que se cumpla (3.85).

Supongamos a continuacién que r; = r, = r, por lo que la presencia del término logaritmico
estd garantizada. Para calcular la segunda solucién en este caso, sean ¢;(s) (I = 1,2,...) los
coeficientes determinados por la relacién de recurrencia (3.79) con r = s, es decir

-1
(S+l C] E k+S pl Kkt qi- k]ck() 1=1,2,..., (386)

junto con la condicién ¢y = 1. Nétese que esta relacién determina todos los coeficientes c;(s)
sir—s ¢ IN, ya que F sélo se anula en r; en particular, los coeficientes estdn definidos para
\ , y por tanto la
funcién

[ee]

u(x,s) =x° ) cr(s)xk (x >0)

k=0
no es solucién de la ecuacion (3.69). Mas precisamente, teniendo en cuenta la forma en que se
obtuvo la relacién de recurrencia (3.79) es facil ver que

L{u(x,s)] = x*u” + xp(x)u’ + q(x)u = F(s)x°.
Derivando esta ecuacion respecto de s y haciendo s = r se obtiene:

0 0
P SirL[u(x,s)] =L [as

u(x,s)} =F(r)x"+ F(r)x"logx =0,

ya que r es por hipétesis raiz doble de F. Esto prueba que la funcién

9
ds

u(x,s) = u(x,r)logx +x" Y cf(r)x* = |u1(x) logx +x" Y_ cj(r)x*
s=r k=0 k=0
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es solucion de la ecuacién lineal homogénea (3.69) si r es una raiz doble del polinomio indi-
cial (3.60).

3.2.1 Laecuacion de Bessel

La ecuacién

u” 4 xu' + (=1 u =0|, x>0, (3.87)

donde v > 0 es un pardmetro real, recibe el nombre de ecuacién de Bessel. Esta ecuacion es
de gran importancia en Fisica, ya que se obtiene al separar variables en la ecuacién de Laplace
en coordenadas cilindricas (donde x representa la coordenada radial). El origen es un punto
singular de la ecuacién de Bessel, ya que a1(x) = 1/x no es analitica en x = 0 (tampoco lo es
ag(x) = 1— (v/x)?, siv > 0). De hecho, este punto es singular regular, ya que (3.87) es de la
forma (3.69) con

p(x) =1, g(x) = x* — 12 (3.88)
funciones analiticas en 0 (polinomios). Como
po=1, qo=—17, (3.89)
el polinomio indicial es
F(ry=r(r—1)+r—12=r*—v?. (3.90)

Las raices del polinomio indicial son por tanto
n=v, rp=—v (3.91)
(recuérdese que r; siempre designa a la raiz de parte real mayor), siendo su diferencia
rL—71y =2v. (3.92)

Busquemos, en primer lugar, la solucién del tipo (3.76), que en este caso serd de la forma
u(x) = Y e (x>0).
k=0

Sustituyendo en la ecuacion de Bessel se obtiene

[ee]

Yo [k+v)(k+v—1)+ (k+v) —v?) e 2TV + Y gkt t2
k=0 k=0

= (1+2v)ex"™ + Y [1(0+2v)c; + o) = 0.
=2

Igualando a cero los coeficientes de las potencias de x en el miembro derecho de esta expresion
obtenemos la condicién
c1=0, (3.93)

junto con la relacién de recurrencia

I{I1+2v)e = —c_p, 1=23,...|. (3.94)

Como (3.94) relaciona el coeficiente c; con c;_», los coeficientes pares (impares) son proporcio-
nales a ¢g (c1), de donde se deduce que

’c2k+1:0, k:o,l,...\. (3.95)




96 SOLUCIONES EN FORMA DE SERIE

Llamando
C2k:bk, k:0,1,...,

la relacion de recurrencia (3.94) se transforma en

dk(k+v)be = by, k=1,2,...| (3.96)

Como el coeficiente de by en esta relaciéon no se anula para ningtn k > 0 (ya que v > 0), (3.96)
determina todos los coeficientes by con k = 1,2, ... en términos de by. Mas concretamente, de
(3.96) se obtiene facilmente

_ (-1} )
bk_22kk!(v+k)(y+k_1)...(v+1)bo' k=1,2,...1 (3.97)

Tomando by = 27V obtenemos la siguiente solucién de la ecuacién de Bessel:

o (_1)k x\ 2k4v
) = L B R v ) () (398)

Por el teorema de Frobenius, la serie que define esta funcién es convergente para todo x € IR,
ya que los coeficientes p y g son polinomios. (Esto también se puede comprobar directamente
en este caso utilizando el criterio del cociente.)

Para simplificar los coeficientes en la férmula anterior utilizaremos algunas propiedades de
la funcién gamma de Euler, definida por

- / Fletdt|,  Rez>0. (3.99)
JO

La integral converge absolutamente si z = x 4 iy con x > 0, ya que

o0 R 1 oo
/ \tzflye*fdt:/ tHe*fdt:/ t"*le*fdt+/ Fle™'dt = L+ b,
0 0 0 !

siendo I e I, convergentes. En efecto, I; converge por tener el mismo caracter que fol =14,
mientras que I lo hace al ser [~ e*/2dt convergente y

txfleft

i e =0

Se demuestra que la funciéon I' definida por (3.99) es analitica en el semiplano Rez > 0. Inte-
grando por partes se prueba facilmente que I satisface la relacién funcional fundamental

I'(z+1)=2zI(z)|. (3.100)

Como -
r(1):/ etdi=1,
0

de la relacién funcional se deduce inmediatamente que

I'(n+1) =n! n=0,1,....

Por tanto la funcién I’ es una generalizacién del factorial. Por ejemplo, para x = 3 el valor de

esta funcién es
( ) / Fletdr = 2/ “dx =7 (3.101)
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La funcién I' se extiende facilmente al semiplano izquierdo utilizando la relacién funcional
(3.100). Por ejemplo, si —1 < Rez < 0 entonces se define

re) _ e+

4

donde el miembro derecho estd bien definido y es analitico para z # 0. De esta forma se
obtiene una funcién analitica en todo el plano complejo, excepto en los puntos z = —k con
k =0,1,2,..., donde se prueba que T tiene polos simples (es decir, diverge como (z + k)*1
cuando z — —k). Por tltimo, se demuestra que la funciéon I' no tiene ceros en el plano comple-
jo. Por tanto, la funcién 1/T es entera (analitica en todo el plano complejo), y se anula s6lo en
los enteros negativos y en el origen.

T(x)
15

10

Figura 3.1: Gréfica de la funcién I'(x). Nétense, en particular, las asintotas verticales en los
puntosx =0,—-1,-2,....

Utilizando la relacién funcional (3.100) repetidamente se obtiene
Tv+k+1)=@w+k)---(v+2)(v+ DI (v+1).

Multiplicando la solucién u;(x) por la constante 1/T'(v + 1) (no nula, ya que v > 0) se llega a
la siguiente solucién de la ecuacién de Bessel (3.87)

e (—1)k x\ 2k+v
L/(x)—k;k!r( T (2) . x>0, (3.102)
que se denomina funcién de Bessel de primera especie y orden v. Noétese que Jo(0) = 1,

mientras que para v > 0 la funcién ], (x) se anula en el origen (véase la Fig. 3.2):

J,(00=0, v>0|

Sin embargo, J, s6lo es analiticaenx = 0siv =0,1,..., ya que x" sélo es analitica en el origen
para estos valores de v.

Hallemos, a continuacién, la segunda solucién. Si

20 #£0,1,... ], (3.103)
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por el teorema de Frobenius la segunda solucién de la ecuacion de Bessel es de la forma
[o0]
up(x) =) Xt
k=0

Repitiendo el célculo anterior con v reemplazado por —v se obtiene la solucién de la ecuacién
de Bessel dada por

x>0, (3.104)

~

NN e
Ju(x) _k;)kll"(k—v—I—l) (3)

linealmente independiente de (3.102). Por tanto, si 2v # 0,1, ... la solucién general de la ecua-
cién de Bessel es

u(x) =Cy Ju(x) +CoJ-v(x) |, (3.105)

con C; y C; constantes arbitrarias.

De hecho, la funcién J_, definida por la Ec. (3.104) tiene sentido para cualquier valor de
v>0.Siv # 1,2,... entonces 1/T(1 —v) # 0, y por tanto J_,(x) diverge cuando x — 0 si
v#0,1,... (véase la Fig. 3.2):

21/

Jv(x) ~ =7 ' (W#£0,1,...)]. (3.106)

05}

=05

Figura 3.2: Gréfica de las funciones Jo(x) (verde), ] 5(x) (azul) y J_ ;(x) (rojo).

Determinemos ahora la segunda solucién cuando
2v=0,1,... |,

Notese que si v = 0 el teorema de Frobenius implica que dicha solucién tiene un término
logaritmico, que puede no aparecer si 2v = 1,2, .. .. Distinguiremos dos subcasos, segin v sea
semientero o entero.
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En primer lugar, si

13
57
no hay término logaritmico. Esto se podria comprobar estudiando la relacién de recurrencia para
la segunda raiz (—v) de la ecuacién indicial, o més facilmente observando que en este caso J_,
sigue siendo solucién de la ecuacion de Bessel (ya que dicha ecuacién no cambia si se sustituye
v por —v), y no es proporcional a J,(x). En efecto, ], se anula en el origen para v > 0, mientras
que la solucién J_, diverge en 0 como x™V para v = %, %, ... (véase la Ec. (3.106)). De hecho, se
puede probar que si m € Z entonces

]m+%(x) = Ap <\}E> cosx + By (%) senx, (3.107)

con Ay, y By, polinomios. (Se puede probar ], s6lo es una funcién elemental si v es semientero.)
Por ejemplo, si m = 0 entonces

v =

(2k +1)!

T(k+3)=(k+HEk-1---1rd) = 2k1+1 (2k+1)(2k—1)...3.1.\/E:Wﬁ,

donde hemos utilizado las identidades (3.100) y (3.101). Sustituyendo esta expresion en la de-
finicion (3.102) de ], (conv = %) se obtiene facilmente

J1(x) =4/ — senx, (3.108a)

2
%(x) =4/ — cosx. (3.108b)

En definitiva, la solucién general de la ecuacién de Bessel para v semientero sigue estando dada
por la Ec. (3.105).

Anélogamente se demuestra que

Veamos a continuacién que si

entonces la segunda solucién de la ecuaciéon de Bessel contiene un término logaritmico. Una
indicacién de este hecho es que si v € IN la funcién J_, es proporcional a J,. En efecto, en este

caso
1

mzo, kZO,].,...,V—]..

Por tanto

) k

k—v @ I+v X\ 2+
Zm( )2 X;‘)l—l—(v'll)"H-l) <§>2

) l+1/ 21+v

Para probar que en este caso (v € IN) hay un término logaritmico, nétese que la relacién de
recurrencia para la hipotética solucién

o
=xY Z cpxk
k=0
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es simplemente (3.93) y (3.94) con v reemplazado por —v, es decir
c1 =0; I(1—2v)c;=—c1o, 1=23....

De nuevo, todos los coeficientes impares son cero, y los coeficientes pares by = cy; se determi-
nan pOI‘

4k(k—1/)bk:—bk_1, k:1,2,....

Esta relaciéon determina by, ..., b,_1 en términos de by, siendo todos estos coeficientes no nulos
si by # 0. Sin embargo, en este caso la relacién que deberia determinar b, se reduce a

0= _bv—l ’

que es contradictoria, ya que b,_1 # 0siby # 0.

Como ya se ha mencionado, si v = 0 en la segunda solucién de la ecuaciéon de Bessel aparece
un término logaritmico. De acuerdo con el teorema de Frobenius, dicha solucién es de la forma

uz(x) = Jo(x)logx 4+ v2(x) = Jo(x)logx + ) cexk, con ¢ =0.
k=0

Sustituyendo esta expresioén en la ecuacion de Bessel para v = 0 se obtiene
(xJ§+ Jo+xJo)logx +2J)+x0v) +v5+x0v2 =0,

o bien, ya que Jp es solucién de la ecuacién de Bessel para v = 0,

xvy +vh+x0v+2J5 =0]. (3.109)

Noétese que en esta expresién no aparece ya ningtn término logaritmico, lo que ocurre también
en el caso general. Sustituyendo el desarrollo en serie de potencias de v, en esta tiltima ecuacién
multiplicada por x se obtiene

= _ kLv k42 > (1) o 2=l
L [tk = 1) + K + Y er*2 +2x Y S (5) =0
es decir
(12 iy (-1’ 2k —0 3.110
c1x+l§( e+ cp)x + k; 7z < =0 (3.110)

De esta relacién se deduce en primer lugar que ¢; = 0. Como la tltima serie no contiene mas
que potencias pares, la relacion de recurrencia para las potencias impares

<2k + 1)2C2k+1 = —Cok—1, k= 1, 2, cen
implica que todos los coeficientes impares son nulos:
cokp1 =0, k=0,1,.... (3.111)

Definiendo by = cyk e igualando a cero el coeficiente de x% en (3.110) se obtiene la relacién de
recurrencia para los coeficientes pares:

k

W, k:1,2,... . (3.112)

1
—kzbk - 1 bk*l +
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Multiplicando ambos miembros de esta relacién por (—4)¥(k — 1)!? y llamando B; = —(—4)k!? by
se obtiene

1
Bk = Br—1+ 7, k=1,2,....

k
La solucién de esta relacién de recurrencia es inmediata:
ﬁ—l-l—i—k +1+p k=12
k - k k _ 1 0 7 - Va VAR
Al ser Bg = —by = —co = 0 se tiene finalmente
_ (_1)k+1 k 1 _
bk—wl_lj, k—1,2,

Hemos probado por tanto que una segunda solucién linealmente independiente de la ecuacién
de Bessel de orden 0 estd dada por

_ o (C1f (1) (2
No(x)_jo(x)logx—k; o <z§l> (E) . (3.113)

La funcién Ny se denomina funcién de Neumann de orden cero. Nétese que la funciéon Ny, a
diferencia de la otra solucién ]y, no es analitica en el origen, donde se comporta como log x:

Np(x) ~ log x.

X—

En la préctica, en lugar de la funcién de Neumann Nj se suele escoger como segunda solucién
linealmente independiente la combinacién lineal de Jy y Ny dada por

Yo(x) = = [No(x) — (log2 = 7)o()] |

donde ;
1

k— 00 =1

—logk) = 0,5772156649.. .

es la llamada constante de Euler-Mascheroni®. La funcién Y, (que también diverge logaritmica-
mente en el origen) se suele denominar funcién de Bessel de segunda especie de orden cero.
La solucién general de la ecuacién de Bessel de orden 0 es por tanto

u(x) = Cijo(x) + CYo(x) |,

con Cy y C; constantes reales.

Parav =n =1,2,..., un calculo parecido al anterior pero algo méds complicado demuestra
que una segunda solucién de la ecuacién de Bessel de orden 7 linealmente independiente de
Jn estd dada por la funcién de Neumann de orden n

1" (n—k—1)! sx\2k-n

Nn(x) - ]n(x) logx— E k;OT <§)

k 1 k+n
i

1& (—1)F 1Y\ [x\2k+n
2 gok!(km; ( +;1> (E) (3.114)

1Uno de los problemas abiertos mas importantes de la teoria de nimeros es determinar si la constante de Euler—
Mascheroni es o no racional. De hecho, se sabe que si fuera v = p/q con p,q € IN primos entre si, entonces
necesariamente g > 10242080,

I=1
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(donde se sobreentiende que la suma Z no aparece si k = 0). De nuevo, es mds habitual usar

como segunda solucién de la ecuac1on de Bessel de orden n la funcién de Bessel de segunda
especie y orden n definida por

2
Ya(x) = — [Nu(x) = (log2 = 7)]u(x)] |,
en términos de la cual la solucién general de la ecuacion de Bessel de ordenn =0, 1, ... estd da-
da por

u(x) = CiJu(x) + CoYu(x) |, C1,C eR.

Comentario. Si se define

cos(vrr) Ju(x) = J-v(x)

sen(v7r)

Y, (x) = , v#0,1,...,

entonces [, e Y, forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuaciéon de Bessel de
orden v también para v # 0, 1,. ... Se demuestra que

Yn(x) = lim Y, (x), n=20,1,...,

v—n

lo que explica la eleccién de las constantes en la definicién de Y.

El comportamiento asintotico (para x — o) de las funciones de Bessel de primera y segun-
da especie esta dado por la férmula

En particular, las funciones de Bessel de primera y segunda especie tienen infinitos ceros en el
eje real positivo, y presentan un comportamiento oscilatorio amortiguado para x — oo.

Las funciones de Bessel satisfacen ciertas relaciones de recurrencia, que se pueden deducir
de las dos identidades

(') = x"],1 (3.115)
(X)) = =x"V]uq1 (3.116)

Para probar la primera de estas identidades basta utilizar el desarrollo en serie (3.102) de J,,
que proporciona

Y (—1)k2v (k+v) @ Yoy (k+v) fx\Z-1
()" = g Zm <7> Z k—|—1/+1) (E) =X Jya

Laidentidad (3.116) se prueba de forma semejante. Las funciones de Bessel de segunda especie
Y, satisfacen también las identidades (3.115)—(3.116), aunque aqui no demostraremos este re-
sultado. Sumando y restando las identidades (3.115)—(3.116) multiplicadas por x =" y x", respec-
tivamente, se obtienen las siguientes relaciones entre funciones de Bessel de distintos indices y
sus derivadas:

Juo—1— Ju+1 = 2], (3.117)
Jo—1+ Jv+1 = 2% Jv- (3.118)
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La segunda de estas identidades se puede utilizar para calcular de forma recursiva las funcio-
nes de Bessel de indice v+ k (k = 1,2,...) a partir de J, y J,—1. Por ejemplo, las funciones de
Bessel de indice entero positivo se pueden expresar en términos de Jo y /1. Del mismo modo,
la expresién (3.107) para las funciones de Bessel de orden semientero se deduce facilmente de
la relacién (3.118) y las ecuaciones (3.108). Nétese, por tltimo, que las funciones de Bessel de
segunda especie también satisfacen las relaciones (3.117)—(3.118), ya que éstas son consecuencia
de (3.115)—(3.116).
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Capitulo 4

Sistemas dindmicos en el plano

4.1 Resultados generales

En este capitulo estudiaremos un tipo importante de sistemas de ecuaciones diferenciales or-
dinarias de primer orden en que no aparece explicitamente la variable independiente, que en
las aplicaciones representa normalmente el tiempo. Denotaremos por ello dicha variable co-
mo t, mientras que x = (xy,...,x,) serd utilizado frecuentemente para designar la variable
independiente. Utilizaremos también la notacién usual x para la derivada temporal %.

Definicién 4.1. Un sistema dindmico (o auténomo) en IR” es un sistema de n ecuaciones dife-
renciales de primer orden de la forma

x=f(x)|, (41)

donde la funcién vectorial f : R" — IR" no depende del tiempo t.

Comentario. Un sistema arbitrario (es decir, no necesariamente auténomo)

dy _
a3 =8ty (42)

puede convertirse facilmente en un sistema dindmico. En efecto, si y(t) es una solucién de (4.2),
entonces x(s) = (s,y(s)) es solucién del sistema dinamico

% = f(x), f(x) = (1,8(x)).

Reciprocamente, las soluciones de este sistema con la condicién inicial #(0) = 0 son de la forma
(t,y(t)), con y(t) solucién de (4.2).

Supondremos en lo que sigue que la funcién f es de clase C! en un abierto U C R". Por
tanto f, considerada como funcién de R x U — R” independiente de la variable ¢, es de clase
CL. Por el Corolario 1.22, dado cualquier dato inicial (fy, xp) € R x U localmente hay una tinica
solucién x(#; tg, xo) del sistema dindmico que satisface la condicién inicial

X(i’o; fo, XO) =X0.
Si tg = 0, escribiremos normalmente x(#; xo) en lugar de x(t;0, xo).

Ejemplo 4.2. Uno de los ejemplos més sencillos y a la vez importantes de sistema dindmico
son las ecuaciones de Newton

¥ =F(r, 1), r = (x1,x2,%3), (4.3)

105
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que describen el movimiento de una particula de masa unidad sometida a una fuerza externa F
independiente del tiempo. Introduciendo las componentes de la velocidad v; = %; y llamando

x = (x1,x2,x3,01,02,03) € R?,
las ecuaciones (4.3) se convierten en el sistema dindmico (4.1) con f : R® — IR® dada por
f(x) = (v1,02,03, Fi(x), Ba(x), F3(x)) -

Definicién 4.3. Una trayectoria del sistema dinamico (4.1) es la grifica (t,x(t)) de cualquier
solucién x(t), donde f pertenece a un intervalo I.

Noétese por tanto que las trayectorias son curvas en R x U C R"*!, parametrizadas ademés
de una forma especial (es decir, utilizando la primera coordenada como parametro de la curva).

Definicion 4.4. Una 6rbita del sistema dindmico (4.1) es una curva y C U C R" (considerada
como conjunto de puntos) que se puede parametrizar con una solucién x(t) del sistema (4.1), es
decir tal que

y={x(t):tel}|, (4.4)

para alguna solucién x(t) del sistema.

Por lo tanto, la proyeccién de una trayectoria (¢, x(¢)) € R x U sobre U C IR" es una 6rbita,
y reciprocamente toda drbita se puede parametrizar de modo que sea la proyeccién sobre U de
una trayectoria (ver Fig. 4.1).

X2

X1

Figura 4.1: Trayectoria de un sistema dindmico en dos dimensiones (en rojo) y su correspon-
diente 6rbita (en azul).

Definicion 4.5. Se llama espacio de fases del sistema dindmico n-dimensional (4.1) al abierto
U C R" en que f esta definida (y es de clase C!), mientras que el cilindro R x U C R"! se
denomina espacio de fases ampliado. Llamaremos también mapa de fases del sistema dindmi-
co (4.1) al conjunto de todas sus 6rbitas.
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Ejemplo 4.6. La ecuacién del oscilador arménico (con frecuencia w = 1)
i+u=0

puede escribirse como el sistema dindmico plano (es decir, con n = 2)

{xl:xz 4.5)

X2 = —X1,

siendo x; = u y x, = u. El sistema (4.5) es de hecho un sistema lineal homogéneo con coefi-
cientes constantes X = Ax, donde
0 1
a=(% o)

Por lo visto en el Capitulo 2, la solucién general del sistema es
t t t t
x(f) = ethxy = cos sen a) _ ( acost+ Bsen ,
—sent cost) \B —asent + Bcost
conxp = (a,B) € R2. Las trayectorias del sistema son por tanto las hélices

t > (t,acost+ Bsent,—asent + Bcost) € R?, teR.

Notese que las trayectorias son curvas en R%. Las 6rbitas del sistema son las proyecciones de las
hélices anteriores sobre las dos tltimas coordenadas, es decir las curvas planas parametrizadas
por

t — (acost+ Bsent, —asent+ Bcost).

Las ecuaciones paramétricas de las 6rbitas son por tanto
x1 =wacost+ Bsent, Xy = —asent+ Bcost.
Eliminando el parametro t obtenemos la ecuacién implicita de las érbitas
3k =02+ p%,
que representa una familia de circunferencias de centro el origen y radio /a? + 2.

La siguiente proposicién pone de manifiesto la propiedad fundamental de los sistemas
autéonomos:

Proposicion 4.7. Si x(t) es solucion del sistema dindmico (4.1) y ¢ € R, entonces x(t + c) es también
solucién de dicho sistema.

Demostracion. Siy(t) = x(t + c) entonces

(1) = 2(t+¢) = f(x(t+0)) = fy(t)) .-
U

Por el teorema de unicidad, al ser f € C!(U) dos trayectorias del sistema no se pueden
cortar, ya que en caso contrario las soluciones correspondientes a dichas trayectorias tendrian
ambas el mismo dato inicial (el punto de corte). Este resultado es cierto también para sistemas
no auténomos. Sin embargo, los sistemas auténomos satisfacen una condicién maés fuerte:

[Proposici()n 4.8. Las 6rbitas del sistema dindmico (4.1) no se cortan. J
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Demostracién. Supongamos, en efecto, que dos 6rbitas distintas <1 y > se cortaran en el punto
xo € U. Sean x'(t) y x2(t) las soluciones del sistema correspondientes a dichas 6rbitas. Por
hipétesis, existen dos tiempos t; y t; tales que

x'(h) = 2*(h) = x0. (4.6)

Por el resultado anterior, las funciones y'(t) = x!(t +t;) e y?(t) = x%(t + t») son ambas solu-
cion del sistema, y por (4.6) satisfacen la condicion inicial

y'(0) = y*(0) = xo.

Por el teorema de unicidad, y'(#) = y?(t) en un entorno de t = 0, y por tanto las funciones
x! y x? parametrizan la misma curva en un entorno de xg (pues x'(t) = x2(t +t, — t;) en un
entorno de t = £7). O

De la demostracién anterior también se sigue que si y es una Orbita de (4.1) y x(f) es una
solucién del sistema que parametriza <y, entonces las tinicas soluciones del sistema que pa-
rametrizan dicha 6rbita son de la forma x(t + ¢) con ¢ € R constante. En otras palabras, la
parametrizacion de cualquier 6rbita de un sistema dindmico estd determinada salvo por una traslacion
temporal. (En lo anterior se sobreentiende que nos referimos a parametrizaciones de las 6rbi-
tas con soluciones del sistema.) En particular, el sentido de recorrido (orientacién) de las 6rbitas
estd bien determinado, ya que x(t) y x(t 4 ¢) determinan la misma orientacion.

De la Proposicién 4.8 se sigue también que las 6rbitas cerradas de un sistema auténomo (de
clase C!) han de ser necesariamente curvas cerradas simples (sin autointersecciones). En efecto,
si una Orbita cerrada del sistema (4.1) se autointersecara en un punto xo entonces por dicho
punto pasarian en realidad dos 6rbitas distintas del sistema.

Comentario. Geométricamente, el sistema dindmico (4.1) admite la siguiente interpretacion
sencilla. La funcién f : U C R" — R" que define el sistema es un campo de vectores en
U C R”, que a cada punto x de U le asigna el vector f(x) € R" (piénsese, por ejemplo, en el
caso n = 3). Si 7y es una 6rbita del sistema y xg es un punto cualquiera de 7, el vector f(xp) es
tangente a <y en xq, y su sentido coincide con la orientacion de vy (véase la Fig. 4.2). En efecto, si
x(t) es una solucién de (4.1) que parametriza a y entonces xo = x(tp) para algun o, y por tanto
(al ser x(t) solucion del sistema) x(tg) = f(x(fo)) = f(xo) es tangente a la curva t — x(t), es
decir a 7y, en el punto x () = xo.

Proposicién 4.9. Una 6rbita del sistema (4.1) es cerrada si y sélo si las soluciones del sistema que la
parametrizan son funciones periddicas.

Demostracion. En primer lugar, nétese que la condicién del enunciado tiene sentido, ya que
acabamos de ver que las soluciones que parametrizan una 6rbita difieren en una traslacién en
el tiempo. Si x(t) es una solucién de (4.1) de periodo T > 0, la érbita

y={x(t) 1 to <t <to+T}

parametrizada por dicha solucién es obviamente cerrada, ya que x(tp) = x(fop + T). Recipro-
camente, supongamos que 7y es una Orbita cerrada del sistema, y sea x(t) una solucién que
parametrice 7. Si la érbita se reduce a un punto, entonces x(f) es constante y por tanto periodi-
ca. En caso contrario, si x(a) es un punto de <y entonces existe un minimo valor de b > a tal que
x(a) = x(b), por ser la curva 7 cerrada. Esto implica que x(t) y x(t + b — a) son dos solucio-
nes del sistema que verifican la misma condicién inicial en t = a. Por el teorema de unicidad,
x(t) = x(t + b — a) para todo t, y por tanto la solucién x(t) tiene periodo b — a. O
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X2

SONN
=

Figura 4.2: Campo de vectores y 6rbitas (en rojo) del sistema lineal (4.5).

Por definicién, el periodo de una 6rbita cerrada del sistema (4.1) es el (menor) periodo de
cualquier solucién del sistema que parametrice dicha curva.

Ejemplo 4.10. Las curvas del sistema dindmico (4.5) se pueden escribir como sigue:

x(t) = r(cos(t — ty), —sen(t — ty))

siendor = /a2 + B2y

a = rcosty, B =rsenty.

Otra parametrizacion de la misma 6rbita es x(t) = r(cost, — sent). Las 6rbitas son, por tanto,
circunferencias centradas en el origen y orientadas en sentido horario. En este caso, todas las
Orbitas del sistema son cerradas y tienen el mismo periodo (277). En general, sin embargo, dos
Orbitas cerradas distintas de un sistema dindmico tienen periodos distintos.

Es posible encontrar la ecuacién cartesiana (o implicita) de las 6rbitas de un sistema sin
hallar antes sus soluciones. Para ello parametrizamos la 6rbita y utilizando como pardmetro
una de las coordenadas, por ejemplo la primera. Por el teorema de la funcién inversa, esto
podremos hacerlo localmente en un entorno de cualquier punto en que %; # 0, es decir en que
fi(x) # 0. La 6rbita vendrd por tanto descrita localmente con una parametrizacién de la forma
X1 — (xl,xz(xl), .. .,xn(xl)). Para determinar las funciones x;(x1) (2 < i < n), obsérvese que

dx; _ & _ fj(X],Xz,,,,,xn)
dxy i1 filx,xo,.., xn)

, i=273,...,n.

La ecuacion diferencial de las 6rbitas en esta parametrizacion es por tanto el siguiente sistema,
en general no auténomo, de orden n — 1:

dxi — fi<x11x2/ .. -/xn)
dxi  fi(xr, x2,...,x4)

. i=23,...,n. 4.7)
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Obsérvese que esta parametrizacion solo tiene sentido en puntos en que f1(x) # 0. Por ejemplo,
en el caso de un sistema plano, que normalmente escribiremos

x=f(x,y) 48)
y=g(xy),
las ecuaciones diferenciales de las 6rbitas son
dy _ g(xy) .
= = , sif(x, 0], 4.9)
dx ~ f(xy) flxy) # (
o bien
dx _ f(x,y) .
— = , sig(x, 0. (4.10)
a ~ 2y) g(x,y) #

Por ejemplo, para el sistema lineal

x=y
y=—x

estudiado anteriormente, la ecuacion de las 6rbitas tomando x como variable independiente es

q. - T ]/7&0,

que es de variables separadas y se integra facilmente:
x2+y2:c, c=>0eR.

Como ya vimos anteriormente, las 6rbitas son circunferencias centradas en el origen.

Los tnicos puntos del espacio de fases en que no es posible parametrizar las 6rbitas to-
mando como pardmetro alguna de las coordenadas son los puntos en que todas las funciones f;
se anulan simultdneamente. Estos puntos, de importancia fundamental para entender el com-
portamiento cualitativo del sistema dindmico correspondiente, reciben el nombre de puntos
criticos o equilibrios del sistema:

Definicién 4.11. Un punto xp € U es un punto critico del sistema dindmico (4.1) si f(xg) = 0.

Si xg es un punto critico del sistema (4.1), dicho sistema posee obviamente la solucién cons-
tante x(t) = xo, para todo t € R. Esta es la razén por la cual a los puntos criticos de un sistema
dindmico se les llama también equilibrios. Visto de otra forma, un punto critico es una 6rbita
del sistema dindmico (4.1) que se reduce a un punto. Por la Proposicién 4.8, ninguna 6rbita
del sistema puede contener a un punto critico xg. Obsérvese, sin embargo, que una 6rbita x(t)
puede “entrar” en un equilibrio xg (si tlg]; x(t) = xp) o “salir” de él (si tli)r_noo x(t) = xp).

En un sistema dindmico, los equilibrios son los puntos mds interesantes. En efecto, si xg €
R" no es un equilibrio (es decir, si f(xg) # 0) se puede probar que es posible realizar un cambio
de variables local y = Y (x) de forma que en la variable y el sistema dindmico (4.1) se escriba

n=1, Yyo="-=yn=0.

En las nuevas coordenadas yi, ...,y las érbitas del sistema en las proximidades del punto
Yo = Y(xo) son simplemente rectas paralelas al eje y;.
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Definicién 4.12. Sea xp un punto critico del sistema dindmico (4.1). Entonces:

i) xp es un punto critico aislado si el sistema no tiene ningtn punto critico en un entorno
perforado 0 < ||x — x¢|| < & con € > 0 suficientemente pequefio.

ii) xp es un punto critico elemental (también llamado simple o no degenerado) si det D f (xo) #
0.

iii) xp es un punto critico hiperbélico si todos los autovalores de Df(xp) tienen parte real no
nula.

Proposicién 4.13. xo punto critico hiperbélico = x punto critico elemental = xq punto critico
aislado.

Demostracion. La primera implicacion es trivial, ya que si det Df(xg) = 0 algtn autovalor de
Df(x¢) esigual a cero, y por tanto xp no es un punto critico hiperbélico. En cuanto a la segunda,
por el teorema de la funcién inversa existe un entorno V = B¢(xo) de xo en que f es invertible.
Por tanto, six € Vy f(x) =0 = f(x) entonces x = xo. O

Ejemplo 4.14. Estudiemos cémo son los puntos criticos del sistema dindmico lineal
X = Ax (4.11)

en términos de la matriz A. En primer lugar, xp es un punto critico de (4.11) siy s6lo si Axg = 0.
Hay por tanto dos posibilidades:

i) detA # 0. En este caso el tinico punto critico es xy = 0, que es por tanto aislado. De
hecho es elemental, ya que al ser f(x) = Ax lineal se tiene Df(x9) = A para todo xo.
Por dltimo, xo = 0 es un punto critico hiperbdlico si y sélo si todos los autovalores de A
tienen parte real no nula.

ii) det A = 0. Ahora las soluciones de Axp = 0 forman un subespacio lineal (el nticleo de la
matriz A) no nulo, y por tanto hay infinitos puntos criticos no aislados.

La importancia de los sistemas dindmicos lineales estriba en que un sistema dindmico ar-
bitrario se puede aproximar por un sistema lineal apropiado en las proximidades de cualquier
equilibrio x¢. En efecto, por definicién de derivada

f(x) = f(x0) + Df(x0) - (x = x0) +-€(x) = Df (x0) - (x = x0) +£(x),

siendo ||e(x)|| “muy pequefio” frente a ||x — xg||, es decir tal que

o @l
=% [[x = xo
Es razonable por tanto pensar que el sistema dindmico (4.1) se pueda “aproximar” (en un senti-

do que precisaremos a continuacién) en las proximidades del equilibrio x( por el sistema lineal

y=Df(x0) y|, (4.12)

siendo ¥y = x — xo la desviacién del equilibrio. Diremos que (4.12) es la aproximacién lineal
de (4.1) en el punto critico xp. El mapa de fases de (4.1) en un entorno de xy y el de su apro-
ximacion lineal (4.12) en un entorno del origen deberian ser cualitativamente semejantes. En
general, sin embargo, esto s6lo es cierto si el punto critico xg es hiperbélico!. Por ejemplo, pue-
de probarse que si xg es un punto critico hiperbélico de (4.1) su estabilidad puede determinarse
estudiando la estabilidad de la aproximacion lineal en xo:

ntuitivamente, esto se debe a que si el punto critico es hiperbdlico una pequefia perturbacién del sistema lo
transformard en un punto critico hiperbdlico. La hiperbolicidad de un punto critico es por tanto genérica.
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Teorema 4.15. Si x( es un punto critico hiperbdlico del sistema dindmico (4.1), entonces la solucién
constante xq tiene el mismo tipo de estabilidad para (4.1) que la solucién trivial para su aproximacion
lineal en xo (4.12).

En otras palabras, xg es asintéticamente estable si todos los autovalores de D f (x() tienen parte
real negativa, e inestable si algun autovalor de D f(x) tiene parte real positiva.

4.2 Sistemas lineales

En esta seccién nos centraremos en el estudio de sistemas dindmicos lineales en el plano, de la

forma
(5) — @) A= <i Z) € Mz(R)|. (4.13)

T=trA=a+d, S=detA=ad—bc| (4.14)

Sean

los invariantes de la matriz A. Discutiremos tinicamente el caso mds interesante en que la ma-

triz A es no degenerada, es decir , y por tanto el origen es un punto critico elemental del
sistema lineal (4.13). El polinomio caracteristico de A es

pa(Ad) =2 —TA+36, (4.15)

con discriminante T2 — 45. Sea X = (x,y), y efectuemos un cambio de variables dependientes
real

X =Pz, con P € Mp(R) tal que detP # 0.
Entonces
X=PZ=AX=Z=P 'AX= (P 'AP)Z
y por tanto Z(t) es solucion del sistema lineal

Z= (P 'AP)Z. (4.16)

Notese que los mapas de fases de (4.13) y (4.16) son linealmente equivalentes, ya que se pasa de
uno al otro mediante el cambio de variable lineal X = PZ. Se pueden dar los siguientes casos,
dependiendo de cémo sean los autovalores de la matriz A:

( (L.a) de distinto signo

(I.b.1) distintos
(Ib) del mismo signo { (I.b.2) iguales, con A = A1
(Lb.3) iguales, con A # Al

(I) reales

(IL.a) parte real no nula

IT) complejos conjugados
D Pe) Jug {(Il.b) parte real nula
(1) Autovalores reales <= 1> —45 > 0

En este caso se puede escoger la matriz P de modo que sus columnas formen una base de
Jordan de A. Entonces

PlAP =] = (tl A02>' (4.17)
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siendo A; < Aj los dos autovalores de A, con ¢ = 0si Ay # Ay o si A es proporcional a
la identidad, y ¢ = 1 en caso contrario. Obsérvese que, por la invariancia de la traza y el
determinante bajo transformaciones de semejanza,

T=A1+ Ay, 0= AMAsy. (4.18)

(La) Autovalores de signos opuestos <= 6 < 0
Notese que § < 0 — T2 -46>0.S7Z = (z1,22), la solucién general del sistema en Z es

71 = 1™t 2y = et (4.19)

con Ay < 0 < Ay y cq,cp constantes arbitrarias. La ecuacién cartesiana de las 6rbitas se deduce
facilmente de la anterior:

A
zzzc]zlﬁ, ceR, (4.20)

junto con z; = 0 (en realidad, se trata de las dos 6rbitas {z1 =0,z2 > 0} y {z1 =0,z2 <0},
junto con el origen). Nétese que las dos soluciones

Z(t) = £(1,0)eM!

parametrizan el eje z; (menos el origen) y “entran” en el punto critico (el origen), al ser A4
negativo, mientras que las soluciones

Z(t) = +(0,1)eM

parametrizan el eje zo y “salen” del origen (al ser A, > 0). Si efectuamos la transformacion
lineal X = PZ para pasar a las variables originales X = (x,y), el mapa de fases es semejante.
En particular, los ejes z; y z; se transforman en dos rectas dirigidas en la direccién de los dos
autovectores linealmente independientes de la matriz A. En este caso se dice que el origen es
un punto de silla del sistema (4.13) (véase la Fig. 4.3).

y

Vi

Figura 4.3: Mapa de fases de un sistema lineal con un punto de silla en el origen.

(Ib) Autovalores del mismo signo <= t> —46 >0, 6 >0

Noétese que las desigualdades 6 > 0y 72 — 45 > 0 implican que T # 0. Por (4.18) los dos
autovalores tienen el mismo signo que 7. Es conveniente distinguir los siguientes subcasos:
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(Ib.1) Autovalores distintos <= 1> —46 >0, 6 >0

La solucién del sistema y la ecuaciéon de las drbitas todavia estdn dados por (4.19) y (4.20),
respectivamente. Sin embargo, al ser los dos autovalores de igual signo, todas las soluciones
tienden al origen parat — oo si T < 0 (es decir, si Ay < A» < 0),oparat — —oosiT > 0
(0 < A1 < Ap). Nobtese ademads que si T > 0y ¢ # 0 entonces

lim z:z(t) = lim @ e2—M)t — o
t——oc0 21(t)  t——o0 Aycq
Por tanto si T > 0 todas las 6rbitas excepto la recta z; = 0 salen del origen con pendiente cero.
Anélogamente, si T < 0y c2 # 0 todas las 6rbitas excepto zo = 0 entran en el origen tangentes
al eje z».

En las coordenadas originales X = (x,y), todas las 6rbitas entran o salen del origen segun
sea T < 06 T > 0. Dichas 6rbitas entran o salen del origen tangentes a la recta paralela al
autovector correspondiente al menor autovalor en valor absoluto, excepto la recta paralela al
otro autovector. Diremos que el origen es un nodo estable si T < 0, y un nodo inestable si
T > 0 (véase la Fig. 4.4).

Figura 4.4: Mapa de fases de un sistema lineal con un nodo inestable en el origen.

(Ib.2) Autovalores iguales (<= 1> —46=0), A=Al

Noétese que la condicién 72 — 46 = 0 implica que 6§ > 0, ya que estamos suponiendo que & # 0.
Las soluciones son las rectas X = ve, con v € R? arbitrario y A = 7/2. De nuevo, si T > 0 las
Orbitas salen del origen, y entran en el origen si T < 0. Se dice en este caso que el origen es un
nodo propio o estelar (estable si T < 0, inestable si T > 0).

(I.b.3) Autovalores iguales (<= 1> —46=0), A#Al

En este caso la forma candnica de Jordan de A es

A0 T
]:<1 A)’ A=3

Notese que la matriz A tiene un s6lo autovector linealmente independiente, que estd dado por
la segunda columna de P. La solucién del sistema (4.16) es ahora

z1 = 1e™, zp = (a1t + cz)eM (c1,¢2 ER).
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La ecuacién de las 6rbitas es

1
22:21<A log]zl|+c>, ceR,

junto con z; = 0. (Nétese que A # 0, ya que § = A? # 0.) De nuevo, todas las 6rbitas entran en
el origen (resp. salen del origen) si T < 0 (resp. T > 0). Ademds, si c; # 0 entonces

1
C2+) — *o0,

Zz(t) . }\Clt—i- (Cl —I—)\Cz) —
N N c1 A) tote

Zl(t) )\Cl

por lo que todas las 6rbitas entran o salen del origen tangentes al eje z;. En las coordenadas de
partida (x,y), las 6rbitas entran o salen del origen (segtinsea T < 0 6 T > 0) tangentes a la recta
determinada por el autovector de la matriz A. Se dice en este caso que el origen es un nodo de
una tangente, estable si T < 0 e inestable si T > 0 (véase la Fig. 4.5).

y

AN
7

Figura 4.5: Mapa de fases de un sistema lineal con un nodo inestable de una tangente en el
origen.

(I) Autovalores complejos conjugados <= > — 45 < 0

En este caso los autovalores son A1, = a £if, con B > 0. Existe por tanto un vector no nulo
w = u+iv € C? tal que
Aw = (v +if)w. (4.21)

De hecho, u y v son linealmente independientes, ya que si por ejemplo v = cu, entonces
w = (14 ic)u implicaria que u es un autovector real de la matriz real A con autovalor & + i
complejo, lo cual no es posible. Tomando la parte real e imaginaria de (4.21) obtenemos las dos
igualdades reales

Au = au — Bo, Av = Bu+av.

Por tanto, si P = (u v), entonces P es invertible y

PLAP = <_g 5)

De la invariancia de la traza y el determinante bajo transformaciones lineales se sigue que

T=2a, S=o>+p. (4.22)
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Efectuando el cambio X = PZ obtenemos el sistema lineal en Z

4= entpn (4.23)
Zp = —Bz1+az.
Introduciendo las coordenadas polares
z1 =rcosf, Zo = rsenf
se tiene
P = Z%—FZ% = 7 =2z121 + 202y = ar? = F=uar
Zi=waz1+Bzy=Fcosf— (rsenf)f =az; — 20 = 0= —P.
Por tanto en coordenadas polares el sistema (4.23) se escribe como
r=ar, 0=-p, (4.24)
cuya solucién general es
r = rpet, 0 =6y — Bt, 70,600 € R. (4.25)
La ecuacién de las 6rbitas es por tanto
r= roefﬁ(efeo) . (4.26)

Hay dos posibilidades, segtin a (6 T, por la ecuacién (4.22)) se anule o no:

(IL.a) Autovalores complejos con parte real no nula <= 1> —46 <0, T #0

En este caso « # 0, y por tanto las érbitas (4.26) son espirales logaritmicas, y lo siguen siendo
en las coordenadas originales X = PZ (véase la Fig. 4.6). Se dice que el origen es un foco,
estable para T < 0 e inestable para T > 0, ya que cuando T < 0 las espirales tienden al origen
para t — co, mientras que si T > 0 esto ocurre para t — —oo. El sentido de giro alrededor
del origen de las 6rbitas se determina facilmente observando cudl es la direccién del vector
velocidad AX cuando dichas 6rbitas cortan a uno de los ejes. Por ejemplo, la componente x del
vector velocidad para x = O es f(0,) = by. Por tanto, el sentido de giro es horariosib > 0y
antihorario si b < 0. Del mismo modo, como g(x,0) = c x el sentido de giro es horario si ¢ < 0
y antihorario si ¢ > 0. Nétese que

> —46=(a+d)?—4(ad —bc) = (a—d)> +4bc <0 =— bc<O0,

y por tanto b y ¢ tienen signos opuestos en este caso.

(ILb) Autovalores imaginarios puros <= 7 =0, 6 >0

Ahora a = 0y por tanto las 6rbitas (4.26) son una familia de circunferencias centradas en el ori-
gen, que en las coordenadas originales (x, y) se transforman en una familia de elipses centradas
en el origen (véase la Fig. 4.6). Se dice que el origen es un centro del sistema dindmico (4.13). El
sentido de giro alrededor del origen de las 6rbitas se determina como en el caso (IL.a).
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N

s v

Figura 4.6: Mapa de fases de un sistema lineal con un foco inestable (izquierda) y un centro
(derecha) en el origen (las lineas en rojo son las rectas determinadas por los vectores u y v).
Noétese que en ambos casos b > 0 (6 ¢ < 0), ya que las 6rbitas se recorren en sentido horario.

En el plano de los pardmetros (T, ), el conjunto T2 — 46 = 0 representa una parabola. El
tipo de punto critico que el sistema lineal (4.13) tiene en el origen (punto de silla, nodo, foco
o centro) estd determinado por la posicién del punto (7,6) en el espacio de parametros en
relacién con esta pardbola y con los ejes coordenados (véase la Fig. 4.7).

i 2 45=0

Foco est. Foco inest.

Nodo est. ¢ Centro Nodo inest.

Nodo est. Nodo inest.

> T

Pto. de silla Pto. de silla

Figura 4.7: Tipos de puntos criticos del sistema lineal (4.13) en funcién de los invariantes Ty &
de la matriz A.

4.3 Sistemas no lineales

Consideremos a continuacion el sistema dindmico en el plano

{x:f@”) (4.27)

y=g(xy),

donde las funciones f y ¢ se supondran al menos de clase C! en un abierto U C R?, y sea
(x0,10) € U un punto critico de (4.27). La aproximacion lineal de dicho sistema en el punto
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critico (xg, o) es el sistema lineal

X =aX+bY
) (4.28)
Y =cX+dY,

siendo (X,Y) = (x —x0,¥y —Yo) ¥

a b\ _ _ (fx(x0,y0)  fy(x0,%0)
(C d)—mf,gxxo,yo)-(gx(xg,yg) gfj(xg,yg)). (4.29)

El siguiente teorema relaciona el comportamiento del sistema no lineal (4.27) en las proximida-
des de un punto critico elemental (xo, o) con el de su aproximacion lineal (4.28) en un entorno
del origen. Dicho teorema afirma esencialmente que si f y g son suficientemente regulares en
(x0,Y0), y dicho punto critico es hiperbdlico, entonces el sistema original (4.27) y su aproximacién
lineal (4.28) tienen el mismo tipo de punto critico en (x, o) y en el origen, respectivamente:

{eorema 4.16. Sea (xo, o) un punto critico elemental del sistema (4.27), es decir \

F(xo,y0) = g(xoyo) =0,  detD(f, ) (x0, o) = | X (¥or0)  fulxo o)

— 0.
gx(x0,%0)  gy(x0,%0) 7

Entonces se verifica:

1. Si(f,g) € C! y la aproximacién lineal (4.28) tiene un foco o un punto de silla en el origen,
entonces el sistema (4.27) tiene resp. un foco del mismo tipo (es decir, estable o inestable) o un
punto de silla en (xg, yo).

2. Si(f,g) € C?y la aproximacion lineal (4.28) tiene un nodo en el origen, entonces el sistema
(4.27) tiene un nodo del mismo tipo (estable o inestable, de una tangente) en (xo, yo).

3. Si fy g son analiticas en (xo,yo) y la aproximacion lineal (4.28) tiene un centro en el origen,
\ entonces el sistema (4.27) puede tener un centro o un foco en (xo, o). /

Nota. Si la aproximacion lineal tiene un nodo en el origen y (f, g) s6lo es de clase C!, el sistema
no lineal (4.27) puede tener un foco en (xo, yo). Por ejemplo, esto es lo que ocurre para el sistema

x:—x—L

logr
S 2
y=-Y logr

en el origen. Analogamente, si la aproximacion lineal tiene un centro en el origen y (f,g) es
de clase C¥ (con 1 < k < ), el sistema no lineal (4.27) puede tener un centro-foco en (xo, yo)-
Considérese, por ejemplo, el sistema

X = —y+xr*lsen(1/r)
y= x+yrlsen(1/r)

en el origen.

Segtin el teorema anterior, si la aproximacion lineal (4.28) tiene un centro en el origen el
sistema original puede tener un centro o un foco en (xg,yp) (atn cuando las funciones f y ¢
sean analiticas en dicho punto). Para determinar en este caso qué tipo de punto critico tiene el
sistema (4.27) en (xo, o) se pueden usar muchas veces consideraciones elementales de simetria.
En efecto, si probamos que el mapa de fases del sistema (4.27) en un entorno de (xo,yo) es
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simétrico respecto de alguna recta que pase por dicho punto entonces (xo, yo) ha de ser forzosamente
un centro, ya que una curva de tipo espiral no es simétrica respecto de ninguna recta.

La simetria mds facil de caracterizar es la simetria respecto de los ejes coordenados. Por
ejemplo, determinemos una condicién suficiente para que las 6rbitas sean simétricas respecto
del eje x, suponiendo que (xo,10) = (x0,0) y que el origen es un centro de la aproximacién
lineal en este punto. En primer lugar, para que el campo de vectores (f,g) sea continuo en el
eje x las d6rbitas deben cortar dicho eje con tangente vertical, es decir

£(x,0) =0 (4.30)

para |x — x| suficientemente pequefio. En segundo lugar, la simetria respecto del eje horizontal
implica que si (x,y(x)) es una 6rbita entonces (x, —y(x)) también lo es. Esto significa que si la
funcién y(x) es solucién de
Y = 8(x,y)
f(xy)

también lo serd la funcién —y(x). Imponiendo esta condicion se obtiene

&
=
—~
|
<
—~
=
N—
SN—
I
|
<\
—
=
N—
Il
|
| 0Q
—
—~
=
S—
)

para todo x. Esto se cumplira si

glx,—y) _ glxy)

fo-y)  flxy)

Por tanto, una condicién suficiente para que las 6rbitas de (4.27) sean simétricas respecto del
eje horizontal es

sx,—y) _ _s(xy) -
flv,—y)  flxy)’ f(x,0)=0. (4.31)

En particular, ambas condiciones se cumpliran si

flx,—y)=—-f(xy), gx-y)=gxy)), (4.32)

es decir si f es impar en y y g es par en dicha variable. Andlogamente, las 6rbitas de (4.27) son
simétricas respecto del eje y si

g(=xy) _ _g(x,y)/ 2(0,y) =0 (4.33)

0, en particular, si

f(=xy)=f(xy), gl-xy)=-gxy). (4.34)

Ejemplo 4.17. Consideremos el sistema
X =
{ R (4.35)
y=x—x.

En este ejemplo, las funciones

fry) =y, glxy =x—x
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son analiticas en todo IR?. Los puntos criticos del sistema son las soluciones de las ecuaciones

es decir
(0,0), (1,0), (-1,0). (4.36)

La matriz jacobiana de (f, g) es

D) = (1 % o)

Como el determinante de esta matriz, que es igual a 3x2 — 1, no se anula en ninguno de los
puntos criticos, todos ellos son elementales. En el origen, la aproximacién lineal de (4.35) es

{40 ()

Alser det A = —1 < 0, el origen es un punto de silla de la aproximacioén lineal (4.37), y por tanto
del sistema original (4.35). Para estudiar el mapa de fases de dicho sistema en las proximida-
des del origen, hacemos lo propio con el mapa de fases de la aproximacién lineal (4.37). Los
autovalores de la matriz A son las soluciones de la ecuacién

A1,
' | _/\'_/\ ~1=0,

esdecir A = £1. Los autovectores (X, Y) correspondientes al autovalor A = 1 son las soluciones

) (D00

Se trata, por tanto, de la recta Y = X. Andlogamente se prueba que los autovectores correspon-
dientes al autovalor A = —1 estdn sobre la recta Y = —X. El mapa de fases del sistema lineal
(4.37) tiene por tanto el aspecto de la Fig. 4.8. Volviendo al sistema original (4.35) en el origen,
las dos rectas Y = £X se transforman en dos curvas llamadas separatrices, que salen o entran
del origen con pendiente respectivamente igual a 1 o —1 (véase la Fig. 4.10).

Y

N

72

Figura 4.8: Mapa de fases del sistema lineal (4.37).
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En los dos puntos criticos (1, 0), la matriz de la aproximacién lineal es igual a

01
(2 0)
La ecuacion de autovalores de esta matriz es A2 +2 = 0, por lo que el origen es un centro
de la aproximacion lineal de (4.35) tanto en (1,0) como en (—1,0). Al ser las funciones f y ¢
analiticas, el sistema (4.35) puede tener un centro o un foco en £(1,0). Pero en este caso el
mapa de fases es simétrico respecto del eje horizontal, ya que f(x,y) = y es imparen y, y

¢(x,y) = x — x% es par en dicha variable (al ser independiente de y). Como ambos puntos
criticos (1, 0) estan sobre el eje horizontal, dichos puntos son centros del sistema (4.35).

Para dibujar el mapa de fases del sistema (4.35) es conveniente estudiar los signos de las
componentes del campo vectorial (f(x,y),g(x,¥)) = (y,x — x°) en funcién del punto (x,y).
Por ejemplo, en este caso la primera componente es positiva en el semiplano superior y ne-
gativa en el inferior, mientras que la segunda es positiva si x € (—co,—1) U (0,1) y negativa
cuando x € (—1,0) U (1, 00). Por tanto la direcciéon del campo de vectores es como se indica es-
quemaéticamente en la Fig. 4.9. En particular, dicho campo es vertical sobre el eje x y horizontal
sobre las rectas verticales x = 0, £1.

Figura 4.9: Direccién del campo de vectores del sistema (4.35).

El mapa de fases del sistema (4.35) tiene el aspecto de la figura 4.10. No6tese que las separa-
trices que “salen” del origen con pendiente 1 “vuelven” al origen con pendiente —1, debido a
que de otra forma cortarfan a otra 6rbita.

En este ejemplo, podemos hacer afirmaciones més precisas sobre las 6rbitas resolviendo su
ecuacién diferencial

dy _ x— x3
dx y '
que es exacta (y de variables separadas) y se integra facilmente:
T, 1,4 15,
- 1412 R
5 y + 4 X 7 X c1, 1 €k,
o, equivalentemente,
(2=12%+2>=c¢c, c¢>0. (4.38)

De esta ecuacién se deduce que el mapa de fases es simétrico respecto de ambos ejes, y todas
las 6rbitas son acotadas y cerradas. (La simetria respecto del eje y del mapa de fases se podria
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Figura 4.10: Mapa de fases del sistema (4.35).

haber deducido sin necesidad de hallar la ecuacién de las 6rbitas, ya que g es impar y f par en
x, resp. Andlogamente, como f es impar y g par en y, las 6rbitas han de ser simétricas respecto
al eje x.) Los puntos criticos (£1,0), por ejemplo, se obtienen para ¢ = 0. Las separatrices son
las dos 6rbitas que “pasan” por el origen (mds correctamente, tienden al origen para t — £00).
Sustituyendo por tanto x = y = 0 en la ecuacién anterior se obtiene ¢ = 1, por lo que la
ecuacion de las separatrices es

2
(12422 =1 y:ixm—%.
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