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Capitulo 1

Grupos y algebras

1.1 Preliminares

Definicién 1.1. Un dlgebra sobre un cuerpo F es un espacio vectorial A sobre F provisto
de una ley de composicion interna (producto)

AXA—A
(a,b) — ab

que goza de las siguientes propiedades:
1. Propiedad distributiva:

a(b+c)=ab+ac, (b+c)a=ba+ca, Va,b,c € A.

2. AMab) = (Aa)b = a(Ab), Va,b e A, VA €F.

En lo que sigue, supondremos siempre que F = C 6 F = R. Noétese que las propie-
dades 1 y 2 anteriores son equivalentes a la linealidad del producto (a,b) — ab en cada
uno de sus argumentos.

La dimensién de A como élgebra es por definicién su dimensién como espacio vec-
torial. Normalmente, aunque no siempre, nos ocuparemos de &lgebras de dimensién
finita.

Diremos que A es asociativa si

a(bc) = (ab)c, Va,b,c € A,
y abeliana (o conmutativa) si
ab = ba, Va,b € A.
Se dira que e € A es un elemento unidad si
ea=ae=a, Vae A.

Es evidente que en un dlgebra no puede haber més de un elemento unidad. Si A es un
dlgebra con elemento unidad, un inverso (respecto de la multiplicacién) de un elemen-
toa € A es cualquier elemento b € A tal que

ab="ba=c¢.

Algebra

Asociativi-
dad

Inverso
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Si A es asociativa, es facil probar que si dicho elemento inverso existe necesariamente
ha de ser tnico; en tal caso, denotaremos el inverso de a € A por a~ 1. De la linealidad
del producto respecto de cada uno de sus argumentos se sigue inmediatamente que

a0 =0a =0, Yae A,

por lo que 0 no puede poseer inverso. Si A es asociativa y todo elemento de A distinto
de 0 posee inverso, se dice que A es un algebra asociativa con divisién. Recuérdese
que un cuerpo es un dlgebra asociativa con division que es ademds conmutativa.

Ejemplo 1.1. Un ejemplo muy importante de dlgebra asociativa con elemento unidad,
pero no conmutativa si dim V' > 1, es el dlgebra gl(V') de los operadores lineales V —
V, siendo V un espacio vectorial y ab = acb para todo a,b € gl(V). Por supuesto, la
unidad es la aplicaciéon identidad I : V' — V. En general (a menos que dimV = 1)
gl(V') no es un dlgebra con divisién, ya que no todo operador distinto de 0 es invertible.

Ejemplo 1.2. El conjunto P[zy,...,z,] de los polinomios en n indeterminadas (reales o
complejas) z; es un algebra asociativa y conmutativa con elemento unidad y de dimen-
sién infinita. No es, sin embargo, un dlgebra con division.

Definiciéon 1.2. Sean A y B dos élgebras sobre el mismo cuerpo. Un homomorfismo de
A en B es una aplicacion lineal p : A — B tal que

p(ab) = p(a)p(b), Va,b e A.

Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo. Dos dlgebras son isomorfas si existe
un isomorfismo que aplica una en la otra. Los isomorfismos de un dlgebra en si misma
se denominan automorfismos.

Ejemplo 1.3. Si V = F", el dlgebra g[(V) es isomorfa al dlgebra gl(#, F) de las matrices
n X n con elementos de matriz en F, donde la operacién producto es el producto de ma-
trices ordinario. Un isomorfismo estd dado por la aplicacién que pasa de un operador
lineal a € gl(V) a su matriz en una base cualquiera de V.

Si A es un élgebra de dimension finita ny B = {ey,...,e,} es una base cualquiera
de A, definimos 1 escalares ci-‘]- € F mediante

n
eiej =Yy chex,  Vij=1,..,n. (1.1)
k=1

k
ij’ ‘ : © X
determinan el productoen A, yaquesia =Y ;a'e;yb =Y ,b'e; (cona’, b’ € F) son
dos elementos cualesquiera de A entonces la linealidad del producto en cada uno de
sus factores implica que

Los nameros c?;, denominados constantes de estructura de A respecto de la base B,

n
ab = Z ci-‘]-aibjek. (1.2)
ijk=1
Equivalentemente, los productos de los elementos de la base B determinan el producto en A.
Reciprocamente, si A es un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo F,
B = {ei,...,e,} es una base cualquiera de Ay cifj € F(1 <i,j,k < n) son n® ntimeros
arbitrarios, la ecuacién (1.2) define un producto en A que goza de las propiedades 1 y
2 de la Definicién 1.1, lo que dota a A de la estructura de dlgebra. En otras palabras,

al(V)

Morfismos

gl(n, F)

Constantes
de
estructura
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podemos convertir cualquier espacio vectorial de dimension finita en un dlgebra definiendo los
productos de los elementos de una base de manera arbitraria y extendiendo la definicion a todo
el espacio por linealidad. Equivalentemente, dados #° ntimeros arbitrarios cé‘j € F siempre
es posible construir un algebra cuyas constantes de estructura sean dichos nimeros.

Naturalmente, las propiedades de un élgebra se pueden caracterizar en términos
de sus constantes de estructura o, equivalentemente, de los productos de los elementos
de una base. Por ejemplo, es inmediato demostrar que:

1. Aesconmutativa <= eje; =¢je; paratodoi,j < C{?j = c}‘i paratodoi,j, k

n
2. A es asociativa <= (ejej)ex = ej(ejer) para todo i,j,k < ) cz’;cfﬂk =

m=1
n
Z cf-mc}?,i para todo i, j, k, 1.
m=1
Ejemplo 1.4. El 4lgebra (real) de los cuaterniones H es el espacio vectorial R* provisto
del producto que definiremos a continuacién. En primer lugar, si
e=(1,0,0,0), i=(0100), j=(0,010), k=(0,00,1)
definimos
ei=ie=i, ej=je=j, ek=ke=k, e =e, P*=F=k=—¢

y

ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.
Este producto se extiende a todo H = R* por linealidad, ya que los elementos {e, i, j, k}
forman una base (la canénica) de R*. Se comprueba que el producto asi definido es

asociativo (basta hacerlo con productos de elementos de la base canénica, por lo visto
anteriormente). Por ejemplo

iNk=k=—e, i =i = —e¢; i‘f=—j7, i(ij) =ik = —j.
‘].k k2 .].k .2 .Zj ]. “]. ‘k ].

Por tanto, H es un dlgebra asociativa con elemento unidad (e = (1,0,0,0)), aunque cla-
ramente es no conmutativa. H es un dlgebra con divisién, ya que para todo elemento!
(x,y,2,t) = x+yi+zj+ tkse tiene

(x+yid+zj+tk)(x—yi—zj—tk) =2+ 12 +2>+ .

Ejemplo 1.5. El espacio R® con el producto vectorial es claramente un 4lgebra. No
es conmutativa, ya que de hecho u x v = —v x u para todo u,v € R3. Tampoco es
asociativa; por ejemplo, si {61, e, 63} es la base canénica de R®

(eg xe1) Xxex =0, e1 X (e1 X ep) =e1 Xez3 = —ey.
Sin embargo, utilizando la identidad
ux (vxw)=(u-w)o—(u-v)w
se demuestra inmediatamente que

ux (vxw)+ox(wxu)+wx (uxv)=0, Yu,v,w € R®,

Cuaternio-
nes

(R% x)
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El algebra R3 con el producto vectorial es el primer ejemplo de lo que en adelante
llamaremos un algebra de Lie:

Definicién 1.3. Un algebra de Lie sobre un cuerpo F es un édlgebra g sobre F cuyo Algebra
producto, que denotaremos por | -, - |, verifica las siguientes propiedades: de Lie

1. Anticonmutatividad: [x,y] = —y, x|, Vx,y €g
2. Identidad de Jacobi:

2l + v [z + 20yl =0, Yxyzeg.

Notas.

e La identidad de Jacobi prescribe como deben diferir los elementos [[x,y],z]| y
[x, [y,2]], que en un élgebra asociativa serian idénticos:

[yl 2] =[x [y, 2] = [[x, 2], y] -

e Por definicion de algebra, el producto [ -, - | (que se denomina habitualmente cor-
chete de Lie o conmutador) es lineal en cada uno de sus argumentos.

e La anticonmutatividad implica que [x, x] = 0 para todo x € g. Esta altima pro-
piedad es de hecho equivalente a la anticonmutatividad, ya que [x + y,x +y| =

0= [yl +ly .
e Un algebra de Lie g es conmutativa (abeliana) si y s6lo si [x,y] = 0 para todo
X,y € g.
Ejemplo 1.6. Si A es un algebra asociativa sobre un cuerpo F, y definimos el corchete Algebra de
de Lie mediante los conmu-
[a,b] = ab — ba, Ya,b € A, tadores

entonces (A, [,-]) = ga es un algebra de Lie sobre F (dlgebra de los conmutadores
de A). En efecto, es claro que [ -, - | es lineal en cada componente, y por tanto g4 es un
dlgebra. Ademas, el producto es claramente anticonmutativo. Por dltimo, la identidad
de Jacobi se sigue del siguiente calculo elemental:

[a,[b, c]] + perm. cicl. = (abc — bea) + (cba — acb) + perm. cicl. = 0.

Evidentemente, si el dlgebra asociativa A es conmutativa el dlgebra de Lie g4 es con-
mutativa. Nétese, por altimo, que el dlgebra derivada de gl(#n, F) no es mas que gl(n, F)
con el conmutador usual de matrices como corchete de Lie.

SiB = {el, e, en} es una base de un dlgebra de Lie g de dimensiodn finita, las cons- Const. de
tantes de estructura (cifj)l <ijk<n Tespecto de la base B se definen mediante la ec. (1.1), estructura
que en este caso se escribe

n
leiej] = Y chiex (1.3)
k=1

INormalmente, se identifica e con 1, y por tanto (x,0,0,0) = xe < x € R.
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De la definicién de 4lgebra de Lie se siguen inmediatamente las identidades

k k
Cij = —Cji (1.4)
n
I I I
ZZ (ch cic + ¢y ki + ey cij) = 0. (1.5)
=1

. ’ . k . . verifi
Reciprocamente, si CZ es un conjunto de 1’13 numeros en F que verifican las

1<i,jk<n
identidades anteriores, def{niendo lei, ¢;] como el miembro derecho de (1.3) y exten-
diendo esta definicién a un par cualquiera de elementos de g por linealidad se obtiene
una estructura de algebra de Lie en g.

Si g es un dalgebra de Lie real, su complexificacién gc se define como sigue. En
primer lugar, como conjunto gc es la complexificacién del espacio vectorial real g, es
decir

gc={v+iw:v,weg}=g+ig,
donde v + iw es una expresion formal equivalente al par ordenado (v, w). La suma y
el producto por ntiimeros complejos en g¢ estan dados por

(1 +iwy) 4+ (va +iwy) = (v1 +v2) +i(wy + wy),
A+ip)(v+iw) = (Av—pw) +i(po + Aw)
para todo v, w, v;, w; € g, A, 4 € R. Es inmediato comprobar que con esta definiciéon

gc es efectivamente un espacio vectorial complejo. Ademas, si B = {el, e, en} es una
base cualquiera de g sobre R entonces

ac={

n
1=

ci€; . Cj € C}
1

y B es también base de g¢ sobre el cuerpo C, por lo que
dimc gc = dimg g.
A continuacion se define el corchete de Lie en g¢ de la forma natural, es decir
[01 +iwy, 02 +iwy]| = [v1,02] — [wy, wa] +i([o1, wa] + [w1, v2]) . (1.6)

Como las constantes de estructura de gc respecto de una base cualquiera B C g eviden-
temente coinciden con las de g en la misma base, es obvio que se siguen cumpliendo
las condiciones (1.4)-(1.5), y por tanto gc es un dlgebra de Lie sobre los complejos. De
lo anterior también se deduce que gc posee una base (como espacio vectorial complejo)
respecto de la cual todas sus constantes de estructura son reales. El reciproco de esta
afirmacién es también claramente cierto (;por qué?), y por tanto un dlgebra compleja es la
complexificacién de un dlgebra real si y solo si admite una base respecto de la cual sus constantes
de estructura son reales.

Ejercicio 1.1. Probar que la complexificacion de gl(n, R) es gl(n, C).

1.2 Grupos. Grupos lineales cerrados. Algebras clasicas.

Definicién 1.4. Un grupo es un conjunto G provisto de una aplicacion (producto)
GxG—G
(8/h) — gh

que verifica:

Complexifi-

cacion

Grupo



CAPITULO 1. GRUPOS Y ALGEBRAS 6

1. Propiedad asociativa:

g(hk) = (gh)k, Ve, hkeG.
2. Existencia de unidad:

JdJecG tq eg=ge=g, Vg eG.

3. Existencia de inverso:

VgeG,dheG tq. gh=hg=e.

Se demuestra facilmente que en un grupo la unidad y el inverso de cada elemento
¢ (denotado usualmente por ¢~ !) son tinicos (ejercicio).

Un ejemplo muy importante de grupo es el llamado grupo general lineal de un
espacio vectorial V, que denotaremos por GL(V'), cuyos elementos son los automorfis-
mos de V (operadores lineales invertibles de V' en V). En este ejemplo, el producto es
la composicion de aplicaciones lineales, y la unidad es la aplicacion identidad. Otro
ejemplo bien conocido de grupo es el conjunto GL(n, F) de las matrices invertibles de
orden n con elementos de matriz en el cuerpo F. Este conjunto es un grupo respecto del
producto usual de matrices, siendo su unidad la matriz unidad de orden n.

Un homomorfismo entre dos grupos G; y G2 es una aplicaciéon p : G; — Gy que
cumple

p(gh) = p(g)p(h), Vg h e G.

De la definicién se sigue inmediatamente que p(e;) = ey p(¢71) = p(g) L. Se dice que
dos grupos Gy y G2 son isomorfos si hay un homomorfismo invertible (isomorfismo)
de G; en G;. Por ejemplo, si V es un espacio vectorial de dimensién n sobre F entonces
GL(V) y GL(n, F) son isomorfos, dado que la aplicacién que consiste en tomar la ma-
triz de un elemento de GL(V) respecto de una base cualquiera de V es claramente un
isomorfismo de GL(V') en GL(#, F).

Una representacion ¢ de un grupo G en un espacio vectorial V' es un homomorfismo
¢ : G — GL(V). En otras palabras, la representacion ¢ asigna a cada elemento g de G
una aplicacion lineal invertible ¢(g) : V — V, de modo que

p(gh) = 9(g)e(h), Vg heG.

Noétese que, por las propiedades de los homomorfismos,
p(e) =iy (identidad V — V)

y
o(8) " =9g"), VgEG.

(De hecho, es facil probar que ¢ : G — gl(V) es una representacion siy sélosi ¢(e) = iy
y ¢(gh) = ¢(8)¢(h), paratodo g, h € G.)

Un grupo lineal (o matricial) es un subgrupo del grupo matricial GL(#,F), donde
F = R 6 F = C. Diremos que un grupo lineal G C GL(#,F) es cerrado si G es un
subconjunto cerrado del espacio normado gl(n,F) D GL(n,F). Recordemos que en
gl(n,F) = F" se pueden definir infinitas normas, como por ejemplo

X
IX|| = sup (b VX € gl(n,F),
veri- (o) 12l

Morfismos

Representa-
ciones

Grupos
lineales
cerrados
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X = [t(xTx)]"* = ( Z |xi]-|2)1/2, VX € gl(n, F).
ij=1

Es también sabido que todas estas normas inducen la misma topologia, en la cual
GL(n,F) es un subconjunto abierto. Por ejemplo, todo subgrupo de GL(#n,F) defini-
do por un conjunto de igualdades de la forma f; = 0,1 <i < m, con f; : GL(n,F) — R
o fi : GL(n, F) — C funcién continua para todo i, es cerrado. Casos particulares de gru-
pos lineales cerrados de especial importancia son los llamados grupos clasicos, que se

definen como sigue:
SL(n,F) = {X € GL(n,F) : detX =1}
O(n,F) = {X € GL(n,F) : X'X =1}
SO(n,F) = O(n,F) NSL(n, F)
U(n) ={XeGL(nC): X'X =1}
SU(n) = U(n) NSL(n, C)
SP(n,F) = {X € GL(2n,F) : X', X = ], }
SP(n) = SP(n,C) NU(2n),

donde
_ 0 I,
]7’1 - <_1n 0) .

Estos grupos se denominan respectivamente lineal especial, ortogonal, ortogonal es-
pecial, unitario, especial unitario, simpléctico y unitario simpléctico. Notese que to-
dos los grupos cldsicos reales a excepcion de SL(n, R) son compactos, mientras que los
demas grupos clésicos (jincluidos O(n, C) y SO(n, C)!) son no compactos.

Un grupo algebraico (real o complejo) es un subgrupo G C GL(n,F) (conF = R o
F = C) definido por un ntimero finito de igualdades de la forma

donde las funciones f; son polinomios en los elementos x;; de la matriz X € GL(n, F).
Claramente, los grupos cléasicos del tipo X(n,F) con X = SL, O, SO, SP son grupos
algebraicos reales si F = R y complejos si F = C. Por otra parte, los grupos cldsicos
U(n),SU(n) y SP(n) no son grupos algebraicos complejos (a pesar de ser subgrupos de
GL(n,C) o GL(2n,C)), puesto que XX no es un polinomio en x;; (jdepende también
de X;;!). Sin embargo, estos tres grupos pueden considerarse grupos algebraicos reales
de GL(21,R) (o GL(4n,R), en el caso de SP(n)). En efecto, toda matriz X € GL(n, C)
se puede identificar de manera natural con la matriz real X € GL(21, R) definida de la
forma siguiente: siz = x + iy € C" y Xz = u + iv, entonces

(-6

Més concretamente, si X = A +iB € GL(n, C) la matriz X € GL(21,R) estd dada por

x=(3 )

Grupos
cldsicos

Grupos
algebraicos
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Con esta identificacién se puede considerar a GL(n, C) como el subgrupo de GL(2n, R)
A B .

C D)’ con A, B, Cy D matrices
reales de orden 2n que verifican las relaciones C = —By D = A. Del mismo modo,
U(n) se identifica con el subgrupo de GL(2n,R) dado por

formado por las matrices invertibles de la forma

{(‘é [B)> €GL(2n,R)|C=-B,D=A, A'YA-B'B=1, A'B+B'A = 0} :
Al ser las relaciones que definen a este grupo polinomios en los elementos de las
matrices A, B, C y D, podemos considerar a U(#) como un grupo algebraico real en
GL(2n,R), y andlogamente para SU(n) y SP(n).

Un grupo de Lie G real o complejo es un grupo G que posee ademads una estruc-
tura de variedad analitica real o compleja (es decir, un espacio topolégico Hausdorff
“localmente equivalente” a un espacio euclidiano real o complejo), respecto de la cual
el producto y la aplicacién ¢ — ¢! son funciones analiticas. Evidentemente, un grupo
de Lie complejo es también un grupo de Lie real (de dimension real doble de la que tie-
ne como variedad compleja), aunque el reciproco no es cierto en general. Por ejemplo,
el grupo GL(n, F) es un grupo de Lie, ya que es una variedad (al ser un subconjunto
abierto del espacio euclidiano gl(n, F)), y los elementos de matriz del producto AB y
de la inversa A~! son polinomios en los elementos de matriz de A y B y funciones
racionales de los elementos de matriz de A, respectivamente.

Si G C GL(n, F) es un grupo algebraico (real o complejo) puede probarse [7, teor. 2.1.2]

que G es automaticamente un grupo de Lie (real o complejo). Por tanto todos los grupos
cldsicos son grupos de Lie. Mds generalmente, si G es un grupo lineal cerrado el teorema del
subgrupo cerrado [1, Cap. 11, teor. 2.3]) implica que G es un grupo de Lie real.

A un grupo de Lie (real o complejo) cualquiera G se le puede asociar un algebra
de Lie (real o compleja) g tomando como conjunto de base el espacio de los vectores
tangentes a G en la unidad e. Mds concretamente, si G C GL(n, F) es un grupo lineal
cerrado real su dlgebra de Lie es el conjunto g C gl(n, F) definido por

g={Xecgl(nF):X=g(0), cong:[—€,€e] — Gderivabley g(0) =1}, (1.7)

con el corchete de Lie usual en gl(n, F) ([X,Y] = XY — YX). Comprobaremos a conti-
nuacién que si G C GL(#,F) es un grupo lineal cerrado real el conjunto (1.7) es efecti-
vamente un 4lgebra de Lie real (subélgebra de gl(n, F) considerada como élgebra real).

Veamos, en primer lugar, que g es un subespacio vectorial real de gl(#, F). En efecto,
dado X € g denotemos por gx cualquier curva diferenciable [—¢, €] — G cumpliendo
gx(0) =1, g% (0) = X. Entonces para todo A € Rla curva c(t) = gx(Af) estd contenida
en G, es diferenciable y verifica ¢(0) = gx(0) = I, /(0) = A g% (0) = AX. Por tanto
AX € g, ya que puede tomarse g x(t) = gx(At). Por otra parte, si Y es otro elemento
de g entonces c(t) = gx(t)gy(t) es una curva diferenciable en G, c(0) = g(0)h(0) = Iy

¢'(0) = gx(0)gy(0) +gx(0)gy(0) =X +Y = X+Yeg.

Para probar que g es subdlgebra real de gl(n,F), nétese quesih € Gy X € g
entonces
hWXh'=Adh-Xeg.

En efecto, la curva hgx (t)h~! es una curva diferenciable contenida en G que pasa por
la identidad parat =0, y

% hex(Hh ! = hgk (O =hXh™' = nXh'eg.
t=0

Grupo de
Lie

Algebra

de Lie

de un grupo
lineal
cerrado

g subespacio

g subdlg.
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Sean ahora X,Y € g, y denotemos por sencillez ¢ = ¢x. Para cada t € [—¢,€], la
curva c(t) = Adg(t)-Y = g(t)Yg(t)~! estd contenida en el espacio vectorial g y es
diferenciable, por lo que la derivada c’(t) pertenece a g para todo . En particular,

d0)=¢0)-Y+Y-(gH(0)=XY-YX=[X,Y] g,
donde se ha utilizado la identidad
(' () =—g (W' (Hg () = (§71)(0) = —¢'(0) = —X.

Notese que Ad : G — gl g es de hecho una representacién de G en g, ya que Ad(e) es Repr. ad-
la identidad y junta
Ad(gh) = Ad(g) Ad(h), Vg,heG.

Definicién 1.5. La aplicacion Ad : G — GL(g) se denomina la representacién adjunta
del grupo lineal cerrado G sobre su dlgebra de Lie g.

Las algebras de Lie de los grupos clésicos, denominadas 4lgebras cléasicas, son las Algebras

siguientes: cldsicas
sl(n,F) = {X € gl(n,F) : r X = 0}
o(n,F) =so(n,F) = {X € gl(n,F): X'+ X =0}

&
=3
—~
=
Il
&
=1
S
@)
~—
D)
BN
N
=
~—

Notese que sl(n,C), o(n,C), so(n,C) y sp(n,C) pueden considerarse dlgebras com-
plejas (son, de hecho, las complexificaciones de sl(1,R), o(n,R), so(n,R) y sp(n,R),
respectivamente), mientras que las demas dlgebras clasicas son reales.

Ejemplo 1.7. Como ejemplo de los célculos que conducen a las férmulas anteriores,
probemos que el dlgebra de Lie del grupo unitario especial SU(n) es su(n)

su(n) = {X €gl(n,C):rX=0, X'+ X =0}.

En efecto, si X es un elemento del 4lgebra de Lie g de SU(n) y denotamos por sencillez g C su(n)
g = gx entonces

¢(0)=1,4(0)=X; detg(t) =1, g(t)Tg(t) =1, Vte[—e€l.

De la férmula cldsica para la derivada de un determinante y la condicién g(0) = I se
sigue facilmente que

4 detg(t) =trg’(0) =tr X =0.
dat|,_,

Derivando la igualdad g(t)"¢(t) = I respecto de t y haciendo t = 0 se obtiene facilmen-
te la condicién X' + X = 0. Esto prueba que el dlgebra de Lie de SU(n) est4 contenida

en su(n).
Reciprocamente, para todo X € gl(n,F) la curva g(t) = e'X estd contenida en su(n) C g
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GL(n,F), es derivable y cumple g(0) = I y ¢'(0) = X (por las propiedades de la expo-
nencial). Ademas, si X € su(n) entoncestr X =0y X' + X = 0, por lo que

detg(t) = dete!X = e"(1X) =1

y
g(t)*g(t) — ot XTotX _ o —tXtX _ 1

Por tanto g(t) € SU(n) para todo t, de donde se sigue que X = ¢’(0) estd en el dlgebra
de Lie de SU(n).

Notese que, aunque las matrices que pertenecen a su(n) tienen en general elementos
de matriz complejos, su(n) es un algebra de Lie sobre R pero no sobre C. En efecto, si
X # 0es antihermitica y ¢ € C tiene parte imaginaria no nula entonces (¢X)" = ¢* X" =
—c*X # —cX.

Ejemplo 1.8. Veamos cudl es la complexificacion de su(n). Claramente, una base de su(n)c
su(n) estd formada por las n%> — 1 matrices

{i(E]-]-—Em,):1§j§n—1}U{Ejk—Ekj, i(Ejk+Ekj)21§j<k§Tl},

donde Ej es la matriz cuyo tnico elemento de matriz no nulo estéd en la fila j y la
columna k y vale 1. Al tomar combinaciones lineales arbitrarias de estas matrices con
coeficientes complejos evidentemente obtenemos el conjunto

ling ({Ej = Emn:1<j<n—1}U{Ex:1<j#k<n}) =si(n,C).
Por tanto
su(n)c =sl(n,C).

Notese que también sl(n, C) = sl(n,R)c, aun cuando puede probarse que sl(n,R) y
su(n) no son isomorfas. En otras palabras, una misma dlgebra compleja puede tener
mas de una forma real inequivalente.

Un subgrupo uniparamétrico de un grupo lineal cerrado G es una aplicacion dife- Subgrupos
renciable ¢ : R — G que verifica g(s +t) = g(s)g(t), paratodos, t € R. Derivando esta uniparamé-
igualdad respecto de s y haciendo s = 0 se obtiene la ecuacion diferencial matricial tricos

gt =Xg(t), X=g0),
cuya solucién (dado que g(0) = I) es
g(t) =X,

Noétese que X = ¢’(0) € g. Reciprocamente, si X € g entonces e’X € G paratodot € R.
En efecto, si denotamos g(t) = ¢x(t) entonces

g(t/n) =1+ % +o(n ) = nlogg(t/n) =tX+o(1)

y por tanto

lim g(t/n)" = e'X.

Como g¢(t/n)" pertenece a G para todo n, al ser G cerrado el limite eX también ha de
pertenecer a G. En definitiva, hemos probado la siguiente caracterizacion del algebra
de Lie g de un grupo lineal cerrado G C GL(n,F):

g={Xegl(nF):e*eG,VteR]}. (1.8)
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1.3 Subdlgebras, ideales. Algebras simples y semisimples

Si a y b son subconjuntos de un algebra de Lie g, denotaremos por [a, b] el subespacio
vectorial
[a,b] =lin{[a,b] :a €a,beb}.

Definicién 1.6. Un subespacio a C g es una subdalgebra de g si [a,a] C a.

Evidentemente, una subalgebra a es un algebra de Lie con el corchete de Lie “here-
dado” de g.

Definicién 1.7. Diremos que un subespacio a C g es un ideal de g si [a, g] C a.

Claramente, todo ideal es una subdlgebra, aunque el reciproco es falso en general.
Es inmediato demostrar que si a,b C g son ideales también lo son a4+ b, aNb y (en
virtud de la identidad de Jacobi) [a, b].

Ejercicio 1.2. Probar que si a C g es un ideal, el espacio cociente g/a = {x +a: x € g}
es un 4lgebra de Lie con el conmutador [x + a,y + a] = [x,y] + a.

Definicién 1.8. Un &lgebra de Lie g es simple si dimg > 1y g no posee ningtn ideal
propio (es decir, distinto de 0 y de g). Diremos que g es semisimple si g no posee ningtin
ideal abeliano no nulo.

Notese que un algebra abeliana no nula no puede ser simple ni semisimple. De esto
se deduce facilmente que cualquier dlgebra simple es a su vez semisimple, aunque el
reciproco no sea cierto en general.

Diremos que g es la suma directa de sus ideales a,b C g, y escribiremos g = a ® b, si
como espacio vectorial g es la suma directa de sus subespacios a 'y b, es decir, sia(b =
0 y todo elemento de g se escribe (de forma tinica) como la suma de un elemento de a
y otro de b. Como a y b son ambos ideales, [a,b] C a(\ b = 0. Por tanto, si x; = a1 + by
y Xo = az + by, conay,a; € ay by, by € b, entonces

[x1,x2] = [a1,a2] + [b1, Do) .

Por tanto el corchete de Lie de a y b determina completamente el de g. Reciprocamente,
si g es la suma directa vectorial de dos subélgebras a y b tales que [a, b] = 0 entonces
= a @ b. La definicion anterior se generaliza sin dificultad a una suma directa finita
Mm@ Da, =@l a; de rideales a;.
Sig = a® by hesunsubespacio de g, la proyeccion b, de h sobre el ideal a se define
de la forma habitual, es decir

ho={aca:3Ibebtqa+ben},

y analogamente para h,. Claramente b, y b, son subespacios de a y b, respectivamente,
hNa Chyyh C by + hy. Obsérvese también que hy Nhy C aNb = 0.

Ejercicio 1.3. Sig=a® by bh C gesunideal de g, probar que sus proyecciones b, y by
son ideales de a y b, respectivamente.

Solucién. Sia € hyya' € a,seab € b tal que a + b € h. Entonces se tiene:

la,d'] =[a+bad] ChNaCh,.

Subdlgebra,
ideal

Alg. simple,
semisimple

Suma
directa
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Proposiciéon 1.9. Sig = a ® b, con a y b semisimples, entonces g es semisimple. a, b semi-
simple

Demostracién. Sea b # 0 un ideal abeliano de g; por el ejercicio anterior, hy y by son = a @b

ideales de a y b, respectivamente. Si a;,a; € by, sean by, by € b tales que a; + b; € . semisimple

Entonces se tiene
(a1 +b1,a0 + bo] = [a1,a2) + [b1,02] =0 = [a1,a2] = [by,b2] = 0.

Esto prueba que b, y by son ideales abelianos de las dlgebras semisimples a y b, respec-
tivamente, por lo que h, = h, = 0. Pero entonces h C h, + hy = 0, lo que constituye
una contradiccién. Q.E.D.

En general, por tanto, la suma directa de dlgebras semisimples (en particular, simples)
es semisimple. De hecho, puede probarse (cf. Corolario 2.13) que toda dlgebra de Lie semi-
simple de dimension finita es la suma directa de sus ideales simples. Por tanto, el estudio de las
dlgebras semisimples de dimension finita puede reducirse al de las simples.

1.4 Algebras nilpotentes y solubles. Radical

El subespacio g' = [g, g es claramente un ideal de g (recuérdese que el conmutador de Alg. nilpo-

dos ideales es un ideal). En general, si definimos tentes y
solubles

g ="y, i=2,3...

entonces se prueba facilmente por induccion que gt es un ideal de g para todo k =
1,2,.... En particular, g' C g’fl paratodoi = 2,3,.... Diremos que g es nilpotente si
gc=0 para algin k. Andlogamente, si definimos g =gt y

o = [0, g0-0), i=23,...,

de nuevo g(i) esunideal de g paratodoi =1, 2,'. ..,y por tanto g(i”) C g(i). Se dice que
g es soluble si g) = 0 para algtin k. Al ser g} C g’ para todo i, es evidente que toda
dlgebra nilpotente es automdticamente soluble, aunque el reciproco no es cierto en general.

Definicién 1.10. Las sucesiones g» =g > g 5g@ 5. . yg®=gog' D¢ D ...
se denominan respectivamente la serie derivada y la serie central descendente de g.
Elideal g! = gV esel dlgebra derivada de g.

Si a es una subdlgebra de g entonces a’ C g’ y al) C g)). Por tanto, cualquier subdil-
gebra de un dlgebra soluble o nilpotente es soluble o nilpotente.

Ejercicio 1.4. Probar que si a, b son subespacios de un dlgebra de Lie real g entonces
[a, b}c = [ac, bc] .
De la identidad anterior se deduce que si g es un dlgebra de Lie real entonces
i ‘ (i) j
(8c) = (), (o) = (8")c-

En particular, g es soluble o nilpotente si y sélo si lo es su complexificacion gc.

Ejercicio 1.5. Probar que si g¢ es semisimple también lo es g.
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Ejercicio 1.6. Probar que si a es un ideal de g entonces a' y al’) son ideales de g para todo
i=12,....

Proposicién 1.11. Un dlgebra es semisimple si y solo si no posee ningiin ideal soluble no nulo.

Demostracion. En efecto, si 0 # a C g es un ideal soluble de g entonces hay algin
k=1,2,... tal que a1V # 0y a®) = 0. Esto implica que a*~1 es un ideal abeliano
([a(k_l), a(k_l)] = a®) = 0) no nulo de g. Q.E.D.

En particular, del resultado anterior se deduce que un dlgebra nilpotente o soluble no
nula no puede ser semisimple.

Ejercicio 1.7. Sea g un algebra de Lie de dimension 3. Demostrar que g semisimple < g
simple < g!' = g (cf. el Teorema 1.16).

Solucién. Evidentemente, basta probar que g semisimple = g! =g = gsimple.

i) gsemisimple = g'=g. Todas las dlgebras de dimensién < 2 son claramente
solubles. Si g es semisimple entonces g, que es un ideal de g, debe tener dimensién > 3
y por tanto (al ser dim g = 3) coincide con g.

ii) g! =g = gsimple. Sig tiene un ideal propio, tomando una base de g que
contenga una base de dicho ideal se comprueba facilmente que dim g! < 2, en contra-
diccién con la hipétesis.

Nota: veremos en el préximo capitulo que, de hecho, si g es semisimple entonces g! = g,
cualquiera que sea la dimensién de g.

Ejemplo 1.9. Consideremos el subespacio vectorial t(n, F) de gl(n, F) formado por las
matrices triangulares superiores

t(n,F) = {A = (aij)lgi,jgn cgl(n,F):a; =0,1<j<i< n}.

En otras palabras, A € t(n,F) siy solo si Ae; € lin{ey,...,¢;} paratodoi =1,...,n,
siendo {ey,...,e,} la base canénica de F". Es inmediato ver que t(n, F) es una subdl-
gebra de Lie de gl(n, F). También es inmediato comprobar que el subespacio de las
matrices triangulares superiores estrictas

to(n,F) ={Aect(n,F):a;=0,1<i<n}Ct(nF)

es una subdlgebra (de hecho, un ideal) de t(n,F). En efecto, A € ty(n,F) siy solo si
Ae; € lin{ey,...,e;1} paratodoi =1,...,n (por definicién, e, = 0sik < 0).

Veamos que ty(1, F) es nilpotente y t(1, F) es soluble, pero no nilpotente. En efecto,
si A, B € to(n, F) entonces

(AB—BA)e; € lin{ey,...,ei 2}, i=1,...,n,

de donde se sigue facilmente la primera afirmacién. Para probar la segunda, basta ob-
servar que si A, B € t(n, F) entonces se tiene

n
(AB)jj = ) ajjbji = azb; = (BA);i,
j=1
lo cual prueba que t(1n,F)! C to(n, F). Esto implica la solubilidad de t(n,F), ya que
to(n, F) es nilpotente?. Ademds, las relaciones de conmutacién de las matrices de la
base canénica de gl(n, F)
|Eij, Ex] = 6iEi — 6iExj,

ZEn efecto, t(n, F)! es soluble (al ser nilpotente) y (t(1, F)!) k) _ t(n, F)(k+1),
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implican a su vez
|Eij, Ei] = Eix, 1<i<j<k.

De esta tdltima igualdad se deduce que
to(n, F) = [t(n, F), to(n,F)] C t(n,F)' C to(n,F)

y por tanto
to(n,F) = t(n, F)" = [to(n, F), t(n, F)].

Utilizando esta identidad se obtiene
t(n,F)2 = [t(n,F)1,t(n,F)] = [to(n,F), t(n,F)] = t(n,F)l,

lo cual implica que (1, F) no es nilpotente (en efecto, t(n, F)¥ = t(n,F)! = ty(n, F) para
todok > 1).

Como ya vimos en el caso mds general de un algebra arbitraria, un homomorfismo Homomor-
entre dos 4lgebras de Lie g1 y g es una aplicacion lineal p : g1 — g2 que preserva el fismos
corchete de Lie: de dlgebras

plx,yli =[ox,0yl2, Vx,y € g1. de Lie

Si p es biyectivo se dice que g; y g» son isomorfas, siendo p : g; — g un isomorfismo.
De particular interés son los isomorfismos de un dlgebra de Lie g en si misma, que
como ya sabemos se denominan automorfismos de g.

Sip: g1 — g2 es un homomorfismo, es inmediato probar que ker p (el ntcleo de
p) es un ideal de g1 y p(g1) (la imagen de p) es una subalgebra de g,. También es facil
probar que si a es un ideal de g1 entonces p(a) es un ideal de p(g;); en particular, si p es
un epimorfismo (es decir, un homomorfismo suprayectivo) la imagen bajo p de cualquier
ideal de g; es un ideal de g,. Andlogamente, si b es un ideal de g entonces su imagen
inversa bajo p

071(6) = {x € g1 | p(x) € b}

es un ideal de gy. En efecto, al ser p(p~!(b)) C b (la igualdad solo esté garantizada si p
es un epimorfismo) se tiene

plp™(6),01] = [p(0'(b)),0(g1)] C [b,g2] Cb.

Sip: g — g es un epimorfismo de dlgebras de Lie entonces g, = p(g}) y géi) = Solubilidad
p(ggl)) para todo i. Por tanto, si g1 es soluble o nilpotente lo mismo ocurrird con gp. En de/p (0)y
particular, si g es soluble o nilpotente el cociente de g por cualquier ideal es soluble o nilpotente. g/a
En efecto, si a es un ideal de g la aplicaciéon 77 : g — g/a definida por 7t(x) = x +aes

un epimorfismo de algebras de Lie (denominado epimorfismo candnico).

Proposicién 1.12. Sea a un ideal soluble de un digebra de Lie g. Entonces g es soluble si y
solo si g/ a es soluble.

Demostracién. En efecto, si g es soluble entonces g/a es soluble por la observacién an-
terior. Reciprocamente, si g/ a es soluble entonces existe k = 0, 1, ... tal que

(8/0)® = [n(g)]"¥ = n(s®) =¥ /a=0,

por lo que g*) C a. Como a es soluble, g¥) es soluble y por tanto (g(k))(l) =g+ =0
paraalgin! = 0,1,...,lo cual prueba que g es soluble. Q.E.D.
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Proposicién 1.13. Si a y b son ideales solubles de un dlgebra de Lie g, entonces a + b es un
ideal soluble de g.

Demostracién. Al ser a+ b claramente un ideal, basta probar que es soluble. Para ello es
suficiente observar que (a+ b) /b esisomorfaa a/(aNb) (ejercicio). Como a/(aNb) es
soluble (cociente del algebra soluble a por un ideal) lo mismo ocurrird con (a + b)/b.
Como b es soluble, la proposicion se deduce de la anterior. Q.E.D.

En un algebra de Lie g de dimensién finita existe un dnico ideal soluble maximal
(es decir, que no esta estrictamente contenido en ningtn otro ideal soluble). En efecto,
al ser dimg < oo es claro que g posee ideales solubles maximales. Si a y b son dos
ideales solubles maximales de g, al ser a + b un ideal soluble que contiene a ambos
debe cumplirse que a = b = a + b.

Definicién 1.14. El ideal soluble maximal de un &lgebra g se denomina radical y se
denota por rad g.

Sia C gesunideal soluble, claramente a C rad g, pues por la proposiciéon anterior
rad g + a es un ideal soluble, que no puede contener propiamente a rad g por definiciéon
de este ultimo ideal. Por tanto, el radical de g contiene a todos los ideales solubles de g.

Proposicién 1.15. El dlgebra cociente g/ rad g es semisimple.

Demostracién. En efecto, si a es un ideal soluble de g/radgy 7 : g — g/radg es
el epimorfismo canénico, entonces nfl(a) es un ideal de g. Por otra parte, radg =
71(0) € ©'(a) es un ideal soluble de 77~ !(a). Esto implica que 77~ !(a) es soluble, ya
que - !(a)/radg = 71(n~!(a)) = ay rad g son solubles (la igualdad (7t (a)) = a
se debe a que 7t es un epimorfismo). Entonces 77~ !(a) C rad g (por ser rad g maximal)
y por tanto 77! (a) = rad g, es decir a = 0. Q.E.D.

Teorema 1.16 (Levi-Ma’l¢ev). Toda dlgebra de Lie g de dimension finita admite la descompo-
sicion g = rad g + b, donde rad g es el radical de g y b es una subdlgebra semisimple. Ademds,
si b es otra subdlgebra semisimple tal que g = radg + b’ entonces hay un automorfismo
p:g— gtal queh’ = p(h). (Cf. [7, teor. 3.14.1 y 3.14.2].)

Claramente, g es soluble si y sélo si g = rad g, y semisimple si y s6lo sirad g = 0.

Ejercicio 1.8. Supongamos que g = t + b, siendo t un ideal soluble y ) una subalgebra
semisimple. Demostrar que v = rad g. [Ayuda: g/t es isomorfa a b.]

Solucién. En primer lugar, nétese que g/t es isomorfa a h/h Nt. Pero h Nt = 0 al ser
un ideal soluble de h, de donde se sigue la ayuda. Sea 7 : g — g/t el epimorfismo
canoénico. El 4lgebra cociente g/t es semisimple, al ser isomorfa a ). Como 7t(rad g) es
un ideal soluble de g/t (al ser 7t epimorfismo), 7r(rad g) = 0y por tanto rad g C t. Por
otra parte v C rad g, al ser t soluble, lo cual concluye la demostracién.

Ejercicio 1.9. Probar que si p : g — g es un automorfismo entonces p(rad g) = rad g. En
otras palabras, el radical de un dlgebra de Lie es invariante bajo automorfismos.

Solucién. Sirad g es soluble también lo es p(rad g), lo cual implica que p(rad g) C rad g.
Como p~! también es un isomorfismo, p~!(rad g) C rad g, es decir radg C p(rad g), y
por tanto p(rad g) = rad g.

La suma
de ideales
solubles
es soluble

Radical

g/radg
semisimple

T. de Levi—
Ma’'léev

Invariancia
deradg

bajo
automorfismos
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1.5 Automorfismos. Derivaciones. Accién adjunta. Representa-
ciones

En esta seccion, g denotard un dlgebra de Lie de dimension finita sobre R 6 C.

Definicién 1.17. Denotaremos por Aut(g) C GL(g) al grupo de todos los automorfis-
mos del 4lgebra de Lie g.

Ejemplo 1.10. Si g es el dlgebra de Lie del grupo lineal cerrado G, para cada ¢ € G la
aplicacion Ad(g) es claramente un automorfismo de g. Por tanto Ad(G) C Aut(g); de
hecho, es inmediato comprobar que Ad(g) es un subgrupo de Aut(g).

Ejercicio 1.10. Probar que Aut(g) es un grupo lineal cerrado (subgrupo de GL(g)).

Solucién. Sea B = {ey,...,e,} una base de g, y sean c{-‘]- (1 <1i,j,k < n) las constantes

de estructura de g en dicha base. Si ¢ € GL(g), sean Tij (1 <1i,j < n)los elementos de
matriz de o respecto de la base B, es decir:

n
e =) 0ije;.
i=1
Entonces o € Aut(g) siy s6lo si
oleief] = [oe,oe]  1<i<j<m,

es decir si y s6lo si

n n

l k . . . .
Zcijakl_ Z CrsariUSjIO’ 1<ijk<n,i<j.
I=1

r,s=1

El miembro izquierdo de la ecuacién anterior es un polinomio en los elementos de
matriz de o, y por tanto una funcién continua de .

Definicién 1.18. Una derivacién del dlgebra de Lie g es una aplicacion lineal D € gl(g)
tal que
Dlx,y] = [Dx,y| + [x,Dy],  Vxye€g.

Ejercicio 1.11. Probar que el conjunto de todas las derivaciones de g es una subalgebra
de gl(g), que denotaremos d(g).
Si x € g, definimos ad x € gl(g) mediante:

adx-y =[xy, Yyeg.

La identidad de Jacobi implica que para todo x € gla aplicacién ad x es una derivacion,
denominada la accién adjunta de x € g sobre g. Las derivaciones de g que son de la
forma ad x, para algtn x € g, se denominan derivaciones internas.

Ejercicio 1.12. Si D € d(g) y x € g, probar que [D, ad x] = ad(Dx).

Del ejercicio anterior se deduce que ad(g) es un ideal de d(g). Ademas, si x,y € g
se tiene
lad x,ady] = ad(ad x - y) = ad[x,y]. (1.9)

Proposicién 1.19. El dlgebra de Lie de Aut(g) es 0(g).

Aut(g)

Aut(g)
cerrado

Derivacio-
nes

Accion
adjunta

d(g) esel
dlgebra de
Lie de
Aut(g)
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Demostracion. En primer lugar, si ¢ : [—€,€] — Aut(g) es diferenciable y ¢(0) = I
entonces 6 = ¢’(0) es una derivacién. En efecto, derivando respecto de f la identidad

e()x,y] = lpt)x, @(t)y], VYxye€g,

y haciendo t = 0 se obtiene inmediatamente

6p [x,y] = [6¢ - x,y| + [x, 09 - y].

Esto demuestra que el dlgebra de Lie de Aut(g) estd contenida en d(g). Para probar el
reciproco, obsérvese que si D : g — g es una derivacién entonces e’ es un grupo a un

pardmetro de automorfismos de g. En efecto, si x,y € g entonces

& (ePy)) = DLy

y por otra parte, al ser D una derivacion,

% [e'Px,e'Py] = [De'Px,e'Py] + [e'Px, De'Py] = D - [ePx,ePy].

Por tanto, e'P[x,y] y [e'Px,e'Py] son solucién de la ecuacién lineal v/(t) = D - v(t)
(v(t) € g), y obviamente satisfacen la misma condicién inicial v(0) = [x,y], por lo que

han de coincidir para todo t. Q.E.D.

Ejemplo 1.11. Es facil ver (basta derivar respecto de t) que si g es el dlgebra de Lie de
un grupo lineal cerrado se tiene

5(Ad (e")) = adx, Vxeg.
De esta igualdad se deduce que
e'®d¥ = Ad ("), (1.10)

ya que ambos miembros son grupos a un parametro de automorfismos de gy, por lo
que acabamos de ver, tienen la misma derivada en t = 0. De la ec. (1.8) se sigue que
ad(g) estd contenida en el dlgebra de Lie de Ad(G). Reciprocamente, si o € gl(g) es
un elemento del algebra de Lie de Ad(G) entonces e'” = Ad (g(t)), con g(t) € G para
todot € R. Al serexp : g — G un difeomorfismo de un entorno 0 € g en un entorno de
la identidad I € G, para |t| suficientemente pequefio se tiene g(t) = e*(*), con x(t) € g.
De (1.10) se sigue entonces que

el — Ad (ex(t)) _ ead(x(t)) ,

lo cual implica que o € ad(g). Por tanto ad(g) es el algebra de Lie de (la componente
conexa con la identidad de) Ad(G).

Si g es un élgebra de Lie abstracta, el grupo conexo (subgrupo de Aut(g)) generado
por los automorfismos de la forma €47, con x € g, se denota por Int(g) y se denomina
grupo adjunto del 4lgebra de Lie g. Los elementos de Int(g) se denominan automor-
fismos internos de g. El dlgebra de Lie de Int(g) es por tanto el dlgebra ad(g) de todas
las derivaciones internas de g. Por lo que acabamos de ver, si g es el dlgebra de Lie
de un grupo lineal cerrado G entonces Int(g) es la componente conexa con la identi-
dad de Ad(G). (Esta igualdad es cierta para un grupo de Lie arbitrario G, definiendo
adecuadamente la aplicaciéon Ad : G — Aut(g).)

eddx —
Ad (")

Int(g)
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Definicién 1.20. Una representacién de un élgebra de Lie g es un homomorfismo de g
en gl(V), siendo V un espacio vectorial.

Notese que de la ec. (1.9) se sigue que la aplicacion ad : g — gl(g) es una representa-
cion de g cuyo espacio vectorial subyacente es la propia g.

Definicién 1.21. ad : g — gl(g) se denomina la representacién adjunta de g en si
misma.

Ejercicio 1.13. Probar que en un algebra semisimple ad es una representacion fiel (es de-
cir, un homomorfismo inyectivo). Por tanto, cualquier dlgebra semisimple g es isomorfa
al algebra lineal ad(g).

Proposicién 1.22. Sip : G — GL(V) es una representacion diferenciable de un grupo de Lie
G, entonces su diferencial p. : g — gl(V) es una representacion del dlgebra de Lie g de G.

Demostracion. Por sencillez, probaremos este resultado sélo en el caso en que G es un
grupo lineal cerrado. En primer lugar, recordemos que si g : [—€,€] — G es cualquier
curva diferenciable tal que g(0) = Iy ¢’(0) = X € g (por ejemplo, g(t) = e'¥X) entonces
p«X se define por

0. X = % tzop(g<t)) € gl(V).

Nétese que si ¢ = (gij) y X = (x;j) entonces x;; = &;;(0) y (con un ligero abuso de

notacion)
n

d
pX =) a—p“(l) Xij, 1.11)
ij=1 98ij

por lo que p,. X no depende de la curva g escogida.

Comprobemos que p. es una representacion de g en el espacio vectorial V. En pri-
mer lugar, es claro de la ecuacion (1.11) que p, es una aplicacion lineal. Para probar que
p« preserva el corchete de Lie, consideremos dos curvas diferenciables g : [—€,¢] — G
yh:[—€,€e'] — G tales que g(0) = h(0) =Ty g'(0) = X, 1 (0) =Y. Al ser p represen-

tacion de G, .

p(8(O)h(s)8() ") = p(g(1)p((s))p(g(H) -
Derivando respecto de s y haciendo s = 0 se obtiene:

_ -1
p-(8()Yg(H) 1) = p(8(1)) (0:Y)p(g(t) -
Derivando ahora respecto de t y haciendo ¢ = 0 queda:
P« [X, Y] = (0:X) (p:Y) — (0:Y) (0 X) = [0: X, p:Y] .
Q.E.D.

Ejercicio 1.14. Probar que

Solucion.

d
dt]i_g )= £=0

Representa-
ciones

Repr.
adjunta

Diferencial
de una
representa-
cion

0+ tepresen-
tacion de g
enV
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Ejercicio 1.15. Demostrar que un subgrupo cerrado conexo H de un grupo lineal cerrado
conexo G es normal (gHg ! C H, Vg € G) si y s6lo el dlgebra de Lie de H es un ideal
delade G. [Ayuda: todo grupo de Lie conexo esta generado por un entorno cualquiera
de la unidad, y la aplicacién exponencial es un difeomorfismo de un entornode 0 € g
en un entornode I € G.]

Solucion. Si H es un subgrupo normal de G, y h y g denotan respectivamente las alge-
brasdeLiede Hy G, paratodo X € g, Y € hyt € Rlacurva

s 1 otX @8Y o—tX
estd contenida en H y pasa por la identidad para s = 0. Derivando respecto de s y
haciendo s = 0 se obtiene

etXYe_tXGh, vVt € R.

Derivando a continuacion respecto de ¢ y haciendo ¢t = 0 se deduce que [X,Y] € b, lo
cual prueba que h es un ideal.
Reciprocamente, supongamos que h es unideal de g.Si X € ge Y € h entonces

eXve X =Ad(eX) Y =X .y cp,
ya que ad X(fh) C b al ser b ideal de g. Por tanto
e Vet _ o XY o X oy, VX e€g, VYeE.

En virtud de la observacion de la ayuda, tanto G como H estdn generados por elemen-
tos de la formae? con Z € go Z € b, respectivamente. De esto se sigue facilmente
(ejercicio) que gHg ! C H, Vg € G.

Ejercicio 1.16. Probar que si a C g es un ideal entonces rad a es un ideal de g, y se
cumple rad a = rad g N a. [Ayuda: probar que para todo x € g la aplicacién lineal ef 24~
es un automorfismo de a.]

Solucién. En primer lugar, nétese que ef2d* es un automorfismo de g, para todo x € gy

para todot € R. Para probar que es también automorfismo de a, basta por tanto probar

que e'?4¥ . ¢ C a. Pero esto es evidente, ya que ad x - a C a (por ser a ideal) y

etadx — ];) H(ad x)k'

ser rad a invariante bajo automorfismos, se verifica que e -rad a = rad a. Deri-
Al d teb t f f tadx . pad da. D

vando respecto de t y haciendo ¢t = 0 se obtiene ad x - rad a C rad a, lo que demuestra
que rad a es un ideal de g.

Resta probar que rad a = rad g N a. El contenido rad a C rad g N a es obvio, ya que
rad a es un ideal soluble de g. Para probar el otro contenido basta notar que rad g N a es
un ideal (al ser interseccién de ideales) soluble (pues estd contenido en rad g) de a, de
donde se sigue que rad g N a esta contenido en el radical de a.



Capitulo 2

Algebras de Lie semisimples

2.1 La forma de Killing

A partir de partir ahora, trataremos exclusivamente con algebras de Lie de dimensién
finita sobre F =R 6 F = C.

Definicién 2.1. La forma de Killing del dlgebra de Lie g es la forma bilineal K : g x g —  Forma de
F definida por Killing
K(x,y) =tr(adx ady), Vx,y €g.

Notese que K es simétrica, es decir
K(x,y) =K(y,x), Vxyeg,

en virtud de la propiedad de la traza tr(AB) = tr(BA). De la propiedad ciclica de la
traza (tr(ABC) = tr(BCA)) se deduce la asociatividad de la forma de Killing:

K(x, [y, 2]) = K([x, 9], 2) .

Sip:g; — g2 es unisomorfismo, entonces Invariancia
bajo auto-
_ _ 1.1 _ -1 .
ad(px1) - x2 = [px1, 0] = plx1,p” %2 = (p(adx1)p™ ') - x2, Vxi €g1, X2 € 9o morfismos
Por tanto

ad(px;) =p(adx)p 1, Vx1 € g1,
de donde se sigue facilmente que las formas de Killing en g; y g» estdn relacionadas
por

Kalpx,py) = Kilx,y), Yy e 1)

En particular, la forma de Killing es invariante bajo automorfismos.

Supongamos que g; y g» son isomorfas, es decir que existe un isomorfismo de alge-
bras de Lie p : g1 — g2. Sean respectivamente X y K, las matrices de K; y K; respecto
de sendas bases By = {ejy,...,e,} de g1 y B, = {e},...,e,} de go, y denotemos por
A = (a;j) la matriz del cambio de base de pB; a By, es decir

-

Il
—_

a;j(pe;), ji=1,...,n.

20
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El elemento de matriz (i, j) de K, estd dado por

n n n
(K2)ij = Kalel,e}) = ), apayiKa(poey, per) = ) agaiKa (e, er) = ) apiayi (K1),
k=1 Ki=1 KI=1

donde hemos aplicado la ec. (2.1). Por tanto las matrices K; estan relacionadas por
Kr=ATK A,

siendo A una matriz invertible. En particular, si g; y g» son dlgebras reales las matrices
K1y K7 han de tener la misma signatura. Por tanto, una condicién necesaria para que dos
dlgebras de Lie reales sean isomorfas es que sus formas de Killing tengan la misma signatura.
Ejercicio 2.1. Sea B = {ey,...,e,} una base de g, y denotemos por cé‘j (i,j,k=1,...,n)
las constantes de estructura de g respecto de B. Probar que los elementos de matriz
Kij = K(e;, ej) de la forma de Killing de g estdn dados en dicha base por

n
_ k 1
KZ] — Z CZ-IC]-k .
kI1=1

Aplicar esta férmula para calcular la forma de Killing del dlgebra so(3), cuyas constan-
tes de estructura en una base apropiada son cé‘j = €jjx (donde €;j es el tensor completa-
mente antisimétrico de Levi—Civita).

Solucion. Al ser

n n
adejade; - e = [ej, [ej,e]] = ZC;;( leier] = ) C;kcﬁew
=1 I,m=1

se tiene
I
(ad e; ad ej)mk = C]-kC;-? ,

de donde se sigue la férmula para Kj;. En particular, en el caso de so(3)
3 3
Ki= ). ewejy = — ) €n€ju = 20
k=1 k=1

Lema 2.2. Sia C g es un ideal, entonces la forma de Killing de a, que denotaremos por K, es
la restriccion de Ka a x a.

Demostracion. Hay que probar que
Kq(x,y) = K(x,y), Vx,y € a.

Sea B = Bj U B, una base de g tal que B; es base de a. Al ser a ideal, para todoa € ase
tieneada - B; C a = lin By, i = 1,2. La matriz de ad a respecto de B es por tanto de la

forma
d
(ada)B _ <(a Oa)Bl ;) ,

donde (ada)p, denota la matriz de ad a|, en la base B; de a. (Notese que ada deja
invariante g, al ser este conjunto un ideal, y por tanto una subdlgebra, de g.) Si x,y € q,
la matriz de ad x ad y respecto de B estd dada por

(adx)p(ady)p = <(adx)310(ady)31 S) ,

Forma de
Killing de
un ideal
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y por tanto

K(x,y) =tr ((adx)p(ady)p) = tr ((ad x)p, (ad y)p,) = Ka(x,y) .
Q.E.D.

Sia C gesunideal, su complemento ortogonal es el subespacio
at = {x €g:K(x,a) =0}.
L

Es facil comprobar que a' es un ideal de g. En efecto, sia € ay x € a* dela asociatividad
de la forma de Killing se sigue que

K(lxyl,a) = K(x, [y,a]) =0,  Vyeg,
ya que [y,a| € aal ser a un ideal.

Definicién 2.3. Elideal g* se denomina radical de la forma de Killing de g, y se denota
por rad K.

En otras palabras, x € radK siy s6lo si K(x,y) = 0 para todo y € g. De esto se
deduce que la forma bilineal K es no degenerada si y s6lo si rad K = 0. (Recuérdese
que una forma bilineal K es no degenerada si y s6lo si det (Kij) #0.)

2.2 Criterios de Cartan

Comenzaremos enunciando dos importantes resultados, que son fundamentales para
demostrar los criterios de solubilidad y semisimplicidad debidos a Elié Cartan:

Teorema 2.4 (Lie). Si V es un espacio vectorial complejo de dimension finita y g es una
subdlgebra soluble de gl(V'), hay una base de V en la cual las matrices de los elementos de g
son triangulares superiores. (Cf. [2, Seccién 4.1].)

En otras palabras, hay una cadena de subespacios V; C --- C V,_1 C V,, = V tal
que dimV; =iparatodol,...,n =dimg,y x-V; C V; paratodo x € g.

Corolario 2.5. Si g es un dlgebra soluble compleja de dimension finita, hay una cadena g; C
-+ C gp—1 C gn = g deideales de g tales que dimg; = i paratodoi =1,...,n = dimg.

Demostracion. En efecto, si g es soluble también lo serd el 4lgebra lineal ad(g) C gl(g),
ya que ad es un homomorfismo. Por el teorema de Lie, existe una cadena de subespa-
cios0 =go C g1--- C gy—1 C gy = g talesquedimg; = i paratodoi = 0,1,...,n =
dimg, yadx-g; C g; paratodo x € g. Por tanto g; es un ideal de g para todoi. Q.E.D.

Ejercicio 2.2. Probar el reciproco del corolario anterior: si en un dlgebra g hay una cade-
nadeideales g -+ C gy—1 C gu = gtalesquedimg; = iparatodoi =1,...,n = dimg,
entonces g es soluble. [Ayuda: demostrar que g C g, paratodoi =0,...,n—1]

Si g es nilpotente entonces ad x es un operador nilpotente para todo x € g, ya que

(ad x)k g C gk paratodok = 1,2,.... De hecho, el reciproco de este resultado es tam-
bién cierto:

Teorema 2.6 (Engel). Un dlgebra de Lie g es nilpotente si y sélo si ad x es nilpotente para todo
x € g. (Cf. [2, secciones 3.2y 3.3].)

rad K

T. de Lie

g nilpotente
& g ad-
nilpotente
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Corolario 2.7. Un dlgebra de Lie g es soluble si y sélo si su dlgebra derivada es nilpotente.

Demostracion. En primer lugar, si g* es nilpotente entonces g es soluble, ya que (g')()) =
g("*1). Reciprocamente, supongamos que g es soluble. En primer lugar, podemos supo-
ner sin pérdida de generalidad que g es un adlgebra compleja, ya que un algebra real es
soluble o nilpotente si y sélo si su complexificacién lo es (cf. Ejercicio 1.4). Por el teore-
ma de Lie (aplicado al 4lgebra soluble ad(g)), hay una base B de g en la cual la matriz
(ad x)p de cualquier operador ad x con x € g es triangular superior. De esto se deduce
que si x,y € gentonces (ad[x,y])p = [(ad x)p, (ady)p] es triangular superior estricta.
Por linealidad, para todo z € g' la matriz (adz)p € to(dim g, C) es nilpotente. Luego
ad z es nilpotente para todo z € g!, y g' es nilpotente por el teorema de Engel. Q.E.D.

Lema 2.8. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea A € gl(V). Si existe una
cadena de subespacios V.=Vy D V3 D -+ D Vi D Viy1 = 0 tal que AV; C Viyq, para todo
i=0,...,k entoncestr A = 0.

Demostracion. En efecto, del enunciado se sigue que A¥1V C V; 1 = 0, por lo que A
es nilpotente y, por consiguiente, de traza nula. Q.E.D.

Teorema 2.9 (criterio de Cartan). Un dlgebra de Lie g es soluble si y sélo si g* C rad K.

Demostracion. Hay que probar que g es soluble si y sélo si K(g, g!') = 0. Demostraremos
a continuacion que si g es soluble entonces K(g, gl) = 0; véase [2, Seccién 4.3] para una
demostracion de la implicaciéon contraria.

Sea g soluble, y tomemos dos elementos x € g!, y € g. Para probar que K(x,y) =0,
intentaremos aplicar el Lema 2.8 con V = g, V; = (g!)'~!. Nétese que, al ser g soluble
por hipétesis, por el Corolario 2.7 g! es nilpotente, y por tanto existe k > 0 tal que
( gl)k = 0. Obsérvese también que ( g')! es un ideal de g para todo i (el conmutador de
dos ideales es un ideal). Por definicién de la serie central descendente se tiene entonces

adx ady-gCadx-g1 C gt
adx ady- (g")" ! cadx-(g")! C (g%, Vi=1,...,k.
Por el lema anterior, tr(ad x ady) = K(x,y) = 0. Q.E.D.
Corolario 2.10. El radical de la forma de Killing es un ideal soluble, y por tanto
radK Cradg.

Demostracion. En efecto, por definicién de radical K(x,y) = 0 para todo x,y € rad K.
Por el Lema 2.2 K,,4x = 0, lo cual implica que rad K es soluble por el criterio de Cartan.
Q.E.D.

Teorema 2.11 (Cartan). Un dlgebra de Lie g es semisimple si y sélo si su forma de Killing es
no degenerada.

Demostracion. Probaremos que g no es semisimple si y s6lo si K es degenerada. Supon-
gamos, en primer lugar, que K es degenerada. Entonces rad K # 0 es un ideal de g, y es
soluble por el corolario anterior. Luego en este caso g posee un ideal soluble no nulo, y
por tanto no es semisimple.

Reciprocamente, supongamos que g no es semisimple, y sea a # 0 un ideal abeliano
de g. Probaremos a continuacién que a C rad K. En efecto, sia € ay x € g entonces

(ada adx)* g C (ada adx)-(ada-g) C (adaadx)-a C ada-a=0.

g soluble
& gl
nilpotente

g soluble <
g! C radK

g
semisimple
& radK =
0
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Al ser ad a ad x nilpotente,
tr(ada adx) = K(a,x) = 0.
Q.E.D.

Ejercicio 2.3. Utilizando el criterio de Cartan, probar que la suma directa de &lgebras
semisimples es semisimple.

El criterio de semisimplicidad de Cartan tiene consecuencias inmediatas aunque
muy importantes en relaciéon con la estructura de las dlgebras de Lie semisimples, que
estudiaremos a continuacion.

Proposicién 2.12. Si a es un ideal de un dlgebra de Lie semisimple g, entonces a y a* son
semisimples, y g = a @ at.

Demostracion. En primer lugar, si a es un ideal de g también lo serdn a' y a N at (in-
terseccion de ideales). Este tltimo ideal es soluble por el criterio de Cartan, ya que su
forma de Killing se anula idénticamente:

K(anat,anat) c K(a,at) =0.

Al ser a semisimple, a N at = 0, de lo cual se sigue que a + al = a®al es una
suma directa, y por tanto dim(a & a') = dima + dimat. Por otra parte, al ser K no
degenerada se tiene

dima+ dimat = dimg,

lo cual implica que g = a @ a*. La semisimplicidad de a y a' se deduce facilmente del
criterio de Cartan. Por ejemplo, si x € a satisface Ky(x, a) = 0 entonces

0 = Kq(x,a) = K(x,a) = K(x,a®a’) = K(x,g) = x = 0.
Q.E.D.

Corolario 2.13. Toda dlgebra de Lie semisimple g es la suma directa gy ® - - - ® g, de sus ideales
simples g;, y todo ideal a C g es suma directa de ciertos g;.

Demostracion. La existencia de la descomposiciéon de g en suma directa de ideales sim-
ples g; es consecuencia inmediata de la proposicién anterior (ya que g es de dimen-
sién finita). Si a es un ideal de g también lo es a*, y para todoi = 1,...,r se cumple
que anNg;y at N g; son ideales de g;. Al ser g; simple, aNg; = 06aNg, = g,y
analogamente para at Ng;. Ademds, siang; = g; entonces a-Ng; C anat =0, y
siang; = 0 entonces a- Ng;, = g ya que en caso contrario [a,g;] C aNg; =0y
[a*, gi] C a* Ng; = 0 implicaria que [g;, g] = 0. Por tanto, a N g; = gj para j =i, ..., i
y at N gj = gjparaj = igq,..., 0. (Sik = 0, es decir si aN g; = 0 para todo i, en-
tonces a' N g; = g; para todo i y por tanto a* = g = a = 0. Del mismo modo, si
k=rsetendriaa =g = g1 ®--- D g, y también en este caso a seria suma directa de
(todos los) ideales g;.) Pero entonces g;, ©--- @ g;, Cayg,, - - Dg;, C at, y dela
descomposicién g = a & a' se sigue que ambos contenidos son de hecho igualdades.
Por ultimo, si h es un ideal simple de g de lo anterior se sigue que h = g; para algtun
i=1,...,r. Q.E.D.

aideal =
a, at semi-
simples,

g=adalt

Los ideales
de g son
suma
directa de
ideales
simples
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Corolario 2.14. Si g es semisimple entonces g' = g.

Demostracion. Sea g = g1 @ - - - @ g, la descomposicion de g en ideales simples. Al ser
gi simple, [g;, g;] = g;, y por tanto

e~

,
lo.o] = & loi gl = Doi=g

1

Q.E.D.

Ejercicio 2.4. i) Sip : g1 — g2 es un homomorfismo de dlgebras de Lie, probar que p(g1)
es isomorfa a g/ ker p. ii) Utilizar el resultado anterior para demostrar que la imagen
de un algebra semisimple bajo un homomorfismo es semisimple.

Solucién. i) En primer lugar, nétese que si p es un homomorfismo entonces ker p es un
ideal y, por tanto, el espacio cociente g; / ker p es un dlgebra de Lie. Ademads, la aplica-
ciéni: g1/ ker — p(gp) definida pori(x + kerp) = p(x) es claramente un isomorfismo
de algebras de Lie (compruébese esto en detalle).

ii) Por la Proposicién 2.12, si g es semisimple entonces g/ ker p es isomorfa al ideal
(ker p)*, que (como todo ideal de g) es semisimple. El resultado anterior implica que
p(g1) =~ g/ ker p también es semisimple.

Finalmente, mencionaremos sin demostracién tres resultados que juegan un papel
importante en la teoria de las dlgebras semisimples.

Proposicion 2.15. Todas las derivaciones de un dlgebra semisimple son internas. (Cf. [1,
Cap. II, Prop. 6.4].)

En otras palabras, si g es semisimple ad(g) = 9(g), y por tanto Int(g) es la compo-
nente conexa de la identidad de Aut(g).

Definicién 2.16. Una representacion p : g — gl(V) de un algebra de Lie g es reducible
si existe un subespacio propio W de V invariante bajo p(g), es decir tal que p(x) - W C
W para todo x € g. En caso contrario, se dird que p es irreducible.

Si p es reducible y W C V es un subespacio propio de V invariante bajo p, la restric-
cién de p a W es la aplicacion p|w : g — gl(W) definida por p|w(x) - w = p(x) - w, para
todo x € gy w € W. Claramente, p|y es una representacion de g cuyo espacio vectorial
subyacente es W.

Definicién 2.17. Una representacion p es completamente reducible si V es suma di-
recta de subespacios invariantes bajo p(g), tales que la restriccion de p a cada uno de
dichos subespacios es irreducible.

g
semisimple
=g =g

Un importante teorema debido a H. Weyl afirma que las representaciones finito-dimensionales

de un dlgebra de Lie semisimple son completamente reducibles. (Cf. [2, 6.3].)

Por ultimo, otro notable resultado de H. Weyl relaciona la forma de Killing del
dlgebra de Lie de un grupo de Lie real con la compacidad del grupo:

Teorema 2.18. Un grupo de Lie real es compacto si y sélo si la forma de Killing de su dlgebra
de Lie es definida negativa. (Cf. [5, Teor. 11.1].)

Definicién 2.19. Un dlgebra de Lie real se dice compacta si su forma de Killing es defi-
nida negativa.

Veremos mds adelante (Cap. 4) que toda dlgebra semisimple compleja posee una forma
real compacta.
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2.3 Forma de Killing de las dlgebras cldsicas complejas

Las élgebras clasicas complejas ay, by, ¢, (1 > 1) y 0, (n > 1) se definen como sigue:  Algebras

cldsicas
a, =sl(n+1,C) complejas
b, =s0(2n+1,C)
¢, = sp(n,C)
0, =s0(2n,C).
Es relativamente sencillo calcular la forma de Killing de las dlgebras cldsicas comple-
jas, y probar que todas ellas son semisimples. Por concisiéon, consideraremos en detalle
s6lamente el caso de a,, remitiendo al lector a la Ref. [1, Cap. III, §8] para los célculos
correspondientes a los demads casos.
Una base de a, estd dada por las matrices ay

Hy = Exk — Exy1641,  Eijs 1<k<n, 1<i#j<n+1. (2.2)

Sea h = lin{Hy, ..., H,} la subdalgebra abeliana de a, formada por las matrices diago- H diagonal
nales de traza cero. Comencemos calculando K(H, H), siendo H € . Si¢;(H) = h;; se
tiene [H, Hy] =0 (1 <k<mn)y

n+1
[H,El‘]‘] = Z €k<H) [Ekk/Eij] = (€i<H) — €]<H))E1], 1< 75] <n+1.
k=1

De esto se deduce que ad H es diagonal en la base (2.2), y K(H, H) = tr [(ad H)?] est4
dado por tanto por la suma de los cuadrados de los elementos de matriz de ad H en
esta base, es decir:

n+1 2 n+l ) n+1
K(H,H) =Y (ei(H)—¢j(H))"=2)_ei(H)*—2 ) ei(H)e;(H)
ij=1 ij=1 ij=1
=2(n+1)tr(H?) —2(tr H)?> = 2(n + 1) tr(H?).
Sea, a continuacién, Y € a, diagonalizable. Existe entonces una matriz invertible ¢ € Y diagonali-
GL(n+1,C) tal que ¢ 'Yg = H € h. Al ser X — ¢Xg ! un automorfismo de a, se zable
tiene:
K(Y,Y) = K(gHg ',gHg ') = K(H,H) = 2(n + 1) tr(H?)

=2(n+1)tr(g71Y?Q) =2(n+ 1) tr(Y?).

La aplicacion X — K(X, X) —2(n + 1) tr(X?) es claramente continua en a,, y se anula

en la interseccion de a;; con el conjunto de matrices diagonalizables. Como este tltimo
conjunto es denso en a;, por continuidad deducimos que

K(X,X)=2(n+1)tr(X?), VXEa,.

Finalmente, si X, Y € a, dela identidad de polarizacién K(x,x)

K(X,Y) = i[K(X+Y,X+Y) —K(X-Y,X-Y)]
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se deduce que
K(X,Y) = %(n +D){tr [(X+Y)?] —tr [(X=Y)*]} =2(n+1) tr(XY).
Por tanto, la forma de Killing de a,, estd dada por
K(X,Y)=2(n+1)tr(XY), vX,Y €ay,.

De esto se sigue inmediatamente que a, es semisimple. En efecto, si X € a, entonces

X' € a,; en particular, si X € a# se tiene
n+1 ’
0=K(X X" =2m+1)u(X'X)=2(n+1) }_ |xj| = X=0.
ij=1

Célculos analogos a los anteriores demuestran que para las demaés algebras clasicas
complejas la forma de Killing también es proporcional a tr(XY'), es decir

K(X,Y) =«(g) tr(XY),
donde el factor de proporcionalidad esta dado por

k(by) =2n—-1, k(cn) =2(n+1), k() =2(n—1).

Ademas, es claro que todas las algebras cldsicas complejas tienen la propiedad de que
si X € g entonces X' € g. Esta propiedad, junto con la expresién anterior para la forma
de Killing, implica como antes que todas las dlgebras cldsicas complejas son semisimples. De
hecho, veremos més adelante que todas las dlgebras clasicas complejas son simples.

2.4 Subalgebras de Cartan

Definicién 2.20. Una subalgebra de Cartan de un algebra de Lie semisimple g es una
subdlgebra abeliana maximal h de g tal que ad H es diagonalizable para todo H € b.

En la definicién anterior, la maximalidad significa que h no estd propiamente con-
tenida en ninguna subalgebra abeliana de g.

Teorema 2.21. Toda dlgebra de Lie semisimple compleja g posee una subdlgebra de Cartan.
Ademds, si by y by son dos subdlgebras de Cartan de g hay un automorfismo internoc : g — g
tal que b = o - hy. (Cf. [1, Cap. III, teor. 3.1], [2, 16.4].)

Notese, en particular, que todas las dlgebras de Cartan de g tienen la misma dimension.
La dimensién de cualquier subalgebra de Cartan de g se denomina el rango de g.

Ejemplo 2.1. Veamos que el dlgebra b de las matrices diagonales de traza cero es una
subdlgebra de Cartan de a,. En efecto, h es abeliana, y ya hemos visto en la secciéon
anterior que ad H es diagonal en la base (2.2) para todo H € h. Por tanto, s6lo resta
comprobar que h es maximal. Supongamos, a tal efecto, que h estuviera contenida pro-
piamente en una subdlgebra abeliana de g. Existiria entonces X = Hy + Zi;éj x;iEij, con
Ho € by Yz xijEij # 0, tal que [X, H] = 0 para todo H € h. Entonces

0= [H,X] = éxij(ei(H) —e](H))El]
17
:>xij(€i<H)—€j<H)):0, 1§l'7£]'§71+1, VH € §.

K(x,y)

an
semisimple

Las dlgebras
cldsicas
complejas
son
semisimples

Subdlgebra
de Cartan

Rango

b sub. de
Cartan de
an
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En particular, tomando (para cada par i # j fijo) H = E;; — E jj € b obtenemos inmedia-
tamente 2x;; = 0 para todo i # j.

Una vez probado que h es una subélgebra de Cartan de a, podemos afirmar que
a, tiene rango n. Calculos parecidos al anterior (aunque algo mdas complejos) permiten
construir subdlgebras de Cartan para las restantes algebras cldsicas complejas, demos-
trando en particular que también b,, ¢, y 0, tienen rango n. Véase [1, Cap. III, §8 y
Ej. B5-B6].

rank a,
=n



Capitulo 3

Raices y subespacios de raices

3.1 Introduccion

Sea g un algebra de Lie semisimple compleja (de dimensién finita), y sea ) una subal-
gebra de Cartan de g. Por definicién de subélgebra de Cartan, para cada H € h hay una
base de g respecto de la cual la matriz de ad H es diagonal. Més atin, al ser h) abeliana es
posible encontrar una base de g respecto de la cual fodos los endomorfismos ad H son
diagonales simultdneamente. Por ejemplo, en el caso de a, = sl(n + 1, C) tal base es la
formada por las matrices Hy y Eij, 1< k <mn,1<i#j<n+1 Eneste capitulo vere-
mos en detalle como este tipo de bases, respecto de las cuales todos los endomorfismos
ad H son diagonales simultdneamente, juegan un papel esencial a la hora de estudiar
la estructura de un 4lgebra de Lie semisimple compleja cualquiera.

Para construir una base de g en la que las matrices de todos los endomorfismos
ad H sean diagonales simultdneamente necesitamos encontrar dim g autovectores li-
nealmente independientes comunes a todos los ad H. En general, si X # 0 es un auto-
vector comun a todos los ad H se tiene que

[H,X] =a(H)X, VHep, (3.1)

y es inmediato deducir de esta ecuacién que el autovalor « es lineal en H, es decir
x € b*, siendo h* el dual de h. Diremos entonces que & € h* es una raiz de g (respecto
de h), y llamaremos subespacio de la raiz a al subespacio g* de g formado por todos
los vectores X que satisfacen (3.1), es decir

¢* ={Xeg|[HX]=a(H)X, VH € h}. (3.2)

En otras palabras, g* es el subespacio de los autovectores comunes a todos los ad H con
autovalor asociado a(H) (junto con el vector 0).

Nota. Sia € h* no es una raiz, también definiremos g* por (3.2), aunque en tal caso es
evidente que g* = 0. En otras palabras, a raiz de g < g* # 0.

Por ejemplo, 0 € h* siempre es raiz, ya que h es subdlgebra abeliana; es mds, por ser
h maximal se tiene obviamente que g° = b.

Ejemplo 3.1. Sea g = a,,conh = {H € a, | H diagonal }. Como

[H, Ez‘]‘] = (Ei(H) — Ej(H)) Ez‘j/ VH € h,

29
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(siendo ex(H) = Hy), se tiene que e; — ej es raiz de g respecto de h, Vi # j, y por
definicién CE;; C g~ %. Ademads, de la descomposicion

n+1
a, = b+ Z CEj (suma directa vectorial)
ij=1
i#]
se deduce que las tinicas raices no nulas de a,, son los funcionales ¢; —¢; (1 <i # j <
n+ 1), y que los subespacios raices correspondientes estan dados por

g% = CEj, 1<i#j<n+1,

y por tanto son todos unidimensionales (ejercicio).

3.2 Propiedades de los subespacios de raices

Por definicién, g%, o]
{ Xeg* = [HX]=a(H)X, VH € § C g*th

Yegf = [HY]=B(H)Y, VHep,
y por la identidad de Jacobi se tiene entonces:

[H, [X, Y]] = [X,[H, Y]] + [[H,X], Y] = (a(H) + p(H)) [X,Y] = [X,Y]€g"*P,

por lo que
0%, 0f] C g*™F,  Va,Beb (3.3)

Como consecuencia de (3.3) se tiene, en particular:
[h,e"] Cg",  Vaep”, (34)
lo cual es también inmediato de la definicién de g* (ejercicio).
Teorema 3.1. Sea A el conjunto de las raices no nulas de g respecto de V). Se tiene entonces:
1. g=b+Yepng” (suma directa vectorial)
2. dimg*=1, VaeA
3. ,BEh", a+p#A0 = K(g%gf)=0

4. K|yxy es no degenerada; por tanto, Voo € bh* existe un tinico H, € b tal que & =
K(-, Ha)

5 an e A= —aeAylgh g " =CH,
6. a(Hy) # 0, para todo a € A

Demostracion parcial:

1. Es consecuencia de que todos los endomorfismos ad H (H € h) son diagonalizables
simultdneamente.

3. Siy € AU{0} es una raiz se tiene
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y g7 Ng* Pt = 0 por 1) (ya que a + B # 0 por hipétesis). En particular, nétese que de
3) se sigue que
K(hg") =0,  VacA (3.5)

4. Por 1) y (3.5), si K(H, §) = 0 para algun H € h entonces K(H,g) = 0,y H = 0 por
ser g semisimple.

5. Sia € Ay g~* = 0 entonces K(g*,g) = 0 por 1) y 3), y por tanto g* = 0 en virtud del
criterio de semisimplicidad de Cartan. Si X, € g* — {0}, X_, € g*— {0} y H € hse
tiene
K([X[x, X—Dé:l/ H) - K(X[x, I:X—Dél H]) — (X(H)K(X[x, X—Dé) - K(HDU H)K(XD“ X_[x) y
es decir
K([Xa, X—a] — K(Xo, X—a)Ho, H) =0, VH eb.
De esta igualdad y del apartado anterior se sigue que
[Xo, X_o) = K(Xy, X_4)Hy .
Pero K(X,, X_s) # 0 (ya que en caso contrario los apartados 1)-3) implicarian que g,
es ortogonal a todo g). Q.E.D.
N.B. El resto de la demostracién puede encontrarse en [1, Cap. III, teor. 4.2].
Ejercicio 3.1. Probar que si H € h cumple a(H) = 0 para todo « € A entonces H = 0.

Solucién. Si X, € g* entonces [H, X,| = «(H)X, = 0, por lo que [H, g] = 0 en virtud
del apartado 1) del Teorema 3.1. Por tanto CH es una subdlgebra abeliana del dlgebra
semisimple g, de donde se sigue que H = 0.

Utilizando el apartado 4) del teorema anterior, si «, B € h* definimos (por razones
que resultardn claras mas adelante)

(2, B) = K(Ha, Hp), Va, B € b; (3.6)

noétese que evidentemente se tiene

(2, B) = a(Hp) = p(Ha);
en particular, del apartado 5) del Teorema 3.1 se sigue que
() #0,  VaeA.

Una consecuencia importante del apartado 1) del teorema anterior es la siguiente: si
escogemos 0 # X, € g*,Va € A = {(xl, e ,(xd} (d = dim g — rank g), y By, es una base
cualquiera de h, entonces VH € b la matriz de ad H en la base B = By U {Xa,» | i =
1,..., d} es diagonal, de la forma

Odimp
a1 (H) (3.7)

ag(H)

Por lo tanto, en esta base todos los endomorfismos ad H son diagonales simultdnea-
mente. Ademads, de (3.7) se sigue la importante férmula

K(Hi, H2) = ) a(Hi)a(Hz2) = ) K(H1, Ho)K(Hy, Ha) - (3.8)

weA weA

Producto
interior en

[,)*



CAPITULO 3. RAICES Y SUBESPACIOS DE RAICES 32

Definicién 3.2. Sia € Ay  es unaraiz (es decir p € A 6 B = 0), se llama a-serie por B a-series
al conjunto de todas las raices de la forma  +na, conn € Z.

Proposicion 3.3. La a-serie por B es una cadena ininterrumpida, es decir es un conjunto de Las a-series

la forma son cadenas
{,B+noc ’ p<n< 6]}, ininterrum-
pidas
conp<0<gqy
U B(H) _ . (wp)

Demostracion. Sean r < s dos enteros tales que p+na esraizsir < n <s, y no es raiz
paran =r—1yn = s+ 1. En otras palabras, el conjunto {f+na | r <n < s} esuna
cadena maximal. El subespacio
S
V= Z gﬁ+”“
n=r

es invariante bajo los operadores ad H, y ad X+, (;por qué?), y al ser ad H, proporcio-
nal a [ad X,, ad X_,] se verifica try (ad Hy) = 0, es decir

S

1

0=) (B+na)(He) = (s =7+ 1)B(Ha) + 5(s =1+ 1)(r +s)a(Ha). (3.10)
n=r
De esta ecuacion se obtiene la igualdad
B(Ha)
r4+s=-2 ,

a(Hy)

lo que demuestra la proposicion. Q.E.D.

Ejercicio 3.2. Utilizando la ecuacion (3.10), probar que a(H,) # 0 para todo a € A.

Solucién. Sia(H,) fuera cero, de (3.10) se seguiria que f(H,) = 0 para toda raiz § € A.
Por el Ejercicio 3.1 se tendria entonces H, = 0, es decir a = 0.

Con ayuda de las a-series, se prueban los siguientes resultados, que jugardn un
papel clave en la clasificacion de todas las dlgebras de Lie complejas semisimples de
dimension finita (cf. [1, Cap. III, Teor. 4.3]):

Teorema 3.4. Sea o € A, y sea § una raiz. Entonces se cumple:

1. Las iinicas raices proporcionales a a son 0y £«

2 at+p#0=[g" o] = g*"F

3.3 Sistemas de raices

Definamos hr
br = ling {H, |« € A}, (3.11)

es decir el subespacio vectorial real de h obtenido tomando combinaciones lineales
con coeficientes reales de los vectores H, correspondientes a raices no nulas & € A.
Notese que los vectores H, no son linealmente independientes, ya que por ejemplo
Hy, =—-H_,.
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Teorema 3.5. hy tiene las siguientes propiedades:

1. K |pgxpg €s real y definida positiva

2. b = br +ibg (suma directa vectorial)

Demostracion. De (3.9) se sigue que

1
:B<H0<) = _§<P‘Ba +q‘304)“(Hﬂc)/ P‘Ba/ qlBa S Z/

donde pp, y 9. son los dos enteros que definen el principio y el final de la a-serie por
B (cf. 1a ec.(3.9)). Entonces (3.8) implica que

1
a(Hy) = K(Hy, Ha) = 1 Z (P/Soa + 5][3&)2“(1_104)2/
BeA

de donde se deduce inmediatamente que a(H,) es real y positivo para todo « € A. De
(3.9) se sigue entonces que (H,) € R paratodoa, f € A, y por tanto f(H) es real para
todo H € hr. Por (3.8), esto implica que K(H, H') es real para todo H, H' € hg, y que

K(H,H)= Y Bp(H)?*>0, VHE€bg.
BeA
Ademéds, K(H,H) = 0 < B(H) = 0 para todo B € A, lo cual implica que H pertenece
al centro de g y, en consecuencia, H = 0 (cf. el Ejercicio 3.1). Esto prueba la primera
parte. Para probar la segunda, nétese en primer lugar que hr N (ihr) = 0 en virtud del
cardcter definido positivo de K en hr. Resta s6lo probar, por tanto, que hgr +ibr es todo
b, es decir que
h=linc{H,:a € A}.
Si esto ultimo fuera falso, existiria un funcional no nulo A € h* tal que A(H,) = 0 para
todo & € A. Pero entonces
K(Hy H) = ) a(H)a(H) = ) MHy)a(H) =0,  VHED.

x€EA xEA
Al ser K |« no degenerada, esto implica que Hy = 0y, por tanto, A = 0. Q.E.D.

El apartado 1) del teorema anterior tiene una consecuencia importantisima para lo
quesigue:sia € Ay H =) g cgHp € hr, entonces

w(H) =) cpa(Hg) = Y cgK(Hq, Hp) € R;
BeA BeA
por lo tanto, « ’hn es un funcional lineal real, es decir
o ’()R S f)ik{

En otras palabras, las restricciones de las raices de g a hr son elementos de by, y & no
es mds que la complexificacién de « |, .

Otra consecuencia clave del Teorema 3.5 es que, en virtud del apartado 1) de di-
cho teorema, tanto hr como hi son espacios euclidianos reales, siendo K y (3.6) los
respectivos productos escalares.

Definicién 3.6. El conjunto Aly, C by de las raices no nulas de g respecto de h se
denomina el sistema de raices de g respecto de b.

Convenio: a partir de ahora, escribiremos « en lugar de « |y, , y por tanto considerarenios
las raices como funcionales lineales reales en hg.

A C by

El sistema
de raices
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3.4 Comportamiento bajo isomorfismos

Recuérdese que si ¢ : V. — W es una aplicacion lineal, su transpuesta es la aplicacion
lineal g : W* — V* definida por

fop(w) =wog, Yw e W*.

Es facil probar que si A es la matriz de ¢ respecto de sendas bases de V' y W, entonces
Al es la matriz de !¢ respecto de las bases duales correspondientes.

Sean ¢ : g — g’ unisomorfismo entre dos algebras de Lie complejas semisimples g y
g’. Esinmediato comprobar que si ) es una subélgebra de Cartan de g entonces )/ = o -
es una subalgebra de Cartan de g’. Sean Ac y Ag los correspondientes conjuntos de
raices no nulas (entendidas como funcionales complejos en h* y h™*). Como

x€Ac, Xeg" = [H X|=a(H)X, VHEH

= [o(H),0(X)] = a(H)o(X), VHeD
— [H,0(X)] = (xooc V) (H)-0(X), VH €t

se tiene que!

!

€A =aoct=lca)=d €A, o-g*C(¢)".
Al ser o biyectivo, de lo anterior se deduce que
A ="'t Ac, (@) =0o-g" (3.12)
Ademads, de
K'(0(Hy),0(H)) = K(Hy, H) = a(H) = &/ (0(H))
se sigue que
Hy =0-H,, Va e h*. (3.13)
Por tanto
o-br = bR, (3.14)

y o se puede considerar como una aplicacion de hg* en hi. En particular, los sistemas
de raices (en el sentido del convenio de la seccién anterior, es decir entendiendo las
raices como funcionales reales en hy y hg*) A C by y A’ C hi* estdn relacionados por

A='c-N, (3.15)
donde o : h* — bi.
Ejercicio 3.3. Probar que o1, hr — bR es una isometria.
Solucién. En efecto, por (3.13) se tiene:

(', ") = K'(Hy, Hy)

= K'(0- Hy, 0 - Hp)

= K(H,, Hp)

= (&, ).

o-br = by

Ay A son
isomorfos
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Definicién 3.7. Diremos a partir de ahora que dos sistemas de raices A C hy y A" C hp*
son isomorfos si estan relacionados por (3.15), siendo ¢ : hr — bhi un isomorfismo
lineal.

Si b} y b5, son dos subélgebras de Cartan de g’ sabemos que existe un automorfismo
(interno) ¢ de g’ tal que h, = ¢ - b]. Por lo anterior, los sistemas de raices A} y A} de g
respecto de b} y b son isomorfos, pues A] = ‘¢ - A}. De esto y del resultado anterior
se sigue que los sistemas de raices de dos élgebras de Lie semisimples (complejas, de
dimensién finita) isomorfas respecto de dos subdlgebras de Cartan cualesquiera son
isomorfos.

Reciprocamente, sean g y g’ dlgebras de Lie complejas semisimples de dimension
finita, con sistemas de raices A y A’ respecto de las subélgebras de Cartan h y b/, respec-
tivamente. Supongamos que A y A’ son isomorfos, es decir hay un isomorfismo lineal
@ : bR — by tal que ‘¢ - A’ = A. Entonces se demuestra ([1, Cap. III, Teor. 5.4]) que
¢ puede extenderse a un isomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — ¢, y por lo tanto g y g’ son
isomorfas. En otras palabras, se tiene el importante resultado:

Teorema 3.8. Dos dlgebras de Lie semisimples complejas de dimension finita son isomorfas
si y sélo si sus sistemas de raices (respecto de sendas subdlgebras de Cartan cualesquiera) son
isomorfos.

En otras palabras, las dlgebra de Lie semisimple complejas de dimensién finita estdn carac-
terizadas salvo isomorfismos por sus sistemas de raices.

3.5 Orden en by

Para continuar con nuestra investigacion de los sistemas de raices, necesitamos intro-
ducir un orden en by.

Recordemos que un conjunto M estd totalmente ordenado si existe una relacion < en
M x M que cumple:

1. Va,b € M, se verifica exactamente una de las relacionesa < b, b < a,a =1b
2.a<byb<c = a<c
Por convenio, escribiremos a2 > b como una forma equivalente de denotar b < a.

Definicién 3.9. Un espacio vectorial ordenado es un espacio vectorial real V tal que V es
un conjunto totalmente ordenado y el orden < cumple:

1. X>Y <«— X-Y>0
2.X>0,aeR, a>0 — aX>0

Noétese que en un espacio vectorial ordenado X > 0 <= —X < 0, y por tanto
aX < 0sia <0y X > 0. También es inmediato probar que en un espacio vectorial

ordenado
X>0,Y>0 = X+Y>0.

Todo espacio vectorial real V puede convertirse en un espacio vectorial ordenado

!Dado que (¢ 1) = (*0) ! la notacion fo~1 es inambigua.

g caracteri-
zada por su
sistema de
raices

Orden total

Espacios
vectoriales
ordenados

Orden lexi-
cogrdfico
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de muchas formas. Por ejemplo, si se define el orden lexicogrifico asociado a una base
cualquiera {Xj,..., X, } de V mediante

X>Y <= X—Y:Zaixi cona, >0,

i>k

entonces (V,>) es un espacio vectorial ordenado. En particular, nétese que con este
orden X; > 0 para todoi = 1,...,n. A partir de ahora, consideraremos a hi como
espacio vectorial ordenado, por ejemplo con el orden lexicografico asociado a una base
cualquiera, y denotaremos por

AT ={aecA|a>0} (3.16)
al conjunto de las raices positivas respecto del orden considerado.

Definicién 3.10. Si« € AT es una raiz positiva, diremos que « es una raiz simple si no
existen dos raices positivas B,y € A™ tales que a = B + 7.

Por ejemplo, la menor de las raices positivas es necesariamente simple.
Lema 3.11. Si a # B son raices simples, entonces p — « no es una raiz, y (a, ) < 0.

Demostracion. Siy = B — a # 0 fuera una raiz, entonces una de las dos descomposicio-
nesfp=a+y(siy >0)oa=p—(siy <O0)contradiria el cardcter simple de a y B.
Alno ser f — a raiz, pg, = 0y por tanto

(0,B) = =5 (0,8 g <0,

Q.E.D.
Teorema 3.12. Si {a,...,a,} es el conjunto de las raices simples, entonces
r = dim hgr (= rank g), (3.17)
y toda raiz B € A es de la forma
= Zr%nizxi, (3.18)
-

conn; € NU{0} para todoisi p € AT 6 —n; € NU{0} para todoisi —p € AT.

Demostracién. En primer lugar, probemos que el conjunto {a1,...,a,} (no vacio en vir-
tud de la observacién que precede al Lema 3.11) es linealmente independiente sobre R.
En efecto, si no lo fuera habria una relacion de la forma

S r
YAk = ) aa,
k=1 k=s+1

con a; > 0 para todoiy a; # O paraalginj = 1,...,r. Sillamamos -y a cualquiera de
los dos miembros de esta igualdad entonces

Raices
simples

Las raices
simples son
L1
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Como el miembro izquierdo es no negativo, mientras que el miembro derecho es no
positivo en virtud del lema anterior, se tiene y = 0 (recuérdese que (hi“{, (-, )) es un
espacio euclidiano, en virtud del primera apartado del Teorema 3.5). Al ser las raices «;
positivas, esto implica que a; = O paratodoi =1,...,r.

Sea ahora una raiz positiva B cualquiera. Si  no es simple, entonces f = 1 + B2,
con f3; raiz positiva y B; < B para i = 1,2. Continuando este proceso un ntimero finito
de veces, es claro que finalmente se alcanza una descomposicion del tipo (3.18).

Por ultimo, la independencia lineal de las raices simples «; implica que los corres-
pondientes vectores H,, € hr son linealmente independientes, y de (3.18) se sigue que
estos r vectores generan hg, lo que demuestra (3.17). Q.E.D.

Nota. En particular, del teorema anterior se deduce que

f)ik{ = linR {oq,...,zx,} .

3.6 Base de Chevalley

Veamos, en primer lugar, que siempre es posible construir una base de g en que las 1) ci.‘]- €ER
constantes de estructura son niimeros reales.

Para ello, nétese que del tultimo apartado del Teorema 3.1 se sigue que podemos
escoger un E, en cada g* (« € A) tal que

[Ea, E—D(:I - H[x, v“ € A. (3.19)
Del apartado 2) del Teorema 3.4 se sigue entonces que
[Ex, Eg] = NupEarp, Va,pEN, a+pB#0, (3.20)

con Nyg = 0 <= a + ¢ A. Trabajando un poco mas (cf. [1], p. 176) se demuestra que
los E, se pueden escoger de modo que se cumpla la propiedad adicional

N_op = —Ngg, (3.21)

y que entonces necesariamente se tiene

1
N = 5 qpe(1 — ppa) (2, ) >0, (3.22)

por lo que las constantes de estructura N,z son nimeros reales. Como (cf. la ecuacion
(3.18))
r
Hy =) niHg, n; € Z Vi, (3.23)
i=1
y
[Hﬂéf'Eﬁ] = ﬁ(Hﬂéf)E,B

con B(Hy,) € R, enla base

{Ho, |1 <i<r}U{E,|x €A}

las constantes de estructura de g son numeros reales.
A continuaci6n, obsérvese que Va € A los elementos {E,, E_,, H,} generan una II) ci?j ez
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subdélgebra isomorfa a s((2), ya que
[Hﬂu Ej:a] = :l:(DC,DC) E:t“, [E“, E*ﬂc] — H“‘

En efecto, definiendo los nuevos elementos

f, — 2 Xp= | -2 (3.24)
PoBe PGB ‘
se tiene
[Hau X:I:ac] =£2 X:I:ac/ [Xac/ Xfac] = Hac/ (325)

que son las relaciones de conmutacién “candnicas” de s[(2) en la base
H = Eq1 — Ex, X4 = Ep, X_ =Ey.
Ademés, si p # £« entonces

[Hou Xﬁ] = (04,2—04) [H“'Xﬁ] -9 B(Hy)

= —(ppa + qp2) Xp, (3:26)

por lo que las constantes de estructura asociadas a [Ha, Xﬁ] son numeros enteros. Un
célculo ligeramente mds complicado demuestra que también las constantes de estruc-
tura N,Xﬁ asociadas a los conmutadores [X,, Xﬁ] con « + 5 # 0 son enteros; mds preci-
samente, se tiene (cf. [1], p. 195):

INugl =1—ppe,  a+BEA, a+p#0. (3.27)

Si definimos
H;=H,, 1<i<r=rankg, (3.28)

se demuestra (cf. [2]) que
r
Hy =) mi(a)H;,  m(x) € ZVi; (3.29)
i=1

notese que esto no se sigue directamente de (3.18) y (3.23), debido a la normalizacién
de los H,. Por consiguiente, en la base de Chevalley

{Hillgigr}U{X“\zxeA} (3.30)
todas las constantes de estructura de g son nimeros enteros. Si llamamos
L
agn = Ei ‘X; = —(pﬁa + q,ga) eZ (3.31)
(nétese que a4,, = +£2) las relaciones de conmutacién en la base de Chevalley se
escriben como sigue:
[Hl-, H]-] =0; (3.32)
[Hi/ Xﬁ] = ag,a; Xﬁ,‘ (333)
r
[Xou X—zx] = Z mi(a)H;; (3.34)
i=1

[Xa, Xp] = NopXarp,  a+B#0, (3.35)

Base de
Chevalley
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donde

1—pg si A
|Nag| = Ppo St P E (3.36)
0 sia +B ¢ A

y los enteros m;(a) se determinan por (3.29). De hecho, [6], también se puede calcular
explicitamente el signo? de Nyg.

Definicién 3.13. La matriz de Cartan de g respecto del sistema de raices simples
{a1,...,ar} C by esla matriz (a;;) de orden rank g definida por

((Xi/ ‘X])
(aj, o)

Qjj = Aoy = 1 <i,j <rankg. (3.37)

Notese que, en virtud de (3.31), todos los elementos de la matriz de Cartan son
numeros enteros, con
a; =2, 1 <i<rankg, (3.38)

y aij < 0 para todoi # j.
Ejercicio 3.4. Probar que las matrices de Cartan son no degeneradas.

Definicién 3.14. Un subconjunto M = {x1 L, xs} de un algebra de Lie g es un siste-
ma de generadores si

g=lin{adx; ---adx;, -x;  |k=01,...}.
A partir de la base de Chevalley de g se obtiene un sistema de generadores
{X;, Vi, Hi|1<i<r=rankg} (3.39)

de g, siendo

2H,,
(g, ;)
(De hecho, podrian omitirse los H; de (3.39), ya que [X;,Y;] = H;.) En efecto, basta
probar que los elementos (3.39) generan todos los restantes elementos de la base de
Chevalley, es decir los X, con « raiz no simple. Pero si a es cualquier raiz positiva,
probaremos en el capitulo siguiente (Corolario 4.11) que « es de la forma

|4
N = Z iy
k=1

X=X, Yi=X.,, H= 1<i<r. (3.40)

donde las «;, son raices simples, y 2{(:1 «; esraiz paraj =1,2,...,p. En tal caso, del
apartado 2) del Teorema 3.4 es evidente que X, es proporcional a
-1

ad Xip -ad Xip """ ad Xiz : Xi1 .

Un argumento analogo (sustituyendo los X; por los Y}, ) vale si « es una raiz negativa,
lo cual prueba nuestra afirmacién.

Proposicion 3.15. Los generadores canénicos (3.39) satisfacen las siguientes relaciones de

2Ge trata, obviamente, del signo relativo, ya que el cambio X, — —X, no afecta a (3.32)-(3.34), pero
evidentemente cambia el signo de todas las constantes de estructura Nyg.

Matriz de
Cartan

Sistema de
generadores
canonicos

Rel. de
conmutacion
de los gen.
canonicos
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conmutacion:
[H;, Hj] =0, (3.41)
(X, Y] = 6;H;, (3.42)
[Hi, Xj] = a;; X; (3.43)
[Hi, Y] = —a; Y}, (3.44)
(ad X)) %-X; =0, i#]j; (3.45)
(adY;)'"%-Y; =0, i#]. (3.46)

Demostracién. En primer lugar, (3.42) es consecuencia de (3.25) (sii = j) y de (3.36) (si
i # j), ya que en este tltimo caso a; — &; no es raiz al ser &; y &; raices simples (cf. el
Lema 3.11). En segundo lugar, (3.43) y (3.44) no son mds que casos particulares de (3.33).
Por altimo, (3.45) y (3.46) son consecuencia de las propiedades de las a-series. En efecto,
para demostrar (3.45), por ejemplo, considérese la &;-serie por a;. Como a; — &; no es
una raiz, dicha serie sera de la forma {uc]-, &+, ..., 044 ocz-}, con g = —aj; en virtud
de (3.9). Pero entonces

(ad X)) - X; = (ad X;)TH! - X; € g+ (@ n — g,

yaque &; + (g + 1)a; no es una raiz por definicion de . Por la simetrfa de A bajo cambio
designo, —aj — (g +1)a; = —a; — (1 — a;;)a; tampoco puede ser raiz, lo que demuestra
(3.46). Q.E.D.

Ejemplo 3.2. En este ejemplo calcularemos una base de Chevalley y la matriz de Cartan a,
del 4lgebra clasica a, = sl(n+1,C).
En primer lugar, si f es la subélgebra de a,, de las matrices diagonales, sabemos que
los funcionales
61'—6]', 1§i7éj§n+1,
son las raices de a, respecto de h, con subespacios asociados

L’i—L’j

ay, CEZ']' .

En segundo lugar, recordando que la forma de Killing es simplemente
K(X,Y)=2(n+1) tr(XY)
es inmediato comprobar (ejercicio) que
He, o, = (2n+2) "' (E; — Ejp).

Es evidente entonces que by es el conjunto de las matrices reales de traza cero.
Para determinar cudles son las raices simples necesitamos introducir un orden en Raices
bg- El orden que utilizaremos es el orden lexicografico asociado a la base simples

{ei—ei1 |1<i<n} (3.47)

de by, respecto del cudl es facil ver que las raices positivas son aquellas de la forma
e; —ejconi < j, pues en tal caso

j—1

i —¢e = Z(ek — €k+l)/

k=i
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y las raices simples son precisamente (3.47).
Continuando con la construccién de la base de Chevalley, debemos escoger un E, E,
en cada subespacio a;; de forma que se cumpla (3.19), lo cual lleva evidentemente a

Eopoo=(2n+2)"V?E;, 1<i#j<n+1 (3.48)

Ejercicio 3.5. Probar que con la eleccién anterior de los E, se cumple la condicién (3.21)
sobre los Ng.

Solucion. Sia =e; —ejy B =ex —ej, entoncesa +  # 0siy sélosij# koi # 1. Como
[sz/ E‘B] = (21’1 -+ 2)_1 [Ei]', Ekl] = (21’1 + 2)_1 ((SjkEil — (SilEkj) = (21’1 + 2)_1/2((3]‘ — 51'1)13“!;
(justifiquese el Gltimo paso), se tiene

Nup = (2n+2) 72 (6 — by) -

El paso de « a —a (resp. f a —f) equivale a permutar los indices i y j (resp. k y I). Por

tanto
N_g-p=(2n+2)"2(8; — 6j) = —Nag.

[l

Para pasar de los elementos H,, E, a los H,, X, se utiliza (3.24), para lo cual hay Hj, X,
que calcular (&, «). Sia = ¢; — ¢; se tiene:

(2, a) = K(Hy, Hy) = (21 +2) tr(H2)
= (2n+2) ' [ (Eq— Ey)”]

2 1
S 2n+2 n+1’ (3.49)
de donde
HC,'*ej = Ell - E]]I Xe;fe]- = El] (350)
Luego una base de Chevalley de a, es la formada por los generadores
H; = E;i — Eif1,i11, 1<i<n (3.51)
junto con
Xe‘.,@]. = Eij/ 1<i#j<n+1 (3.52)

(lo cual evidentemente era de esperar, en vista de como se construy¢ la base de Che-
valley en el caso general inspirdndose en la base “candnica” de s[(2)). Los generadores
candnicos estdn dados por

H; = Eii — Eiy1iv1, Xi = Eiip1, Yi=Ei; 1<i<n (3.53)
Finalmente, nos queda por calcular la matriz de Cartan, lo cual es muy sencillo: Matriz de
( ) Cartan
Xi, &j 2
=2 = (2 2)" tr(Hy, Hy,
N g, )) (21 +2)" tr(Hy, Hy)

= tr<(Eii — Eiv,iv1) (Ejj — Ej+1,j+l))

= 20ij = bij+1 — Oit1,j-
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Por tanto, la matriz de Cartan de a, es tridiagonal, y estd dada por

2 -1 ... 0
-2 (3.54)
: . e |
0 ... =1 2

(Notese que en este caso la matriz de Cartan es simétrica, lo cual no es cierto en general.)

Estudiemos, a continuacion, cudl es el comportamiento de la matriz de Cartan fren-
te a isomorfismos y cambios en el sistema de raices simples utilizado para definirla.
Sea, en primer lugar, {o; : i = 1,...,r} un sistema de raices simples de la subalgebra
de Cartan h de un algebra semisimple g. Si efectuamos una permutacion i — i’ obtene-
mos un nuevo sistema de raices simples {ocg =wy:i=1,...,r}, cuya matriz de Cartan
estd dada por

= al'/j/ .

Diremos que las matrices de Cartan (a;j)1<ij<r y (a))1<ki<r que difieren Gnicamen-
te en una permutacion de las filas y columnas, son equivalentes. (Claramente, dos
matrices de Cartan equivalentes son también semejantes bajo la transformacion lineal
determinada por a; — ay, i =1,...,7.)

Sea ¢ : g — ¢’ un isomorfismo, y sea fj una subdlgebra de Cartan de g. Entonces
h' = o - b es una subalgebra de Cartan de g/, y hemos visto en la Seccién 3.4 que los
sistemas de raices asociados A y A’ estan relacionados por

A='o-N,

siendo ‘o : hp* = (- hr)* — by una isometria. Si {a1,...,a,} es un sistema de raices

simplesdeh C gy o} = to—1. x;, entonces {uc’l, .., uci} es un sistema de raices simples
de b C ¢’ (;por qué?). Por ser ‘o una isometria, g y g’ tienen exactamente la misma
matriz de Cartan respecto de los sistemas de raices simples {a1,..., a0, } y {af,...,a}}.

Supongamos ahora que {a1,...,a,} y {B1,..., B} son dos sistemas de raices sim-
ples de la misma subalgebra de Cartan h C g. Probaremos en el capitulo siguiente
(Teorema 4.6.2) que existe un automorfismo lineal ¢ : hg — hr talque ‘'p-A = Ay
t¢ - Bi = ay,donde i — i’ es una permutacion de {1,...,r} apropiada. El isomorfismo
@ es necesariamente una isometria, ya que para todo Hy, H, € hr se tiene

K(Hy, Hy) = ) a(Hy)a(Hz) = ) (‘¢ p)(H1) (‘¢ p)(H)

wEeA peA
- ﬁZAﬁ(GD “Hy)B(¢-Hy) =K(¢-Hy,¢-H).

Ademds, Hg = ¢ - Hi,.5, ya que para todo H € bg se verifica

K(¢- Hig.p, ¢ H) = K(Hyp, H) = ("¢ p)(H) = (¢ - H) = K(Hp, ¢ - H).

Las matrices de Cartan de g respecto de los sistemas de raices simples { Ny, ... ,zx,} y
{B1, ..., Br} son equivalentes, puesto que

(,Bi/ ﬁ]) = K(H'B[, H,Bj) = K((p . Hrq,.ﬁ]., Q- Ht(P‘.Bj)

= K(Ht Ht(p,‘B ) = K(HIX,-/IHtX]-/) = (061‘/, {Xj/) .

¢-Bir i
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Dado que dos subélgebras de Cartan de una misma édlgebra de Lie g estan relacionadas
por un automorfismo interno, las observaciones anteriores implican que la clase de equi-
valencia de la matriz de Cartan de un dlgebra de Lie no depende de la subdlgebra de Cartan ni
del sistema de raices simples utilizados para calcularla. Esto y las observaciones precedentes
implican inmediatamente el siguiente resultado:

Proposicién 3.16. Si g es isomorfa a g, las matrices de Cartan de g y g’ respecto de dos sistemas
de raices simples cualesquiera en g y g’ son equivalentes.

Por otra parte, se demuestra (cf. [3, p. 122]) que las relaciones (3.41)—(3.46), o lo que
es lo mismo la matriz de Cartan de g, determinan univocamente todas las constantes
de estructura de g. En consecuencia, dos dlgebras de Lie semisimples complejas con la misma
matriz de Cartan son isomorfas. Reuniendo los dos resultados anteriores se obtiene el
siguiente resultado fundamental:

Teorema 3.17. Las dlgebras de Lie complejas semisimples estdn caracterizadas (salvo isomor-
fismos) por la clase de equivalencia de su matriz de Cartan.

Finalmente, un resultado mucho mas profundo (y dificil de demostrar), probado
por primera vez por J.P. Serre, afirma lo siguiente: dada una matriz A que cumpla unas
ciertas condiciones fundamentales, como por ejemplo (3.38) y la desigualdad 4;; < 0
para todo i # j, existe un dlgebra de Lie semisimple g, tinica salvo isomorfismos, cuya
matriz de Cartan respecto de un sistema de raices simples apropiado es A.

La clase de
eq. dela
matriz de
Cartan es
invariante
bajo isomor-
fismos



Capitulo 4

Clasificacion de las algebras simples

4.1 Sistemas de raices abstractos

En el capitulo anterior vimos que un dlgebra de Lie semisimple compleja (de dimensién
finita) g estd caracterizada por su sistema de raices, que es un subconjunto finito de
vectores en un espacio euclidiano real de dimension finita (hg, siendo h una subélgebra
de Cartan de g) con unas ciertas propiedades. Para clasificar todas las dlgebras de Lie
complejas semisimples, la estrategia serd clasificar todos los posibles sistemas de raices
(cf. el Teorema 3.8). Para ello, identificamos primero las propiedades esenciales que
posee el sistema de raices de un algebra de Lie compleja semisimple, y a continuacién
estudiamos en abstracto todos los sistemas de vectores de un espacio euclidiano real
de dimensién finita que poseen dichas propiedades.

Sea, por tanto, E = hg con el producto escalar definido en el capitulo anterior, y
denotemos por @ (en lugar de A, para seguir la notacién de [2]) el conjunto de las raices
no nulas de g respecto de la subélgebra de Cartan h. Entonces ® cumple las siguientes
propiedades:

1. ®esfinito,0 ¢ Pylind =E
2. aed = cacPsiysolosic==+1

3.aed — g;PCD

Laped — 2B g
()

Hemos visto en el capitulo anterior que el sistema de raices de un &lgebra de Lie
semisimple tiene las propiedades anteriores, excepto en el caso de la tercera, que com-
probaremos a continuacién. Por definicién, o, es la reflexiéon respecto del plano P,
perpendicular a «, es decir

a=p—(Baya

(ya que la aplicacién anterior es lineal, deja invariante todos los vectores del plano P, y
transforma « en —a). Si B € @ entonces

ou(B) = B+ (Ppa + 9pa) € P,

en virtud de (3.9), ya que ppy < Ppa + 4pa < Gpa-

44
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Definicién 4.1. Un sistema de raices abstracto es un subconjunto ® de un espacio
euclidiano real de dimension finita E que satisface los axiomas 1)—4) anteriores. A los
enteros

(B o) =2 E'zz; wpeEP, (4.1)

se les denomina los enteros de Cartan de ®. Por definicién, el rango de P es igual a
dim E.

Utilizando tnicamente los axiomas que acabamos de enunciar, es posible clasificar
(salvo isomorfismos, cf. mds adelante) todos los sistemas de raices abstractos, lo que
automdticamente nos conducira a la clasificacion de todas las dlgebras de Lie semisim-
ples complejas.

Notas:

e Es importante no olvidar que (B, «) es lineal sélo en el primer argumento. En
particular, en general (a, B) # (B, «)
e Notese también que, por definicion,
(a,0) =2, Va € O
e Como 0, es invertible (02 = I), el axioma 3) de un sistema de raices es equivalente

a exigir que
0P = (4.2)

e A veces se llama sistema de raices a un subconjunto ® € E que cumple los axio-
mas 1), 3) y 4), y sistema reducido de raices a lo que nosotros llamamos simplemente
sistema de raices.

Definicién 4.2. El grupo de Weyl de un sistema de raices & es el subgrupo VW de GL(E)
generado por las reflexiones {oy | « € @}, es decir
W= {o0op- 00| aB,...,we P} (4.3)

Notese que WV es necesariamente un grupo finito. En efecto, de (4.2) es claro que w -
® = P para todo w € W. Por tanto todo elemento de ¥V induce una permutacién de
®, y en virtud del primer axioma (lin® = E) dos elementos distintos de ¥V inducen
permutaciones distintas. Luego YV puede identificarse con un subgrupo del grupo de
permutaciones de card ® elementos, lo cual implica nuestra afirmacién.

Definicién 4.3. Dos sistemas de raices (E, ®) y (E’, ') son isomorfos si existe un iso-
morfismo lineal (no necesariamente isometria) ¢ : E — E’ tal que &' = ¢(P),y

(B,a) = (9(B) 9a)),  Va,pc. (44)

Si ¢ es un isomorfismo de (E, @) en (E/,®’), y Wy W' son los grupos de Weyl de
® y @/, entonces la aplicacion

cEW s gogop te W (4.5)
es un isomorfismo de VW en W/, pues es inmediato probar que si a« € ® entonces
Pooyop !t = To(a)r Va € . (4.6)

Notese, sin embargo, que (como veremos a continuaciéon) Wy W' pueden ser isomor-
fos sin que lo sean necesariamente @ y @’.

Grupo de
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W es un
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Isomorfis-
mos
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Ejercicio 4.1. Probar que sip : E — E’ es un isomorfismo lineal que preserva los enteros
de Cartan (por ejemplo, una isometria 6 una dilatacién no nula), entonces (E’, p(®)) es
un sistema de raices (obviamente isomorfo a (E, P)).

Si (E, @) es un sistema de raices, sea
Aut(®) = {o € GL(E) | 0(®) = @} (4.7)

el grupo de automorfismos de ®. Del axioma 3) de los sistemas de raices y la definiciéon
de W se sigue inmediatamente que W es un subgrupo de Aut(®). Ademas, se puede
probar (cf. [2, lema 9.2]) que todo automorfismo de @ autométicamente satisface (4.4),
y es por tanto un isomorfismo de (E, P) en si mismo (en el sentido de la Definicién 4.3).
Ademas, si ¢ € Aut® entonces, por lo anterior, p oW o q)*l = W, es decir WV es un
subgrupo invariante de Aut ®.

Ejemplo 4.1. Si ® C E es un sistema de raices, definimos

2
r_
N = wa) Vo € . (4.8)

Veamos que &’ C E es un sistema de raices, el llamado sistema dual de .
En efecto, los primeros dos axiomas de los sistemas de raices se cumplen trivial-
mente, y el cuarto se sigue de la identidad elemental

(B,&) = (a,B), Va,ped. (4.9)

Por dltimo, para verificar el tercer axioma nétese que

u(B) = B = (') ol = s -

_L - o) :2‘7“(,3)
=Gp P FY =5
___20w(B) _ o
= @) B e

En general, @ y @' no son isomorfos (nétese que ' no es una aplicacion lineal, y tampoco
tiene por qué conservar los enteros de Cartan, ya que (B, &) # (a, B) en general). Sin
embargo, es facil ver que los correspondientes grupos de Weyl W y W’ son isomorfos,
pues si 7t : E — E es la aplicacién (4.8) (con 7r(0) = 0), entonces 7 es una biyeccién

(72 = 1), y el célculo anterior demuestra que
a“/:noa,xon’l, Yo € O;

como W' esta generado por {v, | a« € ®}, se sigue inmediatamente que W' =

ToWom 1,

4.2 Angulos entre pares de raices

Sean « y B dos raices, y supongamos para fijar ideas que ||8|| > ||«||. Entonces se tiene

(B o) =2 IBY o Oup, (4.10)

W C
Autd

Sistema
dual
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por lo que
(B,a) (,B) = 4cos®f,p =m € NU{0}, (4.11)

siendo evidentemente m un entero entre 0 y 4. El caso m = 0 es equivalente a (¢, ) = 0,
lo que automdticamente implica (B,a) = («, ) = 0 € Z, sin necesidad de imponer
ninguna condicién adicional sobre a y B. Andlogamente, el caso m = 4 equivale a
B = *a, y de nuevo automdticamente (B,a) = (a, ) = £2 € Z. Supongamos, por
tanto, que

1Bl = llall, (2, B) #0, B # *a; (4.12)
entonces se tiene
cos 0,5 = i@, m € {1,2,3}. (4.13)
Ademas, (4.11) y m € {1,2,3} implican claramente que
(B,a) = €em, (a,B) =€, (4.14)

con € = +1, ya que estamos suponiendo que ||8|| > ||«||. En particular, de (4.14) se
sigue que

laff ()
Las relaciones anteriores son muy ttiles a la hora de construir sistemas de raices de
rango bajo, por ejemplo menor o igual que dos.

En primer lugar, es claro que (salvo isomorfismos) s6lo existe un sistema de rango
uno, es decir el sistema trivial A; = {£1}. Veamos a continuacién como construir los
sistemas de rango dos.

Por el primer axioma de los sistemas de raices, 3 {uc, ,B} C ® queesbasede E ~ R2.
Si necesariamente 3 es perpendicular a &, entonces el sistema de raices es claramente
isomorfo bajo una rotacién apropiada seguida de la “dilatacién anisétropa” (x,y) —
(x/ |la|l,y/ ||Bl]) al sistema Ay x Ay = {+e;, e}, siendo {e1, e, } la base canénica de
R2.

Supongamos, por tanto, que 3p € @ tal que {a, B} esbase de E, con (&, f) # 0y (sin
pérdida de generalidad) ||B|| > ||«||. Mediante una rotacién y dilataciéon apropiadas,
obtenemos un sistema isomorfo al anterior en el que

IBIF _ (o) _ (4.15)

n=eq; (4.16)

en tal caso, de (4.13) y (4.15) se sigue que

B— m (i@iﬂ) _ % (im,j:\/m(él— m)> , @.17)

donde los dobles signos son independientes. Es f4cil ver, sin embargo, que si cualquie-
ra de los cuatro vectores definidos por la férmula anterior pertenecen a ® entonces los
demads necesariamente pertenecen a ®; por tanto, podemos elegir los signos arbitraria-
mente en dicha férmula. Nosotros tomaremos

p=» (—m, m> , (4.18)

(Ba)=-m,  (p)=-1, |[pll=vm.

de donde

cos O,

A1XA1
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(Notese que las restantes elecciones de signo en (4.17) corresponden a las raices —f y

0. (B).)

Hay que considerar a continuacion tres subcasos, segun los valores de m € {1,2,3};
por ejemplo, veamos en detalle el caso m = 3. En este caso,

v=(1,0, PB= (-%?) ; (4.19)

(B, )y = =3, (a, By = —1; (4.20)
1Bl = V3, 645 =57/6. (4.21)
De lo anterior se deduce que los siguientes vectores y sus opuestos pertenecen a ®:
0x(B) = B+ 3,
op(a) = a+ B;
ou(a+p) = —a+ (B+3x) = B+ 24,
op(B+3a) = —B+3(a+B) =28+ 3a.

Un célculo elemental pero largo demuestra que los vectores asi obtenidos ya forman
un sistema de raices, denominado Go:

Gy = {+a, 6, £(a + ), £(B+ 2a), £(B + 3a), £(2B + 3a) }, (4.22)

con « 'y B dados por (4.19).
Célculos andlogos para m = 2y m = 1 conducen respectivamente los sistemas de
raices

By = {ta, 28, £(a + ), £(B+21)};
1Bl = V2 |lall, 6. =3m/4 (4.23)

Ay = {£a, £B,£(a +B) };
1BIl = [lall, 6up = 271/3. (4.24)

Puede demostrarse (por consideraciones sobre las bases que veremos a continuacién)

que éstos son los tinicos sistemas de raices de rango dos, salvo isomorfismos (cf. Fig. 4.1).

4.3 Propiedades de las a-series

De lo visto en la seccién anterior se deduce que si a y B son raices no proporcionales
ni ortogonales entonces (B, «) 6 («, B) es igual a £1. En particular, de esto se obtiene
facilmente la siguiente proposicién:

Proposicion 4.4. Sean a y 3 dos raices no proporcionales. Entonces se cumple:
(,p) >0 = a—Bed (4.25)
(0, ) <0 = a+pec. (4.26)
Demostracion. En primer lugar, ntese que (4.26) se deduce de (4.25) aplicadaax 'y —f.
Para probar (4.25), nétese que por el comentario que precede a la proposicién, y en

virtud de la simetria entre & y B en el enunciado, podemos suponer que (&, ) = 1 (ya
que (, B) tiene el mismo signo que (&, B)). Pero entonces

Gy

AZ/ B2
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A| X A| AZ

B2 Gz

=

» 0 <5 > O

A

Figura 4.1: Sistemas de raices de rango 2

og(a) =0 — B € P.
Q.E.D.
La proposicién anterior tiene consecuencias muy importantes en el estudio de las wa-series

«-series. En primer lugar, como ya vimos en el caso de los sistemas de raices de las
dlgebras de Lie semisimples complejas, la a-serie por B

Spe={Bp+nac®|nel};, wped, p#=+a, (4.27)

es una cadena ininterrumpida. En efecto, si ésto no fuera cierto existirian dos enteros
m+1 < s tales que p+mu,B+sa € D,y p+na ¢ ® paraninginnconm < n < s.
Pero esto es contradictorio, ya que de ello se deduce que B+ (m+1)ay B+ (s — 1)a
no son raices, lo cudl implica por la proposicién precedente que

(B+ma,a) >0,  (B+sa,a) <0,

es decir
m—s > 0.
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Otra consecuencia de la Proposicién 4.4 es que, si

Sgu={p+na|—s<n<gq}, sq>0, (4.28)

entonces se tiene
(Ba) =5—7q, (4.29)
es decir la ecuacién (3.9). En efecto, si en Sg, consideramos el orden natural definido
por
,B+Tl10(<,3—|—7120( — m<n

entonces

o(B+na)=p—(n+(Ba))a,
y por tanto la reflexién o, es claramente una aplicacién estrictamente decreciente de
Sga €n si mismo (en virtud del axioma 3) de los sistemas de raices). De esto se sigue
que

oa(B+qu) =B —sa,

que es equivalente a (4.29).
Por dltimo, de la férmula (4.29) se deduce que la longitud de cualquier a-serie es Lg, <4
a lo sumo 4. En efecto, si
Lgy =card Spy =g +s+1

es la longitud de Sp,, aplicando la ecuacion (4.29) a Sg_sy,« = Spa Se obtiene
—(B—sa,a) =q+s=Lg, —1,

y | (77, «) | es alo sumo 3, por la discusion de la seccién anterior.

4.4 Bases

Por definicion (cf. el Teorema 3.12), un subconjunto B C ® es una base de ® si cumple Bases
las siguientes dos condiciones:

1. Bbasede E

2. VB € P, se tiene

B=) kaa, con k, e NU{0}Va 6 —k, € NU{0} Va. (4.30)

aEB

La raiz (4.30) es positiva si k, > 0 para todo « € B, y negativa en caso con- &=
trario. Denotaremos por ®* (resp. @) el subconjunto de todas las raices positivas
(resp.fiegativas). Por tltimo, diremos que & € @ es una raiz simple si y s6lo six € B;
nétese que ésta definicion es claramente equivalente a la Definicion 3.10.

Si examinamos los sistemas de raices de rango 2 vistos en la Secciéon 4.2, es facil
cerciorarse de que las raices {«, 8} con las cuales generdbamos dichos sistemas forman
en todos los casos una base de ®. Ademés, en todos los sistemas de rango 2 se cumple
obviamente la condicién (a, f) < 0. Esto es claramente general:

Proposicién 4.5. Si B es base de ®, entonces se cumple

(a,B) <0,  Va,p€B. (4.31)
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Demostracién. Consecuencia inmediata de la Proposicién 4.4 y del apartado 2 de la de-
finicién de base. Q.E.D.

Teorema 4.6 (propiedades de las bases).

1. Todo sistema de raices tiene una base

2. El grupo de Weyl VV actiia transitivamente sobre el conjunto de las bases de P:
B, B' bases de ® = Jo € W tal que B' = o(B)
3. La accion de VW sobre el conjunto de las bases de ® es simplemente transitiva:

Bbasede ®, c € W, c(B)=B — o=1

X

. Si B es una base de @, para toda raiz « € ® existe o € W tal que o(a) € B

€1

. W estd generado por las reflexiones o, correspondientes a raices simples « € B:

W= {000 |ap,...,we B}

Para probar las propiedades anteriores, es fundamental el concepto de cdmaras Cidmaras de
de Weyl de un sistema de raices, que son las componentes conexas del conjunto E — Wey!
Uxea Py (siendo, como antes, Py el hiperplano ortogonal a «). Si escogemos arbitraria-
mente una camara de Weyl C, y llamamos ®*(C) al conjunto de raices « tales que @& (C),
(a,x) > 0 para todo x € C, entonces el conjunto de las raices indescomponibles en @+ (C) B(C)

B(C) ={a e ®7(C) | dmy, 2 € ®T(C) tal que & = a1 + a2 }

es una base de ®. Ademas, es facil ver que cualquier base B se obtiene de la forma
anterior, tomando
C={xe€E]|(xa)>0VYaec B}

4.5 Sistemas irreducibles

Un sistema de raices ® se dice irreducible si @ no es de la forma &1 U D;, con &1, Py #  Irreducibili-
@y ®; L &,. (Notese que si @ = &1 U P; es reducible entonces &1 NP, = @.) Por dad
ejemplo, el tinico sistema de rango dos reducible es obviamente A; x Aj.

Si B es una base de un sistema de raices ® diremos, andlogamente, que B es irredu-
cible si no es de la forma By U By, con By, B, # @y By L Bs.

Proposicion 4.7. Si B es una base de ®, entonces P es irreducible si y sélo si B es irreducible. & irred.

< Birred.
Demostracion. Si @ = ®P; U P, es reducible, es claro que B también lo es (basta tomar

B; = BN®;,i =1,2). Por otra parte, si B = B; U B, es reducible, definimos
®; = W(B,)), i=1,2.

Es claro entonces que ®; y ®; son no vacios, y & = ¥ U P, en virtud del apartado 4
del Teorema anterior. Para ver, por tltimo, que ®; L ®,, basta observar que

®; C lin B; i=1,2.
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En efecto, para probar que (p. €j.) @; C lin By demostraremos la afirmacién equivalente
lin ®; C lin By. En virtud del apartado 5 del Teorema 4.6, basta comprobar que o, (x) €
lin By para todo @ € By x € linBy. Pero esto es evidente, ya que si x € linB; y
« € B entonces 0,(x) = x, mientras que si « € By se tiene 0,(x) = x — (x,a)a €
lin B;. Q.E.D.

Si @1 y P, son sistemas de raices en E; y Ej, respectivamente, siendo E; L E; dos
subespacios ortogonales de un espacio euclidiano, entonces ®; U ®, es claramente un
sistema de raices (reducible) en E = E; @ E;, que se suele denotar por ®; x ®,. Reci-
procamente, si & = &1 U O, es un sistema de raices reducible, entonces es inmediato
comprobar que cada ®;, 1 < i < 2, es un sistema de raices en E; = lin®;, con E; L E
y E;1 ® E; = E, y por tanto ® = ®; x ®,. Por induccién, es claro que todo sistema de
raices es de la forma

CDICD1 X@zX---X@m,

siendo ®; un sistema irreducible de raices en E; = lin®;, con ®; L ®;y E; | E; para
todoi #jyE =E; ®---® E,. En consecuencia, podemos limitarnos en lo que sigue
sin pérdida de generalidad a estudiar los sistemas de raices irreducibles. El resultado
anterior recuerda la descomposicién andloga de las dlgebras de Lie semisimples en
suma directa de sus ideales simples. Este parecido no es en modo alguno accidental, en
virtud de la proposicion siguiente:

Proposicion 4.8. Un dlgebra de Lie semisimple compleja g de dimension finita es simple si y
solo si su sistema de raices ® (respecto de una subdlgebra de Cartan cualquiera b) es irreduci-
ble.

Demostracion.

=) Veamos, equivalentemente, que si & = P; U ®; es reducible entonces g =
91 D g2 es la suma de dos ideales propios. En efecto, si definimos h; = }_,ce, CH,, basta
tomar
gi:hi—i—zga/ i=12
aed;
(Los detalles de esta verificacion, que son totalmente elementales, se los proponemos
al lector como ejercicio.)

<=) Basta probar que si g = g1 & g2 es la suma de dos ideales propios entonces P
es reducible. Para verlo, nétese en primer lugar que ® es reducible si y sélo si cualquier
otro sistema de raices isomorfo a ® lo es. (En efecto, («, ) = 0siysolosio,(B) =B,y
si v — 9/ es un isomorfismo de sistemas de raices se cumple [0, (B)]" = o (B’).) Como
todos los sistemas de raices de un édlgebra de Lie compleja semisimple son isomorfos,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que @ es el sistema de raices de g aso-
ciado a la subélgebra de Cartan h = bh; @ b, de g, siendo b; una subédlgebra de Cartan
cualquiera de g;, 1 < i < 2. (El que h es subdlgebra de Cartan de g es inmediato de
verificar.) Si @ es el sistema de raices de g; respecto de b, entonces identificaremos
canénicamente ®; con un subconjunto del subespacio de los funcionales en h1 g & b2 r
que se anulan en b g, y haremos lo propio con ®;. De esta forma, podemos considerar
a @1 y ®, como subconjuntos de (h1r & ho,r)*

Probemos a continuacién que ® = ®; U ®;. Sea a una raiz de g respecto de h =
b1 @ ba, ysea X, = XL+ X2 € g* — {0}, con X!, € g,. Entonces para todo H; € b; se
tiene:

[Hi, Xo] = a(H)Xy €9; = a(Hp)X; = a(Hp)Xy = 0.

q)qu)z

g simple <
D irred.

Dred. =g
no simple

g no simple
= O red.
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Por tanto una de las dos proyecciones X!, de X, se anula. Si, por ejemplo, X2 =
entonces X} # 0, y por tanto a(H,) = 0 para todo H, € by, y [Hy, X}] = a(Hp)XZ, lo
cual implica que a € ®;. Andlogamente, si X} = 0 entonces & € D,.

Evidentemente ®; y ®; son ambos no vacios, y también es inmediato probar que
son ortogonales. En efecto, al ser g; y g, ideales las subélgebras de Cartan h; C g1 y
h2 C g son ortogonales. De esto se sigue que si « € ®; entonces H, € b;, ya que si
Hj € hj (con j # i) se tiene

K(HoH) =a(H)=0 = H, L.

Pero entonces!

w; € Py, nj € CDJ — (Dél‘,IXj) = K(HM, H,X].) =0,
lo cual demuestra que ®; L ®,. Q.E.D.
Los sistemas de raices irreducibles tienen las siguientes propiedades:

Teorema 4.9. Si ® es un sistema irreducible de raices, entonces se cumple: Prop. de los
sist. irredu-
1. W actiia irreduciblemente en E (es decir, E no tiene subespacios propios invariantes cibles

bajo W)
2. Siw € ®, la 6rbita de a bajo VV genera E, es decir lin VW («) = E.
3. En @ hay raices de a lo sumo 2 longitudes distintas
4. Dos raices de igual longitud estdn conjugadas bajo VW

Demostracion.

1. Si @ # E; C E es un subespacio invariante bajo W, entonces E, = Ei es
también invariante, ya que las reflexiones son transformaciones simétricas: (0,x,y) =
(02x,04y) = (x,04Y). Si a € ®, como por hipétesis E; es invariante bajo ¢, entonces, o
bien « € E;, obiena L Ej, es decir & € E;. Esto demuestra que ® = ®; U ®,, siendo
®; = ® N E;. Claramente, ®; L ®,, y tanto ®; como P, son no vacios, ya que en caso
contrario lin @ no serfa todo E.

2. Inmediato, ya que si a € ® es evidente que lin W (a) es un subespacio invariante
bajo W.

3. Seaa € P una raiz. Por el apartado anterior, si  es otra raiz entonces  no puede

ser ortogonal a W (), por lo que debe existir o € W tal que (B, (a)) # 0. En virtud
de la Seccién 4.2, se tiene entonces que

2 2
1812 18] 6{1 1123}.

2 — 2 7~ Lr &
lo(@)[|” ] 32

Si hubiera tres raices a;, 1 < i < 3, delongitudes distintas ||a1 || < [|az]| < ||a3|| entonces

2 2
2" _ [las]

2 27
lax][™ fleca

1De 1o anterior se deduce también facilmente que hbr = b1 R D ho R
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de donde ) )
aa|” ]|

2 - 4
e || [eq ||

y llegarfamos a una contradiccién:

==
loal|” 2

2
lasl? _ 3

4. Sean «, 3 € P dos raices de igual longitud. Como antes, existe ¢ € WV tal que
(B,o(a)) # 0.Evidentemente, basta probar que B esta conjugada bajo W cona’ = o(a),
siendo (B, ") # 0. Llamando otravez w aa’, si = +a, entonces =1 -a 6 f = 0, (a),
y ya hemos terminado. Supongamos, por tanto, que p # =a. Por los resultados de la
Seccién 4.2, se tiene entonces que

(0, B) = (B, o) = £1.
Si (, B) = (B, ) = 1, entonces

0,030 (B) = 0u0p(B — &) = 0u(—B —a+ B) = ou(—a) = a,

lo que prueba que a y B estan efectivamente conjugados bajo W. El caso («,) =
(B, a) = —1 se reduce al anterior notando que

(oa(w),B) = — (a,B) = 1.
Q.E.D.

Si @ es un sistema (irreducible) de raices con dos longitudes distintas, las raices Raices
de @ se suelen dividir en dos tipos—cortas y largas—segun su longitud. (Si todas las cortasy
raices de ® tienen la misma longitud, todas ellas se suelen considerar por convenio largas

largas.)

Ejercicio 4.2. Probar que si ® es un sistema irreducible tanto las raices cortas como las
largas forman un sistema de raices. (Por ejemplo, si ® = Gy y { o, ,B} es la base de G,
construida en la Seccion 4.2, entonces tanto las raices cortas (de longitud ||«||) como las
largas (de longitud ||8|| = v/3 ||«||) forman un sistema de raices de tipo A,.)

4.6 Matriz de Cartan

Dado un sistema de raices ® y una base B = {ocl, ., ocr} de @, la matriz de Cartan de Matriz de
® respecto de B es la matriz de orden r = rank @ cuyos elementos de matriz son los Cartan
enteros

Lll']' = <Dél‘,1Xj>, 1 < i,j < r, (432)

cf. (3.37). La clase de equivalencia de la matriz de Cartan (en el sentido de la definiciéon
de la Secci6n 3.6) esta bien definida, ya que si B" = {a],...,a}} es otra base de ®
entonces (Teorema 4.6.2) existe ¢ € W tal que aj = 0'(az(;)) (siendo 7t una permutacion
de {1,...,r}), y por tanto

<06;,(X}> = <U(“ﬂ(i))’g(“ﬂ(j))> = <an(i),an(j)> , 1< Z,] <r.
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También es facil ver que la matriz de Cartan es no singular, pues en caso contrario se
tendria

’
ZAi<oci,oc]->:0, 1§]§7’
i=1

para algun (Ay,...,A,) € R, lo cual implicaria que el vector ) ;_; A;a; es ortogonal a B,
y por tanto

,
ZAZ'IXZ':O = AM=---=A,=0,
i=1
por la independencia lineal de B.
Si ¢ : E — E’ es un isomorfismo entre los sistema de raices (CI),E) y (cp’, E’ ),
es inmediato ver que la imagen bajo ¢ de una base B de ® es una base ¢(B) de 9/,
y que las matrices de Cartan de ® y @' respecto de las bases B y ¢(B) son iguales.
Reciprocamente, se puede demostrar (cf. [2, p. 55]) que la matriz de Cartan caracteriza
completamente el sistema de raices salvo isomorfismos: si ® C Ey & C E’ son

sistemas de raices con bases {a1,...,a,} y {af,...,a,} tales que (a;,aj) = <zx§, uc;->,
entonces el isomorfismo lineal definido por a; +— «, 1 < i < r, es un isomorfismo de
sistemas de raices.

De hecho, hay una demostracion constructiva de este resultado que consiste en pro-
bar que la expresiéon de cualquier raiz como combinacién lineal de las raices de una
base esta determinada de forma algoritmica por la matriz de Cartan correspondiente.
Para ver esto, dada una raiz « € ® definimos su altura ht(«a) respecto de una base dada
B ={ua,...,a } mediante

r

r

ht(a) = ) k;, siow=)_ k. (4.33)
i=1 i=1

Notese que, por las propiedades de las bases, ht(«) es un entero no nulo, ht(a) > 0 si

y s6lo si a es una raiz positiva y ht(a) = 1 si y s6lo si a es una raiz simple (es decir,

x € B).

Lema 4.10. Sea ® un sistema de raices, y sea &« € ® una raiz positiva con ht(a) > 1.
Entonces existe una raiz positiva «' con ht(a’) = ht(a) — 1 y una raiz simple ; tales que
x =o' + ;.

Demostracién. Evidentemente, basta probar que existe una raiz simple «; tal que & —
a; € ®.Perosia —a; ¢ ® paratodoi = 1,...,r = rank ® entonces («,a;) < 0 para
todo 7 en virtud de la Proposiciéon 4.4 (ya que & # =a; para todo i por la condiciéon
ht(a) > 1). Pero entonces, si « = Y/, k;a;, como k; > 0 para todo i se tendria

r
(0, 0) =Y ki(w, ) <0,
i=1
y por tanto « = 0. Q.E.D.

Corolario 4.11. Si {oq, .. .,oc,} es una base de ® entonces toda raiz positiva « € O admite
la descomposicion

p
N = Z iy
k=1

donde Z{(:l a esraizparaj=1,2,...,p.

La matriz
de Cartan
det. el sist.
de raices
salvo isom.

Altura
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Evidentemente, basta con indicar como construir las raices positivas « € @ a partir  Construc-

de la matriz de Cartan. Esto se puede hacer por induccion sobre ht(a), ya que las raices  cidn de
de altura 1 son conocidas (son las raices simples). Supongamos, pues, que conocemos "
todas las raices de altura i1 > 1, y veamos entonces como encontrar las de altura i + 1.
Como h +1 > 2, por el Lema anterior basta con determinar todos los valores de i =
1,2,...,r tales que « +a; € ®T, siendo a una raiz cualquiera de altura h. Si Sy, es
la a;-serie por &, por las propiedades de las a-series S, 4, es de la forma (4.28), con
a—swa; € O en virtud de la ecuacion (4.30). Al ser 0 < ht(a —sa;)) = h—s < h
conocemos s, pues todas las raices de altura < / se suponen conocidas por hipétesis de
induccién. Por otra parte, una vez hallado s se puede calcular g mediante la matriz de
Cartan, puessia = Z;zl kja; entonces por (4.29) se tiene

s—qz(zx,le):Z

r
i=1

k] <Déj,le'> . (434)

Como a +a; € P siysoélosiqg > 0, podemos calcular todas las raices de altura 7 +1 a
partir de las de altura h utilizando (4.34), lo que concluye el proceso de induccién.

Ejemplo 4.2. Como ilustracién, vamos a calcular a continuacion el sistema de raices de Constr. de
G; a partir de su matriz de Cartan Gy

((ai, ) )1<ijca = <_§ _D p (4.35)

donde {ay,a,} eslabase {a, B} dela Seccion 4.2.
Altura 1: Las raices de altura 1 son, evidentemente, a1 y ao.
Altura 2: Para la ap-serie por ay, utilizando (4.34) y la matriz de Cartan (4.35) se obtiene

g=—(m,m)=1 = Suu={m,m+ar}. (4.36)
Anélogamente, para la aq-serie por &, se obtiene
g=—{(ao,01) =3 = Supa = {2,020+ a1, 0+ 201,22 + 321 }. (4.37)
Por tanto, la tinica raiz de altura 2 es
o1+ .

Altura 3: Para calcular la a;-serie por a; + ap, basta observar que obviamente Sy, 14,4, =
Sa,a,- Andlogamente, Sy, 40,0, = Say,- POr tanto, la tinica raiz de altura 3 es

o + 209

Altura 4: Como antes, la aj-serie por ap + 201 es simplemente Sy, 24,4, = Say,ay, 10 cual
proporciona la raiz a, + 3a; de altura 4. Por otra parte, como (ay +2a1) —ag =247y
(ag +201) + ax = 2(a1 + a) no pueden ser raices (por serlo a1 y a1 + a»), la serie

Sart2ay,a, = {02 + 201 } (4.38)
no contribuye ninguna raiz de altura 4. Por tanto, la tinica raiz de altura 4 es

ap + 3uq.
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Altura 5: Como antes, se tiene Sy,434,,0;, = Say,ay, qU€ NO proporciona ninguna raiz de
altura 5. Por otra parte, Sy, 34,0, = {062 +3a1,...,00+ (3+q)m }, con
0—g=(ax+30,a2) =2+3 (g, a0) =2—-3=-1
de donde
Szxz+3a1,zxz = {lxz + 3a1, 200 + 301 } (4_39)

Por tanto, la tinica raiz de altura 5 es

2000 4+ 31

Altura 6: En primer lugar, Sou,+3a,,a, = {2002 + 3a1}, porque ni 2ap + 207 = 2(a; +
ay) ni 20 + 4; = 2(ap + 2a7) pueden ser raices. Andlogamente, Soy,43a,,0, = {Déz +
3w, 2000 4 30 } Por tanto, no hay ninguna raiz de altura mayor que cinco, y el sistema
de raices es

Gy = +{ay, ap, a1 + a2, 201 + ap, 301 + ap, 301 + 205 . (4.40)

4.7 Diagramas de Dynkin

Siwa,f € @ son dos raices positivas con a # B, por la discusién de la Seccion 4.2 se
tiene

(x,B) (B,a) =m € {0,1,2,3}. (4.41)
Sir = rank @, el grafico de Coxeter asociado a @ es un grafico de r vértices, tal que los  Grifico de
vértices i y j estan unidos por Coxeter

mij = (o, ;) (o, ;)

lineas, para todo i # j. Por ejemplo, en virtud de (4.35) el grafico de Coxeter de G; es

I ]

1 2

Ejemplo 4.3. La matriz de Cartan de 94 = 50(8,C) es
2 -1 0 0

-1 2 -1 -1
0 -1 2 0 (442)
0 -1 0 2

Por tanto, el gréafico de Coxeter de 04 es
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Nota. Del mismo modo que la matriz de Cartan sélo estd definida médulo una permu-
tacion de las filas y las columnas, el diagrama de Coxeter de un sistema de raices estd
determinado salvo por la numeracion de los vértices. Por lo tanto, a partir de ahora
normalmente omitiremos la numeracién de los vértices.

Evidentemente, el grafico de Coxeter de un sistema de raices no determina la matriz =~ Diagrama
de Cartan. Sin embargo, nétese que para poder calcular <1xi, % j> a partir de m;; basta con de Dynkin
conocer cudl de las dos raices a; 6 «; es la mayor. En efecto, si m;; = 0 evidentemente
(aj,0j) = (wj,a;) = 0, mientras que si m;; = 1 entonces (a;,a;) = (aj, ;) = —1 en
virtud de la discusion de la Seccién 4.2 (nétese que (a;,a;) < 0 por las propiedades
de las bases.) Por tltimo, si m;; = 2 6 3 entonces, de nuevo por los resultados de la
Seccion 4.2 se tiene

laill < [l = (wiay) =1, (aja) = —my
]| < llill = (wia;) = —my, (wj,a;) = ~1.

Sim;; = 2 6 3, ahadiremos al grafico de Coxeter una flecha apuntando (por convenio)
en la direccién de la raiz mds corta del par («;, «;). De esta forma obtenemos a partir del
grafico de Coxeter el diagrama de Dynkin de un sistema de raices que, como veremos
a continuacion, serd de importancia fundamental en la clasificaciéon de los sistemas de
raices. De lo dicho anteriormente se desprende que el diagrama de Dynkin (definido,
como el gréafico de Coxeter, médulo la numeracién de los vértices) proporciona la ma-
triz de Cartan (médulo equivalencia), y por tanto caracteriza (salvo isomorfismos) al
sistema de raices. En otras palabras, se cumple:

Teorema 4.12. Dos sistemas de raices son isomorfos si y solo si sus diagramas de Dynkin El diagrama

difieren a lo sumo en la numeracion de los vértices. de Dynkin
det. el sist.
Ejemplo 4.4. En virtud de (3.54), el diagrama de Dynkin del sistema de raices A, aso- 4, ;41005
ciado al algebra cldsica a, = sl(n +1,C) es simplemente salvo isom.
n
e — - - — <
Ejemplo 4.5. Consideremos a continuacion el diagrama de Dynkin By
o o— ——-- — 4]
1 2 n—1 #

que corresponde al sistema de raices B, del dlgebra cldsica b, = so(2n 4 1, C). Clara-
mente, los inicos elementos extradiagonales no nulos de la matriz de Cartan son

(a1, 00) = (w2, 1) = ... = (@p_2,8y-1) = (Xp—1,002) = —1,
y
<Dén,1, D‘i’l> = _2/ <1X7’l/ D‘n71> = -1
Por tanto, la matriz de Cartan de B, es
2 —1 0 ... 0
-1 2 -1 :
0 .. .. e ol- (4.43)
-1 2 -2
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Notese, en particular, que en B, hay n — 1 raices largas y una corta («, en la ordenacién
de la base que hemos utilizado para numerar los vértices del diagrama de Dynkin).

Ejemplo 4.6. Sea ahora el diagrama de Dynkin, Cn
0 o— ——-- —J )
1 2 n—1 #

que corresponde al sistema de raices C,, del algebra clasica ¢, = sp(n, C). La matriz de
Cartan asociada es

2 -1 0 ... 0

1 2 -1 :
0o . . . ol (4.44)
P o1 2 -1
0 ... 0 -2 2

Aunque este diagrama s6lo difiere del anterior en la direccion de la flecha entre las
dos ultima raices (y, por tanto, los gréficos de Coxeter de B, y C;, son idénticos), esta
diferencia es fundamental. En efecto, en B, hay n — 1 raices largas y una (la tltima,
en nuestra ordenacion) corta, mientras que en C,, hay n — 1 raices cortas y una larga.
Por tanto, si n > 2 los sistemas de raices B, y C, no pueden ser isomorfos, ya que
un isomorfismo preserva los cocientes entre raices no ortogonales (pues ||8||* / ||a||* =
(B,a) / (a,B) si(a,B) # 0).Sin = 2, entonces es fécil ver que los diagramas de Dynkin
de By y C; sélo difieren en el orden de los vértices, y por tanto los sistemas de raices B,
y Cz son isomorfos.

Nota. En general, si ' es el sistema dual de ®, es inmediato comprobar que el diagrama Diag. de
de Dynkin de @’ se obtiene del de ® sin mas que invertir el sentido de todas las flechas; Dynkin de
en particular, los graficos de Coxeter de ® y @’ son idénticos. (Por ejemplo, el sistema @

de raices C,, es isomorfo al dual de B, y viceversa.) De hecho, se puede probar que dos

sistemas de raices tienen grupos de Weyl isomorfos si y sélo si sus graficos de Coxeter

difieren a lo sumo en la numeracién de los vértices.

Por ultimo, se puede probar mediante un calculo directo (cf. [1]) que el diagrama D,
de Dynkin del sistema de raices D, asociado a d,, = s0(2n,C) es

n-1
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La matriz de Cartan correspondiente es

2 -1 o --. 0
-1 2 -1 ... 0
0 - (4.45)
oo 2 -1 —1
o --- .. -1 2 0
o --- .. -1 0 2

Aparte de los diagramas de Dynkin asociados a los sistemas de raices de las 4al-
gebras clésicas, existe un namero finito de diagramas excepcionales, que pasamos a
enumerar:

Fy: O ] T 1 Fy

2 -1 0 0
-1 2 -2 0
0o -1 2 -1
o 0 -1 2

Matriz:

E6,7,8 : ik o— —— - —0 E6,7,8

)
|

SO OoO R, ONO

OO OO, N O -
|
—_

Matriz (para Eg):

o
|

O, NPk OOCOoOOoO

N — OO OO oo

OO oo, ON
SO R NFRkOOO
Nk OO O OO

Gy: ( 1 Gy
Matriz: cf. (4.35).
A la vista de los diagramas de Dynkin de las dlgebras clasicas, y en virtud del Teo- Isom. entre

las dlg.
cldsicas
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rema 4.12, podemos sefialar los siguientes isomorfismos:

a ~ b~ (sl(2) ~s0(3) = sp(l)) (4.46)
by ~ o (s0(5) ~ sp(2)) (4.47)
Lragda (so(4) = sl(2) Bsl(2)) (4.48)
03 ~ a3 (s0(6) ~ sl(4)) (4.49)

Ademas, de nuevo por el Teorema 4.12, no existe ningtin isomorfismo entre las restan-
tes dlgebras cldsicas a, (n > 1), b, (n > 2), ¢, (n > 3)y 0, (n > 4).

4.8 Clasificacion

Por lo visto en la Seccién 4.5, basta con clasificar los sistemas de raices irreducibles mo-
dulo isomorfismos. En términos del diagrama de Dynkin, es facil ver que el concepto
de irreducibilidad se corresponde con el de diagrama conexo:

Definicién 4.13. Un diagrama de Dynkin es conexo si todo par de vértices distintos
puede unirse mediante una sucesion de lineas del diagrama.

Escribiremos a partir de ahora i <> j 6 a; < a; para indicar que los vértices i y j co-
rrespondientes a las raices simples «; y «; de un diagrama de Dynkin estdn conectados
por una sucesion de lineas del diagrama.

Proposicién 4.14. Un sistema de raices es irreducible si y solo si su diagrama de Dynkin es
conexo.

Demostracién. Supongamos, en primer lugar, que el diagrama de Dynkin de un sistema
de raices ® respecto de la base B es disconexo. Si, por ejemplo, el i-ésimo vértice del
diagrama no estd conectado con el j-ésimo entonces B = B; U By, siendo

B1E{D€EB‘D€HDQ}, B, = B—By.

Es claro que By, By # @, ya que a; € By y aj € By. Por otra parte, sia € Biy € By
entonces (&, ) = 0, ya que en caso contrario &; <> a < p implicaria que a; <> B € B,.
Por tanto B; L By, y la base B es reducible. Por la Proposicién 4.7, el sistema de raices
es también reducible.

Sea ahora ®, y por tanto B, reducible, es decir B = By U B, con B; # @y By L Bs.
Sia € By y B € By entonces a y B no pueden estar conectadas por una sucesion de
lineas del diagrama. En efecto, en caso contrario existiria una sucesién de raices simples
0 = @q,...,0p, = P con (aja;1) # 0 paratodoi = 1,...,n — 1. Pero en tal caso
habria un indice j € {1,...,n — 1} tal que «; € By y aj41 € By, lo que implicarfa que
(aj,aj11) # 0 en contradiccion con la ortogonalidad de By y Bo. Q.E.D.

Por tanto, basta clasificar todos los diagramas de Dynkin conexos (médulo la nu-
meracion de los vértices). El resultado final es el siguiente:

Teorema 4.15. Si ® es un sistema irreducible de raices, su diagrama de Dynkin es iqual (salvo
a lo sumo en la ordenacién de los vértices) a exactamente uno de los diagramas inequivalentes
siguientes: A, (n > 1), B, (n >2),C, (n > 3),D, (n > 4), Gy, F4, E¢, E7 y Es. Reciproca-
mente, si D es uno de los diagramas anteriores existe un sistema de raices ® cuyo diagrama de
Dynkin es D.

Diag.
conexos

D irred. &
su diag. de
Dynkin es

conexo

Clasifica-
cion
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Demostracién. La demostracion (cf. [2, pp. 57-63]) es un simple calculo, largo pero ele-
mental. Se puede dividir en tres etapas:

Etapa1) En primer lugar, se clasifican todos los posibles gréficos de Coxeter. Para ello
basta clasificar todos los sistemas de vectores unitarios {e€1,..., €} (€; = a;/ ||a;]|) tales
que

4(ei,€/)* = my; € {0,1,2,3}; (ei€) <0, 1<i#j<r, (4.50)

moédulo transformaciones ortogonales.

Etapa 2) De los graficos de Coxeter de la etapa anterior se obtienen sin ninguna difi-
cultad todos los diagramas de Dynkin correspondientes. En efecto, nétese que sélo en
el caso de B, < C, el grafico de Coxeter no determina el diagrama de Dynkin. Pero en
este caso la existencia de B, implica la de C;, (y viceversa), ya que estos dos diagramas
son duales uno del otro.

Etapa 3) Para cada uno de los posibles diagramas de Dynkin D hallados en la etapa
anterior (A,—D;,, G2, F4, Ec—Eg), hay que comprobar que existe de hecho un sistema de
raices cuyo diagrama de Dynkin es D. En el caso de los diagramas A,-D,,, esto se pue-
de hacer directamente sin més que observar que estos son precisamente los diagramas
de Dynkin de los sistemas de raices de las dlgebras clasicas. Sin embargo, este procedi-
miento no se puede utilizar para los diagramas excepcionales—de hecho, no es trivial
dar una realizacién explicita sencilla de las dlgebras excepcionales—y no hay mas re-
medio que construir explicitamente los sistemas de raices asociados. La ventaja de esto
altimo es que se obtienen también los correspondientes grupos de Weyl; cf. [2, p. 63],
[1, p. 471]). Q.E.D.

Una vez clasificados todos los diagramas de Dynkin conexos, y por tanto todos los
sistemas irreducibles de raices abstractos, s6lo falta clasificar las dlgebras de Lie com-
plejas simples (de las que se obtienen todas las semisimples mediante sumas directas,
como ya hemos visto). Lo tnico no trivial es ver si para cada uno de los sistemas de
raices del Teorema 4.15 existe un édlgebra de Lie simple compleja con dicho sistema
de raices. Esto es evidentemente cierto para las dlgebras cldsicas, y se puede probar
también (con mucha mds dificultad) para los diagramas de Dynkin excepcionales. Se
obtienen asf las llamadas dlgebras excepcionales, denotadas por gy, f4, ¢s—¢s, respec-
tivamente de dimensién 14, 52, 78, 133 y 244. Como hemos dicho antes, no se conoce
ninguna realizacién sencilla de estas dlgebras al estilo de las dlgebras clasicas. Quizés
el dlgebra excepcional que admite una interpretacion més sencilla es G, que puede
realizarse como el algebra de las derivaciones del dlgebra no conmutativa ni asociativa
de los octoniones. (De hecho, G, admite también una realizacién como una subdlge-
bra de o(7,C); cf. [2, pp. 103-106].) Una forma alternativa mds elegante de probar la
existencia de las algebras excepcionales en bloque es la debida a ].P. Serre. En efecto,
Serre demuestra que si A = (a;;) es la matriz de Cartan asociada a uno cualquiera de
los diagramas del Teorema 4.15 entonces el dlgebra de Lie libre g con generadores
{H;, X;,Y; |1 <i<r} yrelaciones (3.41)-(3.46) es un dlgebra semisimple compleja de
dimension finita, cuyo sistema de raices respecto del dlgebra de Cartan ) = Y_;_; CH;
tiene por matriz de Cartan a A (cf. [1, pp. 482—490]). Finalmente otra forma de proceder,
totalmente elemental pero mucho més farragosa desde el punto de vista computacio-
nal, es la de J. Tits. Mdas precisamente, Tits se basa en las relaciones de conmutacién
(3.32)—(3.35), expresando en primer lugar las constantes de estructura N,z en funcién
de la matriz de Cartan, y luego demostrando que el conjunto de constantes de estruc-
tura determinado por (3.32)—(3.35) satisface la identidad de Jacobi.

Clasifica-
cion de las
dlgebras
simples

Alg. excep-
cionales
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