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1 Mecanica newtoniana

1.1 Sistemas de coordenadas. Cinematica

Vector de posicion de una particula que se mueve en el espacio ordinario (R3):

3
I =X1e +X2€) +X3€3 = > Xi€,
i-1

donde e; es el i-ésimo vector unitario coordenado en un sistema de coordenadas cartesianas

ortogonales:
e; =(1,0,0) =i, e2=(0,1,0)=j, e3=(0,0,1) =k.

Velocidad y aceleracion:
V=T, a:=v=r,

donde el punto indica derivada respecto del tiempo t. En coordenadas cartesianas,
3 3
v=> vie;, a= ) ape,
i=1 i=1

donde (al ser los vectores coordenados e; constantes)

Vi = )'Ci, a; = 56'1'.
Notacion:
r=Irl, v=|v|.
Ejercicio. Probar que si v # 0 se tiene
. Vv-a
v=—.
v

En particular, si v es constante los vectores velocidad y aceleracion son ortogonales.
Ejercicio. Probar que ri = rv.

Coordenadas esfericas (cf. fig. 1.1):

r = v (sin 6 cos @, sin 0 sin @, cos 0) ,

donde
r=0, 0<f0<m, 0<@<2m.

Ahora los vectores unitarios coordenados no son constantes, sino que dependen de la posicion
de la particula —es decir, de las coordenadas esféricas (7, 0, @)):

or |1 or _ o r
e, = A e (sin 6 cos @, sin 0 sin @, cos 0) = oy

or | 7! or . .
ey = 30 30 = (cos 0 cos @, cos 0 sin@, —sin 0) , (1.1)
B = E B ﬂ = (—sin, cos @, 0)
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X1

Figura 1.1. Sistema de coordenadas esféricas.

Las coordenadas esféricas son ortogonales, pues se comprueba facilmente que

e -ep=e -ep=¢ep-ep=0.
De estas relaciones (o directamente de su definicion) se sigue también que los vectores {e,, e, e}
forman un sistema ortonormal en cada punto, es decir que

ej =ej=e; =1.

Este sistema esta positivamente orientado, ya que
er X e@ = e(p y
0, equivalentemente,

(er Xep) -ep=1.

Velocidad y aceleracion en coordenadas esféricas.
Calculemos en primer lugar las derivadas temporales de los vectores coordenados unitarios.
Notese que, al ser
ex-ex=1 (x=7,0,9),

derivando respecto del tiempo se obtiene
é(x " e()( = O .

Al ser los vectores ey mutuamente ortogonales, €, ha de ser una combinacion lineal de eg y ey,
y asi sucesivamente para las restantes coordenadas. Mas precisamente, aplicando la regla de la
cadena se obtiene:

. _ ae‘r A ae'r O A . .

€, = 30 + —a(p = Oeg + sinOgey,

. aeg . aee . .

€g = 30 0+ 78()9 @ = —0e, + cos Opey,, (1.2)
. 0 . . .

ép = aiq;p(p = —(cos @, sin@,0) = —@ (sin Oe, + cos Oey) .

Teniendo en cuenta las relaciones anteriores se obtiene sin dificultad:
Jodr_d
de dt

siendo por definicion

(rey) =71e, +1é, =71e, + rbeg + ¥ sindpey = vyey + Vgep + Vgpeyp, (1.3)

Vy =7, Vo =1fé, Vo =rsinf@ (1.4)
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las componentes del vector velocidad en coordenadas esféricas. Notese que, al ser los vectores
unitarios coordenados ortonormales,

v2 =2 +v3+v2 =72 +7r3(0% + sin0%9?) . (1.5)

Del mismo modo, derivando la ecuacion (1.3) respecto de t y aplicando las relaciones (1.2) se
obtiene:

a=ie, +7(0eg + sin Opey) + (rd + 70)eg + r0(—0e, + cos Oey)
+ (rsin@@ + sin 07 @ + r cos Qéqb)eq, — 7 sin Q2 (sin Oe, + cos Oeg)

donde las componentes de la aceleracion en coordenadas esféricas estan dadas por

ay =¥ —r0% — v sin? 0?2,
ap =70+ 2¥0 —rsin0cos 0p?, (1.6)

ap =rsin@@ + 2sin Oy @ + 2r cos 00 .

Coordenadas cilindricas (cf. fig. 1.2):

r=(pcosp,psing,z),

siendo
p=0, 0< @ < 2T, zeR.

Repitiendo el calculo anterior se obtiene:

e oy i o _ (cos @, sin@, 0)
P — ap ap - P, @, ’
Qe = oy i ﬂ—(—sin cos @, 0)
QY — a(p a(p - P, P, )
or | ! or
= |=—= — = 1).
eZ az aZ (O!O! )
Notese que de nuevo
e,-ep=¢ep-e;=¢ep-e;=0, ey, Xep =e;z,

y por tanto las coordenadas cilindricas (p, @, z) son también ortonormales y estan positivamente
orientadas. Derivando respecto de t las ecuaciones de los vectores unitarios coordenados se
obtiene inmediatamente
e, = Qegp, ey = —Qe,, e;=0.
Al ser ahora
r=pe,+ze;, (1.7)

derivando dos veces respecto de t y procediendo como antes se obtienen facilmente las siguien-
tes formulas para las componentes de la velocidad y la aceleracién en coordenadas cilindricas:

Vp=p, Vp=pP, Vz=2; ap=p-—pP>, ap=pP+2pP, a.==2. (1.8)
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Figura 1.2. Sistema de coordenadas cilindricas.

De nuevo, de la ortonormalidad de los vectores {e,,eq,e;} se sigue que

2 2 2 2 _ 22 222 2
VS =V, + UG Vs =P+ pt@T 4+ 27,

Ejercicio. Probar que si los vectores {nj,nz,n3} forman un sistema ortonormal positivamente
orientado entonces se tiene
ny X ng = (e, B, y)ny,

donde (¢, B, y) es una permutacion de (1,2,3) v €(«, B,y) es su signo. Introduciendo el tensor
completamente antisimétrico de Levi-Civita

1, (x, B, y) permutaciéon par de (1,2, 3)
Expy =11, (x, B, y) permutacion impar de (1,2, 3)
0, en cualquier otro caso,

las relaciones anteriores se pueden escribir en la forma equivalente

3

Ny X l’lB = Z Eaﬁyny .
y=1

Ayuda: (ng X ng) - ny, = det(ny, ng,ny), donde det(ny,ng,ny) es el determinante de la matriz
cuyas filas (o columnas) son las coordenadas de los vectores ny, ng y ny (en ese orden).

Ejercicio. Consideremos el sistema de coordenadas curvilineas q = (q1, g2, q3) definido por una
transformacién biyectiva r = r(q) con jacobiano no nulo

or 0X;
det (—) = det (—l> )
oq 04j/1<i,j<3
Los vectores unitarios coordenados son en este caso

e _1or con h;:= or
% hi 0aq;” "] oai

Supondremos que este sistema de coordenadas es ortogonal, es decir que

or or

— - =— =0, Vi#j.

0di 04; I
i) Probar que h;(q) # 0.
ii) Probar que el sistema de coordenadas (q1,q2,q3) es positivamente orientado si y solo si su
jacobiano es positivo.
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3

iii) Demostrar que v = Z hiqieq;,y por tanto vy, = hiq; .
i=1

iv) Si f es una funcién escalar suave, probar que

3
10 10
szzf’ifleqi = (Vf)qi:haz;.

Ayuda: por definicién de gradiente V f - dr = df en cualquier sistema de coordenadas, y dr =
>2_1 hidazeg, (;por qué?).

Soluci(in
9a; 1<i J<3

(el Jacoblano de la transformacion r(q)) no se anula por hipotesis. Por tanto h;(q) = ) ar(q) ) > 0.

1) - 1o puede anularse al ser la i-ésima columna de la matriz ( , cuyo determinante

ii) El sistema de coordenadas (g1, g2, q3) estara positivamente orientado si det(eg,, eqz,e%) =1.
Como
0xXi

det( ) _de (ar or or
aQJ 1<i,j<3

5o %) — det (h1eq,, hoeg,, hseq,) = hihzhs det (e, eq,.€4,)

al ser h; > 0 para todo i el jacobiano sera positivo si det(eg,,e4,,€4;,) = 1, y negativo si
det(egy,,eq,,€4;) = —1
iii) En virtud de la regla de la cadena se tiene

dr or . 3 . .
V= Z qi = Z hidieq, = vg, = hid;.
i=1

Cdt aoh
iv) Como
3. or
dr=27d0h Zheqdffh
i-1 94 l
se cumple
of
df = Z dg; = Vf -dr = Zh Vf-eqdg; = Zh (Vf)geq dai
i=1 q i=1 i=1
Bf
y por tanto hi(Vf)g, = ]

Comentario. Aplicando el teorema de Gauss al solido infinitesimal cuyas coordenadas curvili-
neas estan comprendidas entre gq; y q; + dq; (i = 1,2, 3), se demuestra que la divergencia de un

campo vectorial suave
3

F= Z Fq,(q) eg,
i=1

en un sistema ortogonal de coordenadas curvilineas q se puede expresar como

1
hihohs

V-F= Zai (hjhiFg,),

i=1

donde {1i, j,k} = {1,2,3}. Del apartado iii) del ejercicio anterior se sigue entonces que el lapla-
ciano de una funcién escalar f esta dado por

. _ 1 3 o0 (hjhy of
V2f:=V-(Vf) = — Z—(——)

h3 7 0ai\ hi 0q;
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Si el sistema de coordenadas curvilineas ortogonales q esta positivamente orientado, aplican-
do el teorema de Stokes a superficies infinitesimales adecuadas perpendiculares a los vectores
unitarios coordenados e;;, en un punto cualquiera obtenemos

hleql ]’Lzeqz ]’Lg.eq3

1 o o 0
hihohz | 01 0q2 043
hiFg, h2Fg, h3Fg,

V XF =

En coordenadas esféricas
hy=1, he =71, hy =rsin@

(cf. la ec. (1.4)), y por tanto

_of, L 10f, 1 af
Vf_are+ 260 © +rsm96<p

2_La( af) 1 i( af> 1 a° f
vf_rzar or/)  ¥2sin6 00 Smeae +TZSin296(p2’

VT <T aa?) ! rs11n9<aae(3m9F") i aai;)) ’
VX = [ 5 (simoFy) - aa];f]r;;e) * [gz(:; ~sin0 (rFy) | G0
[T
Analogamente, en coordenadas cilindricas
hp=h;=1, hy =p
en virtud de la ec. (1.8), y por tanto
Vf——f +1 aa(J;e +2—fez,
2 2
L2 ) h2 2L
vrr= (G5 05 ) g (5 - 55 )+ [0 - 5015

Ejemplo 1.1. Movimiento plano en coordenadas polares.
Supongamos que la particula se mueve en un plano, que tomaremos como el plano z = 0, de
modo que z(t) = 0 paratodo t. Ental caso z = Z = v, = a, = 0, p = v (distancia de la
particula al origen) y (v, @) son coordenadas polares en el plano del movimiento (cf. la fig. 1.3).
Las formulas (1.8) se reducen entonces a las siguientes:

'UV:'i:', U(P:Tqbs ay=’i’:—1"q.92, a(l’:r(ﬁ+21;(.p' (1.9)

En particular, si ¥ (t) = R para todo t (movimiento circular) se obtienen las férmulas familiares

Notese, en particular, que, aunque la componente radial de la velocidad es idénticamente nula,
incluso si ¢ = 0 hay una aceleracion radial negativa —R@? = —v?2/R (aceleracion centripeta). m
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X2
r €gp e,

> X1

Figura 1.3. Coordenadas polares.

Ejemplo 1.2. Velocidad angular.
Supongamos a continuaciéon que la particula gira alrededor de un eje fijo. Tomando el eje de
rotaciéon como el eje z y el plano del movimiento como el plano z = 0, el movimiento de la
particula esta descrito en coordenadas polares por las ecs. (1.10). De estas ecuaciones se sigue
que

v=Rp(t)eyp,

yalserey = e; X e, = e, X e, se tiene
Vv=Rp(t)e; x e, = (P(t)e;) xr.

Por tanto en este caso

V=wXr,

donde el vector

w(t) = @(t)e: ]

se denomina velocidad angular de la particula. La velocidad angular es por tanto un vector cuya
direccion es la del eje de giro, y cuyo modulo es el valor absoluto | (t)| de la velocidad angular
de rotacién. La rotacion alrededor del eje z es “a izquierdas” (resp. “a derechas”) si ¢ (t) > 0
(resp. @ (t) < 0). Equivalentemente, la rotacién es aizquiedas si w y e, tienen la misma direccion,
y a derechas en caso contrario. [ ]

1.2 Leyes de Newton. Sistemas de referencia inerciales. Principio de
relatividad de Galileo

1.2.1 Leyes de Newton

El momento (o cantidad de movimiento) de una particula se define por

p = mv = mr, (1.11)

donde m es la masa de la particula. En mecanica clasica la masa es un parametro positivo cons-
tante (en particular, independiente de la velocidad) caracteristico de cada particula. En la notacion
y terminologia actuales, las dos primeras leyes de Newton afirman que:

I. En ausencia de fuerzas, el momento (y, por tanto, la velocidad) de la particula permanece
constante.
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II. Sisobre la particula actia una fuerzaF el ritmo de variacion del momento estd dado por

dp _

== F. (1.12)

Al ser la masa de la particula independiente de la velocidad, esta uiltima ecuacién es equivalente
a

F = ma = m¥. (1.13)

Esta es la ecuacion del movimiento de la particula.

Comentarios.

e Tal como las hemos formulado, la primera ley es un caso particular de la segunda, ya que si
d . i

F = 0 entonces oTIZ = 0 implica que p, y por tanto v, han de ser constantes.

e Las dos primeras leyes de Newton (o, por lo que acabamos de comentar, las ecs. (1.12)-(1.13))
constituyen el fundamento de la mecanica clasica. Estas leyes se cumplen con gran exactitud
para movimientos con velocidades pequerias en comparacion con la velocidad de la luz, y a es-
cala macroscopica'. Es decir, no rigen las interacciones a escala atomica y subatomica (entre
particulas elementales, atomos, nucleos atomicos, moléculas, etc.), gobernadas por la mecdnica
cudntica. Tampoco son validas para el movimiento en campos gravitatorios intensos, regido por
la teoria de la relatividad general de Einstein. En realidad, tanto la mecanica cuantica (o incluso
la teoria cudntica de campos, que combina la mecanica cuantica con la teoria especial de la re-
latividad) como la Relatividad general tampoco son universalmente validas, sino que mas bien
se aplican a situaciones fisicas distintas. De hecho, no existe hoy en dia una teoria consistente,
aplicable a todos los fendmenos fisicos, que unifique la mecanica cuantica con la teoria general
de la relatividad.

e La segunda ley de Newton proporciona una definicién operacional de la masa. En efecto, si
sometemos a dos particulas distintas (denotadas por 1 y 2) a la misma fuerza F, segin (1.13) sus
aceleraciones tienen la misma direccion y sentido, y el cociente de sus moédulos verifica:

lai| _ mo
laz|  my

De esta forma se puede medir en principio el cociente m»/m; para cualquier par de particulas.
De la discusion anterior deberia también quedar claro que la masa de una particula es una medida
cuantitativa de su inercia, es decir, su resistencia a ser acelerada por cualquier fuerza que se le
aplique.

e La practica totalidad de las fuerzas que aparecen en mecanica clasica dependen a lo sumo
del tiempo, la posicion y la velocidad, y son por tanto independientes de la aceleracion (y de
las derivadas de la posicion de orden superior a 2)2. La segunda ley de Newton (1.13) puede
escribirse por tanto en la forma

i- LEerD), (1.14)
m

siendo F(t,r,1) la fuerza ejercida sobre la particula. Esta ecuacion es en realidad un sistema de 3
ecuaciones diferenciales de 2° orden

. 1 .. .
xiz%Fi(t,xl,XZ,X%Xl,XZ,XS), i=1,2,3, (1.15)

IMas precisamente, si la accion tipica del sistema en estudio, definida como el producto de la energia por el
tiempo tipicos, es mucho mayor que la constante de Planck h = 6.626 07015 x 10734 Js.

2La tnica excepcion de cierta importancia es la fuerza ejercida sobre una particula cargada acelerada por su
propio campo electromagnético, denominada fuerza de Abraham-Lorentz-Dirac, proporcional a a.
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para las tres coordenadas de la particula x;(t). Si la funciéon F(t,r,t) es de clase C!, las ecuacio-
nes (1.15) (o (1.14)) con condiciones iniciales arbitrarias

r(to) =ro, r(to) = vo (1.16)

tienen (localmente) una solucion tnica. En otras palabras, la posicion y la velocidad de la particula
en un cierto instante tog determinan su trayectoria r(t) en cualquier otro instante t. La mecanica
clasica es por tanto una teoria esencialmente determinista.

e La tercera ley de Newton (o ley de la accion y la reacciéon) afirma que si la particula 2 ejerce
sobre la particula 1 una fuerza Fi2, entonces la particula 1 ejerce sobre la 2 una fuerza Fp; igual
y de signo contrario:

F>1 = -Fy2. (1.17)

Una version mas restrictiva de la tercera ley de Newton establece que, ademas, la fuerza Fi2 (y,
por tanto, F»1) ha de ser paralela al vector r; — rp, es decir a la recta que une ambas particulas:

Fio=-Fllr—-r;. (1.18)

Es importante tener en cuenta que la tercera ley de Newton —en cualquiera de sus dos versio-
nes (1.17) y (1.18)— no tiene caracter fundamental, ya que (por ejemplo) no la verifica en general
la fuerza electromagnética entre dos cargas en movimiento. Si la cuamplen —de hecho, en su ver-
sion mas restrictiva (1.18)— las fuerzas gravitatoria y electrostatica (ver mas adelante), asi como
la mayor parte de las fuerzas macroscopicas de naturaleza no electromagnética que ocurren en
problemas mecanicos ordinarios, como por ejemplo la tension.

1.2.2 Sistemas de referencia inerciales

Es evidente que la primera ley de Newton no puede cumplirse en todos los sistemas de referencia.
En efecto, sean S y S’ dos sistemas de referencia con los ejes paralelos, y denotemos por R(t) las
coordenadas del origen de S’ respecto del sistema de referencia S en el tiempo t. Supongamos
que las coordenadas de una particula respecto del sistema de referencia S en cada instante ¢
estan dadas por un cierto vector r(t), de forma que la velocidad de la particula (respecto de S) es
v(t) = 1(t). En mecdnica newtoniana se supone que el tiempo tiene cardcter universal®, de modo
que (una vez fijada la unidad de tiempo) la relacion entre los tiempos t y t’ de un mismo suceso
medidos en los sistemas S y S’ es simplemente

t'=t—to,

con ty constante. Desde el punto de vista del sistema S’, por tanto, en el instante t' = t — ty las
coordenadas de la particula estaran dadas por el vector

r'(t') =r(t) —R(t) =r(t' +tg) —R(t" +tg).
Por tanto la velocidad de dicha particula respecto del sistema de referencia S” en el instante t’
esta dada por
dr'(t")
dt’

donde como siempre el punto denota derivada respecto de t. Supongamos que la particula es
libre, es decir que no esta sometida a fuerza alguna®. Si en el sistema S se cumple la primera ley

v/ (t) = =T(t' +ty) —R(t' +1ty) =v(t +tg) —R(t' +ty),

3Veremos al final del curso que este postulado no se cumple en la teoria especial de la Relatividad.

4Como a nivel clasico la intensidad de todas las fuerzas conocidas entre dos particulas tiende a cero cuando
la distancia entre ellas tiende a infinito, se supone que una particula es libre si estd muy lejos de cualquier otra
particula.
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de Newton, entonces v(t) = v para todo t. Pero, en virtud de la ecuacion anterior, en el sistema
S’ se tendra
v (t') =vg—R(t' + tg),

que no es constante a menos que R lo sea. Notese que R es constante siy solo si R = 0; por tanto,
la primera ley de Newton se cumplira en el sistema de referencia S’ (suponiendo que se cumple
en S, y que los ejes de S y S’ son paralelos) si y solo si su origen de coordenadas se mueve sin
aceleracion con respecto al de S.

Definicion 1.3. Un sistema de referencia es inercial si en dicho sistema se cumple la primera ley
de Newton.

Por lo visto anteriormente, las dos primeras leyes de Newton pueden formularse de manera
mas precisa y logicamente satisfactoria de la forma siguiente:

I. Existe una clase de sistemas de referencia (los sistemas inerciales) respecto de los cuales las
particulas libres se mueven siempre con velocidad constante.

II. En un sistema inercial, la fuerza F ejercida sobre una particula es igual a la variacion de su

dp
momento —.
dt

Queda por tanto claro que:

1. Las dos primeras leyes de Newton son légicamente independientes (en particular, la prime-
ra define la clase de sistemas de referencia para los que la segunda es valida).

2. Ambas leyes no son axiomas mas o menos arbitrarios, sino hechos comprobables (y com-
probados) experimentalmente (de hecho, validos solo aproximadamente en un cierto rango
de velocidades y fuerzas).

3. Larelacion (1.13) entre la fuerza y la aceleracion (en general) solo es vdlida en un sistema
inercial.

e ;Qué sistemas de referencia conocidos son inerciales? Galileo y Newton observaron que un
sistema de referencia para el cual las galaxias lejanas estan en reposo es (con gran aproximacion)
inercial. Mas recientemente, se ha comprobado que un sistema de referencia respecto del cual la
radiacion de fondo coésmica de microondas (reliquia del big bang) aparece iso6tropa es inercial.

1.2.3 Principio de relatividad de Galileo

Sea S un sistema inercial, y consideremos otro sistema de referencia S’ cuyo origen tiene coor-
denadas R(t) respecto de S en cada instante t (siendo t el tiempo medido en S). Supondremos
también que en el instante t los ejes de S estan relacionados con los de S’ por una transformacion
lineal (invertible) A(t), es decir

e; = A(t)e}, i=1,2,3.

De hecho, supondremos a partir de ahora que tanto los ejes de S como los de S’ son sendas
bases ortonormales positivamente orientadas de R3. En tal caso, la matriz A ha de ser ortogonal,
es decir ha de verificar

AT = A1

El determinante de una matriz ortogonal A es igual a +1, ya que

ATA=1 = (detA)?=1.

10
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Figura 1.4. Sistemas de referencia S y S’. Las coordenadas de los vectores OO’ y OP respecto de S
se }@)denotado en el texto por R y r respectivamente, de modo que las coordenadas
de O'P = OP — OO’ respecto de S’ estan dadas porr’ = A - (r — R).

De hecho, en este caso debe cumplirse que det A = 1, ya que’
(e1 X e2) -e3 =detA(e] xe)) - e;.

Nos preguntamos como deben ser A(t) y R(t) para que el sistema S’ sea también inercial. Para
responder a esta pregunta, notese que si r(t) = ro + vot denota las coordenadas respecto de
S de una particula libre en el instante t, las coordenadas de dicha particula respecto de S’ en
t' =t — to estan dadas por®

r'(t') = A(t) - (r(t) —R(t)) = A(t) - (ro + vot —R(1)), t=t +tp.
Derivando dos veces respecto de t’ se obtiene

2. 14
% = A(H)ro + [LA(t) + 2A(t)]vo — [A(DR(t) + 2A(H)R() + A(HR(L)].

Si el sistema de referencia S’ es también inercial, el miembro derecho de esta igualdad ha de
anularse idénticamente para todo t € R y para todo 1o, vo € R3, lo que conduce a las relaciones

A(t) = tA(t) + 2A(t) =0,  A(HR() + 2AR(t) + A(HOR(t) =0

0, equivalentemente,

At)=0, R(t)=0.

En otras palabras, para que S’ sea un sistema inercial la matriz de rotacién A(t) que relaciona
los ejes de S y S’ ha de ser constante, y el origen de S’ debe moverse con velocidad constante
respecto de S, es decir

R(t) =Ry + Vpt,

>En efecto, sea A la matriz de la transformacion lineal A en cualquier base ortonormal positivamente orientada
@B de R3. Entonces se tiene
(e1 ey e3) = A(e] e; e3),

donde (e; e, e3) es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores e, e> y e3 en las base B, y
analogamente (e] e, e3).

SEn efecto, sean ¢ = (c1, 2, c3) las coordenadas de un punto respecto de los ejes {e;, e»,e3} de S en el instante
t, y denotemos por ¢’ = (cy, ¢, ¢3) las coordenadas del mismo punto respecto de los ejes {e],e),e3} de S" en dicho

instante. Entonces
3 3

D ciei= D ciA(t) e = > ciAk(t) ey = ¢ = Au(t)c,
i=1 i=1 ik=1 i-1

0, en notacioén matricial, ¢’ = A(t)c.

11
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con Ry, Vg vectores constantes. La transformacion que relaciona las coordenadas espacio-temporales
(t,r) y (t',1") de un mismo suceso en los dos sistemas inerciales S y S’ es por tanto

t'=t—to, r=A-(r—Rp-Vot); to e R, RO,VOERS, A € SO(3,R), (1.19)

donde SO(3, R) denota el conjunto (grupo’) de las matrices ortogonales reales de orden 3 con
elementos de matriz reales y determinante igual a 1.

Definicion 1.4. El cambio de coordenadas (t,r) — (t’,xr") definido por la ec. (??) se denomina
transformacion de Galileo.

Nota. Un boost de Galileo es una transformacion (1.19) con to = 0,Rp = 0, A = 1.

Las coordenadas espacio-temporales (t,r) y (¢',r") de un mismo suceso en dos sistemas iner-
ciales S y S’ cualesquiera han de estar relacionados por una transformaciéon de Galileo (1.19)
apropiada.

e Es facil comprobar que la composicién de dos transformaciones de Galileo y el inverso de una
transformaciéon de Galileo son transformaciones de Galileo. Desde el punto de vista matematico,
esto significa que el conjunto de todas las transformaciones de Galileo forma un grupo, llamado
grupo de Galileo.

e Por lo que acabamos de ver, dado un sistema de referencia inercial S cualquier otro sistema
inercial S’ se obtiene a partir de S desplazando el origen con velocidad constante y aplicando a
los ejes una rotacion constante (independiente de t).

En virtud de la ec. (1.19), la aceleracion en el sistema de referencia S’ esta dada por

d?r’ .
dt’Z(t ) =A-¥(t),
y de (1.13) se sigue entonces que
m LT _ F'(t’ Y dr') (1.20)
ez dt )’ '
siendo
/ 4 /Ay . -y dI"
F((t,r,r)=A-F(t,rr1), I = T (1.21)

En otras palabras, si F(t,r,T) es la fuerza, medida en el sistema inercial S, que actiia en el instante
t sobre una particula situada en el punto de coordenadas r con velocidad r, la correspondiente
fuerza medida en el sistema inercial S’ esta dada por la ec. (1.21). La ecuacion anterior afirma que
la fuerza se comporta como un vector bajo transformaciones de Galileo (1.19). En otras palabras,
F y F’' representan el mismo vector en dos sistemas de ejes distintos. Notese, en particular, que la
ley de transformacion (1.21) depende solo de la relaciéon entre los dos sistemas inerciales Sy S’,
y es por tanto independiente de las propiedades de la particula considerada (es decir de su masa,
carga eléctrica, etc.).

Por otra parte, de las ecs. (1.20)-(1.21) se deduce que la segunda ley de Newton —que, como
hemos visto, es la ley fundamental de la mecanica— mantiene en el sistema inercial S’ la misma

“Recuérdese que un grupo es un conjunto G provisto de un producto (aplicacion G x G — G) asociativo, con
elemento unidad y tal que todo elemento de G posee inverso.

12
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forma que en el sistema inercial original S. En otras palabras, las leyes de la mecdnica tienen la
misma forma en todos los sistemas inerciales (principio de relatividad de Galileo).

e ;Qué ocurre con la segunda ley de Newton en un sistema no inercial? Veremos mas adelante
que la fuerza medida en un sistema no inercial difiere de la medida en un sistema inercial en
varios términos proporcionales a la masa de la particula considerada, llamados fuerzas ficticias
o inerciales®. En otras palabras, las leyes de la Fisica asumen su forma mas sencilla (es decir, sin
fuerzas ficticias) solo en los sistemas inerciales.

1.3 Leyes de conservacion. Fuerzas conservativas. Fuerza
electromagnética

1.3.1 Leyes de conservacion

Una cantidad conservada (también llamada constante del movimiento, integral del movimien-
to o primera integral) es cualquier funcién de (t,r, ) que permanece constante durante el movi-
miento de la particula. Conocer una cantidad conservada suele ser muy ventajoso, ya que gene-
ralmente proporciona informacion importante sobre la naturaleza del movimiento. Por ejemplo,
la primera ley de Newton (1.11) conduce inmediatamente la ley de conservacion del momen-
to: en ausencia de fuerzas, el momento lineal p de la particula se conserva (es decir, permanece
constante durante el movimiento de la particula). Definamos a continuaciéon el momento angular
respecto del origen de coordenadas

L=rxp=mrxr, (1.22)

y el par de la fuerza F (también respecto del origen de coordenadas)

N=rxF. (1.23)

Derivando respecto de t la definicion del momento angular y aplicando la segunda ley de Newton
se obtiene facilmente la importante identidad

L=N.

De esta ecuacion se deduce inmediatamente la ley de conservacion del momento angular: si el
par de la fuerza que actila sobre una particula es nulo, su momento angular se conserva. Notese
que en tal caso, al ser r perpendicular al vector constante L, el movimiento de la particula tiene
lugar en el plano normal a L que pasa por el origen.

e De la definicion (1.23) se sigue que N = 0 si y solo si la fuerza F es paralela al vector de posicién
de la particula, es decir (suponiendo que F solo depende de t, r y I):

F=g(t,rir, (1.24)

siendo g una funcién escalar arbitraria. Este tipo de fuerza se denomina central.

Consideremos a continuacion la energia cinética de la particula, definida por

(1.25)

8Un ejemplo de tales fuerzas es la fuerza centrifuga que aparece en un sistema cuyos ejes estan en rotacion
respecto de los de un sistema inercial.

13
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Multiplicando escalarmente la segunda ley de Newton (1.13) por el vector I se obtiene:

dT ...
a - mrr = F(t,r,r)r. (1.26)

En particular, la energia cinética se conserva si la fuerza F es perpendicular a la velocidad t en
todo instante. Esto es lo que ocurre, por ejemplo, con la fuerza magnética que actiia sobre una
particula cargada (cf. la ec. (1.40) mas abajo).

Definicion 1.5. Diremos que la fuerza F(r) es conservativa si se puede obtener a partir de un
potencial V (r) mediante la formula

Z aV(r = _oV(r) . (1.27)

F(r) = —VV(r) := I i

Notese, en particular, que una fuerza conservativa solo puede depender del vector de posiciéon r

de la particula (es decir, ha de ser independiente de t y de 1). Si F(r) = —VV(r) es conservativa
se tiene V()
. ).
F(r)r = — o = —EV( r),

y la ecuacion (1.26) se escribe
d
—(T+V)=0.
dt( +V)

La ecuacion anterior es la ley de conservacion de la energia: si la fuerza que actiia sobre la
particula es conservativa, con potencial V (r), se conserva la energia total

E:=T+V=%m1"2+\/(r). (1.28)

e Diremos que una fuerza dependiente del tiempo F(t,r) es irrotacional si V x F(t,r) = 0 para
todo (t,r), donde V X F es el rotacional de F, cuyas componentes en coordenadas cartesianas
estan dadas por

OF OF; 0Fj 0F

(VxF)l—JkZIEUk dxs E_Wj’ (i, j, k) perm. ciclica de (1,2,3).

Puede probarse que F es irrotacional si y solo si existe (localmente) una funciéon dependiente del

tiempo V (t,r) tal que F(t,r) = _%' Si F es irrotacional, derivando la definicion (1.28) de la
energia se obtiene
dE dT dv .. o0V oV. 0oV

a Tar e T ™y Tt

Vemos, por tanto, que si la fuerza es irrotacional pero depende explicitamente del tiempo no se
conserva la energia.

1.3.2 Fuerzas conservativas

Como ya vimos en el apartado anterior, una fuerza F(r) es conservativa si es el gradiente de
una funcién —V (r). Notese que (en un abierto conexo) el potencial V(r) esta determinado por la
fuerza F(r) a menos de una constante arbitraria, ya que

Fr)=VV;=VV, < VVi-V,)=0 = V;-V,=const.

14
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Se puede probar que el caracter conservativo de una fuerza F(r) (independiente del tiempo y la
velocidad) es equivalente a cualquiera de las tres condiciones siguientes?:

I. La fuerza F es irrotacional:
VXF=0.
II. El trabajo realizado por la fuerza F a lo largo de una curva cerrada cualquiera C es nulo:

JCF(r) -dr=0.

III. El trabajo realizado por la fuerza F a lo largo de cualquier curva que une dos puntos fijos r;
y 2 es independiente de la curva:

Ll F(r) -dr = JCZ F(r) - dr,

siendo C; y C> dos curvas cualesquiera con los mismos extremos r; y r».

e La necesidad de las condiciones (I)-(III) anteriores es evidente. En efecto, la condiciéon (I) es
consecuencia de la identidad
VxVV(r) =0.

Por otra parte, el trabajo realizado por una fuerza conservativa F = —VV alo largo de una curva
cualquiera C con extremos ry y r> esta dado por

_ oV (r) o 3 3
JCF(r) -dr = L or dr = JC dv =V(r;) - V(r), (1.29)

y es por tanto independiente de la curva considerada (condicion (II)). En particular, sila curva es
cerrada entonces podemos tomar r; = rp, y por tanto el trabajo se anula en este caso (condicion

(D).

e De la ec. (1.29) se sigue que el trabajo realizado por una fuerza conservativa es igual a la
disminucion de la energia potencial de la particula al pasar del punto inicial r; al punto final r.
En virtud de la ley conservacion de la energia total, dicho trabajo es también igual al aumento de
la energia cinética de la particula al moverse de r; a rp.

e Un caso particular de fuerza conservativa de enorme interés en la practica es el de una fuerza
central de la forma

F(r) = f(r) ; . (1.30)
En efecto, teniendo en cuenta que
VO v vt
or or v

es claro que la fuerza (1.30) deriva del potencial

Vir)=- If(r) dr, (1.31)

dependiente solo del médulo de r. Por tanto si la fuerza es central y conservativa se conservan
tanto la energia como el momento angular.

9Con mas propiedad, si la fuerza es conservativa se verifican automaticamente las condiciones I-IIT). Reciproca-
mente, dichas condiciones implican que la fuerza F(r) es conservativa si es de clase C! en un abierto simplemente
conexo de R3. (Por definicion, un abierto conexo U C R3 es simplemente conexo si toda curva cerrada continua
contenida en U se puede contraer de manera continua a un punto sin salirse de U. Por ejemplo, R3, R? menos un
punto, el interior de una esfera, de un paralelepipedo, de un cilindro, etc., son conjuntos simplemente conexos,
mientras que R3 menos una recta no lo es.
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Ejercicio. Probar que la fuerza central (1.24) es conservativa si y solo si la funcion g(t,r,1) de-
pende solo de r. Ayuda: el rotacional de F en coordenadas esféricas esta dado por

e, reg rsinbey
1 |0 o 0
r2sin0 |or 00 op
F, vFg vsin6F,

V XF = (1.32)

Alternativamente, usar la siguiente formula para el gradiente de una funcion escalar V (v, 0 @)
en coordenadas esféricas:

ov 10V 1 oV

e+ ——-€eg+———--—8¢€
" 0 rsinf o

VW= r 00

Q-

1.3.3 Fuerzas gravitatoria y electrostatica

Segun la ley de la gravitacion universal de Newton la fuerza gravitatoria ejercida por una par-
ticula de masa M fija en el origen de coordenadas sobre otra particula de masa m situada en
el punto r es de la forma (1.30), con f inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al
origen:

GMm
fr)=-——75%—, (1.33)

siendo!0
G ~6.67430(15) - 107" m3Kg1s7?

la llamada constante de la gravitacion universal. En virtud de la ec. (1.31), el potencial correspon-
diente a la fuerza gravitatoria esta dado (salvo una constante arbitraria) por

Vr) = —GMT’". (1.34)

Notese que, al ser GMm > 0, la fuerza gravitatoria es siempre atractiva.

e La aceleracion de la particula de masa m causada por la fuerza de atraccion gravitatoria (1.30)-
(1.33) es

F GM

“m 3

independiente de la masa m. Este hecho no trivial, observado por primera vez por Galileo Ga-
lilei, se debe a que la masa que aparece en la ley de la gravitacién universal de Newton (masa
gravitatoria) coincide!! con la masa que aparece en la segunda ley de Newton (masa inercial).
La igualdad entre ambas masas (el llamado principio de equivalencia, en el que se fundamenta
la teoria general de la relatividad) se ha comprobado con gran exactitud (menos de una parte en
1012) en distintos experimentos.

Analogamente, la fuerza eléctrica ejercida por una carga Q fija en el origen sobre una particula
de carga g situada en el punto r es también de la forma (1.30), donde ahora

fr) = k"i—?. (1.35)

10En estas notas utilizamos los valores de las constantes fisicas fundamentales recomendados internacional-
mente por CODATA en 2018, disponibles en el sitio web https://physics.nist.gov.

HEyidentemente, basta con que ambas masas sean proporcionales, siendo la constante de proporcionalidad
universal (es decir, la misma para todas las particulas).
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En el sistema SI de unidades, la constante k tiene el valor

k = 1 ~ 8.98755 - 109 mF !,
4T1TE)

siendo
g0 = 8.8541878128(13) - 10712 Fm™!

la permitividad del vacio. De la ecuacion (1.35) se sigue que la fuerza eléctrica es atractiva si las
cargas q y Q son de signos opuestos, y repulsiva en caso contrario. De nuevo, la fuerza eléctrica
es conservativa, siendo su potencial (a menos de una constante aditiva)

Vr) = kg
>

inversamente proporcional a la distancia entre las cargas.
Mas generalmente, la fuerza gravitatoria ejercida sobre una particula de masa m situada en el

punto r por una distribucion continua de masas en un abierto U ¢ R3 esta dada por
—_r , (p
F(r) = —GmJ p ') _71:|3 By =: mg(r) = _ma a;r) ,

siendo p(r’') la densidad de masa en el puntor’ € U, g(r) es el campo gravitatorio creado por la
distribucion de masas en el puntory

r)——GJ PO g3y (1.37)
r—1’|

(1.36)

el llamado potencial gravitatorio. Por tanto la fuerza gravitatoria sigue siendo conservativa en
esta situacion mas general, con potencial V(r) = m®(r). De nuevo, en este caso la aceleracion de
la particula es
S0 g,
m
independiente de su masa m. Notese, sin embargo, que en general (a menos que la distribucion
de carga sea esféricamente simétrica alrededor del origen), la fuerza (1.36) no es central.
Analogamente, la fuerza ejercida por una distribucion estdtica de cargas contenida en el abier-
to U sobre una carga puntual g situada en el punto r esta dada por
F(r) = qu p(r') __7r|3 d*r’ =: gE(r) = —qaqgir) ,

donde ahora p(r’) es la densidad de carga eléctrica en el punto r’, E(r) es el campo eléctrico
creado por la distribucion de cargas en el puntory

(1.38)

o)~ k| - p(_r & (1.39)
el potencial electrostatico. De nuevo, la fuerza electrostética (1.38) es evidentemente conserva-

tiva, con potencial V (r) = q@(r), pero en general no central.
Ejercicio. Aplicando el teorema de Gauss a una esfera centrada en el origen, probar la identidad

A (%) = —4mo(r),

siendo & (r) la delta de Dirac'2. Utilizando la ec. (1.37), deducir que tanto el potencial gravitatorio
como el electrostatico verifican la ecuacion de Poisson

AP =41,

donde x = G para el potencial gravitatorio y « = —k para el electrostatico. En particular, el
potencial gravitatorio (resp. electrostatico) verifica la ecuacion de Laplace A$ = 0 en cualquier
region del espacio en que no haya masas (resp. cargas).

121 a funcién delta de Dirac §(r) se define informalmente por las condiciones §(r) = O para todor # 0
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1.3.4 Fuerza electromagnética

Consideremos una particula de carga q que se mueve en el seno de un campo eléctrico E(t,r) y
magnético B(¢,r). En tal caso la fuerza electromagnética (llamada también fuerza de Lorentz)
que actua sobre la particula esta dada por

F(t,r,T) = q(E(t,r) + I X B(t,T1)). (1.40)

Como es sabido, los campos E y B verifican las ecuaciones de Maxwell

v.E= 7, vxE= -8
&0 ot

1 0E

V-B=0, VXB_IJOJ—FCTE’

siendo J la densidad de corriente,
¢ =2.99792458 x 10 ms™!
la velocidad de la luz en el vacio y
po = (c?g9) "1 =1.25663706212(19) - 10 * NA~2

la permeabilidad del vacio. De la segunda y la tercera ecuaciones de Maxwell se sigue que po-
demos expresar E y B a través de una potencial escalar ¢(¢,r) y un potencial vector A(t,r)
mediante las ecuaciones

30 0A
E=-5 -3, B=VxA.

Es importante observar que los campos E y B no determinan univocamente los potenciales @ y
A. En efecto, es facil ver que los potenciales

R A N (1.41)

donde f(t,r) es una funcién escalar arbitraria!?, generan exactamente el mismo campo electro-
magnético que los potenciales ¢ y A de partida. Se puede demostrar que siempre es posible
elegir la funcion f de modo que los nuevos potenciales @ y A verifiquen la condicion

~ 100

e [g3 6(r) d®r = 1. Puede considerarse intuitivamente, por tanto, como la densidad de masa de una masa puntual si-
tuada en el origen. De hecho, ninguna funcion ordinaria puede verificar las dos condiciones anteriores, ya que para
una funcion ordinaria la condicion §(r) = 0 para todo r # 0 implica que [z; 6(r) d3r = 0. Podemos pensar en §(r)
como el “limite” cuando & — 0+ de cualquier familia de funciones §,(r) que verifica [z3s §(r) d®r = 1 para todo € > 0
y tal que 6.(r) estd concentrada en una esfera centrada en el origen cuyo radio tiende a cero cuando ¢ — 0+. (Una
tal familia es, por ejemplo, 5. (r) = (Trs)*3/2e*72/5.) De esto definicion heuristica se sigue la importante propiedad
Jr3 6(x) f(r) d3r = £(0), para cualquier funcion suficientemente regular f(r). De hecho, un tratamiento matematico
riguroso de la funcién delta de Dirac requiere el uso de la teoria de distribuciones (funcionales lineales definidos en
espacios de funciones suaves que tienden a cero suficientemente rapido en el infinito).

13La ecuacion (1.41) se denomina transformacion de gauge de los potenciales electromagnéticos. Puede probarse
que silos potenciales (¢,A) y (®,A) generan el mismo campo electromagnético (en un abierto simplemente conexo
del espacio-tiempo) entonces estan relacionados por una transformacion de gauge.
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1.3 Leyes de conservacion. Fuerzas conservativas. Fuerza electromagnética

llamada gauge de Lorenz'*. Si los potenciales electromagnéticos satisfacen el gauge de Lorenz,
es inmediato comprobar que las ecuaciones de Maxwell son equivalentes a las dos ecuaciones
siguientes para ¢ y A:

1 0% p 1 02A

— =5 - AP = —, — =5 —AA = .

c? ot? £ c? ot? Hol
En particular, el potencial escalar y cada componente del potencial vector verifican la ecuacion
de ondas

1 0%u

en el vacio (es decir, en cualquier region del espacio que no contenga cargas eléctricas ni corrien-
tes).
Si tanto el campo eléctrico como el magnético son estdticos, es decir si

E=E(r), B =B(r).

la segunda ecuacion de Maxwell se reduce a V X E(r) = 0, de donde se sigue que

_atp(r)

E= or

Utilizando esta ecuacion y la expresion (1.40) de la fuerza de Lorentz se obtiene

ar . . . () ., do d ~
E_F I=qE®x)  -f=—q & Tt dg & dt(T+q¢>)—0.

Por tanto en este caso, aun cuando la fuerza de Lorentz no es conservativa a menos que B = 0,
se conserva la funcion

T +q®(r),

que podemos considerar como la energia electro-mecdnica de la particula. Para interpretar fisica-
mente este resultado basta notar que la fuerza magnética no realiza trabajo, al ser perpendicular
a la velocidad y por tanto al desplazamiento dr, por lo que no contribuye a la energia de la
particula.

Ejercicio. Utilizando la identidad
V x (VXF)=V(V-F) - V°F,

demostrar que en el vacio las componentes de los campos E y B verifican la ecuaciéon de on-
das (1.43).

L ) . . O0E
Ejercicio. Probar que la fuerza de Lorentz (1.40) es conservativa siy solo si B =

Fri 0 (es decir,

si el campo electromagnético es de tipo puramente electrostatico).

14En efecto, basta con que la funcion f sea solucion de la ecuacion en derivadas parciales

1 9%f 1 0®
TR T

Se demuestra en los cursos de ecuaciones diferenciales que esta ecuacion tiene localmente solucion (dependiente
de dos funciones arbitrarias de la variable r) si los potenciales A y ¢ son funciones analiticas (teorema de Cauchy-
Kovalevskaya).

Af -
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Ejemplo 1.6. Un electron de masa m y carga —e se mueve en un campo eléctrico uniforme
E = Eep y un campo magnético también uniforme B = Be3 (con E > 0, B > 0). Calculemos la
trayectoria del electréon suponiendo que r(0) = 0y v(0) = vgey, con vy > 0.

Teniendo en cuenta la ec. (1.40), las ecuaciones del movimiento son en este caso

mx; = —eBxy, mxoy = —eE + eBxq, mixsz = 0. (1.44)

De la uiltima ecuacion y el dato inicial x3(0) = x3(0) = 0 se sigue inmediatamente que x3(t) =0
para todo t. Por tanto el movimiento tiene lugar en el plano x3 = 0. Las ecuaciones para x1 y X2
se pueden expresar en forma mas sencilla utilizando las variables adimensionales!®

T—ﬁt x—ﬁx —gx
- 1, y_mE

’ - 2 -
m mE

En efecto, sustituyendo en (1.44) se obtiene

rr

X — yl, y//:X/_l,

donde la prima denota derivada respecto de 7. Las condiciones iniciales en términos de las
nuevas variables son
eB? . dt  Bvg
x(0) = y(0) =0, x'(0) = —=x1(0) — ="~ =:1+a, "(0)=0.
(0) = »(0) ()mEI()dT i3 v (0)

La integracion de las ecuaciones del movimiento no ofrece dificultad, al tratarse de un sistema
lineal de segundo orden en (x,y) con coeficientes constantes. En este caso, lo mas sencillo es
introducir la variable compleja z = x + iy, en términos de la cual las ecuaciones del movimiento
se reducen a la ecuacién diferencial ordinaria

144 rr . 144

Z'=x"+iy" = -y +ix ' —-i=i(2' -1),

o equivalentemente

!

w' =iw’, w:i=2z-T.
La solucion de esta ecuacion diferencial lineal de primer orden en w’, con la condicion inicial
w' (0)=2z'(0)-1=x"(0)+iy'(0)—-1=a

es inmediata:
w’' = ae'T.

Integrando una vez mas y teniendo en cuenta la condicién inicial
w(0)=2z(0) =0

se obtiene inmediatamente

iy ity |

w =ia(l —e = z=T+1ia(l —e

Separando la parte real e imaginaria de z se obtiene finalmente

x=Rez=71+asinT, y=Imz=a(l —cosT). (1.45)

De laley de fuerza de Lorentz (1.40) se sigue que tanto eE/m como evB/m tienen dimensiones de aceleracion.
Por tanto eB/m tiene dimensiones de a/v = t~1, y (eE/m)/(e?B?/m?) = mE/(eB?) tiene dimensiones de at? =
longitud.
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1.3 Leyes de conservacion. Fuerzas conservativas. Fuerza electromagnética

En términos de las variables originales (con dimensiones),

X1 = Lt + % (vo - E) sin(wt), x2 = % (vo - E) [1 - cos(wt)], w =

eB
B B B m’

Las ecs. (1.45) son las ecuaciones parameétricas de la trayectoria del electréon. Las propiedades
cualitativas de dicha trayectoria dependen del parametro adimensional

noétese que a > —1, al ser E, By vg positivos por hipotesis.

i) Silal| < 1, es decir

2E
0<v0<§,

se tiene
x'"=14acost >0,

y por tanto x es una funcion creciente de T. En particular, si a = 0, es decir si

UOIE,

la trayectoria es el eje x recorrido con velocidad constante (x(t) = T 6, en las coordenadas
iniciales, x1(t) = Et/B = vot). En general, 0 < ¥ < 2a (sia > 0) 6 2a < y < 0 (si a < 0) para
todo T, con

y=0 << 1v=2nt Me”Z) = x=2nm,

mientras que
y=2a = 17=02n+1)t me?Z) = x=02n-+1)m.

En los puntos en que y alcanza sus valores extremos 0y 2a la velocidad del electron esta dirigida
en la direccién del eje x, ya que para T = kTt (con k € 7Z) se tiene

x' (k) =1+ (-D*a >0,  y/(km) = asin(km) = 0.

En particular, en dichos puntos
dy ¥ _

dx x’ 0.

La trayectoria del electrén tiene por tanto el aspecto cualitativo de la fig. 1.5 (arriba).

ii) Por otro lado, si a = 1, es decir si

entonces x'(T) =1+ cosT = 0, con
xX(M=0=T1=2n+1)mt (nez) = x=0C2n+1)m, y=2.

Notese que para T = (2n + 1)1t (con n € Z) se anula también y’ = sin T. Como puede observarse
en la fig. 1.5 (centro), la trayectoria presenta una cuspide en los puntos ((2n+1),2) (conn € 2),
correspondientes a T = (2n + 1)1, ya que

dy y' sint  2sin(t/2)cos(t/2)
dx x’ 1+cosT 2c0s2(T/2) = tan(t/2) T (@2n+1)TE +oo.
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T 21T 31T 4Tt

Figura 1.5. Trayectoria del electréon del Ejemplo 1.6 para vg = E/(2B) (linea roja), vg = 2E/B
(linea azul) y vg = 4E/B (linea verde).

En estos puntos de cuspide la velocidad del electrén se anula, ya que (como acabamos de ver) en
este caso
x'(2n+1)m) =y (2n+1)m) =0.

La trayectoria en este caso es una cicloide.

iii) Finalmente, si a > 1, es decir si

U>2f1:7
0 B’

entonces x ya no es una funcion monoétona de T. Mas precisamente,
x' (1) >0 < [2nm —arccos(—1/a),2nTt + arccos(—1/a)], netz,
mientras que
x' (1) <0 < (2nm+arccos(—1/a),2(n + 1)1 —arccos(-1/a)], nez.

También es inmediato comprobar que la trayectoria es simétrica respecto de las rectas verticales
x = (2k + 1), con k € Z (cf. 1a fig. (1.5) (abajo)). [ |

Ejercicio. Repetir el problema anterior suponiendo que el campo es puramente magnético (E = 0).
Probar que la particula recorre una circunferencia con frecuencia constante w = eB/m, llamada
frecuencia de ciclotron.

1.4 Movimiento de una particula en un potencial unidimensional

En esta seccion estudiaremos el movimiento de una particula en una dimension, sometida a
una fuerza independiente del tiempo y la velocidad F(x). Una fuerza de este tipo es siempre
conservativa, ya que F(x) = —V'(x) con

Vix) = —JF(X) dx.
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1.4 Movimiento de una particula en un potencial unidimensional

En este caso, la ley de conservacion de la energia (1.28) se reduce a la ecuacion

2mi+V(x) =E, (1.46)

siendo la constante E € R el valor de la energia de la particula (que depende de las condiciones
iniciales). Reciprocamente, derivando la ec. (1.46) respecto de t se obtiene

x(mX —F(x))=0.

Por tanto, si x # 0 la ec. (1.46) es equivalente a la ecuacion del movimiento de la particula
mx = F(x).

e Las posiciones de equilibrio (o equilibrios) del potencial V(x) son los puntos xo € R tales
que la ecuacion del movimiento posee la solucién constante x(t) = xq. En tal caso X (t) = 0 para
todo t, por lo que sustituyendo en la ecuacion del movimiento se obtiene

F(x(t)) = F(xg) = -V'(x0) = 0.

Por tanto los equilibrios son los puntos en que la fuerza que actiia sobre la particula es nula. Desde
el punto de vista matematico, las posiciones de equilibrio son los puntos criticos del potencial
V(x), es decir las soluciones de la ecuacion

Viix)=0.

Notese que, en virtud del teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones dife-
renciales ordinarias, si xq es un equilibrio la tinica solucion de la ecuacion del movimiento que
satisface las condiciones iniciales x(tg) = xg, x(to) = O es la solucion constante x(t) = xo. En
otras palabras:

Si en un cierto instante la particula se halla en un equilibrio con velocidad nula permanece en
dicho equilibrio indefinidamente.

De la ec. (1.46) se sigue inmediatamente que para una dada energia E el movimiento de la
particula solo puede tener lugar en la region definida por la desigualdad

que denominaremos region accesible para esa energia E. En general (si el potencial es suficiente-
mente regular), dicha region es una union (numerable) de intervalos cerrados disjuntos, algunos
de los cuales pueden ser infinitos por la derecha o por la izquierda (incluido el caso limite en que
la regién accesible es toda la recta real), o incluso reducirse a puntos aislados (necesariamente
equilibrios).

Por continuidad, si en alguin momento la particula se haya en uno de los intervalos cerrados
disjuntos que componen la region accesible permanecera en dicho intervalo para todo tiempo.

De particular interés son los puntos x; que limitan dichos intervalo, que han de satisfacer la
ecuacion V(x) = E. Cuando la particula se halla en uno de dichos puntos su velocidad se anula,
ya que

x(t)=x; < V(xi)=E-= %mic(t)2 +Vixi)) <= x(t)=0 (1.47)

en virtud de la ley de conservacion de la energia (1.46). Diremos que el punto x; es un punto de
retroceso de la trayectoria si no es un equilibrio, es decir si

V(xi) =E, V'(xi) #0.
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N\v/ﬁ s\/

. X
X1 X2 X3 X4 X5

Figura 1.6. Potencial unidimensional V(x) con 5 puntos de retroceso x; para la energia E mos-
trada. La region accesible consta en este caso de los tres intervalos (—oo, x1], [x2,Xx3]
y [x4,x5]. NOtese también que el potencial de la figura tiene exactamente 6 puntos
de equilibrio.

En otras palabras, los puntos de retroceso son los extremos de los intervalos cerrados disjuntos
en que se subdivide la region accesible, excluyendo los equilibrios. La razon de esta denominacion
se debe a que cuando la particula alcanza un punto de retroceso su velocidad cambia de signo.
Por ejemplo, si V'(x;) > 0 entonces V(x) < V(x;) = E en un intervalo suficientemente pequefio
alaizquierda de xj,y V(x) > V(x;) = E en un intervalo analogo a la derecha de x;, por lo que la
particula no puede entrar en la region a la derecha de x;. Por tanto la particula se acerca al punto
de retroceso desde la izquierda, y su velocidad x pasa de ser positiva (justo antes de alcanzar el
punto de retroceso) a negativa (justo después).

Si la particula tiene energia E y x¢ es un equilibrio con V(xg) = E, entonces la trayectoria de
la particula no puede atravesar el equilibrio xq. En efecto, al ser V(xg) = E si la particula esta
en xo en algun instante ty su velocidad x(tg) es nula. Por el comentario sobre los equilibrios en
la pag. 23 concluimos que x(t) = x¢o para todo t, y por lo tanto la trayectoria en este caso es el
unico punto xg. Por tanto si (por ejemplo) x(tg) < xo entonces debemos tener x(t) < xo para
todo t, es decir, la trayectoria se encuentra a la izquierda de xg. De las observaciones anteriores
se deduce el siguiente resultado::

La trayectoria seguida por una particula de energia E es un intervalo (finito o infinito, que
puede reducirse a un solo punto) limitado por puntos de retrocesoy/o equilibrios que satisfacen
V(x) =E.

e La ecuacién del movimiento mX = F(x) es invariante bajo la traslacion temporal t — t + to,
para todo tg € R, ya que el tiempo t no aparece explicitamente en ella. Por este motivo, si x(t)
es una solucion de la ecuacion del movimiento también lo serd x(t + tg), para todo ty € R.

e La ecuacion del movimiento es también invariante bajo la inversion temporal t — —t. Por
tanto, si x(t) es una solucion de (1.46) también lo serd x(—t). Combinando esta observacion con
la anterior se deduce también que x (g — t) es solucion de la ecuacién del movimiento) si x () lo
es.

La ley de conservacion de la energia (1.46) permite hallar facilmente la solucion general de la
ecuacion del movimiento en forma implicita. En efecto, despejando x en (1.46) se obtiene

x=-—" =+ |—(E-V(x)). (1.48)
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X0 X1

Figura 1.7. Potencial unidimensional con dos puntos de retroceso consecutivos xgp, x1 que deli-
mitan un intervalo accesible [xg, x1] (para una cierta energia E) tal que V (x) < E para
X € (xo0,Xx1).

Cada una de estas dos ecuaciones (correspondientes a los dos signos delante del radical) es
una ecuacion diferencial de primer orden de variables separables, que se resuelve facilmente
separando variables e integrando:

m dx
t—t():i\/;jm, (149)

con tp una constante arbitraria (que sin pérdida de generalidad se puede tomar igual a cero, en
virtud del penultimo comentario anterior). El comportamiento de las soluciones depende cru-
cialmente como sea el intervalo cerrado de la region accesible en que tiene lugar el movimiento,
como estudiaremos con mas detalle a continuacion. Por el momento, supondremos por sencillez
que el intervalo en que tiene lugar el movimiento estd limitado uinicamente por puntos de retroceso
(y no por equilibrios). Por tanto V(x) < E en el interior de este intervalo,y V(x) = E, V'(x) # 0
en su(s) extremo(s). Por la ley de conservacion de la energia (1.46), la velocidad de la particula
x (t) solo puede cambiar de signo en los extremos de dicho intervalo.

I) Intervalo acotado [xg, x1]
Consideremos en primer lugar el caso en que la particula se mueve en un intervalo acotado
[x0,x1] limitado por dos puntos de retroceso consecutivos x,1, de modo que

E=V(x;) v V'(xi)#0, con i=0,1,

y V(x) < E si xg < x < x71 (cf. la fig. 1.7). Tomemos, sin pérdida de generalidad, x¢o = x(0),
de modo que x(0) = 0. En tal caso x > 0 para t > 0 suficientemente pequefio, ya que en caso
contrario la particula entraria en la region prohibida a la izquierda de xg. Por ello debemos tomar
el signo “+” en (1.49), obteniendo!®

m [~ ds i
t:\/; XO\/E—j‘/(S) ZQ(X) (150)

161 a integral que aparece en la formula siguiente es impropia en el limite inferior s = x(. Sin embargo, al ser
V'(x0) # 0 por hipotesis, el integrando se comporta como (s — x¢) /2 en las proximidades de s = xg, y la integral
es por tanto convergente.
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(cf.la fig. 1.8). Por tanto la particula llegara al punto x; en un tiempo 7/2, donde por definicion'”

X1 ds
=20 =2 B 1.51
T (x1) =v2m w JEVE) (1.51)
Notese que, al ser
Ql(X)ZE_n/L‘//fX)>O, X0 <X <Xi,

la funcion 6 es mono6tona creciente, y por consiguiente invertible, en el intervalo [xg, x1]. Por
tanto la ley del movimiento de la particula para 0 < t < 7/2 esta dada por

x=0"1(t), Ostsg.
Parat > 1/2 (cont — (T/2) suficientemente pequefio), la velocidad pasa a ser negativa, ya que de

lo contrario la particula alcanzaria la regién prohibida a la derecha de x;. Utilizando de nuevo la

ec. (1.49), esta vez con el signo “—”, y la condicién inicial x(7/2) = x; obtenemos
T m (X ds m (* ds
Nl [ e Ll L S IC0) 1.52
2 2 Jxi VE=V(s) 2 Jxg VE =V (5) (x) ( )

En particular, la particula alcanzara de nuevo el punto xg en el tiempo T (ya que 6(xgp) = 0).
Notese que de la ec. (1.52) se sigue que!8

x=0"YTt-1), %<t<-r.

Por tanto la ley del movimiento de la particula en el intervalo 0 < t < 7, dada implicitamente
por las ecs. (1.50)-(1.52), puede expresarse por medio de la funciéon inversa 6~! mediante las
ecuaciones

0-1(t), O<t<3;
x(t) = (1.53)
0-(t-1t), S<UST
0(x)
T
2

X0 X1

Figura 1.8. Funcion 0(x) definida por la ec. (1.50).

17La integral (1.51) es también impropia en el limite superior, pero es también convergente en dicho punto ya
que cerca de él el integrando se comporta como (x; — )~ /2,

18Esto también se podia haber deducido directamente de los dos comentarios de la pag. 24, en virtud de los
cuales x = 071(T — t) es solucién de la ecuacion del movimiento en el intervalo [T/2,T] (al serlo x = 0-1(t) en
el intervalo [0, T/2]), y verifica las condiciones iniciales x(7/2) = 071(1/2) = x1 y x'(T/2) = 0 (en virtud de la
ec. (1.46)). Por el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales de segundo orden, x (t) = 8~ (T—t)
parat/2<t<T.
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Figura 1.9. Movimiento de una particula en un potencial unidimensional entre dos puntos de
retroceso consecutivos xgp, x1 que delimitan un intervalo accesible.

En particular, notese que la funcion x(t) es simétrica respecto del instante t = T7/2, ya que

T _o (T _ ) (T T
x(i—s>—9 (2 s)—x(2+s>, 0<s<2.
La solucion de las ecuaciones del movimiento valida para todo t es la extension periddica con
periodo T de la funcién x(t) definida en [0, T] por la ecuaciéon (1.53) (cf. la fig. 1.9). En otras
palabras, si kT <t < (k+ 1)T con k € Z entonces

x(t) =x(t—-kT), (1.54)

donde el miembro derecho se calcula utilizando (1.53). En efecto, esta funcion es solucion de
la ecuacion del movimiento por la invariancia de dicha ecuacién bajo traslaciones temporales,
satisface las condiciones iniciales x(0) = xg, x’(0) = 0 por construccion y es de clase C? en los
puntos kT con k € Z. Por tanto en este caso el movimiento es periodico, con periodo T dado por
la ec. (1.51).

Ejercicio. Probar que la ley del movimiento x(t) dada por las ecs. (1.53)-(1.54) es invariante bajo
inversion temporal, es decir que x(t) = x(—t).

Solucion. La funciéon f(t) := x(—t) es solucion de la ecuacion del movimiento, por la invarian-
cia de dicha ecuacion bajo inversion temporal. En t = 0, la solucion f(t) satisface las mismas
condiciones iniciales que x(t), ya que

f(0) =x(0) =x9, f'(0)=-x"(0)=0.

Por el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales de segundo orden, f(t) =
x(—t) = x(t) para todo t. [ |

II) Intervalo semiinfinito [x, o]
Consideremos a continuacién el caso en que el movimiento tiene lugar en un intervalo semiin-
finito por la derecha!® [xg, ). limitado por un punto de retroceso, de modo que V(xg) = E,

19E] caso en que la particula se mueve en un intervalo semiinfinito por la izquierda (—o, xo] limitado por un
punto de retroceso se trata de forma analoga.
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V(x)
A

x(t)
\

X0 —loo Io

Figura 1.10. Izda.: potencial unidimensional con punto de retroceso xg que limita un intervalo
accesible semiinfinito por la derecha [x(, c) (para la energia E mostrada) tal que
V(x) < E para x > xo. Drcha.: ley del movimiento x(t) (suponiendo que t. es
finito).

V'(xg) # 0y V(x) < E si x > xg (cf. la fig. 1.10). Si la particula se encuentra en el punto x( para
t = 0 entonces x(t) > O parat > 0, y larelacion entre el tiempo ¢t y la posicion x esta dada por la
ecuacion (1.50) para t > 0. De hecho, la particula alcanza el infinito (por la derecha) en el tiempo

tng(oo):\/TJ’:)\/#V(s)’

que es finito o infinito segun que la integral del miembro derecho sea convergente o divergente
en +co. Por ejemplo, si V(x) ~ —x% con a > 0 para x — oo entonces t. es finito sia > 2, e
infinito si 0 < a < 2. Teniendo en cuenta la definicién (1.50) de la funcién 6(x), el movimiento
de la particula para 0 < t < t» puede expresarse por la ecuacion

x=0"1(t), 0<t<to,
siendo x(t~) = oo. Por otra parte, para —t. <t < 0 se tiene
x=0"1(-t), ~to<t<O,

siendo de nuevo x(—t,) = . En efecto, la funciéon anterior es solucién de la ecuaciéon del
movimiento (por la invariancia de dicha ecuacion bajo la inversion temporal t — —t), y satisface
las condiciones iniciales correctas en t = O:

x(0) = 071(0) = x¢, x(0) =0

(esta ultima es consecuencia de la primera, al ser xo un punto de retroceso). Otra forma de llegar
a la misma conclusién es observar que si t < 0 entonces x(t) < 0 para que la particula alcance el
punto xo para t = 0. Por tanto debemos tomar el signo “—” en la solucion general (1.48), 1o que
conduce inmediatamente a la ecuacion

__m*__ds _p-1(_
t = \/;Jxom— O(x) <= x=0""(-t)

en virtud de la condicién inicial x(0) = x(. En otras palabras, en este caso la ley del movimiento
es

\x:9—1(|t|), —teo <t < lo.
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1.4 Movimiento de una particula en un potencial unidimensional

V(x)
A

E

Figura 1.11. Potencial unidimensional con E > V (x) para todo x (para la energia E mostrada).

Notese, en particular, que (como ya ocurria en el caso anterior) x(t) = x(—t).

III) Recta real (—oo, o)

Estudiemos, finalmente, el caso en que para una cierta energia E la trayectoria es toda la recta
real, y por tanto V(x) < E para todo x. De hecho debera cumplirse la condicion mas restrictiva
V(x) < E para todo X € R (cf. la fig. 1.11), ya que en caso contrario un punto xgo con V(xg) = E
seria un equilibrio (maximo absoluto de V), y la trayectoria no lo podria cruzar. Si x(0) = xo v
(por ejemplo) x(0) > 0, entonces x(t) > 0 para todo t, dado que la velocidad no puede anularse
en este caso en virtud de la ley de conservacion de la energia. Por tanto debe tomarse el signo
“+” en (1.48) para todo t, lo que conduce a la relacion

MUY LN L~ S Y
2 Jxo VE =V (s) ’
La particula alcanza +oo en los instantes
=0 ds
liow = O(x00) = —_—
- ( ) X0 '\/E — V(S)

(que, de nuevo, pueden ser finitos o infinitos segun la integral correspondiente converja o diverja
en +o), y la ley horaria del movimiento es por tanto

Xx=0"1t), too<t<tew.
x(1) x(1)
| | | |
| A | | A |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | Xo |
| X0 | [ |
I / I I \ !
t t > f } } > [
[—oo| | Io —Io | | —I—0o
| | | 1
| | | |
| | | |
| | | |

Figura 1.12. Ley del movimiento para el potencial V (x) y la energia E de la fig. 1.11 en los casos
x(0) > 0 (izda.) 0 x(0) < 0 (drcha.), suponiendo que t-. son finitos.
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Analogamente, si x(0) < 0 entonces
x =0"1(-t), —to S E< —t o,
donde ahora x(—t.+e) = £ (cf. la fig. 1.12).

Ejemplo 1.7. Consideremos el potencial

x2  x?

V(X):k<2_4a2>’ k,a>0,

representado en la fig. 1.13. Derivando respecto de x se obtiene

X2
Vix)=kx[1-"5]|=0 = x=0, xa.
a
Por tanto los equilibrios son en este caso los puntos x = 0 (minimo relativo de V) y x = xa
(maximos de V). La region accesible, y por tanto el tipo de trayectoria, depende del valor de la
energia E de la forma siguiente:

i) E<O

La region accesible es la union de los dos intervalos semiinfinitos (—oo, —c] y [c, o), siendo ¢ la
Unica raiz positiva de la ecuacion V(x) = E. Por tanto en este caso la trayectoria es no acotada
(por la derecha si x(0) > ¢, por la izquierda si x(0) < —c).

ii) E=0

La region accesible es ahora la union de los intervalos semiinfinitos ( — o, —v/2a] y [V2a, o)
junto con el origen, que como sabemos es uno de los equilibrios. En particular, si x(0) = 0 en-
tonces x (&) = 0 para todo t (solucion de equilibrio), mientras que si |x(0)| = /2 a la trayectoria
es no acotada.

ili) 0 < E < ka?/4

Al ser ka?/4 = V(+a) el valor maximo del potencial, la region accesible es la union de los tres
intervalos (—oo, —c2], [—c1,c1] v [c2, ), siendo ¢; < ¢ las dos raices positivas de la ecuacion
V(x) = E. Por tanto en este caso la trayectoria de la particula es no acotada (por la izquierda o la
derecha) si |[x(0)| = c2, mientras que si |x(0)| < c¢; el movimiento es periddico, con amplitud c;.

iv) E > ka?/4
En este caso V(x) < E para todo X, y por tanto la la region accesible (y la trayectoria) es toda la
recta real. N6tese que en este caso el tiempo que tarda la particula en alcanzar + es finito, ya

que para |x| — oo la integral
= dx

=

E-Vix) x2
es convergente.
v) E = ka?/4
Hemos dejado para el final el caso mas interesante, en que E = ka?/4. Al ser V(x) < ka?/4 para
todo x la region accesible es toda la recta real, y por tanto podria parecer que la trayectoria de la
particula es también toda la recta real. Sin embargo esta conclusion es errdnea, ya que la region
accesible contiene en este caso los dos equilibrios x = *a. Si (por ejemplo) la particula parte de
un punto xg # *a en t = 0 no puede alcanzar el punto +a en un tiempo finito. En efecto, si
x(tg) = *+a para un cierto tiempo tg € R, sustituyendo en la ec. (1.46) y teniendo en cuenta que
V(+a) = ka?/4 = E se obtiene x(tg) = 0. Como los puntos +a son equilibrios, esto implica que
x(t) = +xa para todo t. Por tanto en este caso las posibles trayectorias de la particula son los
intervalos abiertos (—,a), (—a,a) y (a, ), junto con los dos equilibrios +a. En particular, si
|x(0)| < a la trayectoria de la particula permanece en el intervalo (—a, a) para todo t € R (y, por
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1.4 Movimiento de una particula en un potencial unidimensional

Figura 1.13. Potencial del Ejemplo 1.7 (linea azul) y energia E = ka?/4 (linea roja de trazo dis-
continuo).

tanto, es acotada), pero no es periodica, sino que verifica x (o) = +a si x(0) > 0 6 x(+») = Fa
si x(0) < 0. (;Por qué no puede ser x(0) = 0?)

e En este caso concreto, es posible integrar explicitamente la ecuacion del movimiento para
E = ka?/4. En efecto, sustituyendo este valor de la energia en la ec. (1.48) se obtiene

k

Tmaz X7 -4

X ==
Separando variables e integrando se obtiene

[2 2 - _
+ ltzjiadleog'x a‘ = ‘X a‘:eﬂwt’ w = L,
m x2 — a2 x+a xX+a 2m

donde sin pérdida de generalidad hemos tomado la constante de integracion igual a cero. Si en
el instante inicial la particula se halla en uno de los intervalo (—co0, —a) 6 (a, «) entonces

‘x—a'_x—a

x+al x+a’
y por tanto
1+ei2wt
X = am = iacoth(wt) .

La expresion anterior define, en realidad, varias soluciones. Por ejemplo, si inicialmente la parti-
cula se haya en la region x > a con velocidad positiva (resp. negativa) entonces debemos tomar
el signo “—” (resp. “+”) en dicha expresion, y la solucién asociada esta por tanto definida para
t < 0 (resp. t > 0). Esta solucion corresponde a un movimiento que alcanza el infinito positi-
vo (resp. llega del infinito positivo) en un tiempo finito y tiende al punto x = a parat — —o
(resp. t — +).

Analogamente, si la particula se encuentra inicialmente en el intervalo (—a, a) entonces

'x—a'_a—x

x+a a+x’
y por tanto
1— ei2wt
X = am = +atanh(wt) .
La solucion correspondiente al signo “+” (resp. “—”) tiene siempre velocidad positiva (resp. ne-

gativa), y tiende a +a parat — +oo (resp. t — ¥.)

31



MECANICA NEWTONIANA

Para visualizar los distintos tipos de trayectorias descritas por la particula y entender cualita-
tivamente sus propiedades, es util representar el momento p = mx como funcién de la posicion
para distintos valores de la energia E, lo que se conoce como el mapa de fases del sistema. De la
ley de conservacion de la energia se sigue que la ecuacion de las trayectorias en el mapa de fases
es )

P v =E,
2m

que en este problema se reduce a

Las correspondientes trayectorias (que evidentemente son simétricas respecto de ambos ejes)
se representan en la fig. 1.14. Notese que la(s) trayectoria(s) de energia igual a la energia critica
E = ka®? /4 tiene(n) por ecuacién

p== m—ka4—2a2x2+a4:i mk

NG 52 (x? —a®); (1.55)

se trata, por tanto, de dos parabolas cuyo eje es la recta x = 0 que se cortan en los equilibrios
(+a,0). Estas trayectorias separan el mapa de fases en 5 regiones conexas disjuntas, de forma
que las trayectorias tienen propiedades cualitativamente distintas (estan o no acotadas, llegan o
no ax = +oo, etc.) segun la region en que estan contenidas. Por esta motivo, las trayectorias (1.55)
se denominan separatrices. |

1.4.1 Estabilidad de los equilibrios. Periodo de las pequeias oscilaciones

Intuitivamente, un equilibrio xo es estable si perturbaciones suficientemente pequefias de las
condiciones iniciales x(0) = xg, x(0) = 0 conduces a una soluciones x(t) de la ecuacion del
movimiento que permanecen arbitrariamente proximas a xo (y con velocidad arbitrariamente
proxima a 0) en todo instante t > 0. En el ejemplo anterior, es claro que el equilibrio x = 0 es
estable, mientras que los equilibrios x = +a son ambos inestables. En efecto, es evidente que
si perturbamos ligeramente la condicién inicial x(0) = x(0) = 0 asociada al primero de dichos

S|

avVkm

JE——

/

A\

Figura 1.14. Mapa de fases para el potencial del Ejemplo 1.7 (la linea roja esta formada por las
trayectorias de energia F = ka?/4).

2

X
a

N\

A
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1.4 Movimiento de una particula en un potencial unidimensional

equilibrios, es decir, consideramos movimientos de la particula con |[x(0)| v |x(0)| suficien-
temente pequenios, la energia sera ligeramente positiva pero mucho menor que el valor limite
ka?/4, y por tanto el movimiento de la particula sera periédico y con amplitud proxima a cero.
Por el contrario, una pequenia perturbacion del dato inicial x(0) = +a, x(0) = 0 tal que (por
ejemplo) x(0) = xa y |x(0)| = € > 0 conduce a un movimiento de energia superior a la energia
critica ka? /4 por pequefio que sea &, y por tanto x(t) — oo para t — co.

En general, un equilibrio es estable si y solo si es un minimo relativo del potencial.

Para justificar heuristicamente esta afirmacién, supongamos que xg es un punto critico del po-
tencial, es decir V' (xg) = 0, y que el desarrollo en serie de Taylor de V alrededor de x( es de la
forma

V(x) = V(x0) + a(x — x0)" + O((x — x0)"*!),

cona = V™ (xq)/n! £ 0, de modo que
F(x) = —na(x — x0)" ' + O((x — x0)").

Entonces V tiene un minimo relativo en x¢ si y solo si n es par y a > 0. En tal caso F(x) tiene
signo opuesto a x — xo —es decir, apunta siempre hacia el equilibrio xo— en las proximidades
de dicho punto. Por el contrario, si n es par y a < 0 (en cuyo caso X es un mdximo relativo
del potencial) en las proximidades de xq la fuerza F(x) apunta en direccién contraria a xg. Por
ultimo, si n es impar (es decir, si xg es un punto de inflexion del potencial) entonces F(x) apunta
en direccion contraria a xo si a(x — xg) < 0, por lo que el equilibrio es de nuevo inestable.

Supongamos que el equilibrio x( es estable y que n = 2 en la discusién anterior, o equivalen-
temente (al ser a = V"' (x0)/2)

V'(x0) =0, V" (x0) > 0.

Si |x — xol < 1 —es decir, para energias proximas a V(xg)— la ecuacion del movimiento es

aproximadamente
o P Vi) V7(xo)
m m m

(x —x0),

que puede escribirse como
E+w’E=0,

e _ [V (x0)
& :=x-x9, w = ol

Como es sabido, la solucion general de esta ecuacion es

siendo

& =Acos(wt + x),

con x € [0,21T) y A = 0 constantes arbitrarias (con A <« 1 para que esté justificada la hipotesis
de que |x —x¢o| = |€] < 1). Por tanto el movimiento de la particula cerca del equilibrio x¢ verifica

x(t) = x9 + Acos(wt + ).

En otras palabras, la particula realiza pequerias oscilaciones de amplitud A alrededor de x(, con
periodo
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En particular, de la fébrmula anterior se deduce que el periodo de las pequerias oscilaciones alre-
dedor del equilibrio x( es aproximadamente independiente de la amplitud (o, equivalentemente,
la energia). Evidentemente, esto es exactamente cierto cualquiera que sea la amplitud para el po-
tencial armoénico V (x) = k(x —x()?/2. Para un potencial arbitrario, el periodo de las oscilaciones
de cualquier amplitud esta dado exactamente por la ecuaciéon (1.51), y es por tanto en general
dependiente de la amplitud. Mas precisamente,

dx X2 dx
=2m 2m )
= x1 \/ET Jxl Vix1,2) = V(x)

donde x; < x» = x1 + 2A son los dos puntos de retroceso (soluciones de la ecuaciéon V(x) =
E) mas proximos al equilibrio xg y A es la amplitud. Por ejemplo, el periodo de las pequeiias
oscilaciones de la particula del Ejemplo 1.7 alrededor del origen es

m
T 21‘[’1/?. (1.57)

Notese, sin embargo, que esta aproximacion solo es correcta si la amplitud de las oscilaciones es
pequenia (cf. el ejemplo siguiente).

(1.56)

Ejemplo 1.8. En el Ejemplo 1.7, el periodo de las oscilaciones de amplitud O < A < a alrededor
del origen es

T_FJ ZFI

ANE — V(

E=V(A) = kA > (2a 2_ A2y,

m

siendo

Sustituyendo este valor de E en la expresion anterior para T y operando se obtiene

m (! ds A
T= 4\/% Jo \/(1 s (1 — , £:= a2 € (0,1). (1.58)

7(1+52))

Notese que cuando ¢ tiende a 1, es decir A tiende a a, el periodo ha de tender a infinito, ya que
para A = a la particula emplea un tiempo infinito en alcanzar los equilibrios x = *a. Si € es
pequeno, teniendo en cuenta que

-1/2 2
(1-5a+s)) 7 =1+ 0 +5) +0(eh

y sustituyendo en la férmula para el periodo T se obtiene el desarrollo mas preciso

e (11452
=4 J 4
TNk (om o O )>

/2
_m 2 2 a | _ [m 3 4
=\ [2ﬂ+6 Jo (1+cos<0)dO +O(e )] =27 X <1+ 85 + O(e )). (1.59)

Nota: este caso, el valor exacto del periodo se puede expresar a traves de la integral eliptica
completa de primera especie

/2
K(x) = Jo (1 - «sin®s)1/2ds

sin mas que efectuar el cambio de variable x = sint en la integral (1.58):

T—4\/><1—> 1/2K<2iz>. .
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1.5 Dinamica de un sistema de particulas. Leyes de conservacion

Figura 1.15. Periodo de las oscilaciones alrededor del origen para el potencial del Ejemplo 1.7
(en unidades del periodo aproximado de las pequefias oscilaciones Tg = 21ty/m/k)
en funcion del parametro ¢ = A/a (linea azul) frente a su aproximacion (1.59) (linea
roja de trazo discontinuo).

Ejercicio. Hallar la relacion entre la energia F y la amplitud A de las pequefias oscilaciones alre-
dedor de un equilibrio estable xg con V"' (xg) > O.

Solucion. Los puntos de retroceso (puntos de la trayectoria de minima y maxima distancia al
equilibrio x) son las dos raices x1,2 de la ecuacion E = V(x) a la izquierda y a la derecha de xy.
Utilizando la aproximaciéon

Vi(x) = V(xo) + %V”(XO)(X ~ x0)?

dicha ecuacién proporciona

E=V(x12) = V(xg) + %V”(xo)(xm - x0)?

2(E - V(x0))

1
A= (x2 - x1) = — X0 = :
= (x2 —x1) = |x1,2 — X0 V7 (x0)

2

Ejercicio. Hallar la dependencia en la amplitud del periodo de las oscilaciones alrededor de x = 0
de una particula de masa m que se mueve sometida al potencial V(x) = k|x|",conk > 0yn € N.

1.5 Dinamica de un sistema de particulas. Leyes de conservacion

1.5.1 Dinamica de un sistema de particulas

Estudiaremos en este apartado el movimiento de un sistema de N particulas, denotando por m;
la masa de la i-ésima particula y por r; sus coordenadas en un cierto sistema inercial. Sea F;; la
fuerza que ejerce la particula j sobre la particula i (en particular, F;; = 0), y Fﬁe) la fuerza externa
que actua sobre la particula i. La segunda ley de Newton aplicada al movimiento de la i-ésima
particula del sistema afirma que

N
mif;= > Fij +F®,  i=1,...,N, (1.60)
j=1

donde el sumatorio del miembro derecho representa la fuerza interna ejercida sobre la particula
i por las restantes particulas del sistema. Estas N ecuaciones vectoriales son en realidad un
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sistema de 3N ecuaciones diferenciales ordinarias escalares de segundo orden en las incégnitas
ri,...,ry. Por el teorema de existencia y unicidad para este tipo de sistemas, si el miembro
derecho de (1.60) es una funcion de clase C! en las variables (¢,r1,...,ry,I1,...,IN) enun cierto
abierto A ¢ R®N+1 entonces las ecuaciones del movimiento del sistema (1.60) tienen (localmente)
una unica solucion que verifica cualquier condicion inicial de la forma

ri(to) =r10, ..., In(to) =rno; T1(fo) = Vio, ... ,In(t0) = VNO,

con (tg,r10,..-,IN0, V10, --- ,VNO) € A. En otras palabras, las trayectorias de las particulas del
sistema quedan determinadas por sus posiciones y velocidades en cualquier instante. En este sen-
tido, la mecanica newtoniana es completamente determinista.

Sumando respecto de i la ec. (1.60) se obtiene

N N N
z mii‘i = Z Fij + Z Fge) . (1.61)
i=1 i,j=1 i=1

Si se cumple (como supondremos en toda esta seccion) la tercera ley de Newton, las fuerzas
internas verifican la condicion
Fi i +F ji = 0,

que sumada respecto de i, j proporciona inmediatamente

N N N
0= > Fij+ > Fji=2 > Fij,
i,j=1 i,j=1 i,j=1
donde en el ultimo paso hemos tenido en cuenta que los indices de suma son mudos (i.e.,

N N
> Fji= > F;;).Denotando por
ij=1 ij=1

J (e)
. e
F:=>F
i=1

la fuerza externa total que actiia sobre el sistema, la ec. (1.61) se puede escribir en la forma mas
concisa

N
> mif; =F©. (1.62)

i=1

Definamos a continuacion el centro de masas del sistema como el punto de coordenadas

L N
R:= Mizzlmiri’ (1.63)

siendo

la masa total del sistema. En otras palabras, el centro de masas (que generalmente abreviaremos
por CM) es la media de las coordenadas de las particulas ponderadas por sus masas. En términos
del CM, la ec. (1.62) adopta la forma sencilla

MR = F© . (1.64)
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1.5 Dinamica de un sistema de particulas. Leyes de conservacion

Por tanto el centro de masas se mueve como una particula de masa M sobre la que actua la fuerza
externa total ejercida sobre el sistema. Notese, por consiguiente, que el movimiento del centro de
masas es independiente de las fuerzas internas del sistema. En particular, si la fuerza externa es
nula entonces R = 0, y por tanto en ausencia de fuerzas externas el centro de masas se mueve
con velocidad constante.

1.5.2 Leyes de conservacion

Consideremos en primer lugar el momento total del sistema, definido como la suma de los
momentos de cada una de las particulas que lo componen:

N
P:= > m;f; = MR. (1.65)
i=1

De esta igualdad se sigue que el momento total del sistema coincide con el momento de su centro
de masas considerado como una particula de masa M. La ec. (1.64) puede entonces escribirse en
la forma

P=F©.

Vemos, por tanto, que en ausencia de fuerzas externas se conserva el momento total del sistema.

Consideremos a continuacion el momento angular del sistema respecto del origen de coorde-
nadas, definido como la suma de los momentos angulares de las N particulas que lo componen:

N
L:= Z m;ir; X I.‘i c (1.66)

i=1

Sir; denota el vector de posicion de la particula i respecto del centro de masas, es decir
r;=R+r}, (1.67)
sustituyendo en la ecuacion (1.66) se obtiene

N N N N
L=> mi(R+r1)) x (R+F) = MRXR+RX > myf} + (Zmir;> XR+ > mir; x¥;. (1.68)
i=1 i=1 i=1 i=1

Por otra parte, de la ec. (1.67) y la definicion (1.63) del centro de masas se sigue facilmente que

N N N N N
Zmiri = MR = Zml‘R+ Zmir; = MR + Zmir; = Zmir. =0, (1.69)
i=1

4
1
i=1 i=1 i=1 i=1

y por tanto el segundo y el tercer término del miembro derecho de (1.68) se anulan idénticamente.
En definitiva,

N
L=MRXR+ > mr, X¥,. (1.70)
i=1

En otras palabras, el momento angular del sistema es la suma del momento angular de su centro
de masas y el momento angular interno (iltimo término del miembro derecho de la ec. (1.70))
debido al movimiento de las particulas del sistema alrededor del centro de masas.
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Ejemplo 1.9. Supongamos que el sistema se desplaza como un todo con velocidad (no necesa-
riamente uniforme) v(t), es decir

I; = v(t), i=1,...,N.
En este caso
. 1 X
R:MZmiri:V(t),
i=1
y por tanto el momento angular interno es nulo:
i'=f-R=0, i=1,....N = L=MRxR=MRXvV, n

En virtud de la ec. (1.66), la derivada temporal del momento angular esta dada por

N N N
LZZmiI‘iX.I:iZZI‘iXFEe)-I— ZrixFij.
i=1 i=1 i,j=1

De nuevo, es facil ver que el ultimo término se anula si se cumple la tercera ley de Newton en
sentido fuerte, es decir si

Fjj = -Fijllr—rj, i#7, (1.71)
ya que
N N N N N N
0= > (ri-rj)xFjj= > 1rixF;— > rjxFjj= > ryxFj+ > 1rjxFj;=2 > 1; xFjj.
ij=1 ij=1 ij=1 ij=1 ij=1 ij=1

Por tanto en este caso se obtiene

N
L=>rxF® =N, (1.72)
i=1

siendo por definicion N® el par total de las fuerzas externas. En otras palabras, si se cumple
la tercera ley de Newton en sentido fuerte (1.71) la derivada temporal del momento angular del
sistema es igual al par total de las fuerzas externas que actiian sobre él. En particular (cuando se
verifica (1.71)), si el par total de las fuerzas externas es nulo el momento angular del sistema se
conserva.

e El par total de las fuerzas externas no coincide en general con el par de la fuerza externa
aplicada en el centro de masas, ya que en general

N N
SrixF® #Rx > FY. ]
i=1 i=1

Estudiemos, a continuacion, la energia cinética del sistema

T = % > mis. (1.73)

Utilizando de nuevo la descomposicion (1.67) y la identidad (1.69) se obtiene facilmente:

_1

T
2

N
o1 |l .,
MR? + 5 > mE?, (1.74)
i=1
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donde el ultimo término es la energia cinética del sistema debida a su movimiento respecto del

centro de masas. Por tanto la energia cinética del sistema es la suma de la energia cinética del

centro de masas y la energia cinética debida al movimiento respecto del centro de masas.
Diremos que las fuerzas que actiian sobre el sistema de particulas son conservativas (o, equi-

valentemente, que el sistema es conservativo) si existe una funcion escalar V (ry,...,ry) tal que
N
oV .
Fi=F%+ YF;j=-2-, i=1,..,N. (1.75)
j=1 aI‘l'

Al igual que en el caso de una particula tratado en la Seccién 1.3.2, si las fuerzas que actiian sobre
el sistema son conservativas se conserva la energia total del sistema

E=T+V(ry,...,InN).

En efecto, si las fuerzas que actiian sobre el sistema son conservativas se verifica
N N
dE .. oV .
—=zmiri-rl 7—21'1 Fl+z Z(FH——)ri:O.
a = i=1 i=1 or;

Supongamos que existen ciertas funciones V;(r;), V;j(r;,r;) (con i # j, 1 < 1i,j < N) tales que
Vij(ri,xj) = Vji(rj,r;) (es decir, V;j(ri,r;) es simétrico bajo intercambio de las particulas i y j) y

@ _ Vi Vi e
F~ = or; Fij = or, i+j, 1<i,j<N. (1.76a)

Entonces el sistema es conservativo, y el potencial (a menos de una constante) esta dado por

N
V= > Vi(r) + > Vij(r,r)). (1.76b)
i=1 1<i<j<N

En efecto, es inmediato comprobar que las ecuaciones (1.76) implican la relacion mas gene-
ral (1.75):

v J 0 oo
Fito—=>Fj+z- > Valr,n)-= E Fij + E Vlk(rlsrk) + > 2 Vji(rj,r)
or; = or; or;
Jj=1 1<j<k<N k= 1+1 j=1
N N i-1 N
0 0 oVij
= D> Fij+ > -Vijlri,r) + > =—Vij(rur) = X (Fij+ =L | =0,
,7 .= al‘i T al‘i T al‘i
Jj=1 Jj=i+l Jj=1 j=1
J#i

donde hemos utilizado que por definicion F;; = 0y Vj;(rj,r;) = Vi;(ri, 1)),
e Notese que, en virtud de la tercera ley de Newton,

oVii(ri, 1 oVii(ri,ri
Fji:_ Jl(J 1):_ 1](1 J):_Fij:

oVij(ri,x;))
aI‘j aI‘j ’

ari

por lo que la funcion V;;(r;,r;) ha de verificar el sistema de ecuaciones en derivadas parciales

oVij N oVij

al‘i aI‘J' =0.
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Puede probarse (ejercicio) que la solucion general de este sistema es una funcién arbitraria de la
diferencia r; —rj, y por tanto

Vij(ri,rj) = Uij(ri —I’j), con Uji(r) = Uij(—r) . (1.77)

Sustituyendo en (1.76b) se obtiene la siguiente férmula mas explicita para el potencial V:

N
V= ZVi(l‘i) +ZUij(ri_rj)- (1.78)
i=1

1<i<j<N

De hecho, en la mayor parte de los sistemas fisicos conservativos de interés el potencial es de la
forma (1.78).

Ejercicio. Estudiar qué condiciones han de cumplir las funciones U;; para que se verifique la
tercera ley de Newton en sentido fuerte.

Solucion. Sir :=r; — 1}, la tercera ley de Newton en sentido fuerte se cumplira si y solo si

oUij(ri,rj) oU;;(r)
X ——— = T X ———,
or; or
es decir si el gradiente de la funcion U (r) solo tiene componente radial. En virtud de la formula
para el gradiente en coordenadas esféricas

of Lof, 1 of

r Ty 20% " Ysine ag &

OZTXFij:—I‘

VI, 0,@) =

esto solo ocurrira si U;; es funcion tnicamente de [r; — 1|, es decir si existe una funcion de una
variable u;; tal que U;; = u;;(|r; — rj[). De nuevo, esto es lo que ocurre en la mayoria de los
sistemas fisicos de interés practico. [ |

Ejercicio. Escribir el potencial para un sistema de particulas cargadas de masa m; y carga q;
(i=1,...,N) que se mueve en un campo eléctrico externo generado por un potencial electrosta-
tico ¢ (r).

Solucion. La fuerza externa que actua sobre la i-ésima particula es la debida a su interaccién con
el campo eléctrico externo E(r) = —% @ (r) generado por el potencial electrostatico @ (r), es decir
0P 0P (r;) oVi(r;)
7(1‘1) = _ql ! = - — )
or or; or;

Por otra parte, la fuerza ejercida por la particula j sobre la i es la suma de las fuerzas electros-
tatica y gravitacional entre ambas particulas, dada por

F¥ = ;E(r) = —a; con Vi(ry) = qiP(r;).

I -1 0 kaiqj—Gmim;  0Vi;(rr;)
F.: = (kgigi — Gmim:) ——J - % - _

conk =1/(4me) y
kqiqj —Gmimj
lr; —rjl

Vij(ri,xj) = = Vji(rj,rq) .

Por tanto el sistema es conservativo, con potencial

" Z kqiqj - Gmimj .

N
V=> qiP(r;)
1;1 e lr; —rjl

1<i<j<N

En la practica, la constate de acoplo electrostatica kq;q; es normalmente mucho mayor que la
gravitacional Gm;m;. Por ejemplo, para protones

gi=q; =1.602176634-107°C,  m; =m; =1.67262192369(51) - 10~%" kg,
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1.5 Dinamica de un sistema de particulas. Leyes de conservacion

y por tanto
Gmimj

kaiaj
Por este motivo, la interaccion gravitacional entre las cargas usualmente se desprecia, y por
consiguiente la expresion anterior para el potencial se reduce a

~ 8.09355 - 10737,

Z qiqj -

ul 1
V= D (1) + :
2. ai(r) + 3 TRy

i=1 1<i<j<N
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2 Movimiento en un campo de fuerzas central

2.1 Problema de dos cuerpos. Reduccion al problema equivalente de
un cuerpo

Estudiaremos en esta seccion el movimiento de dos particulas de masas m; y m» no sometidas
a fuerzas externas. Si Fi» denota la fuerza que ejerce la segunda particula sobre la primera, en
virtud de la tercera ley de Newton la primera particula ejerce sobre la segunda una fuerza —Fj2,
y las ecuaciones del movimiento del sistema son por tanto

mit; = Fi2(t,11,12,11,12)

y . (2.1)
mory = —F12(t,11,12,11,12) .
Es conveniente reescribir estas ecuaciones en términos de las variables
1
R = M(mlrl + mory), r=r;—ro, (2.2)

(cf. fig. 2.1) siendo M = m; + m, la masa total del sistema. Como vimos en la Seccion 1.5.1, al no
haber fuerzas externas el centro de masas R se mueve sin aceleracion, es decir R = 0. En cuanto
a la coordenada relativa r, utilizando las ecs. (2.1) se obtiene inmediatamente la ec.

pr =Fio,

siendo

mimsy

= 2.3
mi + mp ( )

la llamada masa reducida del sistema. Si (como suele ocurrir) la fuerza entre las dos particulas
satisface la condicion

Fio =F(t, 11 — 12,11 — 12), (2.4)
X3
A
R r m
M2 e—
A/O
X2
X1

Figura 2.1. Coordenadas R y r en el problema de dos cuerpos.
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es decir, si Fi» depende solo de las coordenadas y velocidades relativas de las particulas (y
posiblemente del tiempo), la ecuacién del movimiento de la coordenada r se convierte en

ur = F(t,r,T). (2.5)

En otras palabras, sila fuerza Fi» es de la forma (2.4) la coordenada relativa r se mueve como una
particula de masa p sometida a la fuerza F(t,r,1). En particular, en este caso la solucion de las
ecuaciones del movimiento (2.1) se reduce a la integracion de la ecuacion (2.5). Por tanto siFi» es
de la forma (2.4) el problema de dos cuerpos (2.1) es equivalente al problema de un cuerpo (2.5).

e Una vez resuelta la ec. (2.5), el movimiento de las coordenadas r; y r> se obtiene despejando
estas variables en la ec. (2.2), es decir

moy mi
rr=R+—7"r, r=R-—r
L M 2 M

Al ser R = 0, si trasladamos el origen de coordenadas al centro de masas el sistema de refe-
rencia resultante, llamado sistema centro de masas, sigue siendo inercial. En dicho sistema las
ecuaciones anteriores se reducen a las mas sencillas

_me

mi
I = Ip=——

T, r
M M

En muchas aplicaciones, la masa m» es mucho mayor que m;. En tal caso, m /M =~ 0, m>/M ~ 1,
y por tanto (en el sistema centro de masas)

En otras palabras, en este caso la particula masiva esta aproximadamente fija en el origen (que
coincide con el CM), y la coordenada relativa r coincide aproximadamente con el radio vector de
la particula ligera.

2.2 Constantes del movimiento. Ley horaria y ecuacion de la
trayectoria. Orbitas acotadas
2.2.1 Constantes del movimiento

El ejemplo mas importante de una fuerza que satisface la condicion (2.4) es el de una fuerza
central de la forma

r—1
Fi2 = —o|) ——=.
12 = f(lr1 —r2l) 1]
En tal caso, la ecuacion (2.5) se convierte en
. r
ur=f(r);, (2.6)

que es la ecuacion del movimiento de una particula de masa p sometida a la fuerza central
r
F(r) = f(T) ; . (2.7)

Estudiaremos en esta seccion como hallar la solucion general de la ec. (2.6), y analizaremos las
propiedades cualitativas de sus trayectorias.
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2.2 Constantes del movimiento. Ley horaria y ecuacion de la trayectoria. Orbitas acotadas

Como se vio en la Secciéon 1.3.2, la fuerza (2.7) es conservativa, ya que se cumple

ovV(r)

F(r) = - e

con V(r)=- Jf(r) dr.

Por tanto la energia total de la particula

1

Zui'z +V(@r)=E

se conserva, es decir se mantiene constante en el movimiento. Ademas, al ser la fuerza (2.7)
central se conserva también el momento angular L = ur X 1, y el movimiento tiene lugar en el
plano perpendicular a L que pasa por el origen de coordenadas' (centro de la fuerza). Escojamos
las coordenadas de modo que dicho plano sea el plano z = 0, e introduzcamos coordenadas
polares (v, @) en dicho plano mediante la ecuacion

r =r(cos@,sine,0) (r>0, 0<@<2m).
Los vectores unitarios coordenados son
r
e, = (cos@,sing,0) = o ep = (—sing,cos,0),

y por tanto
e = (lbqu, éq3 = —@ey,

de donde se siguen facilmente las férmulas (cf. el Ejemplo 1.1)
Vy =7, Vp=7Q; ar =7 —rp?, Ap =T +27rP.

Las ecuaciones del movimiento en coordenadas polares son por tanto

. . 2 _ f(?")
rore H (2.8)

rH+27p =0.

2.2.2 Ley horaria y ecuacion de las trayectoria

Para determinar la trayectoria descrita por la particula (es decir, ¥ como funcién de @ o vice-
versa) y la ley horaria del movimiento (es decir, ¥ y ¢ como funciones de t) resulta mas sencillo
recurrir a las leyes de conservacion de la energia y el momento angular, como veremos a conti-
nuacion. En efecto, el momento angular de la particula esta dado por

L=purxt=pure, x (e, + rgey) = ur’gpe;,

de modo que
ur?@ =L, = const.

LStricto sensu, esto solo es cierto si L # 0. Si L = 0, la trayectoria es una recta que pasa por el origen, que es
un caso particular (degenerado) de movimiento en un plano por el origen. En efecto, sir # 0 el vector velocidad es
paralelo a r, y en consecuencia vg = rd y Vg = 7 sin 0 @ son nulas. Por tanto o bien la particula permanece en el
origen para todo t (caso degenerado de una recta por el origen), o bien los angulos 0 y @ son constantes, y por lo
tanto la trayectoria es una linea recta que pasa por el origen (ya que e, es constante).
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Si L # 0, orientando el eje z de modo que tenga el mismo sentido que el momento angular L
podemos suponer sin pérdida de generalidad que

L,=|L| =:L, (2.9)

de donde se sigue que

ur’e =L >0. (2.10)

Obsérvese que este convenio para la eleccion del eje z (que seguiremos implicitamente en lo que
sigue, salvo indicacion expresa en contrario) es equivalente a la condicion

@) >0 Vt.

Notese también que la segunda ecuacion del movimiento (2.8) no es mas que la derivada respecto
de t de la ecuacién (2.10) (dividida por ).

Una consecuencia inmediata de la conservacion del momento angular es la llamada ley de las
dreas, formulada por primera vez por Johannes Kepler a principios del siglo XVII. En efecto, el
area A(@) barrida por el vector de posicion de la particula al moverse entre dos puntos de su
trayectoria con coordenadas polares (v (po), Po) v (v (@), ) esta dada por

1 (% ,
A(cp):§ v r°(x) dex
0

(cf. la fig. 2.2). Como

. dA
A—@

.1 ,. L
P=5rh =y (2.11)

es constante, la particula barre al moverse dreas iguales en tiempos iguales (ley de las areas).
Notese que esta propiedad es valida para cualquier fuerza central f(t,r,1)e,, mas general incluso
que (2.7), ya que es consecuencia directa de la conservacion del momento angular.

Podemos utilizar la ley de conservacion del momento angular para expresar ¢ en términos
de v y el momento angular L mediante la férmula

@ =L/ (ur?). (2.12)

Sustituyendo esta expresion en la ley de conservacion de la energia se obtiene inmediatamente

2

E = 1uf2 +V(r) = %ur@ + lu#qb? +Vr) = lur'Z + +V(r), (2.13)

2 2 2 2ur?

@

Figura 2.2. Area infinitesimal barrida por el radio vector.
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o equivalentemente

%”1;2 +U(r)=EF, (2.14)

donde el potencial efectivo U (v) esta dado por

L2
Ur)=vVr) + 55—, (2.15)
2Ur

y depende por tanto del momento angular (constante). Notese que la fuerza efectiva generada
por el ultimo término de (2.15) es

2

o ( L? o ( L? L? .o HVG
_ﬁ<2u72) N _5(2;172)({7 " ours Cr = HrQ-&r =" "¢,

que puede interpretarse como una fuerza centrifuga. De nuevo, es facil ver que la primera ecua-
cion del movimiento (2.8) es la derivada respecto de t de (2.13) (dividida por 7). En otras palabras,
las leyes de conservacion de la energia y del momento angular se obtienen al integrar una vez res-
pecto de t las ecuaciones del movimiento (2.8).

Las ecs. (2.10)-(2.14) proporcionan inmediatamente la ecuacion de la trayectoria y la ley horaria
del movimiento en forma implicita. En efecto, la ley horaria del movimiento se halla sin mas
que integrar la ec. (2.14) (después de separar variables) y utilizar la conservacion del momento
angular:

_ \/E J v v - L dt
N2 JJVE-Um)’ plri@’

donde se entiende que en la segunda ecuacion ha de sustituirse el valor de 7 (t) obtenido de la

primera. (Veremos mas adelante, sin embargo, que estas ecuaciones no son casi nunca la forma

mas sencilla de calcular la ley horaria del movimiento.)
En cuanto a ecuacion de la trayectoria, de la ec. (2.14) se sigue que

LY
> P

donde hemos indicado con una prima la derivada respecto de . Sustituyendo en esta ecuacion
el valor de @ obtenido de (2.12) se obtiene?

P () v -k

(2.16)

r?(@)+U(r) =E

2u
ecuacioén que se simplifica considerablemente introduciendo la variable dependiente
1
u==.
r

En efecto, en términos de la variable u la ecuacién anterior se reduce a

w? = iﬁ@ Ul/u)), (2.17)

cuya integracion proporciona la ecuacion de la trayectoria3:

1/r
P = JJ N Uum)

2Salvo indicacién en contrario, en esta seccion la prima denota derivada respecto de .

3Si L = 0 la ecuacion (2.17) no es valida. Sin embargo, en este caso de (2.10) se deduce que la trayectoria es la
recta por el origen @ = const., de acuerdo con la ec. (2.18). Por tanto, esta ultima ecuacion es valida también para
L=0.

(2.18)
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En la practica, para hallar la ecuacion de la trayectoria algunas veces es mas sencillo derivar la
ec. (2.17) respecto de @, obteniendo asi una ecuacién de segundo orden que puede ser mas facil
de integrar que (2.17). En efecto, procediendo de esta forma se obtiene

o0 2“ d7U /

2uu’ = 202 dr u, (2.19)

y por tanto, teniendo en cuenta la definicion de U (ec. (2.15)),

2

wo— M AU p AV L7 5
L2u?2dr L2u2\dr pu
es decir

utu =~ f(L/u). (2.20)

La ecuacién anterior se conoce como ecuacion de Binet. Esta ecuacion, escrita en la forma,

2

f) = =g ),

se usa frecuentemente para calcular la ley de fuerzas f(+) si se conoce la ecuaciéon de la trayec-
toriar = ().

Ejemplo 2.1. Hallemos la ecuaciéon de las trayectorias de una particula de masa y que se mueve
sometida a la fuerza central

k
F:ﬁey.

En este caso f(1/u) = ku3, y por tanto la ecuacion de Binet se reduce a

u’' +Cu=0, C::1+lz—g.

Las soluciones de esta ecuacion dependen del signo de la constante adimensional C. En efecto:
) C<0

En este —que solo puede ocurrir si k < 0, es decir si la fuerza es atractiva— la soluciéon general
de la ecuacion de Binet es

-1

u=ae? +bhe¥? = r=(ae¥? +be¥?) (a,b eR).

donde
y =4/IC| > 0.

Es facil ver que si a y b son ambos positivos la solucion anterior se puede expresar en la forma

r = Asech(y (@ — @o)) (A>0), (2.21)

si a 6 b se anula entonces

r = eV (@=P0) (2.22)

mientas que si a y b tienen signos opuestos se tiene*

r = Acsch(y (@ — @)  (A#0). (2.23)
4Mas concretamente, en cualquiera de los dos casos (2.21) o (2.23) los parametros A y @ estan dados por
_ log|b/al| Ao sgna
0 2y 2/lab]
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Las trayectorias (2.21) son acotadas (v < A), mientras que las de tipo (2.22) y (2.23) no lo son (en

el primer caso ¥ — o para ¢ — +co, mientras que en el segundo * — o para @ — @g). También

es facil comprobar que cualquiera de estas tres trayectorias es de tipo espiral, ya que el angulo

@ puede tomar valores arbitrariamente grandes en valor absoluto y 7 tiende a 0 para ¢ — *oo.
Mas precisamente, para la trayectoria (2.21) p € Ry

li =0.
T (@)

Denotemos por t+. los tiempos correspondientes a @ = oo (es decir, tales que @ (f+e) = = 00).
Entonces la trayectoria (2.21) se aleja en espiral del origen para t — t_«, alcanza su punto de
minimo distancia al origen (r = A) y cae en espiral en el origen para t — t.. Analogamente,
para la trayectoria (2.22) ¢ € Ry * — 0 para ¢ — o (signo “ — ” en la exponencial) 0 ¢ — —c0
(signo “ +”). Por tanto en el primer caso la trayectoria gira en espiral hacia el origen para t — t,
mientras que en el segundo sale en espiral desde el origen para t — t_.. Finalmente, para la
trayectoria (2.23) se tiene @ > g sSi A > 0y @ < g si A < 0,y r — 0 respectivamente
para @ — o 0 @ — —oo. Por tanto si A > 0 la trayectoria cae en espiral en el origen para
t — t., mientras que si A < 0 sale en espiral del origen parat — t_. Ademas, en ambos casos
¥ — oo para @ — @o, que es una condicion necesaria para que la trayectoria tenga una asintota
formando una angulo @ con el eje x positivo. De hecho, se puede demostrar que en este caso
la trayectoria tiene una asintota de este tipo (véase el siguiente ejercicio).

m Cc=0

En este caso k = —L%/u < 0, y la solucion de la ecuacién de Binet es

1
u=a+byp < r—m (a,b € R), (2.24)

yportanto @ > —a/bsib >0y @ < —a/bsib < 0.Para b = 0 la trayectoria es simplemente
una circunferencia centrada en el origen. Por el contrario, para b # 0 las trayectorias son no
acotadas (r — oo para @ — —a/b) y caen en espiral hacia el origen (si b > 0) o salen en espiral de
él (sib < 0), yaque r — 0 cuando @ tiende a © 0 —c. Puede demostrarse, ademas, que en este
caso la trayectoria tiene una asintota que forma un angulo —a/b con el eje real positivo (véase el
siguiente ejercicio).

m Cc>0

En este caso (que se verifica, en particular, si k > 0) la ecuacion de la trayectoria es

u=%cos(;y(cp—cp0)) = ‘rzAsec(y(cp—cpo))‘ (A>0, 0<@g<2T). (2.25)

de modo que (al ser » > 0) el angulo @ se puede tomar (por ejemplo) en el rango (o — %, Qo +
%). Las trayectorias (2.25) no giran en espiral hacia o desde el origen (al ser » > A > 0), y son
no acotadas (v — o si @ — Qo = %). De hecho, en este caso la trayectoria tiene dos asintotas
formando sendos angulos @q =+ % con el eje x positivo (cf. el siguiente ejercicio). [ ]

e Si C <0 (y, por tanto, k < 0), las trayectorias que acabamos de calcular se denominan genéri-
camente espirales de Cotes.

Ejercicio. Demostrar que una curva plana cuya ecuacion en coordenadas polares es ¥ = f()
tiene una asintota formando un angulo « con el eje x positivo si y solo si (})irr‘lx f(p) = 0y

(})in}xf((p) sin(p — &) =: ¢ < 0,y en tal caso la ecuacion cartesiana de la asintota es cosxy —

sin @ x = c. Utilizando este resultado, probar que:
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y y

25
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Figura 2.3. Trayectorias de una particula en el campo central F = ke, /¥3: de izquierda a derecha

y de arriba a abajo, v = sech(@/3), v = csch(@/3), ¥ = e®/3 v = (p —

)=

sec(@/3). (El sentido de recorrido indicado corresponde al caso en que L, > 0, y por

tanto ¢ > 0.)

i) La trayectoria (2.21) tiene una asintota de ecuacion
i A
cos@oy —sin@ox = v

ii) La trayectoria (2.24) con b # 0 tiene una asintota de ecuacién

Coscpoy—sincpox:E, Qo :=-alb.
iii) La trayectoria (2.25) tiene dos asintotas de ecuacion
cos(@o + E)y —sin(go = E)x = +;.

Notese que la energia de la particula puede obtenerse de la ec. (2.17), que utilizando la defini-

cion (2.15) de U se convierte en

2
E = L7 w2 +u®)+va/u).
2u
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2.2 Constantes del movimiento. Ley horaria y ecuacion de la trayectoria. Orbitas acotadas

Al ser E = uv?/2 + V(1/u), la velocidad esta dada por

v = ﬁm (2.27)

Ambas féormulas pueden también obtenerse directamente, teniendo en cuenta que

2 2 2
V=7t i@l = pi(rt +v?) = L <u + 1)=L( ?rut).

wrd\ud " u2 U2
En el Ejemplo 2.1 podemos tomar
dr k
V(r) = —Jf(V) dr = —kjﬁ = W’
y por tanto
Lz Lz,
E:Zu(u2+u2)+12<u2:2u(u2+Cu2).

Por ejemplo, para las trayectorias (2.21) se comprueba facilmente que

L2|C]|
E = _2/,1A2 <0,

mientras que para las de tipos (2.23) y (2.25) se tiene

_12(C]

_ZuA2>0'

También es inmediato comprobar que la energia de las trayectorias (2.24) es

21,2

LAy
2u

mientras que las trayectorias (2.22) tienen energia E = 0. Estos resultados concuerdan con el

hecho de que las trayectorias (2.21) son acotadas, mientras que (2.23), (2.24) (si b # 0) y (2.25)

no lo son. En efecto, nétese que, al ser en este caso
Iim V(r) =0,
VvV —o00
si la particula alcanza el infinito necesariamente ha de cumplirse que

E=-uvs=0.

1
2
e En general, si se conoce la ecuacion de la trayectoria de la particula es posible hallar la ley hora-

ria del movimiento en forma implicita. En efecto, supongamos que la ecuaciéon de la trayectoria
es v = (). De la ley de conservacion del momento angular se deduce entonces que

_H 2
- jr (@) do, (2.28)

ecuacion que proporciona t como funcion de @. Invirtiendo esta relacion se obtiene @ (t), mien-
tras que el movimiento de la coordenada radial se halla sustituyendo @ (t) en la ecuaciéon de la
trayectoria:

r=r(p()).
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Ejemplo 2.2. Hallemos cudl es la fuerza central necesaria para que una particula describa la
espiral ¥ = a. Para ello basta introducir u = 1/(ag) en la ecuacion de Binet, obteniéndose asi

2 2 2 3 2 5 3
f(r):—L—Z(u”+u)=—L (2+1>: L (Za +a): L (2a+a)_
ur

puar? \ @3 @ uar2 \ r3 r uad \ r> 93

El movimiento de la coordenada ¢ se determina facilmente utilizando la ec. (2.28):

U ua? 3L 13
t=fja2<p2 dp =7 (@’ -9)) = |@= <t+m8>

3L ua?

con g = @(0) de donde se sigue que

ryr=ap =a —BLt+ 3 v
=ap = ua2 P .

La energia de esta trayectoria se calcula sin dificultad utilizando la ec. (2.26). Para ello es necesa-
rio hallar primero el potencial, dado por

L? 2a°  ad L2 (a* a?
Vi) = — | [+ 2 ) dr = - a4
(r) uas J ( rs T3 )9 2ua’ \r%  r2

a menos de una constante arbitraria que hemos tomado igual a cero para que

lim V() =0.
¥ —0o0
Sustituyendo en la ec. (2.26) se obtiene
Lz L? Lz,
E="-W?+u® - (@*u*+u® == w?-a*u* =0.
2U 2uU 2uU

Por la ley de conservacion de la energia, la particula llega al infinito con velocidad nula. La
velocidad de la particula en cualquier punto de su trayectoria se puede calcular utilizando la
ec. (2.27), pero como en este caso son conocidos el potencial V y la energia E se puede obtener
mas directamente de la ley de conservacion de la energia:

1 1, L? (a* a? L 55
EZO:EHU +V(T)=§[JU _2/_1612<1’4+T2 = UIW 2 +a?|.

De esta ultima ecuacion también se sigue que, como ya sabiamos, v — 0 para v — oo. [ ]

Ejercicio. Si aplicamos la ecuacion de Binet a una circunferencia de radio a centrada en el origen
obtenemos que la fuerza ha de ser inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al
origen:

fr)=-—="=. (2.29)

¢Es correcto este resultado?

Solucion. El resultado es claramente falso tal como esta enunciado, ya que cualquier potencial
V cuyo correspondiente potencial efectivo U tenga algiin punto critico 9 admite una o6rbita
circular v = 1y con energia U(rg) (cf. la ec. (2.14)). Por tanto la ecuaciéon (2.29) no es correcta.
Este resultado no es sorprendente, ya que para pasar de la ecuacion (2.19) a la ecuacion de
Binet es necesario dividir por u’, lo que no es licito si u = 1/7 es constante. La ec. (2.29) es
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2.2 Constantes del movimiento. Ley horaria y ecuacion de la trayectoria. Orbitas acotadas

sin embargo vdlida si la interpretamos adecuadamente. En efecto, teniendo en cuenta que en la

orbita circular v = a lo que en realidad afirma dicha ecuacién es que
L? Lo uv?

a)=———==—-jap = ——, 2.30

fla) == o5 = —uagp . (2.30)

es decir que la fuerza central f(a) alo largo de la 6rbita genera la aceleracion centripeta —uv?/a.

Equivalentemente, (2.30) es la condicién necesaria y suficiente para que el potencial efectivo U (v)

tenga un punto critico en ¥ = a. Por tanto en el caso de una orbita circular centrada en el

origen la ecuacion de Binet es simplemente la condicion para la existencia de dicha o6rbita, y no

proporciona informaciéon alguna sobre la ley de fuerzas a distancias del origen distintas del radio

de dicha orbita. ™

2.2.3 Orbitas acotadas

Como acabamos de ver en el apartado anterior, el movimiento de la coordenada radial » esta de-
terminado por la ley de conservacion de la energia (2.14)-(2.15). Formalmente, esta es la ecuacion
del movimiento de una particula de masa u sometida al potencial unidimensional U (+). Son por
tanto validas la mayor parte de las consideraciones hechas en la Seccion 1.4. Por ejemplo, de la
ec. (2.14) se deduce que el movimiento solo puede tener lugar en la region del plano definida por

la desigualdad
2

L
2Ur?
Es sin embargo importante notar que, a diferencia de la variable x en la Seccién 1.4, la coorde-
nada v solo puede tomar valores no negativos.

Uwr)=V(r) +

<E. (2.31)

Ejemplo 2.3. Para el potencial de Kepler
V(r)=-k/r, con k>0,

el potencial efectivo
k  L?

utr) = v F 2ur?

tiene el aspecto de la fig. 2.4. En efecto, U(r) diverge como L?/(2ur?) parar — 0y tiende a cero
como —k/v para v — o, siendo
kK L? L?

Ur)=—5-—35=0 = r
r

= — =.4.
ur3 ku

Por tanto U es decreciente para 0 < ¥ < a y creciente para v > a, y alcanza su valor minimo en
¥ = a. La energia de la particula ha de ser mayor o igual que el valor minimo de U, dado por

k2
Ula) = —% =: Emin -

De la fig. 2.4 se sigue que las trayectorias de energia E > 0 son no acotadas, ya que en este caso la
desigualdad (2.31) implica que * € [rg, ), donde 7y > 0 es la Uinica raiz de la ecuacion U(r) = E.
Por tanto en este caso la particula “llega” del infinito, alcanza una distancia minima al origen igual
a 79 (que es un punto de retroceso) y vuelve al infinito. Por el contrario, si Emin < E < 0 entonces
1 < v < ¥, siendo ] < 12 las dos raices de la ecuacion U(v) = E (cf. la fig. 2.4), que de nuevo
son puntos de retroceso. Por tanto en este caso la trayectoria es acotada y no alcanza el origen.
Por ultimo, si E = Enjn entonces la trayectoria es la circunferencia v = a (cf. la fig. 2.4). ]

Ejercicio. Repetir la discusion anterior para el potencial V (r) = k/(27?2) del Ejemplo 2.1.
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u(r)

Emin -

Figura 2.4. Potencial efectivo U(r) para el potencial de Kepler V(r) = —k/v (con k > 0).

De particular interés son las drbitas acotadas, en las que la coordenada radial se mueve entre
dos puntos de retroceso consecutivos 0 < 71 < ¥» del potencial efectivo U(r). En este caso,
los puntos de la trayectoria que estan a la distancia minima 7; del origen reciben el nombre de
periapsides (perigeos, perihelios o periastros si el centro de la fuerza es respectivamente la
Tierra, el Sol o un astro cualquiera), mientras que aquellos en que la distancia al origen alcanza
su valor maximo 72 se denominan apoapsides (apogeos, afelios o apoastros, si el centro de
atraccion es la Tierra, el Sol o un astro). Ambos tipos de puntos reciben conjuntamente el nombre
de apsides (o puntos apsidales).

Como se vio en el apartado 1.4, el movimiento de la coordenada radial es en este caso periodico
en el tiempo, con periodo (dependiente en general de la energia y del momento angular)

T’_\FJ VE-U) U(r (2:32)

Sin embargo, esto no quiere decir que el movimiento de la particula sea periodico. En efecto,
cuando la coordenada radial varia entre 7 y > disminuye u = 1/, y por tanto fl% < 0 (al ser
Q= ?1‘5 1 > 0), por lo que debemos tomar el signo

de generalidad) que @ (71) = 0 se obtiene

L (Y du L (Yn du

en la ec. (2.18). Suponiendo (sin pérdida

= = —_— = 7). 2.33
Y= n yn VE- o ver e VE- o - O (233
En particular, cuando v = 7> la coordenada ¢ ha aumentado en
1/n
du (2.34)

Ap12 = P1(12) = r v VEU@0)

Por el contrario, cuando v varia entre ¥ y ¥; aumenta u, y por tanto hay que tomar el signo “+
en la ec. (2.18). En otras palabras,
1/v du
=A + = @2 (7) (2.35)
P2t Bp i VE-vw  ?
Cuando la coordenada » vuelve de nuevo a tomar el valor 77 la variacion de la coordenada angular
Q@ es

Ap = 2(1) = 24A@12.
El desplazamiento del periapside A es por tanto igual a

212 (l/n
= .= 2.36
L/rz E - U JE-UQ/u)" ( )
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Figura 2.5. Desplazamiento del periapside en una orbita acotada. Se han representado en rojo las
circunferencias v = 71 y ¥ = ¥ (valores minimo y maximo de la coordenada radial), y
en negro con linea de trazos la recta ¢ = A@12 que une el origen con un apoapside.

En general, Ap no es un multiplo entero de 2T, y por tanto la particula no regresa al punto
de partida (es decir, el punto de coordenadas polares v = 7], @ = 0) cuando la coordenada
¥ vuelve a tomar el valor ¥; (cf. la fig. (2.5)). La condici6én necesaria y suficiente para que el
movimiento sea periddico es que tras n periodos completos de la coordenada * el incremento
de la coordenada @, que evidentemente es igual a nAg, sea igual a un multiplo entero 2mmt
de 2T1t. En otras palabras, una orbita acotada en que la coordenada v varia entre dos puntos de
retroceso consecutivos v, < v> del potencial efectivo Ues periodica si y solo si el desplazamiento
del peridpside (2.36) es un multiplo racional de 2T1t. Obsérvese también que, segun la discusion
anterior, una orbita acotada del tipo que estamos considerando corresponde a un movimiento
periodico si y solo si es cerrada.

e Los unicos potenciales centrales para los que todas las orbitas acotadas son cerradas son el
armonico (V (v) = %krz, conk > 0)yeldeKepler (V(r) = —k/7, con k > 0) (teorema de Bertrand).

Ejercicio. Probar que las érbitas en un campo de fuerzas central son simétricas respecto de la
linea que une el origen con un apside.

Solucion. La funcion u(g) es solucion de la ecuaciéon de Binet, que es invariante bajo las trans-
formaciones @ -~ —@ y @ —» @ + @, con Qo constante arbitraria. Por tanto si u(g) es solucion
también lo seran u(—@), u(@ + @) y u(po — @), para todo g € R. Como el angulo @ no
aparece explicitamente en la ecuacién de Binet, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que el apside considerado se alcanza cuando @ = 0. La Orbita sera entonces simétrica respecto
de este apside si u(p) = u(—q). Al ser también u(—qg) solucion de la ecuacion de Binet, para
probar esta ultima igualdad basta comprobar que u (@) y g(@) = u(—q) verifican las mismas
condiciones iniciales en @ = 0, es decir que u(0) = g(0) y u'(0) = g’'(0). La primera de estas
igualdades es obvia, y la segunda se demuestra facilmente teniendo en cuenta que u’(0) = 0, ya
que por definicién de apside u tiene un extremo en @ = 0. [ |

Ejercicio. Comprobar que la ecuacion (2.36) también proporciona el desplazamiento del apodpside
(incremento del angulo @ entre dos apoapsides consecutivos).

Solucion. Como u(—@) = u(g) por el ejercicio anterior, si el angulo polar de un periapside es
@ = 0 hay dos apoapsides consecutivos de la 6rbita con angulos @ = +A@;2, y su desplaza-
miento angular es por tanto de nuevo 2A@12 = AQ.

Comentario. De las consideraciones anteriores también se sigue que u(@ + Ap) = u(e) (en
efecto, por definicién de A tanto u (@) como u(@ + A@) son soluciones de la ecuaciéon de Binet
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con las mismas condiciones iniciales 1(0) = 1/¥1, u'(0) = 0 para ¢ = 0.) Por tanto u(g) es un
funcion par periddica de periodo Ag.

Ejercicio. Probar explicitamente que las Orbitas circulares en un potencial central son siempre
periddicas, y hallar su periodo.

Solucion. En efecto, si ¥ = a es constante y L = 0 la ley de conservacion del momento angular
implica que @ es constante, y por tanto la érbita circular es de hecho un equilibrio (caso dege-
nerado de movimiento periédico). Por otro lado, si v = a y L # 0 la conservacion del momento

angular implica que
Lt
t 0) + —
@(t) = @(0) + na?’

Por tanto el movimiento es periodico, con periodo T = 2Ttpua?/L. [ ]

Ejemplo 2.4. Para el potencial armoénico V (r) = % k¥2, con k > 0, el potencial efectivo U (r) tiene
el aspecto de la fig. 2.6. Por tanto en este caso todas las 6rbitas son acotadas. El desplazamiento
del periapside de una cualquiera de estas 6rbitas esta dado por

2L2 1n 2L2 udu
Ap = - =
1/T2 zuz él«l u4 + Eu2 -3
siendo u; > u» las dos raices de la ecuacion —é—u u* + Fu? - % = 0. Efectuando el cambio de
variable s = u? la integral se puede expresar en la forma
St ds
s [l
Y=,
donde ) ) o )
2UE ku uE u-E kL
pis) =2+ frs- b =—(s- 1) + (1‘@) (2:37)

y s1 > s son las dos raices de la ecuacion p(s) = 0 (evidentemente, s; = uf). Efectuando a
continuacion el cambio de variable

UE upE kL2\v2 21y 813
S=ﬁ+?< IJE2> Sln9, —§<9<§, (238)

se obtiene finalmente

TT/2

Ap = J do = 1.

—T1t/2
Al ser A un multiplo racional de 21, todas las 6rbitas son cerradas en este caso (en concordan-
cia con el teorema de Bertrand). [ ]

Ejercicio. Probar que todas las orbitas del potencial armoénico V(r) = kr2/2 (con k > 0) son
elipses centradas en el origen de coordenadas, y calcular el periodo del movimiento.

Solucion. La ecuacion de las 6rbitas es en este caso
Lz 1/v 1/rv uwdu 1/v? ds
\/ 2u ,[ k N J 4 4 2ME_ o ku ) J S

U — 52 \/ u= + 12 u Iz p(

con p(s) definido por la ec. (2.37). Efectuando el cambio de variables (2.38) (notese que, como se
vio en el Ejemplo 2.4, en este caso E2 > kL?/u) se obtiene

LZ
1 N L2 L2k
o+ = HEZE 1+ [1- 2
@ = @o + 5 arcsin \/_7% = LEr? LE? sin (2(@ — @o)).
UE

56



2.2 Constantes del movimiento. Ley horaria y ecuacion de la trayectoria. Orbitas acotadas

Ur)

/.

1
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eyt 1N
|

gt (ﬁ)% 2
ku

Figura 2.6. Potencial efectivo U(r) para el potencial armonico V (r) = kr2/2 (con k > 0).

Tomando, sin pérdida de generalidad, ¢ = 11/4, la ecuacion anterior se puede escribir en la

forma
2 2
2 o L [, L%k
r 1-ecos2@’ con « uE’ € uE?

(y e =1siysolosiL =0). En coordenadas cartesianas,

> —er?cos2@p =x’+y? —e(x* - y%) =| (1 -e)x’ + (1 +e)y? = «|,

que es la ecuacion de una elipse centrada en el origen de semiejes

o x
A=\1 "¢’ b_\/1+e'

El periodo T se calcula facilmente utilizando la ley de las areas:

LT X nL?/uE L T
—— =T1ab = = = 5 T =2T10,/>|.
2u 1-e? \/sz/uEz Vku k

Notese, en particular, que en este caso el periodo del movimiento no depende de E ni de L, y es
por tanto el mismo para todas los orbitas. [ ]

Nota. En este caso, la ecuacion de las 6rbitas se puede obtener mas facilmente resolviendo las
ecuaciones del movimiento en coordenadas cartesianas:

.k .k
X+—-x=0, y+—y=0.
H H

En efecto, llamando w = +/k/u y tomando sin pérdida de generalidad x(0) = 0, y(0) = 0 (es
decir, tomando el eje x en la direccion de un apside) se obtiene

x =a cos(wt), v = b sin(wt),

con a y b constantes arbitrarias, que es la ecuacion de una elipse de semiejes |a| y |b| centrada
en el origen. De las ecuaciones anteriores también se deduce la formula para el periodo:

21T \/ﬁ
=— =2 =,
T w T k

Ejercicio. Hallar el desplazamiento del periapside para el potencial central V(r) = —k/r +
h/(2v?), con k,h > 0.
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Solucion. El potencial efectivo es

k y? )
U(T)__r 2 con y= 2IJ+2,
y se comporta por tanto cualitativamente como el de Kepler (cf. la fig. 2.4). Como el valor minimo
de U es ahora —k?2/(4y?), si —k?/(4y?) < E < 0 las orbitas son acotadas y el desplazamiento del

periapside esta dado por

/2L2
1 AJE + ku — yzuz

donde u; < u; son las dos raices de la ecuacion E + ku — y2u? = 0. Al ser

2 K 2 k)’
E +ku — y*u® E+@—y<u—ﬁ)

con E + k?/(4y?) > 0, efectuando el cambio de variable

k 1 k2
Tyz + } E+ 4)/2 sin 0

[212 J“/Z 0 [212 2w
py? )2 Hy? 14 Hh

En particular, para el potencial de Kepler (h = 0) se obtiene Ap = 21, de modo que todas las
orbitas acotadas son cerradas (de nuevo de acuerdo con el teorema de Bertrand). Obsérvese, por
ultimo, que en el caso genérico h +# 0 las orbitas cerradas (y por tanto periddicas) son aquellas
que cumplen la condicién

u =

se obtiene

1+Iz—?:q2, con q€Q. qed

2.3 El problema de Kepler. Movimiento planetario

2.3.1 El problema de Kepler

Estudiaremos en esta seccion el problema de Kepler, es decir el movimiento de dos cuerpos de
masas m; y m» sometidos a su atraccion gravitatoria mutua

k(ry —rp)

iz =—Far ==, 5

donde la constante k es igual a

k=Gmimy =GMu>0.

Por tanto en este caso

F(r)

kS

:_7k2e7’ = f(r):_?kz! V(T):_ii

y el problema equivalente de un cuerpo es
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0 bien

r

I‘=—GMF

La ecuacion de las orbitas se determina facilmente a partir de la ecuacion de Binet, que para este
potencial es particularmente simple:

’” _ Mk
u +7/L—L72.

La solucion general de esta ecuacién se puede expresar en la forma

uk

u="75 (1 +ecos(® - o)),

con e y g constantes de integracion; notese que podemos suponer sin pérdida de generalidad
que e = 0, ya que si e < 0 bastaria sustituir g por 1 + @g en la ecuacién anterior. Ademas,
escogiendo a continuacion el eje x adecuadamente puede tomarse la constante @q igual a 0. En
tal caso la ecuacion de las orbitas del problema de Kepler se reduce a

2
r=—%  con «:= oy (2.39)
l1+ecosp uk

El parametro e se puede relacionar con la energia de la 6rbita utilizando la ecuaciéon (2.26):

L2 IJk2 IJk2

E = ﬂ(u’2 +u®) —ku = SI7 [e2 sin® @ + (1 +ecos@)? —2(1 +ecoscp)] = ﬁ(e2 -1).
Por tanto (al ser e = 0)
2EL2
=./14+—. 2.40
e K2 (2.40)

e Las oOrbitas del problema de Kepler son secciones conicas. En efecto, a partir de la ecua-
cion (2.39) se obtiene

r=a—-ex = x°+y’=0%-2aex+e’x> = (l-e’)x°+y?+2aex = >,

que es una ecuacion de segundo grado en (x, ). El tipo de conica depende del valor de 1 — e?:

e>1 = hipérbola

e=1 = parabola
0<e<1l = elipse

e=0 = circunferencia.

En términos de la energia (cf. la ec. (2.40)),

E>0 = hipérbola

E=0 = parabola
2
—g—lzz <E<0 = elipse
2
E= —% = circunferencia,
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Figura 2.7. Geometria de las érbitas elipticas en el movimiento planetario. El punto C es el centro
de la elipse, F y O (el origen) son sus focos y P es el periapside. Las distancias CP = a
y CB = b son respectivamente los semiejes mayor y menor de la elipse, y OC =
FC = c es su distancia focal. Por la propiedad que define la elipse se tiene BO + BF =
2Vb2+c2=PO+PF=(a-c)+(a+c)=2a = a=+Vb?+c2.

donde —uk?/(2L?) es la minima energia que puede tener una particula de masa u que describe
la orbita (2.39). Notese, en particular, que este resultado concuerda con la discusiéon cualitativa
del ejemplo 2.3. Obsérvese también que en el potencial de Kepler todas las orbitas acotadas son
cerradas (y, por tanto, periddicas), como afirmaba el teorema de Bertrand.

2.3.2 Movimiento planetario

El caso mas interesante es el de las oOrbitas elipticas (incluyendo, como caso particular, la cir-
cunferencia) en que 0 < e <1 6 E < 0, pues es el que se da en el movimiento de los planetas
alrededor del Sol. Reescribamos en este caso la ecuacion cartesiana de la 6rbita como

)2+ 2_0(2+O‘262_ o
Y 1-e2 1-e2’

2

(1—e2)<x+ 1_ o2

que es la ecuacion de una elipse con centro en el punto

( _xe 0) (2.41)

1 —e2’

y semiejes mayor y menor respectivamente dados por

o< o<
=— bh=——. 2.42
1-e2’ V1 —e? (242

a

Recordemos que la distancia focal c y la excentricidad ¢ de una elipse de semiejes a > b estan
dadas por

¢ =+a? - b?, £=— (2.43)
a

(cf. la fig. 2.7). Utilizando las expresiones anteriores de a y b se obtiene facilmente

I6'e e
- 1 — (1 — 02) = _ _
c-l_e2 1-(1 e)—l_ez—ea = e=c¢.

Por tanto la constante e que aparece al integrar la ecuacion de las orbitas es la excentricidad de
la elipse, y la ec. (2.40) relaciona la energia de la particula con la excentricidad de su orbita. Las
ecuaciones anteriores también determinan la posicién de los focos de la elipse, que por definicion
son los dos puntos en el semieje mayor (es decir, en el eje x) a distancia ¢ del centro. En efecto,
de las ecs. (2.41)-(2.43) se sigue que el centro de la elipse tiene coordenadas (—c, 0), y por tanto
los focos son los puntos (—2c¢,0) y (0,0). En particular, esto prueba que uno de los focos de la
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2.3 El problema de Kepler. Movimiento planetario

elipse esta en el origen de coordenadas, es decir en el centro de atraccion gravitatorio. Por tanto
las orbitas acotadas en el movimiento planetario son elipses, uno de cuyos focos es el Sol (primera
ley de Kepler).

e De la ec. (2.42) y de la expresion de la excentricidad en funcién de la energia se sigue que la
energia de una orbita eliptica es

_k(1-e®)  k

2
E=—HK (1 _e?) -

212 2K 2a’

Vemos, por tanto, que la energia solo depende del semieje mayor de la drbita (es decir, es inde-
pendiente de la excentricidad).

e El periodo T de las 6rbitas elipticas en el movimiento planetario se determina facilmente utili-
zando la ley de las areas (2.11), teniendo en cuenta que el area de la elipse es igual a Ttab:

%=1‘l’ab=1‘l’\/&a3/2 = szz—“\/&a?’/z:Zﬂ\/ga?’/z. (2.44)

En funcion de la energia, el periodo esta dado por

. u -3/2
= — |E .
T 1'rkw/2 |E|

Notese que en el movimiento planetario la féormula para el periodo puede expresarse en la forma

2mad’?  2mad/?
T = ~

VGM — JGMy '’

siendo M la masa del Sol. Por tanto, el periodo de los planetas solo depende del semieje mayor
de sus orbitas, y es proporcional a la potencia 3/2 de dicho semieje (tercera ley de Kepler).

e Denotemos por p y p’ respectivamente la distancia del perihelio y del afelio de la elipse al
origen de coordenadas. De la ecuaciéon de la 6rbita (2.39) se sigue facilmente que la particula se
halla en el perihelio (resp. en el afelio) para @ = 0 (resp. @ = 1), y por tanto

o , x

1+e:a(1—e), p:m:a(1+e).

p:

e También se calcula facilmente la velocidad en cualquier punto de la 6rbita, sin mas que aplicar
la ley de conservacion de la energia:

k2
T 12

v2=i(E_V(T))=ﬁ<2_1)

1+e’+2 .
ol ( e ecos )

Notese que la velocidad es maxima en el perihelio (¢ = 0) y minima en el afelio (¢ = 1), siendo
sus valores respectivamente

k k
vp=z(1+e), vpr=z(1—e).

En particular, el cociente
Ui _ l1+e

vp l-—e
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solo depende de la excentricidad. Es también interesante muchas veces expresar la velocidad v,
y Vp’ en términos de p, en lugar de L. Para ello basta tener en cuenta que

2
L o pi+e) = L- Vkup (1 +e) = \Jkup(1 +e) = Jkup'(1-e),

ku
vp:‘li(lJre), Vp =,/ k,(l—e).
Hp Hp

Ejemplo 2.5. ;Cual es la distancia media de un planeta al Sol? Por definicion, dicha distancia es
igual a

y por tanto

1 T
w>=;J r(t)dt .

0

Teniendo en cuenta que
_de _u o,
dt = o L rodo,
la distancia buscada es

27T

_pod do
1L Jo (1+ecosp)d’

u 21T 5
)= L] e
Utilizando las ecs. (2.39), (2.42) y (2.44) se obtiene

pe® 1
TL 2T

(1 _ 62)3613/2 B a(l _ 62)5/2
21/ 2T

k
]flzl (1-e2)3g3/2 =

y por tanto

1 (=" do
R N =—| T
(r)=al-e)Flle),  Ile) =51 (1+ecosp)3”

La integral I(e) se puede calcular utilizando el teorema de los residuos, siendo su valor

2
e +2
o) = —esi

En definitiva, la distancia media pedida es igual a

(r) = <1+‘;2)a. ]

2.4 Dispersion en un campo de fuerzas central. Formula de Rutherford

2.4.1 Seccion eficaz diferencial de dispersion

En un experimento ideal de dispersion (scattering, en inglés), se lanza una particula de masa
m, (proyectil) contra un blanco de masa m,. Se supone que el proyectil y el blanco forman un
sistema aislado, y que la fuerza Fi» = —F»1 es conservativa’, i.e.,

ovV(ry —rp)

Fi2(r1,12) = — or,

y tiende a cero si v = |r; —r2| — . En otras palabras, el potencial de interaccién V es aproxima-
damente constante si ¥ > 1, y por tanto podemos suponer sin pérdida de generalidad que

rhEIOIQ V) =0. (2.45)
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2.4 Dispersion en un campo de fuerzas central. Formula de Rutherford

Figura 2.8. Experimento ideal de dispersion de una particula de masa 1, por un blanco de masa
moy.

Se supone que el proyectil esta inicialmente (es decir, para t — —o0) a una distancia muy grande
del blanco, por lo que F12 =~ 0 y tanto el blanco como el proyectil se mueven con velocidad apro-
ximadamente constante. En el sistema del laboratorio el blanco esta (inicialmente) en reposo en
el origen de coordenadas, mientras que el proyectil se mueve con velocidad u; = ue; con u > 0.
Conforme t aumenta el proyectil interacciona con el blanco y es desviado por éste, hasta que
para t — oo la separacion entre el proyectil y el blanco tiende a infinito, F;» es de nuevo apro-
ximadamente nula, y ambas particulas se mueven de nuevo con velocidades aproximadamente
constantes (cf. la fig. 2.8).

Sea el angulo que forma la velocidad final v; del proyectil con la velocidad inicial u; —es
decir, con el eje x—, que se denomina angulo de deflexiéon. Para una cierta velocidad inicial
u, la velocidad final v; depende tinicamente de la posicion inicial del proyectil en un plano P
perpendicular al eje x a distancia muy grande (idealmente infinita) del origen de coordenadas.
Dicha posicién quedara determinada por sus coordenadas polares en P, es decir por la distancia
inicial b del proyectil al eje x, llamada parametro de impacto, y por su dngulo azimutal B
alrededor de este eje. En particular, si el potencial de interaccion es central el angulo ¢ solo
puede depender del parametro de impacto b. Reciprocamente, de la velocidad final v; podemos
inferir la posiciéon inicial del proyectil en el plano P, es decir los valores del parametro de
impacto b y el angulo azimutal . En realidad, en un experimento de dispersion lo que se observa
no es la velocidad final v; sino solo su direccion vy /v =: n. Dicha direccién es un vector unitario
adimensional, es decir un punto de la esfera unidad S?, determinado por el angulo ¢ que forma
el vector v con el eje x y por su angulo azimutal ¢ alrededor de este eje. De hecho, si la
masa del blanco es mucho mayor que la del proyectil entonces el blanco se mueve con velocidad
aproximadamente constante para todo t, y por tanto el sistema del laboratorio es un sistema
inercial. En dicho sistema la ley de conservaciéon de la energia aplicada en t = +o implica que

1 21 2
—mul = -mvd = [vi=ul.
> M1V (V1 =u]

Supongamos que la direccion de la velocidad final del proyectil esta en un diferencial de su-
perficie (denominado diferencial de dngulo sélido) dQ(n)(n) C S2 centrado en el vector unitario
n. Sea dA(n) el area de la region infinitesimal del plano P, correspondiente a las posiciones
iniciales del proyectil que dan como resultado una velocidad v; cuya direccion esta en dQ (n) (n)
(cf. la fig. 2.9). Por definicion, el cociente

_ dA(n)

o) = 3o m)

(2.46)

>Como se demostro en la Seccion 1.5.2, si F1, = —F»; el potencial V solo puede depender de r; y r; a través de
Iy —TIp.

63



MOVIMIENTO EN UN CAMPO DE FUERZAS CENTRAL

P

Figura 2.9. Definicion de o (n) (la distancia |(7]5| es el parametro de impacto b).

se denomina seccion eficaz diferencial de dispersion (differential scattering cross section, en
inglés) para esa direccion n. Notese, en particular, que o (n) tiene dimensiones de drea, al ser
dQ(n) adimensional.

En la practica, se lanza un haz de particulas de la misma masa m y velocidad inicial uej, y se
mide el nimero de particulas dispersadas en un determinado angulo so6lido. Si denotamos por
v la densidad del haz, es decir el nimero de proyectiles por unidad de superficie transversal a
la velocidad inicial uy, entonces el niimero de particulas dN (n) dispersadas en el angulo so6lido
dQ(n) centrado en n es igual al nimero de particulas del haz que salen de la superficie dA(n)
en P, es decir

dN(n) =vdAn) =vom) dQ(n), (2.47)
y por tanto
1 dN (n)
o) = y dom) " (2.48)

Notese que la formula anterior sigue siendo cierta si (como es habitual) se interpreta N(n) co-
mo el numero de particulas dispersadas en el diferencial de angulo solido dQ(n) por unidad de
tiempo y v como el nimero de proyectiles que atraviesan P, por unidad de area y de tiempo
(el llamado flujo incidente). Como dN (n) es medible en un experimento de dispersion, la ecua-
cién anterior permite calcular experimentalmente o (n). Por otra parte, dado un potencial V (r)
se puede calcular en principio el miembro derecho de la ecuacion (2.46), lo que proporciona un
valor teorico de la seccion eficaz diferencial de dispersion o (n). La comparacion de este valor
tedrico con el obtenido en un experimento de dispersion permite entonces comprobar experi-
mentalmente si el potencial de interaccién entre los proyectiles y el blanco es igual a V (r).

Teniendo en cuenta que dA = bdbdf y dQ(n) = siny dy d¢, la ec. (2.46) se puede escribir en
la forma

bldbldB = o (w, ) siny|dy|de

donde el valor absoluto se introduce para tener en cuenta que db/dy suele ser negativo si (como
es habitual) el potencial es repulsivo. Cuando el potencial de interaccion es central los angulos
azimutales ¢ y B son iguales (ya que el movimiento tiene lugar en el planic}eterminado por
la velocidad inicial u; y el vector de posicion inicial de la particula r; = O’P en el plano P
(cf. 1a fig. 2.9), y por tanto el angulo azimutal permanece constante). Ademas dA, y por tanto o,
solo depende de y (por la simetria de rotacion alrededor del vector u;). Integrando la ecuacion
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anterior respecto de ¢ y  entre 0 y 21t se obtiene entonces

) b db
2mth|db| = 2mto () siny |[dy| = o(yp) = " 'dlﬂ‘ . (2.49)

En particular, al ser o independiente de ¢ la ec. (2.47) se puede escribir en la forma
dN(y, @) = vo(p)sing dy de.
Integrando esta ecuacion respecto ¢ entre 0 y 21t se deduce que el ntimero de particulas disper-

sadas con dngulos de deflexion en el intervalo (¢, @ +dy) y cualquier dngulo ¢ € [0, 211) es igual
a

’211'\/ sinyo(yp)dy.

En general, se define la seccion eficaz total de dispersion mediante

T 27T
Frot = Lz o (n) dQ(n) = JO dy sin {0 dep o (), ),

donde la integral esta extendida a la superficie de la esfera unidad S? (es decir, a todas las
posibles direcciones de la velocidad final de las particulas dispersadas). Si o (n) no depende del
angulo azimutal ¢ (como ocurre, por ejemplo, cuando el potencial de interaccion es central), la
expresion anterior se reduce a

TT
Otot = 21TJ0 o(yp)sinydy |.

De la definicion (2.46) de seccién eficaz de dispersion se sigue que
oot = |, dam)
S2

es el area total en el plano P transversal a la direcciéon de la velocidad inicial u; atravesada por
los proyectiles que son dispersados en cualquier direccion. En otras palabras, el nimero total de
proyectiles dispersados por el blanco es igual a voy. Para potenciales con alcance infinito, es
evidente que oy es infinita, ya que todo proyectil es dispersado en alguna medida por el blanco.

Ejercicio. Expresar la seccion eficaz de dispersion hacia atrds o, en términos de la seccion eficaz
diferencial de dispersion.

Solucion. Por definicion, una particula se dispersa hacia atras si la componente x de su velocidad
final v; es negativa, es decir, si el angulo de deflexién (¢ esta entre 1t/2 y 1. Por tanto o} se
obtiene integrando dA(n) = o (g, ¢) siny dy de en el rango ¢p € [0,2Tt] y @ € [11/2, TU]:

TT/2 21T
ab=j Ldwsing | do ().

—Tl'/
De nuevo, si el potencial es central o es independiente de ¢, y la férmula anterior se reduce a

/2

op =21 2sinL,UU((,U)d(,U.
-t/
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Ur)

Figura 2.10. Potencial efectivo para una fuerza central repulsiva lim, ., V() = 0.

2.4.2 Dispersion por un potencial central

Estudiaremos en esta subseccion la dispersion de una particula de masa m por un campo de
fuerzas central repulsivo con potencial V() (cf. la fig. 2.11). Por lo visto anteriormente, el pro-
blema estudiado es equivalente al de la dispersion de una particula de masa m por un blanco
de masa mp = oo situado en el origen de coordenadas (centro de la fuerza), siendo la fuerza F;»
igual a

B, - _oVn —120)
2= - 3 .
I
Notese que V' () < 0 para todo ¥ = 0, ya que por hipotesis la fuerza es repulsiva y por tanto
fr)=-=V'(r) = 0. De esto se sigue que V es monodtono decreciente, y al ser lim;, .o V(r) = 0
se verifica que V() > 0 para v = 0. Por tanto el potencial efectivo U(r) es también positivo
y monotono decreciente (ya que U’ (r) = —L2/(ur3) + V'(r) < 0), con lim,_oU(r) = o (pues

U(r) = L?/(2ur?)) y lim,_ U(r) = 0. En consecuencia la energia ha de ser positiva, y para toda
E > 0 el potencial efectivo U tiene un unico punto de retroceso (es decir, hay una Unica raiz
positiva de la ecuacion U (r) = E; cf. la fig. 2.10).

Comencemos relacionando el angulo de deflexion ¢ con el angulo x entre el segmento OA que
une el origen con el periapside y la asintota saliente (es decir, para t — o) de la trayectoria (cf. la
fig. 2.11). Para ello basta observar que los angulos x y x’ son iguales, ya que la orbita es simétrica
respecto de la linea que une el centro de la fuerza con el periapside A. Por tanto, el angulo de
deflexion esta dado por

Y =T —2X. (2.50)

Por otra parte, el angulo x es la diferencia entre las coordenadas angulares del punto de la
orbita con x — —oc0 (@ = ) y el periapside A (p = 1T — X). Si denotamos por 7y la distancia
del periapside A al origen, de la ecuacion (2.18) (con el signo “—”, ya que en este caso s = 1/7
disminuye al aumentar el angulo @ de Tt — x a 1) se sigue que®

X=@(0) - = - JO & = Jl/m &
yn \2BUE - V(1/s)) —s2 90 \PR(E-V(1/s)) -2

Notese que el peridpside es un punto de retroceso, y por tanto 7 es la (inica) raiz positiva de la
ecuacion

6En la mayor parte de los libros de texto se adopta el convenio de que el proyectil se mueva de izquierda a
derecha en el sistema del laboratorio, como se ha hecho en estas notas (cf. la fig. (2.11)). En tal caso es evidente
que L, y ¢ son negativos, y por tanto no se cumple el convenio de la Seccién 2.2.2 (cf. la ec. (2.10)). Siguen siendo
validas, sin embargo, todas las formulas obtenidas en las secciones anteriores, sin mas que cambiar L (que con
el convenio usado anteriormente es igual a L) por —L. De hecho, como las ecuaciones que utilizaremos en esta
seccion solo dependen de L2, no sera preciso realizar modificacion alguna.
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Figura 2.11. Dispersion de una particula por un potencial central repulsivo (O es el origen de
coordenadas, y A el periapside).

Por otra parte, de la ec. (2.45) y de la ley de conservacion de la energia se obtiene

E- %muz, (2.51)

mientras que la ley de conservaciéon del momento angular proporciona

L = (bey) X (mue;) = L =mub=+v2mEb. (2.52)

Efectuando el cambio de variable x = bs en la ecuacién para x se obtiene por tanto la expresion
mas compacta

X0
X = J dbe , (2.53)
0 \/1 _ 2 - Vi)
donde x¢ = b/7g es la raiz positiva de la ecuaciéon
V(b/x)
1-x2—-—2"=0]|.
X E 0

De hecho, es facil ver que la integral (2.53) esta extendida a todos los valores de x tales que

ACTE N

1-x
E

Comentario. Para un potencial central atractivo V(r) el angulo de deflexion esta dado por ¢ =
2x — 1T, donde X se calcula de nuevo mediante la ec. (2.53). En efecto, de la fig. 2.12 se sigue que
en este caso

Y=T—-20=11-2(T—X) =2X —TU|.

Es importante observar que cuando el potencial es atractivo el valor de ¢ puede ser superior a
T, ya que las 6rbitas pueden rodear una o varias veces el origen. Cuando esto ocurre, el calculo
de la seccion eficaz diferencial de dispersion se vuelve considerablemente mas complicado. Este
es el caso, por ejemplo, del potencial —k/(2¥2) con k > 0 (para ciertos valores del parametro de
impacto). Por el contrario, para el potencial kepleriano atractivo —k/» (con k > 0) el angulo de
deflexion siempre esta comprendido entre O y T, ya que las 6rbitas de energia positiva son en
este caso ramas de hipérbola.
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Figura 2.12. Dispersion por un potencial central atractivo (O es el origen de coordenadas y A un
periapside).

Ejercicio. Calcular la distancia minima al origen alcanzada por particulas con una energia fija E
dispersadas por un potencial central repulsivo V (r).

Solucion. La minima distancia al origen ¥ alcanzada por una particula con una dada energia
E = mu?/2 y parametro de impacto b es la coordenada del tinico punto de retroceso de su
orbita, determinada por la ecuaciéon

12 2p2
Uro) =E < V() + 5 = V(ro) + mu 2b =~ mu?.
2mry 27§ 2

Si el potencial es repulsivo, es intuitivamente claro que el minimo valor de 7 lo alcanzan las
particulas con parametro de impacto b = 0. Esto también se comprueba facilmente utilizando la
férmula anterior, ya que si d es el valor de 7y correspondiente a b = 0 se tiene

V(d) = %muz >V(rg) = d<ro,

al ser V decreciente (repulsivo). Por tanto la minima distancia al origen para un potencial central
repulsivo V (7) se determina por la ecuacion

V(d) = %mMZ ) (2.54)

Dicha distancia depende solo de u —es decir, de la energia del haz dispersado- y, de nuevo por
el caracter repulsivo del potencial, disminuye al aumentar dicha energia.

Ejemplo 2.6. Hallemos la seccion eficaz de dispersion por el campo central f(r) = k/r3, con
k > 0.
En este caso V(r) = k/(2r?2), y por tanto el angulo x esta dado por

JXO dx
= 1—y2x2’

donde

k k
y:\/1+2b2E:\/1+mu2bZ’ Xo =17y

Efectuando el cambio de variable yx = & se obtiene

1 Il dg 21 1
x=o| e = wemex=m(1-0). (2.55)
yJo 1-g 2y Y
La seccion eficaz de dispersion o (y) se calcula facilmente utilizando la féormula (2.49). En efecto,
de la ecuacion anterior para  se obtiene

N (Tt — )2 =1+ mu2b? T mu? Yy —y)’

y (2.56)
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Figura 2.13. Seccion eficaz de dispersion por el potencial central V() = k/(2r%) con k > 0
(notese que la escala del eje vertical es logaritmica).

y por tanto

O‘()—lCSC d—bz
W) =5 esew dy

—2p 2T — ) (Tt —y) —2(t — )3
W2 2m — )2

© 2mu?

cscqj‘

T2k (Tt — ) cscy
mu? Y2(2m—y)?

(cf. la fig. 2.13). En este caso la distancia minima al origen se determina por la ecuacion

1 2 _ _ k- _ |k
Zmu —V(d)_Zd2 = d= Tl

(Tt — ) cscy
Y221 — )2

Notese que para (v — 0 la seccion eficaz diferencial de dispersion es divergente, ya que

y por tanto

o(p) = (d)?

o(yp) = nd”

mientras que para ( — Tt se tiene
dZ

o(y) ]

g 2’
Nota. En general, en un potencial central repulsivo de alcance infinito o () ha de tender a infinito
cuando @ — 0 como 1/yP%, con x = 2. En efecto, sea /(b) el angulo de deflexion correspondiente
a un parametro de impacto b. Si el potencial V(+) es repulsivo y de alcance infinito, ¢ (b) es
una funcion decreciente de b que cumple @ (0) = b y limy_, ¢(b) = 0 (cf. la fig. 2.14). Si € €
(0, r) es un angulo fijo, los proyectiles que parten de P, con parametro de impacto mayor que
b: = ¢~ 1(¢) son dispersados con angulo de deflexion menor que &. Por tanto el area de la region
de P, de la que parten dichos proyectiles (es decir, el exterior del circulo de centro el origen y
radio b¢) es infinita. Por definicion de o, dicha area es igual a la integral

&
21TJ0 o(Y)siny dy.

Por tanto la integral anterior ha de ser divergente en ¢y = 0, lo que implica que  tiende a infinito
al menos como 1/y? cuando  tiende a 0 (recuérdese que f(f Y~ %dy diverge si x = 1).
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~b

Figura 2.14. Angulo de deflexién ¢ en funcién del parametro de impacto b para un potencial
central repulsivo de alcance infinito.

Ejercicio. Hallar o () para el potencial del ejemplo anterior utilizando la ecuacién de sus 6rbitas
(cf. el Ejemplo 2.1).

Solucion. Si k > 0, la ecuacion de las orbitas en el potencial V = k/(272) esta dada por (2.25), es
decir (llamando A = vy y tomando ¢ = 0 sin pérdida de generalidad)

km k

Como el angulo @ varia entre —1t/(2y) y 1t/(2y), esta curva tiene dos asintotas cada una de las
cuales forma un angulo de 1t/(2y) < 1t/2 con el eje x positivo (cf. la fig. 2.15). Por otra parte, de
la fig. 2.11 se deduce que el angulo formado por las asintotas de la trayectoria en un potencial
central repulsivo es 2. Por tanto en este caso x = 1/(2y), que es la ecuacion (2.55).

Ejemplo 2.7. Calculemos la seccion eficaz de dispersion de una particula de masa m por una
esfera impenetrable de radio a, cuyo centro esta fijo en el origen de coordenadas.

Evidentemente, si b > a las particulas no son dispersadas, por lo que supondremos que b < a.
En tal caso el potencial esta dado formalmente por

0, r<a
Vi(r) =
0, r>a,
y por tanto
0, xX>bla
V(b/x) =
0, x <bla.
y
o

Figura 2.15. Orbita de ecuacion = 7y sec(y@) para el potencial V(r) = k/(272) con k > 0y sus
asintotas (lineas rojas discontinuas).
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2.4 Dispersion en un campo de fuerzas central. Formula de Rutherford

Figura 2.16. Dispersion de una particula por una esfera impenetrable de masa infinita.

Al ser b < a, teniendo en cuenta que la distancia minima al origen es obviamente o = a y que
V(b/x) =0para0 < x < b/a, la ecuacion (2.53) proporciona

b/a
ijo %zarcsin(b/a) = b=asinx=asin<g—%>=acos(w/2).

De la ec. (2.49) se sigue entonces que

acos(y/2) a a?

Sy §sin(W/2) =7

o(yp) =
independiente de . Por tanto en este caso la seccion total de dispersion esta dada por
2 M
a . 2
Otot = ZWZJ siny dy = ta“,
0

de acuerdo con el hecho de que los proyectiles que viajan a distancia mayor que a del eje x no
son dispersados.

Otro método: De la fig. 2.16 se sigue que’

Y =1m-28, b=asin[3=asin<g—%>=acos((p/2),
que es la ecuaciéon hallada anteriormente para b en funcion del angulo de deflexion . [ |

2.4.3 Formula de Rutherford

Consideremos a continuacion la dispersion de una particula de masa m por un potencial keple-
riano repulsivo V(r) = k/r, con k > 0. Este es también el potencial de interaccion entre dos
cargas puntuales gq; y g2 del mismo signo, siendo en tal caso k = q1q>/(41ep). La trayectoria
seguida por la particula se puede obtener a partir de la ecuacion (2.39), cambiando k por —k:

v = —« ; a—i e = 1+2EL2
" 1+ecos(p—@o)’ mk’ mk?

>1,

“En efecto, al ser central el potencial la fuerza ejercida por la esfera cuando la particula choca contra ella esta
dirigida segiin la normal a dicha esfera en el punto en que tiene lugar la colision. Por tanto la inica componente de
la velocidad del proyectil v que cambia tras la colision es la normal a la esfera. Ademas, por la ley de conservaciéon
de la energia se conserva v = v3 + vHZ, y por tanto v?. De esto se sigue que v, cambia de signo tras la colision, lo
cual es equivalente a la igualdad de los angulos formados por la velocidad del proyectil con la normal a la esfera
antes y después de la colision.

71



MOVIMIENTO EN UN CAMPO DE FUERZAS CENTRAL

Figura 2.17. Trayectoria de una particula en el potencial kepleriano repulsivo V(r) = k/¥ con
k > 0. El punto C = (xe/(e? — 1),0) es el centro de la hipérbola, mientras que O
y F = (2xe/(e® — 1),0) son sus focos. La distancia focal es por tanto ¢ = |O_C’| =
|CF| = ex/(e® — 1) = ea, siendo a = |OA| y e la excentricidad. Geométricamente,
la hipérbola es el lugar geométrico de los puntos P en el plano (x,y) definido por
la condicion |OP | — | PF| = 2a, pero la trayectoria incluye solo la rama derecha de
la hipérbola mostrada en la figura.

donde la energia y el momento angular estan dados en funcion de m y b por las ecs. (2.51)
y (2.52). Tomando, sin pérdida de generalidad, g = 1t se obtiene la expresion mas sencilla

X

V¥=———, (2.57)
ecosp —1

que es la ecuacion de la rama derecha® de una hipérbola centrada en el punto (ex/(e? — 1),0)
cuyos ejes son las rectas x = ex/(e? — 1) e y = 0. Para comprobar esto es conveniente utilizar
la ecuacion artesianas de la trayectoria, que se obtiene facilmente:;

2 2,2 2
2, 2 _ 2.2 2 2 xe ) 2 2, &°e o
+ = -2 + -1 - — = = .
X +y e x aex + « = (e )(x o 21 o2 _1
Esta ecuacién se puede escribir en la forma
X% v?
ﬁ - ﬁ = 1, (258)
donde X = x —«x/(e2—-1),Y=vyy
o o
=% h=——.
A=y e2 —1

La ecuacion (2.58) es la de una hipérbola que tiene como ejes las lineas X = 0 e Y = 0, centrada
en el punto con coordenadas X = Y = 0 donde los ejes se cruzan. En las coordenadas originales
(x, ) el centro es por tanto el punto C = (xe/(e? — 1),0) en el eje x positivo. los Las asintotas
de la curva son las rectas Y = +(b/a) X, o Las asintotas de la curva son las rectas Y = +(b/a) X,

es decir
—+B(x— oe )
Y=*a e2—-1)’

8En efecto, de la ecuacion de la trayectoria en coordenadas polares se sigue que cos @ > 1/e > 0, y por tanto
x > 0.
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que se cortan en el centro C. Por otra parte, la distancia focal de la hipérbola ¢ viene dada por

2 2,2
> 5 5 lo% 5 ‘e oe
cc=a“"+b°=——1+e--1)=———- = <= =

(e2—1)2( ) (e2 —1)2 ez -1

ea,

y por tanto e = c/a es de nuevo la excentricidad. Los focos son los dos puntos en el eje x
a distancia c¢ del centro (xe/(e? — 1),0) = (c,0), es decir, el origen y el punto F = (2c,0).
Finalmente, en virtud de la ecuaciéon (2.57) se tiene ex = « + v > 0, y por tanto la trayectoria
coincide con la rama derecha de la hipérbola.

Como r = 0, el angulo @ en la ec. (2.57) ha de variar entre — arccos(1/e) y arccos(1/e). Por
tanto las asintotas de la hipérbola forman un angulo arccos(1/e) con el eje x, que en este caso
es la linea que une el origen con el periapside (8/(e — 1),0), cuyo angulo polar es @ = 0 (cf. la
fig. 2.17). Por consiguiente

2 2

X = arccos(1/e) = %:cosxzcos<3—£)=sin((,u/2),

de donde se sigue que

2FEL2
mk? -’

e?—1=csc?(@/2) —1 =cot?®(y/2) =

De las expresiones (2.51) y (2.52) se obtiene

2EL*  m2u?b? B2
mk2 k2

k2
P cot’(y/2).

Al ser cot(y/2) = 0 (ya que 0 < ¢ < 1), de la expresion anterior se sigue finalmente la relacion

mliLZ cot(y/2) . (2.59)

Sustituyendo esta expresion en la ec. (2.49) se obtiene facilmente

k? cot(yp/2) 1 k2

2
- 2) = _
m2ut  siny p 8¢ (Wi2) 4m2u?

o(p) = csct(yw/2), (2.60)

que es la famosa formula de Rutherford (cf. la fig. 2.18). La distancia minima al origen alcan-
zada por las particulas dispersadas por el potencial kepleriano repulsivo esta dada por la ecua-

cion (2.54), es decir
k 1 5 2k
— =-mu = d= .
a 2 mu?

En funciéon de esta distancia, la secciéon eficaz diferencial de dispersion se expresa mediante la

formula

2

o(yp) = %6 esct (@ /2).

El comportamiento asintotico de o () esta dado en este caso por

2 2

o(y) = 4 o(y) a
v w—0 Y4’ v y-m 16"

Ejercicio. Deducir la relacion (2.59) utilizando las ecs. (2.50)-(2.53).
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=
5 10°
<
NS
§ 102
1071 ‘
o 3 3 3 oo
Y

Figura 2.18. Seccién eficaz de dispersion por el potencial V(¥) = k/v, con k > 0 (la escala del eje
vertical es logaritmica).

Solucion. En este caso

1-x 1- 7 —x?=1- "0 —x?=1+

E bE - mu?b m2u4b?

o Vib/x) _ . kx o 2kx 5 k2 <+ k )2

por lo que es conveniente efectuar el cambio de variable

k k?

X+ — =1+ —
mu?b miuth? 3

en la integral (2.53). Entonces

o Vb/x) _ <1 k?

1—-x ——5
E miutb?

Ja-g,

y por tanto

1
X = J € _m_ arcsin &,
o /1 — &2 2

siendo &g el valor de & para x = 0O:
k/(mu?b)

k2
miutb?

& =

1+

(Notese que el limite superior de la integral, correspondiente al valor x = xg, no es mas que la
raiz positiva de la ecuacion 1 — £2 = 0.) Utilizando ahora la ec. (2.50) se obtiene

) , k2 k? .
Y =2arcsingy = &y =sin(y/2) = P TR <1+W) sin“(y/2)
2 k
— 2 —
m = tan (W/Z) S b = muz COt((,U/z),
al ser ¢ € [0, 1t].
Ejercicio. Probar que para el potencial kepleriano atractivo V(v) = —k/v, con k > 0, la seccién

eficaz diferencial de dispersion también esta dada por la formula de Rutherford (2.60).

Solucion. En primer lugar, para el potencial kepleriano atractivo las 6rbitas de energia positiva
son ramas de hipérbola (cf. la Seccion 2.3.1 y la fig. 2.19), y por tanto no rodean el origen. Por
consiguiente podemos aplicar las ecs. (2.49)-(2.53), teniendo en cuenta que, al ser el potencial
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2.4 Dispersion en un campo de fuerzas central. Formula de Rutherford

Figura 2.19. Trayectoria de una particula en el potencial de Kepler atractivo V(r) = —k/r con
k > 0 (rama izquierda de una hipérbola con focos en O y F y centro en C, donde
|OC| = |CF| = c =ea/(e? - 1)).

atractivo, el angulo de deflexién ¢ es igual a 2x — Tt. De la ecuacion de la 6rbita (2.39) se sigue
que este caso x = arccos(—1/e), y por tanto

1 _cos[ T £>__ ; 1_g
e—cosx—cos<2+2 = —sin(y/2) = e—Sln((.U/Z),

como en el caso repulsivo. El resto del calculo es idéntico, ya que la féormula para la excentricidad
depende de k2, y por tanto

2,472
(:0'(2((,11/2)=e2—1=M = b=

k
2 P cot(y/2),

que es la ec. (2.59).

Ejemplo 2.8. ;Cudl es la seccion total de dispersion hacia atrds op, en la dispersion de una
particula por el potencial V(v) = k/¥ (con k > 0)?

Por definicion de seccién eficaz de dispersion, o, es el area de la region del plano P, de donde
proceden los proyectiles que son dispersados hacia atras, es decir con un angulo de deflexién
Y entre 1t/2 y 1. De la ec. (2.59) se sigue entonces que el parametro de impacto b de los pro-
yectiles dispersados hacia atras esta comprendido entre 0 (correspondiente a ¢ = Tty k/mu?
(correspondiente a ¢ = 1t/2). En otras palabras, son dispersados hacia atras los proyectiles que
parten a distancia menor o igual que k/mu? del eje x en el plano P.,. Por tanto la seccion eficaz
pedida sera igual al area de un circulo de radio k/mu?, es decir a

mk?  md?

op=—5— =
miu4 4

Evidentemente, el mismo resultado se obtiene utilizando la formula de Rutherford:

dox

TTk? J“ cos(y/2) 21k? J“/z COS X
Op =

T

21TJ siny o dy = dy =
2 Yo(y)dy m2u? Jr2 sind(w/2) V= A /4 sin® o
Tl'k2 1 '11/2 Tl'k2

m2ut sin® « |nja miut’

El resultado anterior fue de gran importancia en la historia de la fisica. En efecto, a principios
del siglo XX se creia que la carga positiva del nicleo atobmico estaba distribuida uniformemente
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(este es el llamado “modelo del pudding de pasas” de ]J. J. Thomson). Para comprobar esta hi-
potesis, Ernest Rutherford ide6 un experimento que consistia en lanzar un haz de particulas «
(nucleos de He*™") contra una lamina muy fina (para evitar colisiones multiples) de atomos de
oro. Al ser la masa de las particulas « mucho mayor que la de los electrones —que, segun el
modelo de Thomson, se moverian en el fondo uniforme de la carga positiva de los nucleos—,
dichas particulas no deberian ser apenas dispersadas. En 1909 Hans Geiger y Ernest Marsden
realizaron este experimento bajo la direccién de Ernest Rutherford, y para su sorpresa hallaron
que un niimero pequeno pero no nulo de particulas « eran dispersadas incluso en angulos pro-
ximos a 180°. Rutherford, Geiger y Marsden dedujeron correctamente que este hecho era debido
a las colisiones individuales de las particulas « con las cargas positivas de los nucleos de Au,
que, al contrario de lo predicho por el modelo de Thomson, deberian estar concentradas en una
region muy pequefia. De hecho, el valor teérico hallado anteriormente para o}, permite hallar una
cota superior al radio a del nicleo de Au. En efecto, si v es la densidad de particulas « del haz
por unidad de superficie transversal entonces el niimero de particulas « dispersadas hacia atras

esta dado por
NbZVO'b=Ed2 = d= %
4 \V TtV

Como la distancia d de maximo acercamiento de las particulas « al nticleo de Au ha de ser mayor
o igual que su radio a, de la férmula anterior obtenemos la acotacién

4Ny
as. ./ —|. |
v

Ejercicio. Calcular la seccion eficaz de dispersion hacia atras en el potencial V (r) = k/(272) con
k> 0.

Solucion. En este potencial, la relacion entre el angulo de deflexion g y el parametro de impacto b
esta dada por la ec. (2.56). Por tanto los proyectiles se dispersaran en angulos iguales o superiores
aTr/2 si
2k /4 __k
mu? /221 —1/2) 3mu?’

En consecuencia la seccion eficaz de dispersion hacia atras es igual en este caso a

. mk md? .
 3mu?2 3

Op
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3 Formulaciones lagrangiana y hamiltoniana de la
mecanica

3.1 Introduccion al calculo variacional

3.1.1 Problema fundamental del calculo de variaciones

El problema fundamental del calculo de variaciones (en su version mas sencilla) es el de hallar
los extremos de una funcion de la forma

Fly] = x2f<x,y<x>,y’(x>)dx (- %), 3.1)

donde f : R3 — R es de clase C? (derivables dos veces con continuidad) y la funcion y : [x1,x2] —
R (que también supondremos de clase C2) debe cumplir las condiciones de contorno

y(x1) =y1, y(x2) =2 (3.2)

con y1,y2 fijos. Desde el punto de vista matematico,
F:C3([x1,x2]) = R

es una funcion cuyo dominio es el espacio CS([xl,xz]) de funciones escalares y : [x1,x2] = R
de clase C? en el intervalo [x1,x2] que satisfacen la condicién (3.2). En otras palabras, a cada
funcién y : [x1,x2] — R, que podemos identificar con su grafica

{(x,7(x)) :x1 <x <x2} CR?,

la aplicacion F le asocia el nimero dado por el miembro derecho de (3.1). Una funciéon de este
tipo, cuyo dominio es un conjunto de funciones, recibe el nombre de funcional. A la funcién f
que aparece en la ec. (3.1) se le denomina densidad del correspondiente funcional F.

Ejemplo 3.1. ;Cual es la curva plana de menor longitud que une dos puntos dados?

Denotemos dichos puntos por (x;, y;) (i = 1,2), y supongamos que x; # x> (lo que siempre
es posible escogiendo adecuadamente los ejes). Si nos restringimos, por sencillez, a curvas que
sean la grafica de funciones y : [x1,x2] — R entonces el problema propuesto es el de hallar el
minimo del funcional longitud

Fly]l = J:Z A1+ (x)2 dx

con la condicion (3.2). ]

Ejemplo 3.2. Problema de la braquistocrona. Una particula de masa m se mueve en un plano
vertical a lo largo de una curva de extremos fijos (x1,y1) vy (x2,¥2), con x1 < X2 € y1 > )».
;Para qué curva es minimo el tiempo que emplea la particula en recorrer la distancia entre ambos
puntos?
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Si se desprecia el rozamiento, la fuerza de reaccion de la curva sobre la particula es perpendi-
cular a dicha curva, y por tanto no realiza trabajo, se conserva la energia:

%mvzntmgy:E.

Si la curva es la grafica de una funcién y (x), el diferencial de tiempo a lo largo de dicha curva

esta dado por
A1+ Yy (x)2
Y dx.
\/2g —y(x)

Por tanto el problema propuesto es el de hallar el minimo del funcional (proporcional al tiempo
de recorrido)

1+ y (x)2 E
e (0= 1n5) (3.3)

con la condicién (3.2). Notese que de la conservaciéon de la energia se sigue que y < g, y que
o = 1 sila particula esta inicialmente en reposo. [ |

Ejemplo 3.3. Principio de Fermat. ;Cual es la trayectoria seguida por un rayo luminoso al pasar
de un punto (x1, Y1) a otro punto (x2,y?2) en un medio Optico plano con indice de refraccion
nix,y)?

Segun el principio de Fermat (en la aproximacion de la 6éptica geométrica), la trayectoria del
rayo luminoso que une los puntos (x1,y1) Y (X2, y2) es la curva para la cual el tiempo empleado
por la luz en recorrer la distancia entre ambos puntos es minimo. Supongamos, de nuevo, que
X1 # X2 y que la trayectoria es la grafica de una funcion y(x). Por definicion de indice de
refraccion, la velocidad de la luz en un punto (x,y) del medio esta dada por

vix,y) = —°
’ nix,y)’
siendo c la velocidad de la luz en el vacio. Como
ds
dt = —— =n(x,y) —
vix.y) n( y)

el problema propuesto es equivalente al de determinar el minimo del funcional (proporcional al

tiempo de recorrido)
X2
FIvl = [ nle v+ (02 dx, (3.4)

X1

de nuevo con la condicién (3.2). El funcional (3.4), que tiene dimensiones de longitud, se deno-
mina longitud dptica. Obsérvese que si el indice de refraccion es constante F es proporcional al
funcional longitud del primer ejemplo, y por tanto el camino seguido por la luz es la curva de
menor longitud que une los puntos (x1,y1) y (x2,»2). Notese también que si el indice de re-
fraccion es proporcional a (yo — y)~1/2 la trayectoria seguida por la luz es la braquistocrona del
ejemplo anterior. [ ]

3.1.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Para resolver el problema fundamental del calculo de variaciones formulado en la subseccion an-
terior procederemos esencialmente del mismo modo que se hace en Analisis real para determinar
los extremos de una funcion ordinaria de R en R. La idea es que en ambos casos los extremos
son los puntos (funciones en este caso) para los cuales se anula en primer orden la variacion
sufrida por la funciéon cuando incrementamos infinitesimalmente su argumento.
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Mas precisamente, supongamos que Y (x) es un extremo (maximo o minimo) del funcional (3.1)
con la condicién (3.2). Sea n(x) una funcioén cualquiera (de clase C2) que cumple

n(xi) =nixz) =0, (3.5)

de modo que para todo € € R la funcion y, := y +¢n satisface las condiciones (3.2). Las funciones
Ve(x) (con € € R) forman una familia uniparamétrica que contiene al extremo 7y (x) para € = 0.
Mas informalmente, si € es pequeiio podemos pensar en las funciones y:(x) como pequeias
variaciones del extremo y (x). En cualquier caso, si restringimos el funcional F a estas funciones
obtenemos una funcion de una variable

X2
g =F[yl=| flx,y(x)+en(x),y (x)+en (x))dx
X1
que tiene un extremo en € = 0. Sabemos que una condiciéon necesaria (aunque en general no
suficiente) para que esto ocurra es que g’ (0) = 0. Calculando la derivada g’ (&) se obtiene:

X2

g'(g) = 9 (x,y(x) +en(x),y (x) +&n'(x)) dx

X1 o€
of
o0y’

x2
- J [af(x,y(x) +&n(x), ¥ (x) + en(x)) n(x) +

3 (x,y(x) +en(x),y (x) +£n(x))r/'(x)] dx
X1 Yy

y por tanto

af
oy’

X2
g'(0) = J [af(x,y(X),y’(x)) nix) +

x1 | 0y (x,7(x), ¥ (x))n (x)] dx.

Por consiguiente, sila funcion y (x) es un extremo del funcional F con las condiciones (3.2) debe
satisfacer

of
o0y’

para cualquier funcién n(x) que cumpla (3.5). La ecuacién (3.6) se puede simplificar integrando
por partes el ultimo sumando, ya que

x2 g ,
[ 2 vy oo neo +

X1

(x, 7 (x),»" (x)) n’(x)] dx =0 (3.6)

X2
o (0, 0 ' ()
X1
_of ' A d(of ,
=3y (x,¥(x), " (x)) n(x) oy n(x)dx<ay, (x,y(x),y (x))> dx
I d(of ,
- X1 n(x)dx<ay/(x’y(x)|y (x)))dX,

donde se ha tenido en cuenta la condicion (3.5). Utilizando esta ultima ecuacién en (3.6) se
obtiene finalmente

d(af

X2 af ,
J [@(X,y(x),y(X))—a 3y’

X1

(X,y(x),y'(x)))]r)(x)dx:O. (3.7)

Como dicha condicién ha de verificarse para cualquier funcion n que cumpla (3.5), el término
entre paréntesis ha de anularse idénticamente en el intervalo [x1,x2], y por tanto el extremo
v (x) ha de satisfacer la ecuaciéon de Euler-Lagrange

d /o , 0 )
dx(f)gjj' (x,¥(x),» (x))> - ai(x,y(x),y (x)) =0, VxE€[x,x2]. (3.8)

e Es importante recordar que la ecuacién de Euler-Lagrange (3.8) es una condicibn necesaria,
pero en general no suficiente, para que y(x) sea un extremo del funcional F. Hablando con mas
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precision, las soluciones de dicha ecuacion son los puntos criticos de F (del mismo modo que
los puntos en que se anula la derivada de una funcién de R en R son los puntos criticos de
dicha funcion). Por este motivo, a las funciones y (x) que satisfacen la ec. (3.8) se les denomina
extremales del funcional (3.1).

e Si (como estamos suponiendo) la funcion f es de clase C?, la ec. (3.8) se puede escribir en la
forma equivalente

o°f ., 9f _, 0°f of
0y’2 Yo 0y0y’ Yot oxdy’ 0y 0
En particular, si se cumple la condicién
0% f
oy'2 #0

la ecuacion anterior es una ecuacion diferencial ordinaria de 2° orden en la funcién incognita y.
Para hallar los extremales del funcional F, se deben afiadir a dicha ecuacién las condiciones de
contorno (3.2).

e Multiplicando el miembro izquierdo de la ecuacién de Euler-Lagrange (3.8) por v’ se obtiene

, d of ,g_£<,8f> ,of ,,5f_i<,5f ) of
dx oy’ Y oy dx\” 2y’ 4 oy Y 0y’ dx Y 0y’ f)+ ox
Por tanto, la ecuacion de Euler-Lagrange se puede escribir en la forma equivalente
d(,of _ ) of _
dx (y oy’ f)+ ox 0. (3.9)

En particular, si f no depende explicitamente de x (es decir, si es funcién tnicamente de y e y’),
se conserva la funcion entre paréntesis en el miembro izquierdo de (3.9):

of _ o
ax—O = h:=y

of
0y’

— f = const. (3.10)

Se dice en tal caso que la funcion h es una integral primera de la ecuacion de Euler-Lagrange (3.8),
ya que cuando h se conserva dicha ecuacion de segundo orden es equivalente a la ecuacion de
primer orden (3.10). Llamaremos a h la integral de la energia, ya que en muchos problemas
mecanicos coincide con la energia total del sistema.

e Del mismo modo, si f no depende de y de la ec. de Euler-Lagrange se sigue que se conserva
la derivada de f respecto de y':

E—O = &

o o = const. (3.11)

Ejemplo 3.4. Los problemas enunciados en los Ejemplos 3.1-3.2 se resuelven facilmente utili-
zando la ecuacion de Euler-Lagrange y las leyes de conservacion (3.10)-(3.11). En efecto, en el
caso del funcional longitud la ec. (3.11) proporciona

of _ ¥
oy’ 1+ y2

Por tanto y(x) = ax + b, donde las constantes a y b han de elegirse de modo que se cumplan
las condiciones (3.2). En consecuencia, la curva de minima'! longitud es la linea recta.

=const. = 7y’ = const.

LStricto sensu, solo hemos probado que la linea recta es un extremal del funcional longitud.
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3.1 Introduccioén al calculo variacional

Yo — 2k

Figura 3.1. Arco de la cicloide (3.12) con x¢ = 0 y signo “+” en un periodo 0 < 6 < .

En cuanto al funcional (3.3), la ec. (3.10) proporciona

2
(3’ N+ yr2> (yo—y) 12 =—(1+y?)"Y2(yy—y) 12 = const.

J1+y2

— (yo— )1 + %) =2k,

con k > 0 constante. Por tanto

y'=+\/ 2k _1:+\/2k—yo+y
“Noyo-y - Yo-y

o — [ Yo—-Y
oo ij 2k—yo+ydy

con xg constante. Efectuando el cambio de variable

de donde se sigue que

Yo —y = 2ksin® 0
se obtiene

X - xo = 14kJ’sin29cos9
co

S0 do = ¢4kjsin2 0do = ¢2kJ(1 —c0s20)do = Tk (260 — sin20).

Las ecuaciones paramétricas de la curva buscada son por tanto

x = x0 F k(20 — sin20), Y =y —2ksin® 0 = yp — k (1 — cos20). (3.12)

Estas son las ecuaciones de una cicloide? invertida descrita por una circunferencia de radio k
(cf. 1a fig. 3.1), donde las constantes xg y k deben de nuevo determinarse imponiendo que se
cumplan las condiciones de contorno (3.2). [ ]

Ejemplo 3.5. La ecuacion de Euler-Lagrange para el funcional (3.4) se escribe

d (nG,»)y") o onx,y)
P (ierrz ) 14y oy =0.

Esta ecuacion se puede expresar en una forma mas compacta teniendo en cuenta que si s es la
longitud de arco a lo largo de la trayectoria del rayo luminoso entonces

d_dS_ld_ ,2_1/2(21
(&) G-y

2Notese que el doble signo se puede omitir, ya que los puntos de la curva correspondiente al signo
obtienen a partir de los de la curva con el signo “+” cambiando 6 en —0.

se
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FORMULACIONES LAGRANGIANA Y HAMILTONIANA DE LA MECANICA

De esta forma se obtiene la ecuacion

CLJ’) on(x,y)
oy

g(n(x
ds Y ds

Por ejemplo, si el indice de refraccion no depende de la coordenada y la ecuacion anterior
proporciona

dy n*(x)y”? ., . k
n gy =k = 1+y72 k= N

con k constante. Por tanto en este caso la ecuaciéon de los rayos luminosos es

Y=y +kJ7dx
0= ) UnZx) —k2°

En particular, si
n
n(x)=?0 (nog >0, x>0)
entonces
x dx 1
Yy -=D>Yo= ikJri =¥ nd - k2x2 = «x
nj — k2x?2

Por tanto las trayectorias de los rayos de luz son en este caso arcos de circunferencia con centro
en el eje y. [ |

Estudiaremos a continuacién una versiéon mas general del problema fundamental del calcu-

lo de variaciones, en que el funcional F depende de n funciones escalares yi,..., Yy, de una
variable real x. Equivalentemente (y mas ventajosamente desde el punto de vista notacional),
podemos considerar F depende de una Unica funcion vectorial y := (y1,...,¥Yn) : R - R™. Mas

precisamente, consideremos el funcional

Flyl = xzf(x,y(x),y%x)) dx |, (3.13)

cuyo dominio son las funciones y : [x1, x2] — R” de clase C? en el intervalo [x71, x> ] que satisfa-
cen las condiciones analogas a (3.2):

y(x1) =v1, y(x2) =vy2, (3.14)

para ciertos vectores fijos y;,y2> € R™.
Aligual que antes, para determinar los extremos de dicho funcional con las condiciones inicia-
les (3.14) efectuamos una variacion

Ve(x) =y(x) + en(x)
alrededor de un extremo y(x), donde la funciéon vectorial n =: (n1,...nx) ha de satisfacer
n(xi1) =n(xz2) =0 (3.15)

para que y. cumpla las condiciones (3.14) para todo ¢. Restringiendo el funcional F a la funcion
variada y. obtenemos, como antes, la funcién de una variable

X2
g(&) :=Flye] = . S(x,ye(x),ye(x)) dx,
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3.1 Introduccioén al calculo variacional

cuya derivada en ¢ = 0 debe anularse. Calculando dicha derivada e integrando por partes tenien-
do en cuenta las condiciones (3.15) se obtiene facilmente la expresion

d of
dx d Vi

g'(0) = j [ (x, y(x), ¥ (x)) — (x,y(x),y (x))] ni(x) . (3.16)
X1 =1

Como esta expresion debe anularse cualesquiera que sean las funciones n; que cumplan las
condiciones (3.15), concluimos que los extremos del funcional (3.13) deben satisfacer las n ecua-
ciones de Euler-Lagrange

daf of
dx oy, 0yi

=0, i=1,...,n. (3.17)

De nuevo, dichas ecuaciones son solo condiciones necesarias para que la funciéon y(x) sea un
extremo del funcional F. Por este motivo a las soluciones de (3.17), que son los puntos criticos
del funcional (3.13), se les denomina de nuevo extremales de dicho funcional.

e Desarrollando las ecuaciones (3.17) se obtiene

n 2 nooo52 2
> a,f, "'+Z f,yJ o°f _9f =0, i=1,...,n.
o 0Y;0Y; 0y;joy; 0x0y; Ay
Por tanto, si el hessiano de la funcion f respecto de las variables y; no se anula idénticamente,
es decir si ,
ger (555) 2o,
ayiayj 1<i,j<n

las ecuaciones de Euler-Lagrange (3.17) son un sistema de n ecuaciones de 2° orden en las n
funciones y; (i = 1,...,n), al que deben afiadirse las 2n condiciones de contorno (3.14).

« Multiplicando el miembro izquierdo de la ec. de Euler-Lagrange (3.17) por y; y sumando en i

se obtiene
X, d o L d (& ,0 a
Z Yi f Z Yi Ar Z Yi f f f =0.
= dx 0y] = ay " dx 0y;

Por tanto, si f no depende explicitamente de x se conserva la funcion

L, of af
h:= f —f= = — i
1,21 ayl Y

Como en el caso escalar, h recibe el nombre de integral de la energia. También es evidente que
si f es independiente de la variable y; se conserva la derivada de f respecto de y;:

of of
— =0 — -
0yi oy

i

= const.

e Llamemos

O0y(x) == ye(x) —y(x) = en(x)

a la variaciéon de la funcion y(x), donde la funcién vectorial n cumple las condiciones (3.15).
Entonces el cambio (o variacion) F[y:] — F[y] = g(¢) — g(0) del funcional F a primer orden en ¢
esta dado por

d ,
OF[y]:= sg‘g:OF[yg] =&g (0).
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De la ec. (3.16) se deduce que podemos escribir dicha variacion en la forma compacta

2of ;
OF[y] = 5f(x,y(x),y (x)) - 0y(x)dx, (3.18)
x1 OY
siendo por definicion
of _of dof
5y 3y dx oy (3.19)
., . of , . . .
La funcién (vectorial, de n componentes) g(x,y,y ) se denomina derivada variacional de la

densidad f respecto de la funcion y(x). En particular, con esta notacion las ecuaciones de Euler-
Lagrange (3.17) del funcional (3.13) expresan simplemente la anulacion de la derivada variacional
de su densidad f:

of

O0Fly] =0 < =

=0. (3.20)

o Consideremos dos funcionales de la forma (3.13)-(3.14) con densidades f; y f» que difieren en
la derivada total respecto de x de una funcion g(x,y):

) = e 4 d _dglx,y) dg(xy)
fZ(X’Y’Y)—fl(X,Y,Y)-I-dxg(x,y), dxg(X’Y) = ox + ay Yy .

Entonces

X2
Elyl- Ryl = dg(x,y)

e dx= g(x1,y(x1)) = g(x2,y(x2)) = g(x1,y1) — g(x2,¥2),
X1

en virtud de las condiciones (3.14) que deben satisfacer las funciones y(x) en el dominio de los
funcionales F; y F». Por tanto dichos funcionales difieren en una constante, y en consecuencia
tienen los mismos extremales. Por consiguiente las ecuaciones de Euler-Lagrange de las densi-
dades f1 v f» han de ser equivalentes, ya que tienen las mismas soluciones. De hecho, dichas
ecuaciones son idénticas, ya que

Syidx 0y;dx dx 3y,

0 dg dg . 6 dg 0 dg d@(dg) 0 dg d og

oyl dx  0yi dx zayia_ﬁayizo’

y por tanto (al ser la derivada variacional obviamente lineal)

ofe _0fi  6dg _oN
oy oy dOydx oy’

En otras palabras:

Dos densidades que difieren en una derivada total dan lugar a las mismas ecuaciones de Euler-
Lagrange.

Ejercicio. Demostrar que si la derivada variacional de una funcién f(x,y,y’) se anula idénti-
camente entonces f es la derivada total de una cierta funcién g(x,y). De este hecho se sigue
inmediatamente el reciproco del resultado anterior: si dos densidades f1 y f» generan las mismas
ecuaciones de Euler-Lagrange necesariamente difieren en un derivada total.
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3.2 Principio de Hamilton en sistemas sin ligaduras

Ejemplo 3.6. Hallemos la ecuacion de las trayectorias seguidas por la luz en un medio 6ptico de
indice de refraccion n(r).

Seguin el principio de Fermat, la trayectoria r = r(u) del rayo luminoso que une dos puntos
r1,I2 € R3 (donde u € [u1,u2] es un parametro cualquiera a lo largo de dicha trayectoria) ha de
minimizar el tiempo empleado por la luz en recorrer la distancia entre ambos puntos. Al ser

ds_ 2
@—\/r (u),

donde la prima indica derivada respecto de u, se tiene

dt ds ; n(r(uw) [
dt = E@d v\/ r(u) du—fx/rZ(u) du.

Por tanto la trayectoria buscada ha de minimizar el funcional longitud 6ptica (proporcional al

tiempo de recorrido)
uz
Flr] = j n(r(u))\r2(u) du

u
con las condiciones
r(u) =ry, r(uz) =r;

(notese que en este ejemplo u juega el papel de x y r el de y). Las ecuaciones de Euler-Lagrange
de este funcional son por tanto

d on d : on _
2 9 8 i - P
au (g (0F7) ) 07 38 = L (Tt) e =0, =123,
donde r = (x1, x2,x3). Teniendo en cuenta que
1 d_d
Vrz du ds’

las ecuaciones anteriores se pueden escribir en la forma mas geométrica siguiente:

af,dry o
ds\"ds/ or"’

Esta es la ecuacion fundamental de la 6ptica geométrica. Por ejemplo, si el indice de refraccion
depende solo de 7 (es decir, si el medio 6ptico es esféricamente simétrico) entonces

d(rxndr>—rxa—n—n’(7)rx£—0
ds ds/) or r

y por tanto la trayectoria del rayo luminoso esta contenida en un plano que pasa por el origen de
coordenadas. [ |

3.2 Principio de Hamilton en sistemas sin ligaduras

3.2.1 Principio de Hamilton para una particula

Consideremos, en primer lugar, el movimiento de una particula de masa m sometida a una fuerza
irrotacional

F(t,r) = - VD (3.21)
or
Las ecuaciones de Newton son en este caso
mxi = — ov , i=1,2,3, (3.22)
axi
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donde de nuevo hemos denotado por x; a la i-ésima componente del vector de posiciéon. Nos
preguntamos si las ecs. (3.22) son las ecuaciones de Euler-Lagrange de algin funcional

b2
L(t,x(t),1(t))dt.

51

(Notese, de nuevo, que en este caso t juega el papel de x, r el de y y L el de f.) Aunque es facil
responder afirmativamente a esta pregunta simplemente por inspeccion, se puede proceder del
siguiente modo. Escribiendo las ecuaciones (3.22) en la forma

d . ov )
a(mxi)—i—a—xi—o, i=1,2,3,

vemos que basta hallar una funcién L(t,r,¥) que verifique las ecuaciones

oL . oL ov .
6)'(i_mx“ axi__axi’ i=1,2,3.

. . oL .
Integrando primero las tres ecuaciones para x se obtiene
i

L=-V+g(tn),
y sustituyendo a continuacion en las restantes ecuaciones queda

o9 . .
a—).ci—mxl, i=1,2,3,

lo que determina la funcion g:

g=%mi‘2+h(t).

Por tanto la funcién mas sencilla con la propiedad buscada es

L:%m#—vmn:T—vmm. (3.23)

La funcion L recibe el nombre de lagrangiano del sistema. Hemos probado por tanto el llamado
principio de Hamilton en su version mas sencilla:

La trayectoria seguida por una particula de masa m sometida a la fuerza (3.21) al desplazarse
de un punto r; en el instante ¢; a otro punto r» en el instante t» es un extremal del funcional

t2
S[r] = L L(t,r(t),1(t))dt (3.24)

con las condiciones
r(t1) =r1, r(t2) =ro.

El funcional (3.24) recibe el nombre de accion. Notese que la accién tiene dimensiones de energiax
tiempo o de longitud x momento, ya que L (al igual que T o V) tiene dimensiones de energia.
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3.2.2 Principio de Hamilton para un sistema de particulas

El principio de Hamilton se extiende sin dificultad a un sistema de N particulas, siempre que la
fuerza total F; que actiie sobre cada particula sea irrotacional:

aV(t,I‘l, . ,I‘N)
al‘i ’

Fi(t,r1,...,rn) = — i=1,...,N. (3.25)

En otras palabras, es facil comprobar que las ecuaciones de Newton del sistema:

ov(t,ri,...,rN)

mir; = — or; , i=1,...,N,
son las ecuaciones de Euler-Lagrange de la accion
tZ - -
Slry,...,rn] = , L(t,x1(t),...,rn(L),E1(L),...,En (1)) dE, (3.26)
1
siendo en este caso el lagrangiano
1 N
L(t, T, et B EN) = T = V(T TN = 5 > mitz —V(t,r1,...,In) . (3.27)
i=1

En efecto, agrupando las tres ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes a la coordenada r;

se obtiene

_doL OL_ddT V. _d o BV _ e o

~dt or; or; Codt or; or; S dt wt or; I v
que es la ecuacion del movimiento de la i-ésima particula. Se verifica por tanto la siguiente
version mas general del principio de Hamilton:

La trayectoria seguida por un sistema de N particulas sometidas a las fuerzas irrotaciona-
les (3.25) es un extremal de la accion (3.26) con las condiciones

ri(t1) =ria,...,rn(t1) =rn1, ri(t2) =r12,...,IN(f2) =INp2.

¢ El principio variacional de Hamilton se suele denominar también principio de minima accién,
ya que en la practica totalidad de los casos de interés las trayectorias de un sistema mecanico
resultan ser minimos de la accion (al menos localmente). Con mas propiedad, dicho principio
recibe el nombre de principio de accion estacionaria, ya que como sabemos las ecuaciones de
Euler-Lagrange solo garantizan el caracter estacionario de la accion.

e Del principio de Hamilton y de las leyes de conservacion de las ecuaciones de Euler-Lagrange
deducidas en la subseccion anterior se deduce que si el lagrangiano (3.27) no depende explicita-
mente del tiempo se conserva la integral de la energia

No5L N

h= >t~ ~L=>mi?-L=2T-(T-V)=T+V,

; 8rl- ; t
i=1 i=1

que en este caso coincide con la energia total del sistema. Este resultado concuerda con el ob-

tenido en la Seccion 1.5.2, ya que L es independiente del tiempo si y solo si el potencial V no

depende de t, en cuyo caso la fuerza (3.25) que actiia sobre el sistema es no solo irrotacional
sino, de hecho, conservativa.
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e Del mismo modo, si el lagrangiano L no depende (por ejemplo) de la coordenada x de la

= (, entonces se conserva ——

articula i, es decir si
P ' ox; ox;

a—L =0 = a—L = const
axi_ a)'Ci_ '

Notese que este resultado no es mas que la ley de conservacion de la componente x del momento

de la particula i, ya que
LI
a)'Ci_a)'Ci_ iXi = Pi)x-
Esto concuerda con lo visto en la Secciéon 1.5.2, ya que

oL ov

axi = _aXi = (Fi)X

Evidentemente, el mismo resultado es valido para las coordenadas y; o z;.

3.2.3 Covariancia de la formulacién lagrangiana

Una de las grandes ventajas de la formulaciéon lagrangiana de la mecanica es su covariancia
bajo cambios de coordenadas. Mas concretamente, consideremos de nuevo el movimiento de una
particula de masa m sometida a una fuerza irrotacional, cuyas trayectorias son los extremales
de la accion (3.24). Sea (q1,q2,q3) =: q un sistema de coordenadas curvilineas, y denotemos (con
un ligero abuso de notacion) por r(q) la funcion que expresa las coordenadas cartesianas r en
términos de las curvilineas q. El lagrangiano L(t,r,T) se expresa a su vez en términos de ¢ y su
derivada q utilizando la formula del cambio de coordenadas r = r(q) y su derivada respecto de t

ar(q) L or(q) .
—lZl oa; "7 oq 4

obteniéndose asi una funciéon

L( r(q ,ara(;l) Q) :=L(t,q,q)

que por construccion verifica
L(t,r,¥) = L(t,q,9).

La accion de una trayectoria cualquiera r(t) de la particula, que en las coordenadas gq; estara
dada por una cierta funcion q(t) = (g1 (t),q2(t),q3(t)), se puede por tanto calcular mediante la
formula

t2 ~
S[rl=| L(t,q(t),q(t))dt =: S[q].

t
Por el principio de Hamilton, las ecuaciones del movimiento son equivalentes a la Condici(')n oS[r] =

0, es decir 88 [q] = 0, que a su vez es equivalente a las ecuaciones de Euler- Lagrange =0.En
otras palabras:

Las ecuaciones del movimiento en el sistema de coordenadas curvilineas (q1,q2,q3) son las
ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes al lagrangiano L, es decir

d ol oL

aaiéli—aiinO, l=1,2,3.
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Normalmente el subindice g se suele suprimir, y las ecuaciones anteriores se escriben simple-
mente

d oL oL ,
E%_Tm_o’ i=1,2,3. (3.28)

Ejemplo 3.7. Ecuaciones del movimiento en coordenadas esféricas.
La energia cinética de una particula de masa m en coordenadas esféricas (7, 0, ) es

%miz = % 2 + 7202 + 7

2 5in® 6 p?)

(cf. Ia ec. (1.5)). Por tanto el lagrangiano en dichas coordenadas esta dado por

L=T-V(t,7,0,p)= % (72 + 7202 + r2sin? 0 2) — V(t,7,0,P).

Las ecuaciones del movimiento de la particula en coordenadas esféricas son por consiguiente

doL oL _ o (02 +sin20@?) + 2 _

T T ar—mr mr (0 + sin 9(p)+ar—0,

doL AL _ . d oae oo 2, OV

S ae—mdt(r 0) —mr-sindcos O @ +89_0’ (3.29)
doL AL _ d o p . 3V _

0 acp_mdt(r sin 9cp)+a(p—0.

Si el potencial V no depende de la coordenada azimutal ¢ entonces se conserva

g;; =mr?sin® 0 ¢,

que es la componente z del momento angular J. En efecto3,

J=7re, x m(¥e, +rOeg +rsindpe,) = mr’de, — mr’sinOpey, e, =cosbe, —sinley
= J,=J-e;=mr’sin0¢.
Si, ademas, el potencial tampoco depende de 0, entonces la fuerza es central (aunque no ne-
cesariamente conservativa), y por lo tanto el movimiento tiene lugar en un plano que pasa por
el origen. Para deducir este resultado a partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange (3.29), supon-

gamos, por sencillez, que el momento angular de la particula no es nulo, y tomemos el eje z
perpendicular a los vectores r(0) y 1(0). Entonces 6(0) = 1t/2,y

z=rcos0 = z=7cos0—r0sind@ = 2z(0)=0=-r(0)0(0) = 6(0) =0,
donde hemos tenido en cuenta que ¥ (0) # 0 en virtud de la condiciéon L # 0. Por tanto
0(0) =1/2, 6(0)=0, (3.30)

lo que implica que 6(t) = 1t/2 para todo t, es decir que el movimiento tiene lugar en el plano
0 = 1t/2. En efecto, sustituyendo 6 = 1/2 en las ecuaciones del movimiento quedan sendas
ecuaciones en ¥ y @ Unicamente:

ov(t,r)

mi"—mrq'92+7 =0, d%(mrqu) =0. (3.31)

3En esta seccion, para evitar la confusion con el lagrangiano L denotaremos por J el momento angular
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Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias, la solucion de las ecuaciones del movimiento que satisface las condiciones inicia-
les (3.30) junto con

r(0) =719, 7(0) =70, @0)=@o, @(0)=0go (3.32)

es 0 = 1t/2, junto con la soluciéon (r (t), p(t)) de (3.31)-(3.32). Notese también que utilizando la
conservacion de la componente z del momento angular las ecuaciones (3.31) se reducen a*

JP v _

my3 or 0.

mr?@ = const. = J, my —

Por ultimo, si el potencial V no depende de t, es decir si V es funcion solo de (v, 0, @), se

conserva la funcion
oL -0L oL .
H=%—+0—=+¢=r —L=m@F?+7r20° +r%sin’0¢?) - L=2T-(T-V)=T+V,
rar 30 qoa(p m@rc+r < sin® 0 @) ( )

que no es otra cosa que la energia del sistema. [ ]
Ejercicio. Comparar las ecuaciones (3.29) con la 22 ley de Newton escrita en coordenadas esféricas
(cf. las ecs. (1.6)).

Solucion. Basta tener en cuenta que
v _ov, 1ev. 1 v,
or or " 7090 Y rsindop ¥

3.2.4 Lagrangiano de una particula cargada en un campo electromagnético

Deduciremos a continuaciéon la formulaciéon lagrangiana de las ecuaciones del movimiento de
una particula de masa m y carga e en un campo electromagnético de potenciales ¢ (t,r) y A(t,r).
Como vimos en el Capitulo 1, las ecuaciones del movimiento son

.. 0P OA .
mr——e(a+§>+erx(VxA).
Como? 0A 0A 0 0A 0 dA
Tor TIX VXA = b g A S = A

podemos reescribir las ecuaciones del movimiento en la forma
d . 0 .
— (mr+eA)+e—(d-1r-A)=0
ar ( ) o ( )

Estas ecuaciones son las ecuaciones de Euler-Lagrange de un lagrangiano L(¢,r,T) si

oL . oL 0 .
E—mr+eA, ﬁ—ea(r-A—sﬁ).

4Como en el capitulo anterior, hemos escogido el eje z en la direccion del vector J, de modo que J, = J.

- T es el vector definido por

A . S 0A . )
E'rﬁi:zlaxixif('ﬁ)A’

>Por definicion, 9A
or

donde el operador T - % =1 - V esta dado por
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Integrando la segunda ecuacién obtenemos
L=e(f-A-®)+g(tT),
y sustituyendo en la primera queda

; 1 .
%?zmr = g:Eer,

a menos de una funcion arbitraria de t. Hemos obtenido por tanto el siguiente resultado:

Las ecuaciones del movimiento de una particula de masa m y carga e en un campo electromag-
nético de potenciales ®(t,r) y A(t,r) son las ecuaciones de Euler-Lagrange del lagrangiano

L(t,r,T) = %miz —ed(t,r) +ef - A(t,r). (3.33)

Notese que podemos escribir el lagrangiano anterior como
L=T-U,
donde el potencial U esta dado por
U(t,r,t) =e[®(t,r) —T - A(t,1)] (3.34)

y por tanto depende de la velocidad. Si los campos son estdticos, es decir si
0P 0A
_ = 0, _ = 0’
ot ot
entonces L no depende de t y se conserva por tanto
;oL
or

que como sabemos no es otra cosa que la energia electromecanica de la particula.

. ; 1 .
—L:mr2+er-A—L:imr2+ecb(r),

3.3 Sistemas con ligaduras

3.3.1 Movimiento de una particula sobre una superficie lisa

El caso mas sencillo de sistema mecanico con ligaduras es el de una particula de masa m someti-
da a una fuerza externa irrotacional con potencial V (t,r) cuyas coordenadas r satisfacen en cada

instante la ligadura (restriccion)
¢(t,r) =0. (3.35)

En particular, si ¢» no depende de t entonces la particula esta obligada a moverse en la superficie
de ecuacion ¢ (r) = 0. (En general, (3.35) es la ecuacién de una superficie movil.) A pesar de que
la fuerza externa es irrotacional, es preciso tener en cuenta la fuerza de reaccion (o de ligadura)
F(O(t,r,T) que ejerce sobre la particula la superficie de ligadura (3.35) en cada instante, por lo
que las ecuaciones de Newton son en este caso

N oV (t,r) _

FO(t,r,T). (3.36)
or

:Son estas ecuaciones del movimiento las ecuaciones de Euler-Lagrange de algun funcional ac-
ciéon?
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Para responder a esta pregunta, introduzcamos dos coordenadas independientes (q1,q2) = q
que parametricen la superficie (3.35). Por ejemplo, si

b (t,r) =1% —a(t)?, (3.37)

que es la ecuaciéon de una esfera de centro el origen y radio variable a(t) = 0, podemos utili-
zar las coordenadas esféricas q; = 0, g2 = @. De esta forma se puede especificar la posicion
de la particula en cada instante t mediante el valor q(t) que toman las coordenadas generali-
zadas g; en dicho instante. Indicaremos (con un ligero abuso de notacion) la relacién entre las
coordenadas generalizadas q y las coordenadas cartesianas r en la forma general

r=r(t,q; (3.38)
por ejemplo, en el caso de la ligadura (3.37) la funcién r(t,q) = r(t, 0, ) estd dada por
r(t,0,p) =a(t)(sin cos @, sin 0 sin @, cos 0) .

Es importante notar que, mientras que las tres coordenadas cartesianas x; no son independien-
tes, puesto que estan ligadas por la relacién (3.35), las dos coordenadas generalizadas g; si lo
son (es decir, pueden tomar valores arbitrarios en un cierto abierto). Por este motivo, es facil
convencerse de que solo dos de las tres ecuaciones (escalares) (3.36) pueden ser de hecho inde-
pendientes.

Vamos a suponer que la superficie de ligadura (3.35) es lisa, es decir que no hay friccion. En
tal caso la fuerza de ligadura en cada instante t es perpendicular a la correspondiente superficie
instantanea de ligadura ¢ (t,r) = 0. Cuando esto ocurre diremos que las ligaduras son ideales.
Para formular analiticamente esta condicion, notese que los dos vectores

or(t,q)
04

son tangentes a la supetrficie de ligadura en el punto de coordenadas generalizadas q en cada
instante t, y de hecho forman una base de dicho plano tangente. Por tanto la ligadura es ideal si
la fuerza de ligadura verifica la condicion

) i=12, (3.39)

plo . 0T

-0, i=1,2 (3.40)
0q;

en cada punto. Proyectando la ecuacion del movimiento (3.36) sobre el plano tangente a la su-
perficie de ligadura (es decir, multiplicando dicha ecuacién escalarmente por cada uno de los
vectores (3.39)) se obtienen entonces las dos ecuaciones independientes

. or 0V or
= 1 =1,2
"oq; " or o =0 i=he
0 equivalentemente
mi LV o s, (3.41)
0q; 04

Derivando la relacion (3.38) respecto de t, q; y 4; se obtienen las identidades®

v o, o oF_or ef O Pr . dor
“ ot " aq1 3d;  dai, oa; 0Otdaq; = 9q:0q  dt oq; |

(3.42)

6Utilizamos de nuevo la notaciéon

& p i o°r
Y= , Z

i 8% Bq 3q 8qlaqj
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y por tanto

'1:2 = Q(rﬂ) —r£<£> = ﬂ(rﬂ) _fif = Ei(lﬁ) — i(lﬁ) (3.43)
0qi Cdt 0qi dt \oq; -~ dt 04 0q; Cdt 0q; \2 0qi \2 ' |
Por consiguiente las ecuaciones (3.41) se pueden escribir en la forma

dorT 0 .
aaiql—aiql(T—V)—O, 1—1,2,

o bien, teniendo en cuenta que V no depende de q,

43 2

o aqi(T—V)zo, i=1,2. (3.44)

Estas son las dos ecuaciones de Euler-Lagrange del lagrangiano L = T -V, donde se sobreentiende
que la energia cinética T y la potencial V han de expresarse en funcion de (t,q,q) utilizando la
relacion (3.38) y su derivada respecto de t (cf. la ec. (3.42)). El calculo anterior demuestra por
tanto el siguiente resultado fundamental:

La trayectoria q(t) seguida por la particula entre dos puntos de coordenadas generalizadas q;
(en el instante £1) y q2 (en el instante t») sujeta a la ligadura (3.35) es un extremal de la accion

t>
S[ql = t L(t,a(t),q(t))dt

sujeta a las condiciones de contorno q(t;) = qi, q(t2) = gz, donde el lagrangiano L es igual a
T — V expresado en términos de las variables independientes (t,q,q).

En otras palabras:

El principio de Hamilton sigue siendo valido en este caso sila ligadura es ideal —i.e., sila fuerza
de ligadura F(© satisface la condicién (3.40)— y el lagrangiano L es igual a T — V expresado en
funcion de las coordenadas generalizadas gq; y sus derivadas temporales g;.

¢ Un desplazamiento virtual es una curvar = r(u) (con u € [u1,u2]) enteramente contenida
en la superficie instantdnea de ligadura ¢ (t,r) = 0 en un cierto instante fijo t, es decir tal que

¢d(t,r(u)) =0, Yuelu,ul.

En otras palabras, un desplazamiento virtual es una sucesion de posibles posiciones de la par-
ticula en un mismo instante t. Notese que si la ligadura depende explicitamente del tiempo las
trayectorias de la particula no son desplazamientos virtuales, ya que para t’ # t el vector r(t’)
pertenece a la superficie ¢ (t',r) = 0, distinta de ¢ (t,r) = 0. Por otra parte, como el desplaza-
miento virtual r(u) esta contenido en la superficie instantanea de ligadura ¢ (t,r) = 0 para todo
u € [uy,up] su vector tangente r’ (1) es tangente a dicha superficie en el punto r(u). Por tanto
la condicion de ligadura ideal implica en este caso que

FO(t,r(u),v(u)) -r(u) =0, Vu e [u,us] (3.45)

donde la prima indica derivada respecto de u y la velocidad v(u) € R3 es arbitraria. En con-
secuencia el trabajo Wy> realizado por la fuerza de ligadura a lo largo del desplazamiento vir-
tual r(u) es nulo:

Wip = " FO(t,r(u),v(u)) - r(u)du =0, (3.46)

ul
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con v(u) arbitraria. Reciprocamente, si la fuerza de ligadura cumple esta ultima condicion para
todo desplazamiento virtual r(u) entonces se verifica la ec. (3.45), lo que implica que la fuerza
de ligadura es perpendicular a la superficie ¢(t,r) = 0 en cada punto (ya que cualquier vector
tangente a dicha superficie puede obtenerse como el vector tangente de una curva contenida en
ella). En resumen, hemos demostrado el siguiente resultado, conocido como el principio de los
trabajos virtuales:

La ligadura es ideal —y, por tanto, se verifica el principio de Hamilton— siy solo si la fuerza de
ligadura no realiza trabajo a lo largo de cualquier desplazamiento virtual de la particula.

Si la condicion de ligadura (3.35) es independiente de t —que es el caso mas comun en la
practica—, entonces las trayectorias son desplazamientos virtuales, y el principio de los tra-
bajos virtuales afirma simplemente que la ligadura es ideal si y solo si la fuerza de ligadura no
realiza trabajo a lo largo de cualquier trayectoria de la particula.

3.3.2 Sistema de N particulas con ligaduras

Consideremos a continuaciéon el caso mas general de un sistema de N particulas sobre las que
actuan las fuerzas irrotacionales (3.25), sujetas ademas a las I < 3N ligaduras independientes’

(ilt,rr,...tn) =0, i=1,..,L (3.47)

Este tipo de ligaduras, en las que no intervienen las velocidades de las particulas, se denominan
holonomas. El vector

x:=(ry,...,Iny) € [R3N

que representa el estado del sistema ha de moverse por tanto en cada instante ¢t sobre la super-
ficie de R3N —variedad, en lenguaje mas matematico— especificada por las ecuaciones (3.47).
Como dicha variedad tiene dimension 3N — I = n, se pueden introducir en ella n coordenadas
independientes (q1,...,qn) =: q, en términos de las cuales las coordenadas cartesianas x se
expresaran mediante una cierta funcion x(t, q):

x =x(t,q).

En otras palabras, el estado del sistema en cada instante estd univocamente determinado por el
valor de las n coordenadas q; en dicho instante, que reciben el nombre de coordenadas generali-
zadas. Se dice entonces que el sistema posee n grados de libertad. En particular, la trayectoria
del sistema queda especificada por una curva q(t) en el espacio R" en que varian las coordena-
das generalizadas gq;, llamado espacio de configuracion del sistema. Es importante notar que,
mientras que las coordenadas cartesianas x de las particulas no son independientes (ya que estan
ligadas por las relaciones (3.47)), las coordenadas generalizadas q silo son por construccion.
De nuevo, supondremos que las ligaduras son ideales, es decir que la fuerza de ligadura que
acttia sobre el vector x que representa la posicion del sistema en el espacio de configuraciéon R3V,

FOt,x,%) = (F7(t,x,%),....F{ (£, x,%)) € RV,

es ortogonal a la variedad de ligadura en cada instante. Matematicamente, al ser los n vectores

ox(t,q) P n
aql b yr"y b

“Matematicamente, la independencia de las ligaduras (3.47) es equivalente a la condicion de que el rango de la
matriz jacobiana de la funcién ¢ := (¢, ..., ¢;) respecto de las 3N variables x := (r,...,ry) tenga rango maximo
(igual a I) en todo punto.
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una base del espacio tangente a la variedad de ligadura en cada punto, la condicién anterior se
expresa mediante las relaciones

ox or or N or;
(© . (c) (©) 1 N\ _ > (o, 227 _ | =
F aql (F oo BN ) (aqi""’ 8qi> j:lFJ 2a; 0, i=1,...,n. (3.48)

Como en el caso de una particula tratado en la subseccién anterior, es facil ver que la con-
dicion anterior es equivalente al principio de los trabajos virtuales, segiin el cual las fuerzas
de ligadura no realizan trabajo a lo largo de cualquier desplazamiento virtual del sistema, que
por definicion es una curva x = x(u) (con u € [u1,u2]) enteramente contenida en una su-
perficie instantanea de ligadura ¢;(t,x) = 0 (i = 1,...,1) en un instante fjjo t. En efecto, si
x(u) = (ry(u),...,ry(u)) el trabajo Wy, realizado por las fuerzas de ligadura que actian sobre
el sistema a lo largo de la curva x(u1) esta dado por

N up uz
Wiz = > L] F9 rjwdu=| F9. x'(u)du,
i=1

ui

Por tanto el principio de los trabajos virtuales, es decir la condicién Wy» = 0 para todo desplaza-
miento virtual x(u), es equivalente a exigir que

F9. x'(u) =0

para todo vector tangente a la variedad instantanea de ligadura x’(u).

En estas condiciones —es decir, si las ligaduras son ideales y las restante fuerzas que actian
sobre el sistema son irrotacionales—, procediendo como en la subseccion anterior se puede de-
mostrar que sigue siendo valido el principio de Hamilton:

La trayectoria q(t) de un sistema de particulas sujeto a fuerzas irrotacionales y ligaduras ho-
lébnomas ideales entre dos estados q; (ent = t1) y q2 (en t = tp) es un extremal de la accién

t>
Slql = t L(t,q(t),q(t))dt

con las condiciones de contorno q(t1) = q1, q(t2) = g2, donde el lagrangiano L esiguala T —V
expresado en términos de las coordenadas generalizadas q y sus derivadas temporales ¢.

Ejercicio. Demostrar en detalle el resultado anterior.

Demostracion. Las ecuaciones del movimiento del sistema se pueden escribir en forma vectorial
como sigue:

. .. ov
(mlrl, . ,mNrN) + — = F(C) .
0x
3 ox . )
Proyectando en la direccion del vector 7 y teniendo en cuenta (3.48) se obtiene
i

ox oV ox % N TR

(mi¥y,...,mnin) - a axaql mjrjaql aql =0,

j=1

De las ecuaciones (3.43) (con r; en lugar de r) se sigue entonces que

N
L) 2 (L)), v _dar 2 a
; [dtaql(er 0qi er +5qi_dtaql aql(T V) =0, i=1,...,n.
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Como V no depende de q, las ecuaciones anteriores se pueden escribir en la forma

dt 9q; oaq; ' S
que son las ecuaciones de Euler-Lagrange del lagrangiano L = T — V. [ |

Por lo que acabamos de ver, para hallar las ecuaciones del movimiento de un sistema meca-
nico de N particulas sujeto a [ ligaduras holénomas ideales independientes, siendo las fuerzas
restantes irrotacionales, basta proceder de la forma siguiente:

1. Introducir n = 3N — [ coordenadas generalizadas independientes (q1,...,q4»n) = q en la
variedad de las ligaduras (3.47).

2. Expresar la energia cinética
N
1 .
T=5 > mis
i=1
y la potencial V en términos de (t,q, q), obteniendo asi dos funciones T(t,q,q) y V(t,q).

3. Las ecuaciones del movimiento del sistema en las coordenadas generalizadas g; son las
ecuaciones de Euler-Lagrange del lagrangiano

L(t,q, Cl) = T(t,q, q) - V(t,CI),

es decir d 3L oL

Notacion. En mecanica clasica, las ecuaciones (3.49) se suelen llamar las ecuaciones de Lagrange
del lagrangiano L.

e Una de las ventajas de la formulacion lagrangiana en sistemas con ligaduras es que, como
acabamos de ver, no es necesario conocer las fuerzas de ligadura para hallar las ecuaciones
del movimiento. De hecho, una vez halladas estas ecuaciones las fuerzas de ligadura pueden
calcularse mediante la formula

. ov .
FEC) =miri+£, 1<i<N, (3.50)
1

que no es otra cosa que la segunda ley de Newton aplicada a la particula i.

Ejemplo 3.8. Péndulo esférico. Consideremos un péndulo esférico, es decir una particula de masa
m que pende de un cable rigido y sin masa de longitud I cuyo otro extremo esta fijo, someti-
da unicamente al campo gravitatorio terrestre g = —ges3. En este caso hay una Unica ligadura
(independiente del tiempo)

¢(t,r) =1r°-1>=0, (3.51)

(si situamos el origen en el punto de anclaje del péndulo), y hay por tanto 3N — 1 = 2 grados de
libertad. Tomaremos como coordenadas generalizadas los angulos polar 6 € [0, 1t] y azimutal
@ € [0, 21) de las coordenadas esféricas, en términos de los cuales

r(0,p) =1(sinfcospe; +sinfsinpe, + cosdesz).
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La fuerza de ligadura F(© (en este caso, la tension del cable) esta dirigida hacia el origen, y es por
tanto perpendicular a superficie de ligadura (3.51). Por consiguiente la ligadura es ideal, y pode-
mos aplicar el formalismo lagrangiano. El potencial de la fuerza externa —mges es simplemente

V=mgz =mglcos9,

y la energia cinética esta dada por

T = %miz = %"mlz(é2 +sin® 0 ¢?).

Por tanto

Lzmlz[%(éersinZchz)—kcos@], kz%

y las ecuaciones de Lagrange se escriben

0 =sin 0 cos 0 @2 + k sin 0, d%(sin29<'p)=0.

De la segunda ecuacion se obtiene

Jz
ml?

sin® 0 ¢ = = ¢ = const.,
siendo J el momento angular de la particula. Esto era de esperar, ya que

J=N=rx(F+F9) =rxF=-mgrxe, = J,=0.

Sustituyendo en la primera ecuacion se obtiene la siguiente ecuacion diferencial de segundo
orden para 0:

o, cos0

sin 0

5

+ k sin@. (3.52)

Si ¢ = 0 (es decir, J; = 0) entonces la particula se mueve en un meridiano @ = const. (ya
que @ = 0) yla ec. (3.52) se convierte en la ecuacion del péndulo simple & + k sin « = 0, siendo
o = Tt — 0. Veamos a continuaciéon qué ocurre si ¢ # 0.

La ec. (3.52) es formalmente la ecuaciéon del movimiento en una dimensiéon de una particula de
masa unidad sometida al potencial efectivo

cos 0 . c?
Uo) = _J<CZ in? 0 +ksm0)d9 =kcos(9+m

representado en la fig. 3.2. De hecho, como L no depende del tiempo se conserva la integral de

la energia
oL . oL

N P —
00 op
Por tanto h coincide con la energia de la particula, que utilizando la conservaciéon de J, se puede
expresar en la forma

L:T+V=mlz[% (é2+sin29¢2)+kc039].

le(%éz + U(G)) —E.

El movimiento de la coordenada 6 se obtiene facilmente integrando la ecuacién anterior:

==

do
J 2z -vo)

97



FORMULACIONES LAGRANGIANA Y HAMILTONIANA DE LA MECANICA

U/k

0,/ T

ol
é
D

Figura 3.2. Potencial efectivo U(0) para k = 10c?.

mientras que el de la coordenada @ se sigue de la ley de conservaciéon de J:

B CJ dt
i sin® O(t)

Por ultimo, la ecuacién de la trayectoria (€ en funcién de @, o viceversa) se obtiene combinando
las ecuaciones anteriores:

é:gi¢: _C2 :j‘e:i\/2<E‘lz—U(9)) =3 (p:iCJ de .
@ sin© 0 d@ m sin29\/2 (%—U(O»

De la forma del potencial efectivo U () se sigue que el movimiento de la coordenada 0 es siempre
periodico. En efecto, el periodo de este movimiento esta dado por

emax
T=2 do ,

e -0

donde Omin < Omax son las dos raices de la ecuacion E/(ml?) — U(6) = 0 en el intervalo (0, Tt). El
movimiento del péndulo, sin embargo, no es en general periddico, ya que cuando la coordenada
0 vuelve a su valor inicial tras un periodo el angulo @ no necesariamente aumenta en un multiplo
de 2Tt. Mas concretamente, de la ecuacion de la trayectoria se sigue que en un periodo de 6 el
angulo @ avanza en

Aq) B 2C ngax d@ B ﬁjemw d9
Omin  jn2 9\/2 (% - U(Q)) Omin~ gjp2 9\/me2 - C% cos 0 — m

Por tanto el movimiento es periddico si Ap es un multiplo racional de 2.
La ec. (3.52) posee una solucion constante 6 = 0y, con

c?cos Oy + k sin* 9y = 0,

correspondiente a una rotacion alrededor del eje z con velocidad angular constante ¢ = ¢/ sin® 6.
Notese que 6g > Tt/2, al ser el miembro izquierdo de la ecuacién anterior positivo para 8 €
[0, 1t/2]. Es facil probar que esta ecuacion tiene una soluciéon tnica en el intervalo (1t/2, TT).
En efecto, si A > 0 la funcion f(0) = Acos 6 + sin* 0 es mondtona decreciente en el interva-
lo [Tt/2, 7], al ser f'(0) = —Asin @ + 4sin® O cos O < 0 en dicho intervalo, y cumple f(11/2) =
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1> 0, f(1r) = —=A < 0. La frecuencia w de las pequeiias oscilaciones del angulo 6 alrededor de la
soluciéon 0 = 6y esta dado por

124 2 29 1_ 29 +3 29
w? =U"(6y) = —kcos Oy + — c2 C9S4 0 _ _kcos g — k 1708”00 + 3cos” o
sin” 0o sin” 0o cos 0y
_ g lr3cos?0o
a | cos Oy

donde se ha tenido en cuenta que c2/ sin* 89 = —k/ cos 6.

Por ultimo, la fuerza de ligadura se calcula facilmente utilizando la ec. (3.50) y teniendo en
cuenta que en este caso F(©) esta dirigida en la direccion de e, (perpendicular a la superficie de
ligadura). Por tanto F(© = Re,, siendo

R =mi - e, —mg - e, = ma, + mges - e, :mgcosé—ml(éz+sin2 0p?),

donde hemos aplicado la ec. (1.6) con ¥ = 0 y v = L. Utilizando la ley de conservacion de la
energia se obtiene finalmente

R:Bmgcose—ZTE. [ |

3.4 Leyes de conservacion

Consideremos a continuacion un sistema mecanico de lagrangiano L(t,q,q), siendoq = (q1,...,qn)
n coordenadas generalizadas. Llamaremos momento candnico conjugado de la coordenada g;
a la derivada parcial de L respecto de la correspondiente velocidad generalizada 4;:

oL
pi:= 34, (3.53)
La ecuacion de Lagrange de la coordenada g; es entonces
oL

Diremos que la coordenada g; es ciclica (o ignorable) si L no depende de dicha coordenada, es

decir si 5
L _ 0.

oa;
De la ec. (3.54) se sigue entonces la siguiente ley de conservacion: si la coordenada q; es ciclica,
se conserva el momento canonico conjugado correspondiente a dicha coordenada.
Por otra parte, si L no depende de t hemos visto en la Seccion 3.1.2 que se conserva la integral
de la energia

n aL n
Ddiz=—-L=> pigi-L. (3.55)
o %ai i=1

En muchos sistemas mecanicos la energia cinética es una forma cuadrdtica en las velocidades
generalizadas, es decir es de la forma

1 & ..
T=3 > aij(t,q)didj,  con aij =aji,
ij=1
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y L =T —V(t,q). Un sistema mecanico de este tipo se denomina natural. La mayor parte de
los sistemas vistos hasta ahora —con la importante excepciéon del lagrangiano de una particula
cargada en un campo electromagnético (3.33)— son naturales. En un sistema mecanico natural,
los momentos generalizados estan dados por

_oT
0q;

pi

n
= > at,@d;, i=1,...,n,
j=1

y la integral de la energia es simplemente

n
h=> ai(t,@)qid; —L=2T - (T-V)=T+V.
ij=1

Por tanto en un sistema mecdnico natural, la integral de la energia coincide con la energia total
del sistema. En particular, en este tipo de sistemas la conservacion de h —que ocurrira si los
coeficientes a;; y V son independientes de t— no es otra cosa que la ley de conservacion de la
energia.

Ejemplo 3.9. Consideremos, en primer lugar, el lagrangiano de una particula de masa m en
coordenadas cartesianas r = (x1, X2, x3), dado por

L= %mi‘2 —V(t,1).

En este caso
oL

pi= 3z =M,
y por tanto el momento canénico conjugado de la coordenada x; es la componente i del momento
lineal. Por otra parte, al ser L claramente natural la integral de la energia h coincide con la energia
de la particula.

Consideremos a continuaciéon el lagrangiano de una particula de masa m en coordenadas es-

féricas (r, 0, ), dado por

L= % (F2 + 7202 + 12sin? 0 ¢2) — V(L,7, 0, ), (3.56)
para el cual
pr =mr, po = mr20, Po = mr’sin’ 0. (3.57)

En este caso la energia cinética (el término entre paréntesis) depende de v y de 9, por lo que p,
Yy po ho se conservan aunque V sea independiente de » o 6. Sin embargo, si V no depende de @
entonces L es independiente de dicha coordenada, y por tanto en este caso se conserva pg:

ov

2 =0 = py = const.

Como sabemos, py es la componente z del momento angular de la particula. Por otra parte, al ser
la energia cinética cuadratica en las velocidades generalizadas la integral de la energia coincide
con la energia T + V, como vimos en el Ejemplo 3.7. Por tanto, si L no depende de t —o, lo que
es lo mismo, si el potencial V es independiente del tiempo—, se conserva la energia.

Consideremos, por ultimo, el lagrangiano (3.33) de una particula de masa m y carga e que se
mueve en el seno de un campo electromagnético de potenciales @ (t,r) y A(t,r). El momento
canoénico conjugado correspondiente a la coordenada x; es ahora

oL

pi= % =mx; + eA;(t,r).
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Notese, por tanto, que en este caso el momento canonico y el lineal son en general distintos. En
particular, si L no depende de la coordenada x;, es decir si

0P 0A
axl- =0, axi =0,

se conserva p; pero no necesariamente mx;. La integral de la energia esta dado por
S 1
= zpiki—L: (mr+eA) -r—L= Emi“2+ecb.

Por tanto en este caso h es la suma de la energia cinética y la electrostatica de la particula. Si L

no depende de ¢, es decir si

o, oAy

ot ot
entonces se conserva h. Aunque el sistema no es natural, podemos interpretar también en este
caso h como la energia total. En efecto, si @ y A no dependen de t la fuerza eléctrica es conser-
vativa con potencial e® (r), y por tanto h es la suma de la energia cinética y la energia potencial
de la fuerza eléctrica. Pero esta es la energia total de la particula, ya que la fuerza magnética no

realiza trabajo al ser siempre perpendicular a la velocidad de la particula. [ ]

Las leyes de conservacion que hemos estudiado en esta seccion son todas ellas un caso parti-
cular de un resultado general conocido como teorema de Noéther:

Supongamos que la accion de un sistema mecanico con lagrangiano L(t,q,q) es invariante bajo
la familia a un pardmetro de transformaciones

f=t+edt(t,q +0(e%), d=q+¢edq(t,q) +0(£),

es decir que

o
el

L(E,q, )df:L(t,q,c'l)dt.

Entonces se conserva la funciéon

o
~

donde p = S—L

Demostracion. Escribiendo la condiciéon de invariancia de la accion en la forma equivalente

- clq)df_ .
L(t,q, df dt _L(tiq!q)!

derivando respecto de ¢ y haciendo ¢ = 0 se obtiene

2 9y, 0| Aol g, oLo| dq,d
d¢ 520L<t vai) Tl aeleodar "ot Ot 9q %9t 3q e leo i T Lar®tT0 58
donde se ha tenido en cuenta que
dt dt 0 dt
E 1+Ea§t+0(€) - ag:o gfzoa aét
Por otra parte,
() - (@) (aregoaroe)
df_<dt> at ~\ar) \d+égoa+0E)
dg_dgo .o di_dgo . d
T Beleso df at 1795 dar ~ ar 29 9g; ot
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Sustituyendo en la ec. (3.58) y utilizando las ecuaciones de Lagrange se obtiene:

oL oL d
at<5t+p5q+pdt6q pqaét+LEcﬁt §6t+a( péq) — hdtét
d dh OL

= = (psa-hst) + (E+§)5t

Es inmediato comprobar que el altimo término es nulo en virtud de las ecuaciones de Lagrange:

(. aL) oL oL
=T = |

dh _ .. 3L OL. oL
dr ~ PATPAT 5 T 5q 1 P=oq)9 5t T o
Ejemplo 3.10. Consideremos un sistema de N particulas sometidas a una fuerza irrotacional
generada por un potencial V(t,ry,...,ry) invariante bajo rotaciones alrededor de un eje n. Si

tomamos el eje z en la direccion del vector n, el potencial V verifica

V(t’f‘li""i"N) = V(t7r1!""rN)’

siendo
cose —sine O
i = R(e)ry, R(g):=|sine cose O
0 0 1

Entonces el lagrangiano L = T — V del sistema es invariante bajo la transformacion
t=t, Ti=R(er;; 1<i<N, (3.59)

ya que la energia cinética es obviamente invariante bajo cualquier rotaciéon. Como f = t, también
la accién es invariante bajo la transformacién (3.59) ;Cual es la cantidad conservada asociada a
esta invariancia de la accion? Para responder a esta pregunta, desarrollamos (3.59) respecto de ¢
obteniendo

f=t, Fi =1 + €Ar; + O(€2); 1<i<N, (3.60)
donde
0 -1 0
A=R' 0 =1 0 0
0O 0 0
Como

Ar; = (=i, Xxi,0) =e3 X1 =nxr;,

podemos reescribir las ecuaciones (3.60) en forma vectorial como sigue:
f=t, fi=ri+enxr+0(&); 1<i<N.

Luego en este caso
ot=0, ori =nxrj, 1<i<N,

y la cantidad conservada asociada a la invariancia de la accioén bajo rotaciones alrededor del eje
n es por tanto

N N
ori—0-h=> mfi-(mxr) =n-> mirixk= J-n
i-1 i-1

oL
- Of;

~
I
WMZ

siendo J el momento angular total del sistema. Del mismo modo se demuestra que si V es inva-
riante bajo traslaciones de las particulas en la direccion del vector unitario n la componente del
momento lineal total del sistema en dicha direccion se conserva. [ |
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Ejercicio. Calcular la cantidad conservada I(t, q, ¢) asociada a la invariancia de la accién bajo las
dilataciones espacio-temporales

t =A%, d=Aq (A>0, xe€R). (3.61)

Solucion. Como en la formulacion del teorema de Nother el parametro € = 0 corresponde a la
transformacion identidad, hacemos A = e€ en las ecuaciones (3.61). Desarrollando a primer orden
en ¢ se obtiene entonces

f=e®t=t+eat+0(?), q=eq=q+eq+0(s)?.
Por tanto
ot = at, 6oq=q,

y la cantidad conservada asociada a la invariancia de la accion bajo las transformaciones (3.61)
esta dada por
I(t,q,q) = oL _ xth
,q’ q - q aq -
Notese que la accion es invariante bajo las dilataciones (3.61) si el lagrangiano L verifica la con-
dicion dé
£(£.a.57) df - LA, Aq N @AY dE = Lt,q, ) dt,
es decir si se transforma bajo dilataciones como
L(A%t,Aq,A'"%@) = A"°L(t,q,4) .

Supongamos, por ejemplo, que el sistema es natural. En tal caso la condicion anterior se escribe

1 2 .. 1, ., < .. _
SATTE D ai (A A did; - VAL AQ) = 54T > aii (@ did; - AV ().
i,j=1 i,j=1

Igualando el coeficiente de g;q; en ambos miembros se obtiene
A272%q; i (A% AQ) = A %a;j(t,q) <= ai(A%t,Aq) = A% 2a;;(t,q),

y por tanto
V(A%t,Aq) = A~*V(t,q).

Por ejemplo, sila matriz a;; es constante entonces & = 2, y por tanto
V(A%t,AqQ) = A2V (t,q).

Consideremos, por ejemplo, el caso de una particula de masa m que se mueve bajo el potencial
central V(r) = k/(27?), con k # 0. En este ejemplo se conservan la energia T +V = E y la funcién

I = mri — 2ht = mrv — 2Et = d%(%mﬂ - Et2> ) (3.62)

La cantidad conservada I se puede expresar facilmente en términos de los datos iniciales g =
r(0) y 79 = ¥(0) evaluandola en t = 0:

I =mrv - 2Et|,_y = mrory.

Integrando respecto de ¢ la ec. (3.62) se obtiene la ley del movimiento de la coordenada 7:

1 1 . . 2E
imﬂ = Emrg +mroot + Et*? = |r= \/rg + 2rofot + - t2.
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El movimiento de la coordenada angular @ (en el plano del movimiento) se determina integrando
la ley de conservacion del momento angular mr2g = J:

J Jf dt J (! ds
= O+— e 0—’—7 R y O:: (O)'
PP o2 =P 0 18 + 21gtos + 3£ 52 Po=®

De hecho, esta integral se puede evaluar en términos de funciones trigonométricas, racionales o
hiperbdlicas, segun el discriminante del polinomio que figura en el denominador (igual a 41/62 (1'/5 -
2E/m) = —4(J?% + km)/rg) sea positivo, cero o negativo (ejercicio). [ ]

3.5 Oscilaciones pequenas

En esta seccion analizaremos el movimiento de un sistema mecanico conservativo cerca de un
equilibrio estable. Supondremos que las ligaduras son holéonomas e independientes del tiempo,
por lo que el vector de posicion de cada particula es funciéon tnicamente de las coordenadas
generalizadas q = (q1,...,qn) (v por tanto no depende explicitamente del tiempo):

Iy =ri(q), k=1,...,N.
Al ser

¢ oon(q) . 363
ES 5q, L (3.63)
j=1 J

la energia cinética del sistema es de la forma

o1 & ..
T(q,4) = 5 > tij(@didj,
i,j=1
con N
0 )
i@ =S m r(q) ore(q) _ ti@).

k
P! 0qi 0q;

Si el sistema es conservativo con potencial V(q), su lagrangiano esta dado por

L= tij(@qiq; —V(aq),

1

N | —
M=

L,

y las ecuaciones del movimiento de Lagrange se escriben

d(< ), oV
dt(j_ltij((vqj) " 3q; @

& .. & Oty .. oV .
= > tj@dj+ > S @djdk 5 (@ =0, i=1..,n. (.64
j=1 j,k=1 Qk Ql

Por tanto la condicién necesaria y suficiente para que exista una solucién de equilibrio q(t) = qg
es que

ov ,
afqi(qo)—O, l—l,...,?’l,

es decir que qg sea un punto critico del potencial V(q). Como en el caso unidimensional (cf. la
Seccion 1.4.1), se puede demostrar que el equilibrio qg es estable si y solo si qg es un minimo
local de V.
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Nuestro objetivo es describir el movimiento del sistema cerca de un equilibrio estable qg.
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que q¢ = O (eligiendo q—qg como nuevas coordenadas
generalizadas si fuera necesario) y escogeremos el origen de energias de modo que V(0) = 0. La
energia de la solucion de equilibrio q = 0 es entonces Ey = 0. Consideremos a continuaciéon un
movimiento del sistema cerca de la solucion de equilibrio q = 0, es decir, con |q(0)]| v |q(0)|
pequenos. La energia E de dicho movimiento sera entonces cercana a Eg = 0, siendo ademas

E=T+V(q=>V(q =>V(0)=0

(va que q = 0 es por hipo6tesis un minimo local de V). Por tanto E es positiva y pequefia. Teniendo
en cuenta que las derivadas parciales de primer orden de V se anulan en el origen (ya que q = 0
es por hipoétesis un punto critico de V), su desarrollo de Taylor alrededor de dicho punto sera de

la forma®
1 < 0%V
V@) == > bijaiaj+o(lal®), con bjj=-—-(0)=bji.
2 0qid;
Ademas, al ser 0 un minimo local de V' la forma cuadratica Zf j-1bijaiq; es semidefinida positi-
va, es decir, los autovalores de la matriz simétrica n x n

B = (bij)i<ij<n

son no negativos. Supondremos, de hecho, que B es definida positiva (es decir, que todos sus
autovalores son positivos), de modo que

n
V(q) 25 Z bi;jqiq;

cerca del origen. Analogamente, la energia cinética del sistema se puede desarrollar cerca del
equilibrio q = ¢ = 0 como

Z ‘11](11‘1] +0(|Q|2 + |Cl| ) con ajj=t;j(0)=aj;.
l] 1

Notese también que la forma cuadratica

1 n
5 Z ai;jqid;

es definida positiva. En efecto, la energia cinética T(q,q) es no negativa y se anula solo si 1y = 0
para todo k = 1,...,N. En particular, Tp = T(0,q) también es no negativa, y por tanto positiva
semidefinida, y de la ecuacion (3.63) se sigue que solo puede anularse si

n
Za—"omj:o, k=1,...,N. (3.65)

Recuérdese que los vectores

0x or or
Be_(n By oy,
aqj an' an'
8En la formula anterior o(t) denota cualquier funcion que verifique 111101 o(t) =0.
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son linealmente independientes en cada punto, ya que son una base del espacio tangente a la
variedad de ligaduras del sistema (cf. la Seccién 3.3.2). Por tanto las ecuaciones (3.65), que son
equivalentes a la relacion vectorial

n

ox .

> (0)d, =0,

j-1 %45
implican que q; = 0 para todo j. Esto demuestra que Tp = 0 si'y solo si q = 0, y por tanto Tj
es positiva definida, como habiamos afirmado. En consecuencia, cerca de la solucién de equi-
librio q = q = 0 también se debe cumplir que T =~ Tj. De esto se sigue que para pequeios
desplazamientos q y pequenas velocidades q el lagrangiano del sistema se puede aproximar por

n
> bijaia; - (3.66)
ij=1

N | =

1 w
Lo:=5 >, aijdidj -
i,j=1

El movimiento del sistema cerca del equilibrio estable q = 0 esta por tanto regido en primera
aproximacion por las ecuaciones de Euler-Lagrange del lagrangiano Lo, es decir

(aijdj+bija;) =0, i=1,...,n,

n
=1

J

o en forma matricial

A§+Bq=0, (3.67)

donde A es la matriz simétrica definida positiva n X n con elementos de matriz a;;.

Las ecuaciones (3.67) son un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de
segundo orden con coeficientes constantes, que también se pueden derivar linealizando las ecua-
ciones del movimiento exactas obtenidas a partir del lagrangiano L (ejercicio). Una de las formas
mas faciles de resolver las ecuaciones (3.67) es transformando el lagrangiano Ly en una forma
canonica adecuada. En efecto, al ser Ty definido positivo hay un cambio lineal de variables no
singular (aunque en general no ortogonal)

n
ai = > Mijdqj, i=1,...,n,
j=1

o en forma matricial

q=Mq
(y por tanto q = Ma), que transforma la forma cuadratica definida positiva Ty en su forma
canonica ¢2/2. En otras palabras, existe una matriz no singular M tal que

MTAM =1.

Al ser

1
L0=T0—§CIT'BCI,

en las nuevas coordenadas generalizadas q el lagrangiano Lg se escribe

1 ,{/2 1 n ~N N~ ]. A’Z ]. ~ N
Lo=5a _Q.Z bijdidj = 59" — 5 T B4,
i,j=1
donde 51- j es el elemento de matriz de la matriz
B=M"BM.
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Dado que la matriz B sigue siendo simétrica y definida positiva (ejercicio), puede ser diagonali-
zada por una transformacién ortogonal, es decir, hay una matriz ortogonal real O tal que

A1

n 2\2
0"Bo = _ =:A (3.68)

An

con A diagonal. Notese que los niimeros A; son todos positivos, ya que B es un matriz definida
positiva. Definiendo las nuevas coordenadas generalizadas Q mediante la transformacion lineal
4 = 0Q, y teniendo en cuenta que g% = (0Q)? = Q? al ser O ortogonal, se obtiene facilmente

1o 1o 10 1552 502
5 -5Q AQ—ZE(Qi AiQ;).

Por la covariancia de las ecuaciones de Lagrange (cf. la Seccién 3.2.3), las ecuaciones aproxi-
madas del movimiento en las coordenadas generalizadas Q son simplemente las ecuaciones de
Euler-Lagrange del lagrangiano anterior con respecto a las variables (Q, Q), es decir, el sistema
desacoplado

Qi +AiQ; =0, i=1,...,n. (3.69)

En otras palabras, en las coordenadas generalizadas Q el sistema es equivalente a un conjunto
de n osciladores armonicos desacoplados con frecuencias

wi .= \/?Tl

La solucién general del sistema (3.69) es por tanto

’QizAicos(witJr(xi), i=1,...,n,

o en forma vectorial N
Q= Z A;cos(w;t + xj)e;,
i=1
con A; = 0y «; € [0,211) constantes arbitrarias. En otras palabras, las ecuaciones (3.69) poseen
un sistema fundamental de soluciones de la forma

QD (t) = cos(wit + &;)e;, i=1,...,n, (3.70)

donde e; = (0,...,1,...,0) es el i-ésimo vector de la base canonica. Las coordenadas generaliza-
das Q vy las n soluciones fundamentales (3.70) se denominan respectivamente las coordenadas
normales y los modos normales del sistema. Del mismo modo, las n frecuencias w; (i = 1,...,n)
reciben el nombre de frecuencias normales. En las coordenadas generalizadas originales

q= Mg = MOQ (3.71)

los modos normales (3.70) se escriben

q¥(t) =cjcos(wit + &), i=1,...,n, (3.72)

donde los vectores n-dimensionales c; estan por

579
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En otras palabras, los vectores c; son las columnas de la matriz MO que satisface
(MO)TA(MO) =1, (MO)"B(MO) = A (3.74)

(ejercicio). En particular, los n vectores c; son linealmente independientes. La solucion general
de las ecuaciones (3.67) —que, por el argumento anterior, es una solucién aproximada de las
ecuaciones exactas del movimiento (3.64) cerca del equilibrio estable q = 0— es una combinacion
lineal arbitraria

at) = > aiq? (1),
i=1

con a; € R constante, de los n modos normales q‘¥ (t).

Comentarios.
e Las matrices M y O, y por tanto los vectores c;, no son unicos.

e Los vectores ¢; definidos por la ec. (3.73) no son en general mutuamente ortogonales ni uni-
tarios. Sin embargo, dado que los n vectores Oe; son ortonormales (al ser las columnas de una
matriz ortogonal), los vectores ¢; satisfacen las relaciones

Ci-ACjzéij, i,j=1,...,1’l.
En efecto, teniendo en cuenta que MTAM = 1 se obtiene
i - Acj = (MOe;) - (AMOe;) = (Oe;) - (MTAMOe;) = (Oe;) - (Oe;) = 5i;- [

{Como se encuentran en la practica las frecuencias w; y los vectores correspondientes c;,
que determinan los modos normales del sistema (3.72), en las coordenadas originales q? Para
responder a esta pregunta es suficiente notar que, al ser q)(¢) una solucion de las ecuaciones
aproximadas del movimiento (3.67), el vector ¢; debe satisfacer el sistema lineal

(B-w?A)c; =0, i=1,...,n. (3.75)

Como ¢; es no nulo se debe entonces cumplir det(B — wa) = 0. En otras palabras, las frecuencias
normales w; = +/A; son las raices cuadradas de las n soluciones (contando multiplicidades) A;
de la ecuacion caracteristica

det(B-AA) =0. (3.76)

Los numeros A; se denominan autovalores de la matriz B respecto de la matriz definida positiva
A (en particular, cuando A = 1 los A; son los autovalores ordinarios de B). Notese también que
los A; son los autovalores de la matriz B en la discusion anterior (cf. la ec. (3.68)). Para cada
autovalor A; = wf de dicha matriz, el vector correspondiente ¢; se encuentra resolviendo el
sistema lineal (3.75). Téngase en cuenta que el argumento anterior garantiza que hay una base
{c1,...,cn} de R™ cuyos elementos c; satisfacen las ecs. (3.75) (basta tomar ¢; igual a la i-ésima
columna de la matriz MO construida como se explic6 anteriormente).

Comentarios.

e Si wf es una raiz simple de la ecuacion caracteristica, se puede demostrar que el vector corres-
pondiente c¢; esta determinado por la ecuacién (3.75) a menos de una constante multiplicativa.
En general, si la frecuencia w; es m veces degenerado, es decir, si wf es un raiz de la ecuaciéon
caracteristica con multiplicidad m > 1, se puede demostrar que hay exactamente m soluciones
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01
L

Y
y mo

Figura 3.3. Coordenadas generalizadas (61, 02) para el péndulo doble.
linealmente independientes de la ecuacion (3.75). Ambos resultados se demuestran facilmente
observando que de las ecuaciones (3.68) y (3.74) se sigue que el sistema (3.75) es equivalente a

(A-wH)(MO) te;=0, i=1,...,n.

e Comparando las ecuaciones (3.71) y (3.73) se deduce que una vez que se han hallado los vec-
tores ¢; las coordenadas normales Q se pueden calcular a través de la formula

Q=C"q, (3.77)
donde C es la matriz cuyas columnas son las componentes de los vectores cy,...,Cy, (es decir, la
matriz cambio de base de la base candnica de R" a la base {cy,...,cn}).

Ejemplo 3.11. Péndulo doble. Consideremos el péndulo doble representado esquematicamente
en la fig. 3.3. Llamando ry = (X, Y«) al vector de posicion de la particula « = 1, 2, las ligaduras
del sistema son

rf - 15=0, (rp-11)°-13=0.

Estas ligaduras son obviamente holonomas e independientes del tiempo. Se verifica ademas el
principio de los trabajos virtuales, ya que las fuerzas de ligadura —la tensién de la varilla que
conecta la primera particula al punto de anclaje del primer péndulo y la que conecta la segunda
particula a la primera— son respectivamente paralelas a los vectores r; yr := r» —rq, y por tanto
perpendiculares a los desplazamientos infinitesimales de las particulas. Por tanto podemos apli-
car el formalismo lagrangiano. Utilizaremos como coordenadas generalizadas los dos angulos 0,
y 62 que forman las varillas de los dos péndulos con la vertical (ver fig. 3.3). Tomando el eje y
hacia abajo se tiene
r; = l1(sinfq,cos 07), r = lp(sin 62, cos 07),

y por tanto
I =1;0:(cos01,—sin07), I=1,0>(cos02,—sin0y).

En consecuencia

2

1 o 1 L 1..,0 1 .
T = - mi? + = ma(iy) +1)% = = Mi? + = moi?

2 2 2 2 el X
= %Ml%éf + ; mgl%@l% + lellzéléz(COS 01 cos 0> + sin 07 sin 02)
1

= 5Ml%0% + %mﬂ%@% + lellzéléz cos(01 — 02),
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donde M := m; + my. Andlogamente, la energia potencial esta dada por

V =-migyir —magy: = -migy1 — mag(y +y1) = ~Mgly cos 01 — mpgl cos 02,

donde y esla coordenada vertical del vector de posicion relativa r, y por tanto el lagrangiano del
sistema se puede tomar como

1

L=T-V= EMl%éf + %mgl%@l% +m2l1l2é192 cos(01 — 02) + Mgl cos 61 + maglr cos 6.

Los equilibrios se determinan por el sistema

ov . oV )
ﬁ—Mgllsmel—O, a—el—mgglzsmeg—o,

y son por tanto (salvo multiplos enteros de 21r) los cuatro puntos?
0,0), (0,m), (m,0), (m,1).

Es facil comprobar que el punto (0,0) es el inico minimo local (de hecho, global) de V ((1,0) y
(0, r) son puntos de silla y (1t, 7r) es un maximo global). Las ecuaciones exactas del movimiento

MI361 + malil202 cos(01 — 02) — malyl202(01 — 02) sin(61 — 62)
+ Mgly sin 01 + lellzéléz sin(6, — 602) =0,
mal30; + malilo0; cos(01 — 02) — malil201 (01 — 02) sin(0; — 02)
+ moaglo sin 02 — mzlllzél ég sin(6; — 02) =0

son un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas de segundo orden no resoluble
en forma cerrada (es decir, en términos de funciones elementales y sus primitivas). Sin embargo,
se puede estudiar facilmente el movimiento del sistema cerca del equilibrio estable 8; = 0> = 0,
es decir, las pequenas oscilaciones de los dos péndulos, mediante el método que acabamos de

explicar.
En primer lugar, teniendo en cuenta que

92
cos@=1-— +0(62%

2
se obtiene facilmente
To =T(0,0, él,éz) = %Ml%@% + %mzlggg + mzlllzéléz,
V=—(M+my)g+ % (M1102 + m31202) + 0(02 + 02),

y por tanto (ignorando un término constante irrelevante en V)

M malilp (1 Au ML O » (1 0
A‘<m21112 moi3 ) MU ap azp) BTI 0 mu) TMEC o ay)

donde

— |9
wo = ll

9De hecho, los equilibrios (1t,0) y (11, Tt) no son posibles en la practica dado que el primer péndulo esta anclado
al techo y, por tanto, 6; € [—1t/2,1t/2]. Por la mismo razon, el equilibrio (0, 1t) solo es posible si [, < [;.
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es la frecuencia natural del primer péndulo y hemos definido

lz mp
A==, =—
L' MM
Como B es diagonal, es conveniente escribir la ecuacion caracteristica (3.76) en la forma equiva-
lente

&5,
>
=

1-— 2 2
det (a0 ) = w2t wiy| =0 = (1-28) (A= 28) —au -0,
o w2 o
4 2
(@) —(A+1)<@> LA —p) =0.
w «w

Las frecuencias normales se determinan por tanto por la ecuacion

o

= (A=A nz-aaa-w),

8‘8

de donde

s LAH1IFJA+D2-4A0 ) A+ 1F(A-1)2 +4Ap

W= X0 2A(1 - p) @0 2A(1 — )

En particular, cuando los dos péndulos tienen la misma longitud (es decir, para A = 1) se tiene

simplemente

2 2
2 Wy Wy

wi = = .
Tolxym R

Los dos modos normales se hallan resolviendo la ecuacion caracteristica (3.75)

B
(A—72>C4_r :0,

es decir,

2
(1 - w—g)ci,l +Apcs2 =0.
W=

Usando las formulas anteriores para w2 se puede reescribir esta ecuacion en la forma

(1-A%JA=1)2+4Ap ) e +2Apc. 2 = 0,

obteniéndose asi los dos vectores (sin normalizar)

( A—1i,/(2\—1)2+42\u>
c-=c|1,

2AU

con ¢ # 0 arbitrario. Por tanto los dos modos normales estan dados por
(03,08 = c. cos(wst + &),

o equivalentemente

o A—1=,(A=1)2+4Au
“=c

0\ = ccos(w=t + ), 5 i

cos(w+t + x+) .
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mq mo mq

Figura 3.4. Representacion esquematica de la molécula de COs>.

Notese que el cociente de las amplitudes de las oscilaciones de los angulos 6> y 0; en estos
modos normales, dado por

0 A-1=4QA-1)2+4Apu

o 2V ’

es positivo para el modo normal con la frecuencia mas baja w, y negativo para el de frecuencia
mas alta w-_. Asi, en el modo normal con frecuencia w los péndulos oscilan en fase, mientras
que en el de frecuencia w_ oscilan completamente fuera de fase (es decir, 8; es maximo cuando
0> es minimo, y viceversa). De nuevo, en el caso particular en el que I; = > el cociente 0>/6; se

reduce a
05" 1

=+

0 VH

Ejercicio. Probar que para todos los valores (positivos) de A = 1>/l; y u = m»/M se verifican las
desigualdades w- < wg < w+.

Ejercicio. Hallar las coordenadas normales 6. para el sistema mecanico del péndulo doble.

Solucion. De la ec. (3.77) se sigue que

0, 1 1 0;
0. A-1+/A-D2aAn  A-1-/A-D2+an | | g,

2AU 2AU
1 1-A++J(A—1)2+4Au  2Au (91)
2JA-1)2+4Au \A— 1+ JA—1)2 +4au —2au) \02/)°

De hecho, como las coordenadas normales Q; se definen médulo un factor constante escalar,
podemos tomar como coordenada normal

Qrz[l—?\i (2\—1)2+42\u]91+22\u92.

Esta expresion se simplifica considerablemente cuando los dos péndulos tienen la misma longi-
tud, en cuyo caso (descartando el factor constante no esencial =2./i) se obtiene

9¢=91i\/[792.

Ejemplo 3.12. Vibraciones longitudinales de la molécula de CO».

Consideremos una molécula triatomica formada por dos atomos idénticos de masa m; y un
atomo de masa my. Supondremos que, como ocurre con la molécula de CO», la configuracion
de equilibrio de la molécula es colineal, con el atomo de masa m» entre los otros dos atomos y
separado de cada uno de ellos por la misma distancia a. Escogeremos como eje x la linea que
une las posiciones de equilibrio de los tres atomos, y situaremos el origen de coordenadas en
la posicion de equilibrio del atomo de masa 1. A continuacion estudiaremos las vibraciones
longitudinales de la molécula, es decir, los movimientos de sus atomos a lo largo de la linea
determinada por sus posiciones de equilibrio (el eje x). Llamando x; y x» a la coordenadas x de
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los atomos de masa m1, y X3 a la del atomo de masa my, las energias cinética y potencial del
sistema estan dadas por!?

1 . . .
T:E[ml(xf+x§)+m2x§], V=U(x3—x1)+U(x2 —x3),

donde U es el potencial de interaccion entre los atomos de masa m» y cada uno de los atomos
de masa m . Aunque el potencial U no se conoce en detalle, solo nos interesan las pequefios
vibraciones de los atomos de la molécula alrededor de su posicién de equilibrio x; = —a, x» =
a, x3 = 0. Imponiendo que las derivadas parciales de V se anulen en el equilibrio se deduce
facilmente que U’ (a) = 0. Desarrollando el potencial U(x) en serie de Taylor alrededor de x = a
a orden mas bajo se obtiene

U(x) =U(a) + g(x —-a)?,

donde k := U"” (a), y por tanto (suprimiendo la constante irrelevante U(a))

k
V= 5[(X3—X1 —a)® + (x2 — x3 —a)Z].
Por tanto en esta aproximacioén (es decir, cuando x3 —x1 y X2 — x3 difieren poco de a) la molécula
se comporta como un sistema de tres particulas colineales de masas mi, my y m; conectadas
por muelles de longitud natural a y constante k (cf. la fig. 3.4). El lagrangiano L = T — V del
sistema esta aproximadamente dado por

N | &

1 . . .
Lo:= = [ml(x% +x§) + mzxz] — [(Xg —x1—a)®+ (x2 — x3— a)z] )

2

Como Lg es invariante bajo la traslacién x; — x; + € con ¢ arbitrario, se conserva la componente
x del momento lineal P = m(x1 + X2) + moax3. Esto sugiere, como en el problema de los dos
cuerpos, separar el movimiento del centro de masas del sistema del movimiento relativo de las
particulas, es decir, usar como coordenadas generalizadas

1
X:=M[m1(x1 +Xx2) +mex3],  qii=Xx3—x1-4, q2i=X2-X3-d,

donde M = 2m; + m> es la masa total del sistema. Invirtiendo las ecuaciones anteriores se
obtienen facilmente las siguiente férmulas que expresan las coordenadas fisicas de los atomos
en términos de las coordenadas generalizadas:

+ +
X1=X—%611—%42—a, X2=X+%Q1+%012+a,
. —X.;_ﬂ( . (3.78)
3= M qi1 —qz2),

y por tanto

._-_m1+m2._71. s ¥, @ mi+my . ey @._.

x1=X oy DTy 42 X2 X+M111+7M dz, X3 X+M(611 qz) .

Sustituyendo estas expresiones en el lagrangiano Ly y operando se obtiene

1 . ..
Lo = 51\/IX2 +L1(q1,42,41,42) ,

10Tomamos x; (resp. x») como la coordenada x del a&tomo de masa m; que se encuentra a la izquierda (resp. de-
recha) del de masa m; en equilibrio. Se supone también que la interaccion entre los dos atomos de masa m; es
insignificante en comparacion con su interaccién con el atomo de masa m., ya que la fuerza de las interacciones
atomicas generalmente decrece muy rapidamente con la distancia.
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donde

m2

mi(my +moy) . ) k
=#(Q%"‘QE)*‘FIQNZZ—E(Q%*‘QE)-

2M
Por tanto en la aproximacion de pequenas vibraciones (es decir, cuando |g1| v |g2| son pequefios)
la ecuacion de movimiento de la coordenada del centro de masa es X = 0, como era de esperar (ya
que no actuan fuerzas externas sobre el sistema), y el movimiento de las coordenadas (q1,q2)
se rige por el lagrangiano L;. De la expresion de este lagrangiano obtenemos facilmente las
siguientes formulas para las matrices A y B:

Ly

A

:1’}’11<1’I’L1+1’VL2 mq ), B — kI

M mi mi + mo

Como en el ejemplo anterior, es conveniente escribir la ecuacion caracteristica en la forma

kM

B mi |mi+mp - o my
det (A — 5 = 30 k =0
M mi my +me =
kM
= m1+m2—72:im1,
miw
de donde se sigue facilmente que
kM

kM mimy

w+ = — =
mi(my +mp ¥ mq) k
mp

Los vectores c+ asociados a los dos modos normales del sistema se determinan resolviendo la
ecuacion de autovalores

kM
mi +myo — — C+1 +MiCx2 = mi(xcy + C2) = O,
mlwi

de donde
Ci = C(].,I].)

con ¢ # 0 constante. Por tanto los dos modos normales estan dados por

qf) = ccos(wst + &), qéi) = Fccos(wat + X+ ),

y las coordenadas normales son simplemente

(;por qué?). El movimiento de las coordenadas fisicas de los atomos x; en cada uno de estos
modos normales puede obtenerse facilmente de las ecuaciones (3.78). Notese que en el modo
normal con la menor frecuencia w_ se verifica que q; = g2, o0 equivalentemente x3—x; = X2 — X3.
De ahi que en este modo las distancias entre el atomo de masa m» y cada uno de los atomos de
masa m; aumenten o disminuyan en fase, oscilando con la misma frecuencia w_. Ademas, de las
ecs. (3.78) se se deduce que x3 = X, es decir, el atomo de masa m» esta fijo en el centro de masas
de la molécula (en particular, esta en reposo en el sistema CM). Por otro lado, en el modo normal
con la frecuencia mayor w, se tiene g1 = —q2, de modo que x3 — x1 —a y X2 — x1 — a tienen
signos opuestos y oscilan completamente fuera de fase con la misma frecuencia w .. Por tanto
cuando la mitad derecha de la molécula se estira la izquierda se encoge, y viceversa. Ademas, en
en este caso la coordenada x3 esta dada por

2cmy
— cos(w+t + x+),
i (W= +)

y por tanto la posicién del atomo de masa m» oscila con frecuencia w, en el sistema CM.

2m;
x3=X+—q1 =X+
3 YL
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3.6 Formulacion hamiltoniana de la mecanica

3.6.1 Ecuaciones candnicas de Hamilton

Las ecuaciones de Lagrange de un sistema mecanico:

d oL 0L

dt 3q oq
aun cuando son mas versatiles que las ecuaciones de Newton, adolecen de dos inconvenientes.
En primer lugar, no estdn en forma normal, es decir las derivadas segundas ¢; no aparecen des-
pejadas en funcion de (t,q,q). En segundo lugar, son ecuaciones de segundo orden, por lo que
dos soluciones q; (t) y q2(t) —es decir, dos trayectorias del sistema— pueden intersecarse en el
espacio de configuracion extendido R x R™ de las variables (t,q) sin violar el teorema de exis-
tencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. Ambos inconvenientes se
pueden resolver si se consigue expresar las ecuaciones (3.79) como un sistema de primer orden
en forma normal. Dado que dichas ecuaciones son de primer orden en los momentos canonicos
conjugados p;, la forma mas natural de conseguir este objetivo es utilizar como variables depen-
dientes q = (q1,...,9n) YP := (p1,...,Pn), en términos de las cuales las ecuaciones de Lagrange
se escriben

=0, (3.79)

dg_. dp_dL,
a ¢ ar - aq(t,q,q). (3.80)

El problema es que en el miembro derecho de estas ecuaciones aparece ¢, que ha de expresarse
como una funcion de (t,q,p) utilizando la relacion

oL . .
- e had. (3.81)

Notese que, por el teorema de la funcion inversa, para que esto sea posible (al menos localmente)
debe cumplirse la condicion

) 2
det(a’.ol> =det< o°L ) £ 0. (3.82)
04;/1<ij<n 04i0q;/ 1<i,j<n

Por ejemplo, puede probarse que dicha condicién se cumple automaticamente para un sistema
mecanico natural si la matriz (a;;(t,q)),<; j<, €s invertible (cf. la Seccion 3.4). De hecho, al ser
T > 0 para q # 0 esta matriz ha de ser definida positiva, y por tanto invertible.
Por tanto (3.80) debe entenderse como
dq

» dp _ oL

Para escribir las ecuaciones anteriores en una forma mas simétrica es esencial estudiar como
depende el lagrangiano L de las variables (t,q, q). La diferencial de L, considerada como funcion
de dichas variables, esta dada por

—(t,q,q(t,q,p)) .

oL oL oL .. oL oL
dL Edt a dq aqd 3 dt+a—dq+pdq (3.83)
Teniendo en cuenta que
pdq=d(pq) —qdp,
de (3.83) se obtiene
. oL oL
d(pq—L)zdh:—Edt—a—qurqdp (3.84)

Si en la férmula anterior sustituimos ¢ por su expresion en términos de las variables (t,q,p)
la integral de la energia h se convierte en una funcion H(t,q,p) llamada el hamiltoniano del
sistema. En otras palabras,

H(t,q,p) := h(t,q,q(t,q,p)) . (3.85)
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Al ser dH igual al miembro derecho de (3.84), las derivadas parciales de H(t, q,p) respecto de las
variables independientes (t, ¢, p) son por tanto los coeficientes de dt, dq y dp en dicha ecuacion,
es decir:

OH _ oL oH _ oL oH __
ot _ ot aq oq’ op 1
Se sobreentiende que en el miembro derecho hay que expresar q en funcion de (t,q,p) invir-
tiendo la relacion (3.81). De las ecs. (3.86) se deduce que las ecuaciones de Lagrange (3.80) son
equivalentes al siguiente sistema de primer orden en las variables independientes (q, p):

(3.86)

dq oH dp 0H

Las ecuaciones (3.87) son las llamadas ecuaciones canénicas de Hamilton.

Comentario. En matematicas, el paso de las coordenadas y velocidades generalizadas (q, q) a las
variables canoénicas (q, p), donde q y p estan relacionadas a través de (3.81), recibe el nombre de
transformacion de Legendre. Este tipo de transformaciones son muy usadas, entre otras areas
de la fisica, en termodinamica.

o Para escribir las ecuaciones canénicas de Hamilton de un sistema mecanico con lagrangiano
L(t,q,q) se puede proceder de la siguiente forma:

1. Hallar los momentos canonicos conjugados

oL
pi =

_f(th!q)l i=1,...,n.
' qi

2. Utilizar las ecuaciones anteriores para despejar las velocidades generalizadas ¢; en fun-
cion de los momentos canonicos p;:

4i = 4i(t,q,p), i=1,...,n. (3.88)
3. Calcular el hamiltoniano del sistema
H(t)qap) :p él_L)

donde se han de utilizar las ecs. (3.88) para expresar ¢ en términos de (t,q,p).

4. Las ecuaciones canoénicas de Hamilton se obtienen entonces a partir de las derivadas
parciales de H mediante la ec. (3.87). De hecho, las primeras n ecuaciones de Hamilton

o0H

[ — X~ = 11 n,
i opi
son en realidad las ecuaciones (3.88), por lo que solo es necesario hallar las n restantes
ecuaciones
5o = — o8 i=1 n
pi= 3 =1,...,n.

e Recuérdese que en un sistema mecanico natural

h=c‘12§1—L=T+v,

y por tanto: E
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1 hamiltoniano de un sistema mecanico natural es la energia T + V expresada en términos de
las variables (t,q,p).

3.6.2 Leyes de conservacion

De las ecuaciones de Hamilton se sigue que si el Hamiltoniano H es independiente de alguna
coordenada g; se conserva el correspondiente momento conjugado p;:

a—H—O = ; = const
0a; P

Del mismo modo, si H es independiente del momento p; se conserva la coordenada q;:

o0H

=0 ; = const.
op; = ¢ =cons

En este ejemplo se observa ya la gran simetria entre las coordenadas generalizadas q; y sus
momentos p;, que es de hecho una de las importantes ventajas de la formulacién hamiltoniana
de la mecanica.

Por otra parte, de las ecuaciones de Hamilton se deduce que

dH _0H oH. 0H. 0H 0HOH O0HOH _0oH
at ~ ot aq3 " pP? T ot Toq ap op oq ot

Por tanto, si el hamiltoniano no depende explicitamente de ¢t entonces se conserva:

oH

§=0 — H = const.

Notese que, de la primera ecuacién (3.86):

OH _ L
ot ot

se sigue que H se conserva siy solo si L es independiente de t, que es la ley de conservacion ya
deducida en la formulacion lagrangiana (cf. la Seccion 3.4).

e Otra ventaja de la formulacion hamiltoniana de la mecanica sobre la lagrangiana consiste en el
hecho siguiente: si la coordenada q; es ciclica, es posible eliminar de las ecuaciones de Hamilton el
grado de libertad correspondiente a dicha coordenada y a su momento conjugado pi, reduciendo
dichas ecuaciones a un sistema de 2(n — 1) ecuaciones candnicas de Hamilton.
Supongamos, en efecto, que
0H
oa;
de modo que p;(t) = ¢ para todo t. Entonces es inmediato comprobar que las ecuaciones de
Hamilton de las restantes coordenadas y momentos son las ecuaciones canonicas del hamiltoniano

0,

H|pi:C EH(thli---1qi711qi+11-'-1q1’hp11'"1piflicipi+ly---|p7’l)1

dependiente solo de las 2(n — 1) variables canonicas conjugadas (g, p;) con j # i. En efecto, si
Jj # i se tiene

_ OH
op;

0 o0H 0

q.j pi=c B a (H|pizc> ’ i’j B _ﬁj pi=c¢ - _ﬁj (H’Iﬂi:C> :
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Una vez resueltas dichas ecuaciones, el movimiento de la coordenada ciclica q; se determina sin
mas que integrar su correspondiente ecuacién de Hamilton

oH
api pizc,

di
es decir
0H
qi(t) = JTp(th(t),---1Qi71(t),Qi+1(t),---’Qn(t)spl(t),---:pifl(t)1C,pi+1(t),---’pn(t)) dt.

Ejemplo 3.13. Hamiltoniano de una particula en coordenadas cartesianas. Como vimos en la
Seccion 3.2.1, en este caso el lagrangiano es

L= %mi’z -Vi(t,r),

y el momentos canonico coincide con el lineal:

_ oL _ mr
P= % — M
Al ser el lagrangiano natural, el hamiltoniano es la energia total T + V expresada en términos
de (t,r

bp):

1 ., p°
H=—-mr-+V(tr) =|—+V(tr)|.
2 2m

Si H no depende de la coordenada x; (es decir, si V es independiente de dicha coordenada) se
conserva p; = mx;, mientras que si H es independiente del tiempo (equivalentemente, si V no
depende de t) se conserva el propio H. Estas son obviamente las leyes de conservacion de la
componente i del momento lineal y de la energia ya conocidas. [ ]

Ejemplo 3.14. Hamiltoniano de una particula en coordenadas esféricas.
Como vimos en el Ejemplo 3.7, el lagrangiano de una particula de masa m en coordenadas
esféricas esta dado por la ec. (3.56), es decir

L= % (72 +7%0% +12sin® 0 92) - V(t,7,0,9) .

Este lagrangiano es claramente natural, por lo que su hamiltoniano es simplemente la energia
total m
T+V= > (72 +120% +r?sin? 0 p2) + V(t,7,0,p),

expresada en términos de los momentos canoénicos (3.57):

pr = mr, po = mrzé, Py = mr?sin® 0@ .

De estas ecuaciones se obtiene

. _ Dr y_ _Po . Py
= 9Tz @ mr2sin® 0’ (3-89)

de donde se deduce la siguiente expresion para el hamiltoniano:

2 2
L (e Pe )
H(tfraeiq?!p‘l’ipeip(ﬂ) - 2m <p7+ 1,_2 + 1/_2 Sin29 +V(t17’;9,(p) (390)
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Las ecuaciones de Hamilton son en este caso las tres ecuaciones (3.89), junto con las restantes
tres ecuaciones para las derivadas de los momentos:

2
BH: 8V+ 1 (1954- Py >’

T or or  mr3 sin® 0
. 0H ov Pé cos 0
pe:_ﬁ:_%—Fﬂﬂﬂ sin® 0’

. OH oV
Po = Tap . g

Como ya sabiamos, de la ultima de estas ecuaciones se deduce que py (igual a la componente z
del momento angular) se conserva si el potencial no depende de . Analogamente, al ser

H _dv
ot ot’
si V es independiente de t se conserva H, que coincide con la energia del sistema. [ ]

Ejemplo 3.15. Hamiltoniano de una particula cargada en un campo electromagnético.
Como vimos en el Ejemplo 3.9, en este caso el lagrangiano (en coordenadas cartesianas r =
(x1,x2,Xx3)) es

1 . ;
L= Emr2 —ed(t,1) +ef - A(t,T1),

los momentos canonicos estan dados por
pi = mx; + eA;(t,r), i=1,2,3, (3.91)

y el hamiltoniano es

1 .
H = gmr2 +ed(t,r),

donde se entiende que hay que expresar las velocidades en términos de los momentos conjuga-
dos. Como

sustituyendo en la féormula para H se obtiene la expresion

H(t,r,p) = ﬁ (p — eA(t,r))* + ed(t,r).

Notese que en esta formula p no denota el momento lineal de la particula, sino el vector cuyas
tres componentes son los momentos candnicos p; dados por la ec. (3.91). Las ecuaciones de
Hamilton son las tres ecuaciones (3.92), junto con

0A
aXi

_OH __0b
axi B axi

pi=

e .
(t,1) + - (p — eA(t,r)) - (t,1), i=1,2,3.

El hamiltoniano anterior también se puede calcular facilmente en coordenadas esféricas. En
efecto, sabemos que el lagrangiano es covariante bajo cambios de coordenadas, por lo que para
obtener el lagrangiano de una particula cargada en coordenadas esféricas basta expresar (3.33)
en dichas coordenadas. Como

i A= (e, +r0eg + rsindgey) - (Arey + Ageg + Apeg) = FAy + r0Ag + ¥ sin 0P Ay,
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FORMULACIONES LAGRANGIANA Y HAMILTONIANA DE LA MECANICA

sustituyendo en (3.33) se obtiene

L= %(f2 +720% + r?sin® 0@?) — ed + e(FA, + ¥OAg + ¥ SINOPAy) .

Los momentos canonicos son ahora

pPr = MV + eA,, po =mri0 +erAyg, P = mr’sin 0@ + ersinfA,,
y por tanto
f—i( —eAy) ré—i( —erAp) TSiDQ-—#( —ersinf0Ay)
—mpr v/ _m,’/ p@ 0), (p_mTSIHQ p(P Q-

Sustituyendo en la definicién de H obtenemos finalmente

H=7p, +0po+ Ppe — %(1?2 +720% + r%sin® 0@?) + ed — e(F Ay + ¥0Ag + 7 sinOPAy)

=%(¢2+72é2+rzsin20qb2)+e<p
1 —erAg)?  (pg —ersinf0Ay)?
= ﬁ[(vr—eAy)H(’”e - o) P Ty ]+e<p. (3.93)

Ejercicio. Escribir las ecuaciones canénicas de Hamilton del hamiltoniano (3.93).

3.6.3 Corchetes de Poisson

Llamaremos a partir de ahora espacio de fases (0 espacio fasico) al espacio R2" de las variables
canonicas (q,p). Dado un punto cualquiera (qg, po) en dicho espacio fasico y un instante inicial
to, por el teorema de existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales
de primer orden (si el hamiltoniano H(t,q,p) es de clase C? en las variables (q,p) para todo
t) hay una unica trayectoria (q(t),p(t)) del sistema que pasa por dicho punto, es decir que
verifica las condiciones q(tg) = qo, p(to) = po. Consideremos una funcién cualquiera f(t,q,p),
y estudiemos como varia dicha funcién cuando q y p evolucionan con el tiempo obedeciendo las
ecuaciones de Hamilton (3.87) del hamiltoniano H(t, q,p). Para ello, basta observar que
F_of O o Of . Of 0f0H _df oH
ot oq op ot 0q dp Op oq

Esto sugiere definir el llamado corchete de Poisson de dos funciones f(t,q,p) vy g(t,q,p) me-
diante la expresion

{f’g}::%aﬁ_gaﬁzz<ﬁaﬁ_ﬁﬂ>_ (3.94)

0q op 0p 0q 7 \0q; Op; Op; 04;

Utilizando esta definicién, la expresion anterior para f se escribe

. _g )
f= o +{f,H}; (3.95)

en particular, si f no depende explicitamente de t obtenemos la expresion mas sencilla

f:{f’H}'
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3.6 Formulacion hamiltoniana de la mecanica

Aplicando la expresion anterior a las coordenadas (q,p) en el espacio fasico obtenemos la si-
guiente formulacion de las ecuaciones de Hamilton en términos del corchete de Poisson:

di = 1qi,H}, pi = {pi,H}, i=1,...,n.

Los corchetes de Poisson de las coordenadas y momentos candénicos entre si son particularmente
sencillos:

{qi,a;} = {pi,pj} =0, {di,pj} = bij, L,j=1,...,n, (3.96)

donde 6;; es la delta de Kronecker.
Las siguientes propiedades del corchete de Poisson se obtienen de forma inmediata a partir de
su definicion:

1. Antisimetria: {f,g} = —{g, f}. En particular, {f, f} = 0.

2. Bilinealidad: {Af + ug,h} = A{f,h} + u{g,h}, donde A, u son constantes (0, mas gene-
ralmente, funciones de t). (En virtud de la antisimetria, una propiedad analoga vale para
el corchete {f,Ag + uh}.)

3. Regla de Leibniz: {fg,h} = f{g,h} + {f, h}g (y andlogamente para {f,gh}).

Por otra parte, un calculo largo pero sencillo demuestra que el corchete de Poisson verifica la
llamada identidad de Jacobi

{{f.g},h} + {{g,h}, f} + {{h, f}, 9} =0. (3.97)

Es inmediato probar (utilizando las propiedades elementales de las derivadas parciales) que
9 _{of ng}
ot {f’g}_{at’g}Jrjlf’ ot ]’

Utilizando esta relacion y la identidad de Jacobi se demuestra una importante generalizacién de
este resultado, conocida como identidad de Jacobi-Poisson:

d%{f,g} = {(f. g} + {f.d}. (3.98)

En efecto,

gy = 2 ifah+ (hanH) =1 g+ {2 - g ) - ik g 0)

ot’ " ot
_ {%,g} + {{f,H},g) + {f%‘?} +{f, {9, H}} = {% + {f,H},g} + {f%? + {g’H}}
= {f, g} + {f.a}.

De la identidad de Jacobi-Poisson se sigue inmediatamente el teorema de Jacobi-Poisson, de
fundamental importancia a la hora de obtener integrales primeras de sistemas hamiltonianos:

Si f(t,q,p) y g(t,q,p) son dos integrales primeras de las ecuaciones de Hamilton (3.87), tam-
bién lo es su corchete de Poisson {f,g}.

Ejemplo 3.16. El hamiltoniano de una particula de masa m en coordenadas cartesianas es

p?
H=—+V(tr),
2m
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FORMULACIONES LAGRANGIANA Y HAMILTONIANA DE LA MECANICA

donder = (x1,x2,x3) juega el papel de q y p = mr es el momento lineal. Hallaremos a continua-
cién el corchete de Poisson de dos componentes cualesquiera del momento angular

J=rXp=(x2p3 — X3p2,X3P1 — X1P3,X1P2 — X2P1)

aplicando las distintas propiedades del corchete de Poisson que acabamos de enumerar y los
corchetes basicos (3.96). Por ejemplo,

{J1,J2} = {xop3 — x3p2,X3p1 — X1P3} = {X2p3,X3p1} — {X2p3, X1P3} — {X3p2,X3pP1} + {X3P2, X1P3}
= —X2p1 + p2x1 = J3.

Procediendo de esta forma se obtienen las importantes identidades

Ui, Jjt = Jk, (i, j, k) = permutacion ciclica de (1,2,3).

Supongamos que se conservan dos componentes cualesquiera del momento angular, por ejemplo
J1 v J2. Por el teorema de Jacobi-Poisson se conservara entonces la restante componente J3 =
{J1,J2}. En otras palabras, si se conservan dos componentes cualesquiera del momento angular ]
se conserva el vector J. Supongamos a continuaciéon que se conservan la proyecciéon del momento
lineal p (que en este caso coincide con el canonico) a lo largo de una direccion n y el momento
angular. Escogiendo adecuadamente las coordenadas, podemos suponer que se conservan pi y
J. Pero entonces la identidad

{p1,J2} = {p1,x3p1 — x1p3} = —{p1, x1P3} = P3

implica (por el teorema de Jacobi-Poisson) que también se conserva p3. Analogamente, del cor-
chete de Poisson
{p1,J3} = {p1, x1p2 — x2p1} = {p1, x1P2} = —P2

se sigue que se conserva p». Por tanto en este caso se conserva el momento lineal p. [ |
e Ya hemos visto en la subsecciéon anterior que en la formulacién hamiltoniana las variables
canonicas q y p tienen un estatus idéntico. Es por ello razonable el intentar simplificar las ecua-
ciones de Hamilton (3.87) mediante cambios de variable generales de la forma

d=4d(t,q,p), DP=0(tqp). (3.99)

El problema es que, en general, una transformaciéon de este tipo convierte el sistema (3.87) en un
sistema de primer orden que no es de tipo hamiltoniano, es decir de la forma

o
oq

. OH 2
q= 3z p=

5’ (3.100)

para una cierta funcion H (t,q,p). Se dice por ello que la transformacion (3.99) es candnica si
transforma las ecuaciones de Hamilton de cualquier hamiltoniano H (t,q,p) en las ecuaciones
canonicas de otro hamiltoniano H (t,d, p).

Ejemplo 3.17. La transformacion

d=p, P=q
es canodnica, ya que es facil ComprNobar que transforma las ecuaciones de Hamilton de cualquier
hamiltoniano H(t,q,p) en las de H(t,q,p) = —H(t,q,p). En efecto,

0H 0H 5 . O0H 0H

"2 @ P 4% @

También es canoénica la transformacion

g=p=

para la que H (t,d,p) = H(t,q,p). n
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3.6 Formulacion hamiltoniana de la mecanica

e Un importante resultado en mecanica hamiltoniana afirma que la transformacion (3.99) es
candnica si y solo si los corchetes de Poisson de las variables q y P verifican

{didj} = pi,pj} =0, {di,Pj} = Adij, L,j=1,...,n,
con A # 0 constante!!. En particular, si A = 1 se dice que § y P son variables can6nicamente
conjugadas.

e Se demuestra también que siempre es posible encontrar una transformacion canoénica (3.99)
que convierta las ecuaciones de Hamilton (3.87) de cualquier hamiltoniano H(t,q, p) en las ecua-
ciones de Hamilton del hamiltoniano H = 0, es decir en el sistema trivial

q=0, p=0.
La solucion de este sistema es evidentemente
d=do, P=D0o,

con qo, Po vectores constantes. La solucion general de las ecuaciones de Hamilton originales se
obtiene entonces invirtiendo las ecuaciones

da(t,a,p) =do, P(t,q,p) =Do

para expresar q y p en funcion del tiempo y las 2n constantes (o, Po). De hecho, en este es
uno de los métodos mas efectivos que se conocen para hallar la solucion de las ecuaciones
de Hamilton, utilizando la llamada teoria de Hamilton-Jacobi para encontrar la transformacion
canonica que convierte el hamiltoniano original H en H = 0.

e Los corchetes de Poisson fundamentales (3.96) permiten establecer una analogia muy clara
entre la mecanica clasica y la cuantica. En efecto, en mecanica cuantica las variables dinamicas
(qj,p;j) se reemplazan (en la imagen de Schrodinger) por los operadores autoadjuntos

0
=q;, Pj=—ih—
Qj=aj J 34,

cuya actuaciéon sobre una funcion de onda Y (q) esta dada por
. oY
Qjv)(a) =qjyp(a), (Pjy)(q) = —ih ﬁ(Q).
J

Los operadores (Q;, P;) satisfacen relaciones de conmutacion totalmente analogas a (3.96):

[Qi,Q;] = [P,P;] =0, [QiP;] = 1h[£,qi] ~ihéy;, (3.101)
J

donde el conmutador de dos operadores A, B se define por
[A,B] = AB - BA.

Cualquier otra funcién f(q,p) esta representada en mecanica cuantica por un operador autoad-
junto F(Q,P) tal que
F(q,p) = f(q,p).

Normalmente solo se consideran transformaciones canonicas propias, para las que A = 1. Esto no supone
en realidad ninguna restriccion, ya que si (3.99) es una transformacion canoénica con A # 1 la transformacion
(q,p) — (4,P/A) es otra transformacion canénica con A = 1
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Este es el llamado principio de correspondencia de Bohr. Es importante observar a este respecto
que, al ser en general el producto de operadores no conmutativo, el operador F determina la
funcién f, pero no a la inversa. Por ejemplo, es facil comprobar que

F1(Q,P) = PQ?P # F>(Q,P) = % (Q?P? + P2Q?)

(de hecho, Fy — F» = h?), y sin embargo f1(q,p) = f2(4,p) = a°p°.

El conmutador [A, B] de dos operadores A y B tiene propiedades algebraicas analogas a las
del corchete de Poisson. En efecto, es obviamente antisimétrico y lineal en cada uno de sus
argumentos. Ademas, si A, B y C son tres operadores entonces es inmediato probar que

[AB,C] = A[B,C] +[A,C]B. (3.102)

Esta identidad es analoga a la regla de Leibniz satisfecha por el corchete de Poisson, con la inica
diferencia de que el orden en que aparecen los operadores en (3.102) es esencial para su validez.
Por ultimo, es inmediato comprobar que el conmutador verifica también la identidad de Jacobi

Si F(Q,P) vy G(Q,P) son dos operadores autoadjuntos que dependen polindmicamente de (Q,P)
(y no dependen explicitamente de h), aplicando repetidas veces la ecuacion (3.102) y utilizando
al final las relaciones (3.101) se puede expresar el conmutador [F, G] en la forma

[F,G] =ihK,

siendo K(Q,P) un polinomio independiente de #. De la regla de Leibniz satisfecha por el corche-
te de Poisson se sigue entonces que las correspondientes funciones clasicas f(q,p) = F(q,p),
9(q,p) = G(q,p) y k(q,p) = K(q,p) satisfacen

{f,9} =k.

En otras palabras, el conmutador en mecanica cuantica determina el corchete de Poisson en me-
cdnica cldsica via la relacion

1
F[F.G1~{f.0}.

El paso inverso (de los corchete de Poisson en mecanica clasica a los conmutadores en mecanica
cuantica) no es univoco en general, ya que como hemos visto distintos operadores autoadjuntos
F(Q,P) pueden dar lugar a la misma funcién f. Esto es légico, ya que la mecanica clasica es el
limite (cuando A — 0) de la mecanica cuantica, por lo que ésta debe determinar a aquella. Lo
contrario, sin embargo, no tiene por qué ocurrir, ya que puede haber teorias distintas con el
mismo limite para 7 — 0.

124



4 Movimiento en un sistema de referencia no
inercial

4.1 Velocidad angular de un sistema de ejes respecto de otro

Estudiaremos en este capitulo la descripcion del movimiento de una particula en un sistema
de referencia no inercial. Consideremos, en primer lugar, dos sistemas de referencia S y S’ con
el mismo origen de coordenadas, y sean respectivamente {e;,e»>,e3} y {eg,e’z,eg} los vectores
unitarios en la direccién de los ejes de ambos sistemas. Supondremos en este capitulo que el
sistema S’ es inercial, y denotaremos por O(t) la aplicacion lineal que relaciona los vectores e’l-
(ejes fijos) con los vectores e; (ejes moéviles):

ei(t) =0()e,, i=1,2,3. (4.1)

En lo que sigue identificaremos frecuentemente el operador O (t) con su matriz en la base {e;}f’:l,
cuyas columnas son las coordenadas de los vectores e;(t) en dicha base. Dado que el operador
O(t) transforma un sistema ortonormal de vectores positivamente orientado en otro sistema de
este tipo, dicho operador es un elemento del grupo ortogonal especial SO(3) de las aplicaciones
lineales M : R3 — R3 (0, equivalentemente, matrices 3 x 3 reales M) definido por las condiciones

MM =MM"=1, detM =1.

Un teorema probado por primera vez por Euler afirma que todo elemento M de SO(3) es una
rotacion alrededor de un cierto eje n. El teorema de Euler se demuestra como sigue. En primer
lugar, tomando el determinante de ambos miembros de la identidad

MM-1)=1-MT
y teniendo en cuenta que
detM =detM" =1, det(1 -M")=det((1-M)") = det(1 - M)

se obtiene
det(M - 1) =det(1 - M) = —dett(M -1) = det(M-1)=0.

Por tanto A = 1 es un autovalor de la matriz M. En otras palabras, existe un vector no nulo
n € R3 tal que Mn = n. Veamos a continuaciéon que M es una rotacion alrededor del eje n. En
efecto, tomando e} = n, la matriz M es de la forma

ain aiz O
M=laxn ax» O],
0 0 1

con A = (aij)1<i,j<2 Una matriz ortogonal 2 X 2 con determinante igual a uno (recuérdese que las
columnas de una matriz ortogonal son perpendiculares entre si y de norma 1). Como a?$, + a3, =
1, podemos tomar

aj; =cosf, a»; =sind, con 0 € [0,2™).
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Analogamente,
a2 =cosy, app =siny, con ¥ € [0,2T).
Imponiendo la ortogonalidad de las columnas de A se obtiene
cosOcosy +sin@siny = cos(0 — ) =0.
Por tanto ¢ = 0 = % (a menos de un multiplo entero de 2T), y

cos@ =Fsinf O
M=|sin® =+cosf O
0 0 1

De hecho, la soluciéon ¢ = 6 — 5 no es aceptable, pues en tal caso detM = —1. En definitiva,

Y=0+1m/2y

LIS
2

cos® —sinf® O
M=|sin@ cos® O] =:R3(0)
0 0 1

es una rotacion de angulo 0 (en sentido antihorario) alrededor del eje e3 = n.

Ejercicio. Si M € SO(3), demostrar que el angulo € de rotaciéon de M esta determinado por la
ecuacion 1 + 2cos 0 = tr M, donde tr M = Z;?’Zl M;; es la traza de la matriz M.

Solucion. Acabamos de ver que si M € SO(3) y n es un autovector de M de autovalor 1 (con |n| =
1) entonces M es una rotacion alrededor del eje n. Para determinar el angulo de rotacion 6,
notese que M = UR3(0)U™!, siendo U la matriz del cambio de base de la base {e;} a la base
en que n = e;. Tomando la traza de esta igualdad y teniendo en cuenta que tr(AB) = tr(BA) se
obtiene:

M =tr (UR3(0)U™") = tr (U UR3(0)) = trR3(0) = 1 + 2cos 0. "

Consideremos de nuevo la matriz de rotacion R3(0) alrededor del eje e;. Un calculo directo
demuestra que

R 0 -1 0
H9—3(0): 1 0 0of;
0 0 0

por tanto, si c € R3 es un vector arbitrario se tiene

d dR3 ’ / /4

— R3(0)c = —=(0)c = —cre; +c1e, = €5 XC.

16| Ra(@)c = TR0 c = —coef + cre) = ¢

En general, si Ry (0) denota la matriz de rotacion alrededor del eje n en un angulo 6 entonces se
tiene

d _ dRn 3
@‘GZOR“(Q)C =40 (0O)c=nxc.
Simbolicamente, podemos escribir
dRn B
@(0) =nx, (42)

entendiendo que ambos miembros son iguales cuando se aplican a cualquier vector ¢ € R3. Otra
forma de interpretar el resultado anterior es que para 6 pequeno se tiene (al ser R,(0) = 1)

Rn(@)c=c+0nxc+0(0%). 4.3)
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Ejercicio. Probar que ’Rn((?)r =cosOr+ (1 —-cos@)(n-r)yn+sinfnxr.

Solucion. Sir es paralelo a n la féormula es claramente cierta. En caso contrario, los vectores n,
nxXryr—- (n-r)n son mutuamente ortogonales y no nulos. Ademas, los dos ultimos vectores
tienen la misma longitud [ > 0, ya que

r—m-r)n=r’-(n-r)?.

Por tanto

1 1
e1=T<r—(n-r)n), e2=Tn><r, e3=n

forman un triedro ortonormal positivamente orientado. Usando esta base y la ecuacion de la
rotacion R3(0) se obtiene

Rn(0)r =Ry(0)(le; + (m-1r)n) = IR (0)e; + (n-r)n=1cosfe; +IsinOe; + (n-r)n

=cosO(r—(n-rn) +sinfnxr+ (n-rn,

que conduce a la féormula propuesta. [ ]

Sea ahora O(t) € SO(3) para todo t, y supongamos que O es de clase C! (es decir, que los
elementos de matriz de O son funciones derivables con continuidad). Nos planteamos entonces
el problema de calcular la derivada O(t) en todo instante t. Para ello derivamos respecto de t la
identidad

om)omw)" =1,

obteniendo
0=01)0NT+0M)0MNT =000+ [01)0n)T]".

Por tanto
Qt):=0wmomT

es una matriz antisimétrica de orden 3. Como O(t)T = O(t)~!, de esta relacion se sigue que

O(t) =Q)0(t). (4.4)

La matriz antisimétrica Q(t) puede escribirse como

0 —w3(t)  wa(t)
Q(t) = | wsz(t) 0 —w1 (t)
—w2(t)  wi(t) 0

para ciertos nimeros reales w;(t). Es entonces inmediato comprobar que si ¢ € R3 se tiene
Q(t)c=w(t) xXc,

donde w(t) € R3 es el vector de componentes w;(t). De la ec. (4.4) y la identidad anterior (con
O(t)c en lugar de c) se deduce finalmente que

O(t)c = w(t) x O(t)c, vVt e R. (4.5)

El vector w(t) € R3, que en general depende del tiempo, esta determinado por la relacion
w(t)x =Q(t)=o0momT =o0wmow,
0, equivalentemente,

w(ty)x = cht O(t)O(ty) L. (4.6)
t=to
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Ejemplo 4.1. Si O(t) es una rotacién alrededor de un eje fijo n en un angulo variable con el
tiempo «(t) entonces
w(t) = &(t)n.

En efecto, utilizando la ecuacion (4.6) se obtiene
O(t) = Ra(x(t)) = O(t)O(to)™" = Ru(a(t))Rn(x(to)) " = Rn(x(t) — x(to)),

y por tanto, en virtud de la ec. (4.2),

w(to)x = d% Rn(x(t) — ax(to)) = &(to)%(o) = &(to)nx = w(to) = &(to)n. ]
t=to

Aplicando (4.5) a la ec. (4.1) que relaciona los ejes moviles e;(t) = O(ye;O) con los fijos e;
obtenemos la importante formula

€;(t) = w(t) x O(t)e; = w(t) x e;(t), (4.7)

donde é;(t) denota la derivada del vector e;(t) respecto del sistema inercial (fijo) S’. En general,
si ¢ es un vector constante en el sistema inercial S’ (es decir, si ¢ = zil cie; con ¢; constante) y
c(t) = O(t)c, de (4.3) se sigue que

¢(t) = 0(t)e(t) = w(t) x O(t)c = w(t) X c(t),

y por tanto
c(t + At) = c(t) + w(t)At x c(t) + O(At?).

Comparando con la ec. (4.3) deducimos que el paso de c(t) a c(t + At)c equivale (a primer orden
en At) a efectuar en el vector c¢(t) una rotacion instantdnea de angulo A0 y eje n(t) dados por

AOn(t) = At w(t).

Haciendo At tender a cero se obtiene la relacién

w(t) = 0(t)n(t).

En otras palabras:

La direcciéon y el modulo del vector w(t) son respectivamente iguales al eje instantaneo de
rotacion y a la velocidad angular instantanea de rotacion de los ejes moviles {ei}?zl respecto
de los ejes fijos {e;}il.

Por este motivo, el vector w(t) se denomina velocidad angular instantanea del sistema de ejes

moviles {e;};_, respecto del sistema de ejes fijos {e;}le.

4.2 Derivada temporal en los sistemas fijo y movil

Para estudiar la relaciéon entre el sistema inercial S’ (sistema fijo) y el no inercial S (sistema
movil), consideremos como se expresa la derivada temporal de un vector variable cualquiera
A(t) en cada uno de estos sistemas. Desarrollemos, para ello, el vector A(t) en el sistema movil

fei}i

3
A(t) = D A(t)e;.
i=1
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4.3 Dinamica en un sistema de referencia no inercial

d d
Para evitar confusiones, denotaremos a partir de ahora por (E)f y (&) la derivada tempo-
m

ral respecto de los sistemas fijo y mévil, respectivamente. Derivando la relacién anterior en el
sistema fijo y utilizando esta ultima notacién se obtiene la identidad

3 3
dA(t)) . (dei>
= > Ai(t)e;+ > Ai(t) | =— 4,
(%500, = SAwe S (), 4.8)
i=1 i=1

donde hemos tenido en cuenta que las funciones A;(t) son escalares, y por lo tanto su derivada
respecto de t es la misma en ambos sistemas. Utilizando la ec. (4.7), que en la notacion que
acabamos de introducir se escribe

dei _ ‘
(E)f = w(t) X e, (49)
la ec. (4.8) se convierte en
dA()Y &
( 5t )f —iglAl(t)eler(t)xA(t). (4.10)

. L . dA
Por otra parte, en el sistema movil los vectores e; se consideran constantes, por lo que (—)
m

dt

esta dado simplemente por

Comparando esta expresion con la anterior se obtiene la importante relacion

(dA(t)) _ (dA(t)
f

at at >m + w(t) X A(t). (4.11)

La expresion anterior es valida para cualquier vector A(t) funcion del tiempo; en particular, si la
aplicamos a la velocidad angular instantanea w(t) obtenemos

(dﬂit))f - (dﬁ”)m (D). 4.12)

4.3 Dinamica en un sistema de referencia no inercial

Consideremos a continuacién el caso mas general en que el origen de S esta desplazado respecto
del de S’ en un vector R(t) dependiente de t. Sir es el vector de posicion de una particula en el
sistema no inercial S, su vector de posicion en el sistema inercial S’ estara dado por

r=r+R.

Derivando esta relacion respecto del sistema fijo (inercial) obtenemos

dr’ dr
(dt )f = (E)erwerrV’ 4.13)
donde
_(dR
v=(G), 19

es la velocidad del origen de S medida en el sistema inercial S’. Denotando por vy y vy la
velocidad de la particula en los sistemas fijo y moévil, respectivamente, es decir

dr’ dr
vie (Gt) = (g, (315
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MOVIMIENTO EN UN SISTEMA DE REFERENCIA NO INERCIAL

podemos reescribir la ec. (4.13) en la forma mas compacta

VEi=Vm +V+wXr. (4.16)

Derivando de nuevo la relacién anterior en el sistema fijo obtenemos

(500 () (), wevmomesn s
m

dt dt dt
_ dl dvm> .
_<dt>f+<7dt m+2w><vm+w><(w><r)+w><r.

Teniendo en cuenta que
( dve ) d2r’ ( dvi ) d?r

—_— = = af, _— = _— = am

dt /¢ de2 J; dt /m de2 )
son respectivamente la aceleracion de la particula en los sistemas fijo y movil, y llamando

2
A= (<LV> _ (4R
dt /¢ de? J;

a la aceleracion del origen del sistema movil S respecto del fijo S’, obtenemos finalmente la
importante relacion

ar=am +A+20 XV + WX (W XT)+@XT. 4.17)

Teniendo en cuenta esta relacion, si la particula estd sometida a una fuerza F (medida en el
sistema inercial S'), la ecuacion del movimiento de dicha particula en el sistema movil S es

mam = F — mA - 2mw X vip — mw X (w Xr) —mw Xr =F +F;. (4.18)

Por tanto en el sistema movil la segunda ley de Newton ha de ser modificada afiadiendo a la
fuerza real F la fuerza ficticia

Fi= —-mA —-2mw X vy — mw X (W XT) —mw XTI. (4.19)

Es importante notar que esta fuerza ficticia es de tipo inercial, al ser proporcional a la masa de
la particula.

El primer término de la fuerza ficticia F; es debido a la aceleracion del origen del sistema no
inercial S respecto del sistema inercial S, y por tanto desaparece si dicho punto se mueve con
velocidad constante respecto de S’. Los restantes términos de F; se deben a la rotacion de los
ejes del sistema movil. Mientras que el ultimo de dichos términos desaparece si la velocidad
angular w es constante, el segundo y el tercer término han de ser tenidos en cuenta aun cuando
w sea constante. El término —mw X (w X r) es la llamada fuerza centrifuga, ya que es un vector
contenido en el plano determinado por w y r, perpendicular a w y dirigido “hacia fuera” del eje
determinado por el vector w (cf. la fig. 4.1). El término —2mw X vy, que depende de la velocidad
de la particula, es la denominada fuerza de Coriolis (véase de nuevo la fig. 4.1).

4.4 Movimiento con respecto a la superficie terrestre

Aplicaremos en esta seccién la ecuacion del movimiento (4.18) obtenida en la seccidén anterior
para estudiar la dinamica de una particula que se mueve cerca de la superficie terrestre. Des-
preciaremos el movimiento de la Tierra alrededor del Sol, y supondremos que la Tierra gira
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4.4 Movimiento con respecto a la superficie terrestre

—@ XV
® I
A

v —® XV
@ XT
Q>
—® X (@ XT) ®
W—-@O——E
r
—w XV v

T—»—wxv

Figura 4.1. Fuerzas centrifuga (izquierda) y de Coriolis (derecha).

alrededor de su eje norte-sur con velocidad angular constante de modulo!

27t rad 21t rad

_ ~ ~ . -5 -1
W = 1 dia sidéreo ~ 8616415 ~ 29212107 rads

en sentido oeste-este.

Figura 4.2. Sistema de ejes terrestres.

Escojamos un sistema de ejes terrestre en la forma indicada en la fig. 4.2. Mas precisamente,
el origen de coordenadas O del sistema mo6vil S estd en un punto de la superficie terrestre de
latitud A y longitud @, el vector e3 (eje z) lleva la direccion del vector R que une el centro de la
Tierra con el punto O, el vector e; (eje x) es tangente al meridiano que pasa por O (en direccién
sur), y el vector e, (eje ) es entonces tangente al paralelo que pasa por O (en direccion este). En
otras palabras:

1Por definicion, un dia sidéreo es el tiempo que tarda la Tierra en efectuar una rotacion completa alrededor
de su eje, mientras que un dia solar (igual a 24 horas) es el intervalo entre dos pasos consecutivos del Sol por el
meridiano de un punto cualquiera de la superficie terrestre. Debido a la rotacion de la Tierra alrededor del Sol, el
dia sidéreo es unos 4 minutos mas corto que el dia solar.
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MOVIMIENTO EN UN SISTEMA DE REFERENCIA NO INERCIAL

El eje x esta dirigido hacia el sur, el eje  hacia el estey el eje z en la direccion de la vertical.

Como ejes fijos tomamos un sistema de ejes con origen O’ en el centro de la Tierra, siendo el
vector e; un vector unitario en la direccion sur-norte, de modo que la velocidad angular de la
Tierra es

w = we;y.

Notese que los vectores e; son (por este orden) los vectores eg, e, y €, del sistema de coordena-

das esféricas en el punto r, siendo 0 = g — A. Utilizando las ecuaciones (1.1) se obtiene

sinA cos @e] + sinAsinge), — cos ey,

e

—sin@e] + cos pe,,

(S

e3 = cosAcos@e; + cosAsinpe; + sinAe;.

De las ecuaciones anteriores (o simplemente de la fig. 4.2) se deduce que en el sistema terrestre
la velocidad angular de la Tierra esta dada por

w = w(—cosAe; + sinAe3). (4.20)

Escribamos a continuacion las ecuaciones del movimiento (4.18) en el sistema de ejes terrestre
para una particula de masa m que se mueve en las proximidades del punto O. Supondremos, por
el momento, que la Unica fuerza que actila sobre dicha particula es la atraccion de la gravedad

terrestre mgop, donde
GM |,
-

g0 =

yr’ =R +r es el vector de posicion de la particula en el sistema fijo. Si la particula permanece
proxima al punto O, podemos sustituir el vector r’ por R, y por tanto tomar

GM GM
go = _FR: —FQE» = —goes,

siendo

GM _
90 = oz = 9.80665 ms el

En el resto de este capitulo escribiremos, por sencillez,

Las ecuaciones del movimiento de la particula en el sistema de ejes terrestre son por tanto
F=gp-A-2wWXTI—wxX (wWXr).

Esta expresion se puede simplificar teniendo en cuenta que en este caso

dR dR
V = (E)f = <a>m +wXxXR=wXxR,

ya que R = Rej3 es constante en el sistema de ejes terrestre. Derivando respecto de t (y teniendo
en cuenta que w es constante) se tiene

A=(d—v> =wXV=wX(wxR).
dt /¢
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4.4 Movimiento con respecto a la superficie terrestre

En consecuencia, las ecuaciones del movimiento de la particula se reducen a

Fr=g-2wXxXr—wx (wxr), (4.21a)

donde el vector

g:=80— wXx (wxR), (4.21Dh)

constante en el sistema de ejes terrestre, es la gravedad efectiva en el punto O (es decir, la
aceleracion experimentada por una particula instantdneamente en reposo en el sistema de ejes
terrestres situada en el punto O de la superficie terrestre). Evidentemente, si ademas de la gra-
vedad actiia una fuerza externa F la ecuaciéon del movimiento de la particula es

'f=%+g—2w><i‘—w><(w><r). (4.22)

Ejercicio. Demostrar que en un punto de la superficie terrestre de latitud A la plomada se desvia
de la vertical en un angulo 6(A) dado aproximadamente por

w?2R sinA cos A
Jo — w2Rcos2 A’

tand(A) = (4.23)

Hallar la latitud A para la que 6(A) es maximo y el valor maximo de 6(A).

Solucion. Por definicion, la direccion de la plomada es la direccién de la que pende una masa
en reposo suspendida de un hilo, es decir la direccion opuesta a la tension T del hilo. Para
hallar dicha direccién basta observar que la ecuacién del movimiento de la masa se obtiene
sustituyendo F = T en la ec. (4.22), es decir

. : T
r=g-20Xr-wx (wxr) + —.
m
Cuando la masa esta en reposo r = ¥ = 0, y por tanto

T
— ~ 4.24
g+ wX (wxXr) g, ( )

donde hemos despreciado el término w X (w X r) al ser
lw X (W XT1)] < W?r < |wx (wxR)| = w?RcosA

excepto en las proximidades de los polos (A = +1t/2). De la ec. (4.24) se sigue que la direccion de
la plomada coincide aproximadamente con la de la gravedad efectiva g. Teniendo en cuenta que
80 = —4goe3zy

wx (wxR) =(w-R)w - w?R = w?RsinA(-cosAe; + sinAe3) — w2Re;

—w?R cos A(sinAe; + cosAe3)

se obtiene

. 2 wZR -3
g = Jgo (y sinAcosAe; — (1 — ycos /\)e3) , con y:= 7 ~3.458 -107°.
0

El vector g tiene una componente

w?R

sin 2A

g1 = YgosinAcosA =
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6(A)

g
Figura 4.3. Gravedad efectiva g (en el hemisferio norte).
en la direccion del vector e; (cf. la fig. 4.3). Por tanto g se desvia de la vertical (direccion del eje z)

hacia el sur en el hemisferio norte (A > 0) y hacia el norte en el hemisferio sur (A < 0). El angulo
0 (A) formado por el vector g con la vertical tiene tangente

g1 ysinAcosA y sin2A
gzl  1—ycos2A |2—y—ycos2A /|

tano(A) =

que coincide con la ec. (4.23) en virtud de la definicién de y. Derivando la expresién anterior se
obtiene:
1 d _(2—y—ycosZz\)cosZA—ysinZZA_ (2—y)cos2A -y

L a A) = = :
2y ax o) (2= y — y cos2A)2 (2 =y — ycos2a)2

La desviacion 6 (A) serd maxima (en valor absoluto) por tanto cuando

Y
2A = —
COS >

) (4.25)
R4

y la desviacion maxima dmax esta dada por

[1 >
WIZ @y ysend [ ysend ~1.732-10"3 sgnA
2 - - ’
2-y-35  ye-y2oyr [2DTY

6max = 5955, Sgl’l?\

tal’l 6max = Sgl’l A

es decir

Al ser y del orden de 1073, de la ec. (4.25) se sigue que el valor de la latitud Amax para el que
0(A) es maximo se puede expresar cOmo Apax = t(% — &), con € > 0 pequeno. El valor de ¢ se
puede calcular de forma aproximada desarrollando cos 2Anax a primer orden en &:

Y
2-y

1

N =

COS 2Amax = cos(g - 25) =gin2& ~ 2 =

~8.646-10%*rad =2.972". m

- & =~

B

La ecuacion del movimiento (4.21) es exacta. De hecho, dicha ecuacion es un sistema (inho-
mogéneo) de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes constantes en
las componentes del vector r. Como se vera en el curso de Métodos Matemadticos I, este tipo de
sistemas en principio se pueden resolver exactamente (por ejemplo, escribiéndolos como un sis-
tema de primer orden en (r,1) y utilizando la exponencial matricial). En la practica, es preferible
simplificar primero la ec. (4.21) teniendo en cuenta el orden de magnitud de sus distintos suman-
dos. Mas precisamente, el segundo término de (4.21b) es a lo sumo de orden y ~ 1073 respecto
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4.4 Movimiento con respecto a la superficie terrestre

del primero, mientras que el ultimo término de (4.21a) es a lo sumo de orden yr /R respecto
del primer término de dicha ecuacion. Por tanto, si ¥ < R la ecuacion del movimiento se puede
aproximar por

F=gyo—-2wxr. (4.26)

Integrando una vez respecto de t obtenemos
Ir=got-2wXxr+c,

donde c es un vector constante en el sistema de ejes terrestre. Aunque de nuevo el sistema
anterior se puede resolver exactamente (se trata de un sistema lineal inhomogéneo de primer
orden con coeficientes constantes), resulta ventajoso en la practica aprovechar el hecho de que
si la velocidad [i| no es muy grande el primer término del miembro derecho de (4.26) es mucho
mayor que el segundo, ya que

90 . 134483 -10° ms™!.
w

Esto permite hallar una solucién aproximada de (4.26), escrita como una ecuacién de primer
orden en la velocidad:

v =g0- 2w x V]| (4.27)

y desarrollando v en potencias de w:

V() = vi(t) + wva(t) + 0(w?),

con
v(0):=vg = v1(0) =vg, v2(0)=0.

Sustituyendo en (4.27) se obtiene
Vi + WV = go — 2w X V| + O(w?),
de donde, igualando a cero por separado los términos O (1) y O (w), se sigue que
Vi1 = 8o, wvy = —2wW X V] .

Resolviendo este sistema primero respecto de v; y a continuacion respecto de v, se obtiene
facilmente

v = got + vo, WVy = 20 X Vg —2tw X gy = wVr = —-2twXVy—t’wxgp.

Por tanto
V =V]+ WV =V0+g0t—2tw><vo—t2w><go,

e integrando respecto de t queda finalmente

2 3
I‘:I‘()+V0t+g0%—t2wXV0—%ngo. (4.28)

Ejercicio. Una particula se lanza verticalmente desde un punto de la superficie terrestre de lati-
tud A hasta alcanzar una altura h. Demostrar que la particula toca tierra en un punto situado
% \/8h3/go w cos A al oeste del punto inicial. (Considérense solamente alturas h pequefias y des-
préciese la resistencia del aire.)
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MOVIMIENTO EN UN SISTEMA DE REFERENCIA NO INERCIAL

Solucion. Aplicando la ec. (4.28), con
ro=0, vop=vpes = —w XVy=wUvg(cosAe; —sinAe3) X ez = —wvyCcOSAer

y, analogamente,
—w X gy = wgpcosAey,

se obtiene (aproximadamente)
w
r =votesz — %t263 + <— WV COSA L + %t%os)\) er.

Por tanto la ley horaria de la trayectoria es

t
x =0, y=wvocosAt2(gL—1), Z=vot—@t2.
3vo 2
La particula toma tierra en el instante ty > 0 en que z = 0, es decir
2v
tO = 70’
go

y el valor de la coordenada y en dicho instante es por tanto

3
y(ty) = 4 wzo cosA <0.
3 95

Vemos, pues, que la particula se desvia al oeste, tanto en el hemisferio norte como en el sur,
siendo la desviacion maxima en el ecuador (A = 0). Para expresar la desviacién hallada en funcién
de la altura maxima h alcanzada por la particula, basta tener en cuenta que dicha altura se
obtiene imponiendo que zZ = 0:

. Vo Vo
Z=V9—-got=0 = t=— = z=h=_—.
090 90 290
Por tanto
4w 4 8h3
to) = —— (2goh)3/? cosA = —= wcosA , [ — .
A titulo de ejemplo,
h=100m, A=40°25 (latitud de Madrid) = y(t9) = —6.686 cm. [ ]

Ejercicio. Repetir el problema anterior suponiendo que la particula se deja caer desde una altura
h sobre la vertical.

Solucion. En este caso
I‘o = he3 5 VO = 0,

y sustituyendo en (4.28) se obtiene

x =0, y=ng0t3COS/\, z=h—@t2.

2

Por tanto la particula toca Tierra en el instante

y su desviacion en la direccion del eje y es

w 8h3
to) = — COSA,[—.
vy (to) 5 COS 7

Notese que en este caso y(tg) = 0, y por tanto la desviacién es hacia el este. [ ]
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4.5 El péndulo de Foucault

>

&%

Figura 4.4. Péndulo de Foucault.

4.5 El péndulo de Foucault

En 1851 J.B.L. Foucault demostr6 experimentalmente la rotacion de la Tierra utilizando el pén-
dulo que hoy lleva su nombre, representado en la fig. 4.4. Se estudian las pequeilas oscilaciones,
y se supone por tanto que la longitud [ del péndulo es muy grande frente a x, v, z. En este caso
la fuerza total que actia sobre la masa del péndulo es

F=mgo+T,

donde la tensiéon T del hilo del péndulo esta dada por

La ecuacion (aproximada) del movimiento es por tanto

. T( r) .
r=go+—|(e3-—- ) -2wxr,
m

l
donde
(3] eo es3
wXxt=w|-cosA 0 sinA|=w[-ysinAe; + (xsinA + ZcosA)e; — ycosAes],
X % z
y por tanto
5&——&+2w'sin2\
- Ilm Y
y = —T—y—Zw(icsinA+z'cosA) (4.29)
Im
. T z .
=—go+—(1-2)+2 A
z g0+m( l>+ WYy Cos

Notese que z < 4/x2 + y2, ya que si 0 es el angulo que forma el péndulo con la vertical se tiene

2

\Jx2+y2=1sin0 =~ 10, z=l(1—cos€):%.
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MOVIMIENTO EN UN SISTEMA DE REFERENCIA NO INERCIAL

Podemos por tanto despreciar en las ecs. (4.29) las cantidades z, Z y Z frente a x, y y sus
derivadas. En particular, de la iltima de estas ecuaciones se sigue que

T .
—_— — 2 A ~
go WYy Cos 9o,
ya que go/w es del orden de 10° ms~!. Sustituyendo en las dos primeras ecuaciones de (4.29) y

despreciando el término proporcional a Z se llega finalmente al siguiente sistema en las coorde-
nadas (x,y):

X+ olx

2wy sin A
. : (4.30)
P+ &’y = —2wx sinA,

donde

g0
l

es la frecuencia natural del péndulo.
Las ecuaciones anteriores se resuelven facilmente introduciendo la variable compleja

u=x+iy,

en términos de la cual adoptan la forma sencilla

U+2iQu+Pu=0, con Q:= wsinA. (4.31)

Se trata de una ecuacion lineal homogénea de segundo orden con coeficientes constantes y poli-
nomio caracteristico
p(s) = $2 4210 s + &2,

cuyas raices son los nimeros complejos
Se = —-1Q +iV0?2 + 2.
A todos los efectos practicos, puede despreciarse el término Q2 en el radical frente a «?, ya que?

Q2 - w?l l
o2~ go 1.84422-109m’

Por tanto
S+~ -1 +ix,

y la solucion general de (4.31) esta dada en excelente aproximaciéon por

u=e 0t (clei"‘t + cze‘i"‘t) : (4.32)

con ¢, ¢ constantes en general complejas.
Hallemos, por ejemplo, la soluciéon de las ecs. (4.30) que verifica las condiciones iniciales

x(0) =x0>0, »(0)=0, x(0)=xy(0)=0, (4.33)

2 2
S+ = -1 +ix 1+Q—=ia<il—9+0<9—)),
V o2 16 o2

por lo que el término despreciado es de orden O(Q/x) frente al término mas pequefio retenido (—iQ).

2Mas precisamente,
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Q
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X

Figura 4.5. Rotaciéon del plano del péndulo de Foucault (sombreado en gris).

es decir cuando la masa del péndulo se suelta sin velocidad a una distancia xo de la vertical en
el plano Oxz. Si no existiera la rotacion de la Tierra, las ecuaciones del movimiento (4.30) con
las condiciones iniciales (4.33) tendrian la solucion

X = xgcos(«t), vy =0.

En otras palabras, el péndulo oscilaria con frecuencia & y amplitud xg alrededor de la vertical
en el plano Oxz. Cuando w > 0, la solucion (4.32) que verifica las condiciones (4.33) se calcula
facilmente teniendo en cuenta que

u(0) = x(0) +iy(0) = x¢, 1(0) = x(0) +iy(0) = 0. (4.34)
Imponiendo estas condiciones se obtiene
C1 +C2 = Xo,

Q
ix(c;y —c2) —iQ(c1 +¢2) =icx(c1 —¢c2) —i1Qxp=0 = c1—cC» = &Xo ~0,

cuya solucion aproximada es

1
C1 ICZIEXO.

Por tanto la solucién de la ec. (4.31) buscada es aproximadamente

u = xoe 2 cos(at) |. (4.35)

El nimero complejo e ¥t es el punto de la circunferencia unidad que forma un angulo —Qt con
el eje real, resultado de rotar el vector unitario coordenado e; un angulo —Qt alrededor del eje z.
Como xg cos(at) es real, la ecuacion anterior se puede reescribir en términos reales en la forma

(x,y) = xpcos(xt)n(t), con ’n(t) = R3(—Qt)ey ‘

De esta ecuacion se sigue que el plano del péndulo, determinado por los vectores e3 y n(t), forma
un dngulo de —Qt con el plano Oxz. El movimiento del péndulo es por tanto la composicion de
dos movimientos periodicos: una oscilacion “rapida” de periodo 21t/ en el plano determinado
por los vectores e3 y n(t) y una rotaciéon “lenta” de dicho plano alrededor del eje z con periodo
21/Q > 21t/ (cf. 1a fig. 4.5). En particular:
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MOVIMIENTO EN UN SISTEMA DE REFERENCIA NO INERCIAL

En el hemisferio norte, el plano del péndulo gira en sentido horario, es decir, este-sur (ya que
@ = —0Q = —wsinA < 0) con velocidad angular Q = w sinA. En el hemisferio sur la rotacion
del plano del péndulo es en sentido antihorario (ya que sin A < 0), y en el ecuador (A = 0) no se
observa.

Notese que en cada periodo 21/« del péndulo (tiempo en que cos(xt) efectiia una oscilacion
completa) el angulo que forma el plano del péndulo con el plano Oxz avanza en —21Q/x, que
por lo visto anteriormente es una cantidad muy pequenia. El periodo de la rotaciéon del plano del
péndulo esta dado por

T = 2—“ = 2—“ csc A = csc A dias sidéreos.
Q w

Por ejemplo, a una latitud de 30° el periodo es de 2 dias sidéreos, mientras que en Madrid
(A = 40°25’) dicho periodo es de 1.5424 dias sidéreos. Obsérvese, por ultimo, que (con las
aproximaciones realizadas) el movimiento de la masa del péndulo no es exactamente periédico
a menos que la razon «/Q sea un numero racional (cf. la fig. 4.6).

Y/Xo

5 X/ %0

Figura 4.6. Proyeccion sobre el plano Oxy de la trayectoria seguida por la masa del péndulo si
x/Q =5.
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5 El solido rigido

5.1 Grados de libertad

Un solido rigido es un sistema de particulas de masa my (x = 1,...,N) en que la distancia
Irq —rg| entre dos particulas cualesquiera es constante. En otras palabras, un solido rigido es un
sistema mecanico de N particulas sujeto a las N(N — 1)/2 ligaduras holbnomas independientes
del tiempo (jno todas ellas independientes entre si!)

(re —I‘[;)Z = lfxﬁ = const., l1<ax<B<N. (5.1)

e Supondremos en lo que sigue que se cumple la tercera ley de Newton en sentido fuerte, es decir

que la fuerza de ligadura Fyg que ejerce la particula B sobre la « satisface

Fop = —Fpa |l Ta —I‘ﬁ.‘

Es facil ver que en tal caso las ligaduras (5.1) son ideales, es decir se cumple el principio de los tra-
bajos virtuales. En efecto, el trabajo realizado por las fuerzas de ligadura en un desplazamiento

infinitesimal dry (&« = 1,...,N) de las particulas del sistema esta dado por!
1 1
> Fap-dra =5 > (Fag-dra+Fpy-drg) = = > Fup - (dry —drp). (5.2)
2 2
x+p «+p «+p

Por otra parte, derivando las ecuaciones de ligadura se obtiene
(rq —1pg) - (dro — drg) =0, l<ax<B<N,
de donde se sigue (al ser Fyg paralela al vector ry — rg) que
Fyp - (dry —drg) =0, l1<ax<B<N.

Vemos por tanto que todos los sumandos en la tlltima suma de (5.2) se anulan, y en consecuencia
el trabajo realizado por las fuerzas de ligadura es efectivamente cero.

e Se dice que un solido rigido es genérico si contiene tres particulas no colineales?.

En un soélido rigido genérico, siempre es posible construir un sistema de ejes moéviles respecto
del cual todas las particulas que componen el solido estan fijas (es decir, en reposo). Un sistema
de ejes con esta propiedad se denomina sistema de ejes del cuerpo (body axes en inglés).

Demostracion. Sean P,Q,R tres puntos del sélido no colineales. Un sistema de ejes del cuerpo
se obtiene, por ejemplo, tomando como origen el punto P, el eje x en la direccion del vector P—Q),
el eje v en la direccidon de la recta del plano PQR perpendicular a P—Q: orientada de forma que
la coordenada y del punto R sea (por ejemplo) positiva, y el eje z en la direccion de P_Q> x PR.
En efecto, en este sistema de ejes los puntos P, Q y R estan fijos por construccion (ejercicio).

'En lo que sigue, las sumas sobre indices griegos «, B, y, ...se supondran extendidas de 1 a N, mientras que
los indices de suma latinos i, j, k, ...tomaran los valores de 1, 2, 3.

2Es facil ver que si tres puntos de un solido rigido son colineales en un cierto instante seguiran siéndolo en
cualquier otro instante
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EL SOLIDO RIGIDO

Veamos a continuacion que las coordenadas (x, y,z) de cualquier otro punto S del solido res-
pecto de este sistema de ejes son constantes. En efecto, sean respectivamente (a,0,0) y (b, c,0)
las coordenadas de Q vy R en el sistema de ejes que acabamos de describir (donde a,c > 0 por
construccion). Si v, ¥2 y 3 son las distancias (fijas) de S a los puntos P, Q, R del solido se tiene

X242 422 =7, (x—a)+y*+22=73, (x-b)’+(y-c)P+z2=r7. (53)

Restando la segunda ecuacion de la primera se obtiene:

2 2
a rvi-r
2ax =r¢—ri+a? = x=_—+-L "2
Lotz 2 2a
y por tanto la coordenada x es constante. Analogamente, restando la tercera ecuacion de la
segunda se deduce que
C 1 2 5
Yy=c+—[rs-rs+@a-b)(2x-a-Db)]
2 2c
también es constante. Finalmente, de lo anterior y de cualquiera de las tres ecuaciones (5.3) se

deduce que z2 es constante, lo que implica (por continuidad) que también z lo es. [ ]

o Evidentemente, hay infinitos sistemas de ejes con esta propiedad, obtenidos a partir del que
acabamos de construir situando el origen en cualquier punto fijo en el solido y aplicando a los
ejes una rotacion constante.

Mas precisamente diremos que un punto esta fijo en el cuerpo si sus coordenadas son cons-
tantes (es decir, independiente del tiempo) en un sistema de ejes del cuerpo. Tal punto es, por
ejemplo, el centro de masas del sélido. En efecto, denotemos respectiV@c)nte por Oy O’ los ori-
genes del sistema de ejes del cuerpo y del sistema inercial, y sea a = OO’. El vector de posicion
del CM del s6lido en el sistema inercial es por definiciéon el vector

— 1 /
0'C=+ %marw
donde M = >, my es la masa del sélido y r}, el vector de posicion de la particula « respecto del
sistema inercial. Por otra parte, sir y r’ denotan respectivamente los vectores de posiciéon de un
punto del espacio en el sistema de ejes del cuerpo y en el sistema inercial se tiene

r=a-+r.

En particular, el vector de posicion vector del CM del s6lido en el sistema de ejes del cuerpo esta
dado por

o 1 1 1 a 1

OC=a+ > mary=a+ — > Muy(fqy—a) =a+ — D> Mula— ) My = > Malx,

M %: Xt x M % 0(( 6.4 ) M % Xt x M %: X M % Xt x

donde r4 es el vector de posicion de la particula « en este sistema de ejes. Como las coordenadas
de los vectores de posicion ry de las particulas del s6lido son por construccion constantes en
el sistema de ejes del cuerpo, también lo son las coordenadas del CM en dicho sistema. Notese,
finalmente, que del argumento anterior también se sigue que el vector de posicion del CM en el
sistema de ejes del cuerpo esta dado por la formula habitual (1/M) > 4 MaT«.

Un solido rigido genérico tiene 6 grados de libertad.

En efecto, por lo visto anteriormente para determinar las coordenadas de cualquier particula del
solido en un instante arbitrario t (dadas sus coordenadas en el instante inicial ty) basta conocer
la posicion del origen P de un sistema de ejes del cuerpo junto con la matriz de rotacion O(t) que
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5.2 Momento angular y energia cinética

relaciona dichos ejes con los del sistema inercial (fijo) considerado. Para determinar la posicién
de P necesitamos 3 coordenadas (por ejemplo, sus coordenadas cartesianas), mientras que la
matriz O(t) € SO(3) se puede determinar mediante otras tres coordenadas independientes (por
ejemplo, las dos coordenadas esféricas del eje de rotacion n y el angulo de rotaciéon 6 € [0, Tt]).
En la practica, la forma mas extendida de determinar la matriz O (t) es a través de tres angulos
(los lamados dngulos de Euler), que definiremos mas adelante. [ ]

Las consideraciones anteriores son mas intuitivas si las aplicamos a la version continua de
un solido rigido, que consiste en una distribucion continua de masa de densidad p(r) en un
volumen Q ¢ R3 cuya forma no varia con el tiempo. Para determinar el estado del sistema
basta especificar como se pasa de su posiciéon inicial 2(0) a su posicion final Q(t). Para ello
necesitamos una traslacion X(t) que lleve un punto cualquiera C(0) fijo en Q(0) (por ejemplo, su
centro de masas) a su posicion C(t) en el instante t, junto con una rotacion O (t) alrededor de un
eje que pase por C(t) que lleve Q(0) + X(t) a Q(t). Dicha rotacién, a su vez, queda determinada
por la orientacion de un sistema de ejes e;(t) = O(t)e;, i=1,2,3, fijo en el cuerpo (siendo e%
el i-ésimo vector unitario del sistema inercial). Por tanto para fijar la posicioén del solido en cada
instante ¢ podemos utilizar las tres coordenadas cartesianas del deslazamiento X(t), junto con
los tres parametros necesarios para especificar la rotaciéon O(t). Como en el caso discreto, esto
implica que un sdlido rigido continuo posee 6 grados de libertad. Notese, por ultimo, que en un
solido continuo el centro de masas R esta dado por

_1 3
R = i L}p(r)rd r,

donde

_ 3
M—Jgp(r)dr

es la masa total del sélido. En particular, si la densidad p del s6lido es constante entonces

1
R=_| rd®
VLzr o

siendo V el volumen del sélido. Consideraciones similares se aplican a un solido rigido continuo
cuya masa se distribuye en una superficie o en una curva, sin mas que reemplazar el elemento de
volumen por el elemento de superficie o de linea y la densidad de volumen por la de superficie o
de linea.

Ejercicio. ;Cuantos grados de libertad posee un rotor (solido rigido cuyas particulas estan en una
recta)?

5.2 Momento angular y energia cinética

Calculemos a continuacion el momento angular del solido respecto de un sistema inercial cual-
quiera, al que continuaremos denominando (como en el capitulo anterior) sistema de ejes fijos.

A partir de ahora, tomaremos como origen del sistema de ejes del cuerpo S el centro de masas
del solido.

Sea, como de costumbre, R(t) el vector que une el origen O’ del sistema fijo con el centro de
masas O. Si llamamos ry y ry, a los vectores de posicion de la particula « del solido respecto
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EL SOLIDO RIGIDO
del sistema de ejes del cuerpo con origen en el CM (el sisterna movil del capitulo anterior) y del

sistema fijo, respectivamente, se tiene
4
ry =R+ry.

Como en este caso I'y = 0 (ya que en el sistema del cuerpo las particulas que constituyen el sélido
se hallan en reposo), la ec. (4.16) se convierte en

Vy=V+wXry, (5.4)

donde w es la velocidad angular instantanea de los ejes del cuerpo respecto de los ejes fijos, y

hemos utilizado la notacién
. dr;X) . (dR)
V""_<dt i V= a .

e En virtud de la ec. (5.4), la variacion infinitesimal instantanea del vector de posicién de la
particula o en el solido esta dada por

drl, = v dt =Vdt + wdt xry =dR + wdt Xry.

Por tanto:

El movimiento instantaneo del cuerpo, visto desde el sistema de ejes fijo, puede entenderse
como una traslacion infinitesimal (en dR) seguida de una rotacion infinitesimal alrededor del
eje paralelo a w que pasa por el CM de angulo w(t) dt.

Esta ultima afirmacion se comprueba también facilmente teniendo en cuenta que la variacion del
vector de posicion respecto del CM de cualquier particula del solido, ry, medida en el sistema
fijo, es

(%) — T+ (1) X Ty = W(1) X Ty (5.5)
dt /¢

Por tanto las particulas del solido giran instantdneamente con la misma velocidad angular w (t)
alrededor del eje paralelo al vector n(t) = w(t)/w(t) que pasa por el CM. [ ]

El momento lineal del so6lido esta dado por

P=> MaVy= > MxV+wWX> My =MV, (5.6)
(04 [0 [64

donde
M = Z mo(
6.4

es la masa del solido, y hemos utilizado la identidad

Zmo(ro( = 0 (57)

(va que el miembro izquierdo es proporcional al vector de posicion del CM respecto del propio
CM). Nétese que la expresion (5.6) coincide con la ec. (1.65) obtenida en el Capitulo 1.

Hallemos a continuaciéon el momento angular del solido respecto del origen O’ del sistema fijo
(calculado en dicho sistema), dado por

L= Mally X V.
6.4
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5.2 Momento angular y energia cinética

Sustituyendo la formula deducida anteriormente para v, y utilizando la identidad (5.7) obtene-
mos facilmente

L=> ma(R+Tq) X (V+wXry) =MR><V+R><(w><Zmara) +(Zmara) XV
6.4 6.4 (6.4

+ D Mala X (WX Ty) = MRXV+ D> mara X (W0 XTy) |. (5.8)
(04 (6.4

Notese que esta expresion es esencialmente la ec. (1.70) obtenida anteriormente, en virtud de la
ec. (5.5). El primer término de (5.8) es simplemente el momento angular de un particula situada
en el CM y de masa igual a la del solido. Para interpretar el segundo término, nétese en primer
lugar que el momento angular del solido respecto de un punto cualquiera P, medido en el sistema
fijo, es por definicion
I ATD ’
Lp:= Zma(ra —O'P) XV,
44

donde r, — O'P es el vector de posicion de la particula « respecto del punto P. En particular,
tomando P como el CM del so6lido se tiene

LCM = Zmo(ro( X V,D( = Zmo(ro( X (w X ro(), (5-9)
(64 (64

donde hemos usado la formula para v}, y la identidad (5.7). De la ec. (5.8) se sigue entonces que

L=MRXV+LcM. (5.10)

Es importante advertir que, aunque Lcy es el momento angular del solido respecto del centro
de masas, estd calculado en el sistema fijo S', ya que las velocidades v, de las particulas en la
ec. (5.9) estan referidas a dicho sistema.

Procediendo del mismo modo podemos calcular la energia cinética del sélido (respecto del
sistema inercial)

1 ,
T=§Zmav&2.

(04

Sustituyendo de nuevo la formula para v}, y utilizando la identidad (5.7) se obtiene la expresion

1 1 1
T=§Zma(V+w><r,x)2=§MV2+EZma(wxra)2, (5.11)
(0.4 (6.4

que coincide con (1.74) en virtud de (5.5). En definitiva

1 1
T = EMV2+:rmt, Trot = EZma(wxra)z, (5.12)
(6.4

donde el primer término es la energia de traslacion del CM, mientras que el segundo es la energia
rotacional del solido alrededor del CM, ya que

1 2_1 (dm)z
2Zma(wxro‘) _Z%m“ at )

(04
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EL SOLIDO RIGIDO

Utilizando las identidades vectoriales
ax(bxc)=(a-c)b-(a-b)c, (axb)? =a’b? - (a-h)?,

las ecuaciones (5.10) y (5.12) se pueden escribir en la forma alternativa

1
Low = 2 malrgw = (@ 10Tel, oot = 5 2 malw?rg = (w - 1)?], (5.13)
.4 0.4

de donde se deduce la importante identidad

1

Notese que en todas las expresiones anteriores los vectores Lcy v w, y por tanto la energia
rotacional Ty, son en general funciones del tiempo.

5.3 Tensor de inercia

5.3.1 Definicion y propiedades elementales

Las expresiones obtenidas en la seccion anterior para el momento angular respecto del CM y la
energia rotacional de un solido rigido se pueden simplificar considerablemente mediante la in-
troduccion del llamado tensor de inercia. Dado que la energia rotacional se expresa en términos
de Lcy mediante la ec. (5.14), basta restringirnos al momento angular. La observacion fundamen-
tal es que la ec. (5.13) para Lcy indica claramente que, aunque en general Lcy no es paralelo a la
velocidad angular w, es una funcion lineal de dicho vector. En otras palabras, podemos escribir

Lem = 1w, (5.15)

donde I : R3 — R3 es una aplicacion lineal, que podemos representar por una matriz 3 x 3 cuyos
elementos de matriz calcularemos a continuacién. Para ello basta notar que, si x4; (i = 1,2,3)
denota la i-ésima componente del vector r (en una base cualquiera), la componente i de Ly (en
la misma base) esta dada por
2 2
LCM,i = Wi Z Mu¥y — Zmaxm- Z WjiXxj = Wi Z MuTVy — Z w j z MaXxiXxj
(64 6.4 i 04 i (04
J J
2 2
Z wjéij Z Mu¥y — Z w Zmaxaixaj = Z w Z ma(éijra - xm-xaj) .
J & J @ J @

Se tiene por tanto

Lemi = 0 Lijwg, (5.16a)
J

donde el elemento de matriz I;; esta dado por

Lij = > ma(8ijré — XaiXaj) - (5.16b)

04

La aplicacion lineal I cuyos elementos de matriz estan dados por (5.16b) se denomina tensor de
inercia del solido3. Es importante observar que, aunque tanto Lcy como w en general dependen

3La denominacion es debida a que en general una aplicacion lineal es un tensor una vez covariante y otra
contravariante, aunque en coordenadas cartesianas ortogonales no hay distincion entre indices covariantes y con-
travariantes.
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5.3 Tensor de inercia

de t, los elementos de matriz (5.16b) del tensor de inercia son constantes en el sistema de ejes del
cuerpo. En efecto, en el sistema de ejes del cuerpo las coordenadas cartesianas xq; (i = 1,2, 3)
de las particulas del s6lido no dependen del tiempo. En otras palabras:

En el sistema de ejes del cuerpo, el tensor de inercia es una matriz constante caracteristica del
solido, que solo depende de la eleccién inicial de dichos ejes.

e De la expresion (5.16b) se sigue inmediatamente que el tensor de inercia es simétrico:

IiJ':IJ'i, i,j=1,2,3.

Los elementos de matriz diagonales del tensor de inercia estan dados por

Li = > ma(xij+x5), 1=1,2,3,
04

con (i, j, k) distintos entre si. En otras palabras,

Li = > mqd?;,
04

donde d,; es la distancia de la particula « al eje i. Por tanto el elemento de matriz I;; es el
llamado momento de inercia del sélido respecto del eje e;. Los elemento extradiagonales de I
estan dados simplemente por

VA

IiJ-:—Zmaxaixaj, 1 i¢j<3,

(04

es decir son los productos de inercia del so6lido (con signo negativo). En el caso de un solido
continuo Q2 de densidad p(r), hay que reemplazar las expresiones anteriores por sus analogas
continuas:

i = | p@ (Biyr? = xixj) dr, 0,7 =123, (5.17)

0, mas detalladamente,
Iil-zj p (1) (xJ2+x,§) d3r, i=1,2,3,
Q
(con (i, j, k) distintos entre si) junto con

Iij:_JQp(r)Xind3r, 1<i#j<3.

e En virtud de la identidad (5.14), la energia rotacional del sélido se expresa en términos de la
velocidad angular w y del tensor de inercia I mediante la férmula

Tro[ = %w " (IUJ) . (5-18)

En otras palabras, Tyt €s una forma cuadrdtica en las componentes de w, cuya matriz esta dada
de nuevo por los elementos de matriz (5.16b) del tensor de inercia. Como Tyot = 0 para todo w,
dicha forma cuadratica —o, equivalentemente, el tensor de inercia I— es semidefinida positiva.
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Notese también que, utilizando la notacién matricial habitual, podemos escribir la expresion
anterior en la forma

1
Trot = E (UTIU),

si interpretamos w como el vector columna cuyo i-ésima componente es w; e I como la matriz
real 3 x 3 con elementos de matriz I;.

e De la ec. (5.18) se deduce que la energia rotacional del solido se puede expresar también en la
forma

1
Trot = szl’lln,

donde n = w/w es la direccion del eje instantaneo de rotaciéon de los ejes del cuerpo. Compa-
rando con la ecuacién (5.12) se obtiene

n-In=Zma(n><r(x)2. (5.19)

0.4
Si 64 es el angulo formado por los vectores ny ry se tiene

(N XT1y)? = 1’§ sin? 0 = di(n) ,
donde d(n) denota la distancia de r4 al eje n. Por tanto

n-In= Zdo((n)2 =:In
(0.4

es el momento de inercia del s6lido respecto de su eje instantaneo de rotacién n, en términos
del cual la energia rotacional To; esta dada por

1
Trot = §Inw2 .

Ejercicio. Demostrar que el tensor de inercia de un solido rigido es definido positivo si y solo si
el solido es genérico.

Solucion. Como acabamos de ver, el tensor de inercia es siempre semidefinido positivo. Si no
fuera definido positivo, existiria un vector unitario n tal que n - In = 0. En virtud de la ec. (5.19),
esto es equivalente a

(44

Al ser todos los sumandos no negativos, esto es posible si y solo si n X ry se anula para todo
x=1,...,N, es decir si todas las particulas del s6lido estan sobre la recta paralela a n que pasa
por el CM.

5.3.2 Teorema de Steiner

Veamos a continuacion como varia el tensor de inercia cuando lo calculamos respecto de un
punto cualquiera P que no necesariamente coincida con el centro de masas C. Si denotamos por
T« el vector de posicion de la particula & respecto del punto P, el tensor de inercia Ip tomando
P como origen esta dado por

(Ip)ij = Zma(éij?i—%mfcaj). (5.20)
o
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5.3 Tensor de inercia

Teniendo en cuenta que
,Fo( = ro( - a,

donde a = C_15, y sustituyendo en la expresion anterior para Ip se obtiene
(Ip)ij = > Ma[6ij(ta — @) = (Xai — ai) (X — @j)] = Iij + M(a%8ij — a;a;)
(0.4

—25ija > MaTa + Ai D MaXaj + A7 > MaXqi-
04 (0.4 0.4

Los ultimos tres términos se anulan en virtud de la identidad (5.7), por lo que finalmente queda

(Ip)ij = Ijj + M(a®6;j — a;a;), (5.21)

identidad conocida como teorema de Steiner. Notese que el segundo sumando de (5.21) no es
otra cosa que el tensor de inercia respecto del CM de una particula de masa M situada en el
nuevo origen P.

Si un punto P fijo en el sdlido esta fijo también en algun sistema inercial, es posible (y de
hechg_sgele ser muy ventajoso) situar el origen O’ de dicho sistema en P. En tal caso el vector
R = O'0O = PC es constante en el sistema de ejes del cuerpo, ya que sus extremos P y C estan
ambos fijos en el solido. Por tanto en este caso la velocidad del CM en el sistema fijo se puede
expresar en la forma

V=wXR,

y en consecuencia
Va=WXR+wXry=wx (rg +R) = w Xr,.

El momento angular L del sélido respecto de O’ = P esta dado por

L= Mally XV = > MaTy X (0 XTy),
(0.4 (0.4

es decir se obtiene reemplazando ry por r, en la expresion (5.10) de Ley. En otras palabras, en
este caso el momento angular total del sélido esta dado por

L=lhw. (5.22)

Del mismo modo,

T:%Zmavg?:%Zma(wxr&V:%w-lpw. (5.23)
(0.4

(04

Notese que Ip se puede calcular a partir de I aplicando el teorema de Steiner (5.21), teniendo en
cuenta que en este casoa=CP = —-PC=-0'0 = -R:

(Ip); = Iij + M(R®8j — X; X;),
J

donde X; (i = 1, 2, 3) son las componentes del vector R. Obsérvese también que, al igual que I, la
matriz Ip es constante (independiente del tiempo) si las coordenadas de los vectores se calculan
respecto del sistema de ejes del cuerpo.

Nota: a partir de ahora normalmente omitiremos la prima cuando quede claro por el contexto
respecto de qué punto se calcula el tensor de inercia.
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5.3.3 Ejes principales de inercia

Veamos a continuaciéon cémo cambian las componentes del tensor de inercia (5.16b) (respecto
del centro de masas o, en general, de cualquier punto P fijo en el sdlido) cuando efectuamos una
rotacion de los ejes del sistema del cuerpo. Mas concretamente, sea

& =>aje;, i=1,23, (5.24)
j

un segundo triedro positivamente orientado fijo en el cuerpo. Entonces la matriz de cambio de
base

‘A:= (aij)lsi,j<3‘

es una matriz ortogonal propia constante (es decir, A € SO(3) es independiente de t). Como
es bien sabido, la transformacion de las coordenadas (o, en general, de las componentes de
cualquier vector) esta dada por

Xi = Z(/linj;
J

en efecto,
z?cjﬁj=Z)chZaijei=Zaij)chei=zxiei = Xi=zaij)NCj.
J J i i,j i J

Si denotamos por x al vector columna cuyas componentes son las coordenadas Xx;, y analoga-
mente X = (X;), entonces podemos escribir la relacion anterior en la forma matricial

x =AX.

Utilizando esta notacién, y denotando por I la matriz del tensor de inercia respecto del sistema
de ejes e;, se tiene

Lem=Iw =TA® = AfCM = ZCM = A TAD =: TN .

Por tanto la matriz del tensor de inercia en el nuevo sistema de ejes esta dada por

T=A11A=AT]A,

ya que la matriz A es ortogonal. Notese que la energia rotacional en el nuevo sistema de ejes del

cuerpo esta dada por
1

1. ~
Trot = = wlTw==®OTATIAD =
2 2
lo que concuerda con la expresion que acabamos de obtener para la matriz I
Es bien conocido que una matriz simétrica real se puede diagonalizar mediante una transfor-
macion ortogonal propia*. En otras palabras, es posible escoger la matriz A € SO(3) de forma

que en el nuevo sistema de ejes del cuerpo (5.24) se tenga

OTI®,

N~

Tij = 8ijli, 1<i,j<3,

siendo I, I> e I3 los autovalores del tensor de inercia I. Notese que la matriz A es constante
(es decir, independiente del tiempo), ya que los elementos de matriz del tensor de inercia son

4Esencialmente, esto se debe a que: i) toda matriz simétrica real es diagonalizable; ii) sus autovalores son
todos reales, y iii) dos autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales entre si. De estas
afirmaciones se sigue facilmente que siempre es posible encontrar una base ortonormal (positivamente orientada)
formada por autovectores de la matriz.
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constantes en un sistema de ejes del cuerpo. Si los vectores €; estan definidos por (5.24), sien-
do A € SO(3) la matriz que diagonaliza I, entonces

18 = 1,8, i=1,23. (5.25)

En otras palabras, el vector €;, cuyas componentes respecto de la base {e1, e, e3} forman la i-
ésima columna de la matriz de cambio de base A, es un autovector de I de autovalor I;. Al ser A
una matriz ortogonal propia, los vectores €; (i = 1,2,3) son una base ortonormal positivamen-
te orientada de R3. Estos vectores estan fijos en el cuerpo, ya que sus componentes respecto
del sistema de ejes del cuerpo de partida {e;,e,e3} son los elementos de matriz de la matriz
constante A. Por tanto:

Siempre es posible encontrar un sistema de ejes del cuerpo cada uno de cuyos vectores €; sea
un autovector de la aplicacion lineal I. En dicho sistema de ejes, la matriz del tensor de inercia I

adopta la forma diagonal
I

I3

donde I; es el autovalor correspondiente al autovector é;.

Los vectores €; que satisfacen las relaciones (5.25) se denominan ejes principales de inercia del
solido, y sus correspondientes autovalores I; son los momentos principales de inercia. Como es
bien sabido, los autovalores de la matriz (I;;), es decir los momentos principales de inercia, son
las raices de la ecuacion secular

det (I;; — Adij) = 0.

Notese que los ejes principales de inercia, es decir los autovectores de la matriz (I;;), solo estan
univocamente determinados (salvo un signo) si todos los autovalores del tensor de inercia son
distintos ente si (es decir, son raices simples de la ecuacion secular).

e Si el sistema de ejes del cuerpo {ej,e»,e3} es un sistema de ejes principales de inercia, las
expresiones (5.15) y (5.18) adoptan la forma mas sencilla

1
Low = 2 iwiei,  Tror = 5 2 Li; . (5.26)
[ i

1

En particular, si el sélido gira alrededor del i-ésimo eje principal entonces

1
Lem = Liw, Trot = §Iiw2-

Si el origen del sistema de ejes fijo es también un punto fijo en el solido, expresiones analogas a
las anteriores son validas para Ly T sin mas que reemplazar I por el tensor de inercia I’ := Ip-
respecto del punto O’.

e Atendiendo a la multiplicidad de los autovalores de su tensor de inercia, los solidos rigidos se
pueden clasificar en las tres categorias siguientes:

1. Trompo asimétrico: I; #1;sii# j
2. Trompo axialmente simétrico: 1I; = I; # Iy (con (i, j, k) distintos)

3. Trompo esféericamente simétrico: I; = I> = I3.
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5.3.4 Simetrias

Estudiaremos a continuacion las implicaciones que determinadas simetrias de un sélido continuo
() tienen en relaciéon con su tensor de inercia.

1) Si Q y p son invariantes bajo la reflexion x; — —Xx;, entonces

I; =0, Vj#i.

En efecto, supongamos que (por ejemplo) Q es invariante bajo la reflexion de la coordenada x
y p(—x1,x2,x3) = p(x1,X2,x3). En tal caso, si efectuamos el cambio de variable

’

4 4
X1 =—X1, X2=Xp, X3=Xj3

en la integral que proporciona la componente I;; del tensor de inercia (con j # 1), que pro
hipotesis transforma Q en si mismo, obtenemos

L 34 I I N A A A3 Il I N A A3 T
-1 = Jgp(r)xlxjd r= —ngp(—xl,xz,xg)xlxjd r = —L)p(xl,xz,x3)x1xjd r =1

e Ilj=0, J#l

2) Si Q2 y p son invariantes bajo el intercambio x; — x j, entonces

Lii=1j;, Iik=1Ix (kK#1i,j).

En efecto, si (por ejemplo) Q es invariante bajo x; — x2 y p(x2, x1,Xx3) = p(x1,Xx2,x3) efectuan-
do el cambio de variable

’

4 4
X1 =Xy, X2=X1, X3=Xj3

en la integral de I;; obtenemos
I = Jgp(r)(x§+x§)d3r = L} p(xh, x1,x5) (x2+x52) A3’ = L)p(X1,x§,x§)(xiZ+x§2)d3r’ .
Analogamente,

“hiy= [ pmxivdir= [ p(hxlxhxig d = [ p(xf,xh xgxgx dr = b

Observaciones analogas pueden hacerse acerca de las coordenadas del centro de masas. Por
ejemplo, si Q2 y p son invariantes bajo la reflexion x; — —x; entonces la coordenada i del centro
de masas se anula, ya que (tomando, por sencillez, i = 1)

MX] :J p(r)X1d3r:—J p(_xi,Xé,Xé)xid3r’:_J p(xi’xé,xé)xidgr/:_Mxl
Q Q' 9
— Xl = 0 .
Analogamente, si Q' y p son invariantes bajo la transformacion x; —~ x; entonces X; = Xj.

Ejemplo 5.1. Supongamos que el solido es un sdlido de revolucion homogéneo (p = constante).
Tomemos, en primer lugar, el eje e3 del sistema de ejes del cuerpo en la direccién del eje de
revolucion del sélido. En coordenadas cilindricas (7, @, z), el s6lido esta dado por una ecuacion
de la forma

O0<r<f(z), z1<z<2z, 0<@<2m.

La simetria de rotacion alrededor del eje z implica la invariancia del sé6lido bajo las transforma-
ciones
X1~ —X1, X2 = —X2, X1 — X2.
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5.4 Ecuaciones del movimiento de un sélido rigido

Por tanto, el centro de masas del s6lido es un punto del eje z, que tomaremos como el origen de
coordenadas si queremos calcular el momento de inercia respecto del CM. Por el mismo motivo,
las componentes del tensor de inercia satisfacen

Ih=Ip, ILj=0 ({#]).

Esto prueba que el tensor de inercia del solido es diagonal, con momentos principales de iner-
cia I; = I;; dados por

2z f(z) 27T
Il=12=pJ dzJ er rde - (22 + r?sin® @)
Z1 0 0

z2 z?2
= an 22f2(z)dz+lpj fHz)dz|,
21 4 pal

V) f(z) 2T 5
13=pj dzj drj rde -r? = lpJ fA(z) dz]|.
Z1 0 0 2 Z1

La densidad p se puede expresar en términos de la masa M del s6lido mediante la férmula
M M

p=Y=—zZ -
v Tl'J 2f2(z)dz

Notese que, en general, I1 = I> es distinto de I3. Mas precisamente, se verifica la relacion

L= = 113 + TerZZ 22f2(z)dz.
2 z

Por tanto un solido de revolucion es en general un trompo axialmente simétrico. Obsérvese,
ademas, que en este caso el eje de simetria es un eje principal de inercia, y también lo es cualquier
eje perpendicular a él.

Por ejemplo, en el caso de un cilindro de radio a y altura h podemos tomar f(z) = a,z; = —h/2
y zp = h/2, ya que por simetria el centro de masas del cilindro es equidistante de sus bases. Por
tanto

a1y
I3 = Zpa h—ZMa ,
1 hi2 1 ri2 1 1
L= ==-I3+ npazj z2dz = = Ma? + 21Tpa2J z?°dz = = Ma? + — mpa®h3
2 —h/2 4 0 4 12
1 h?
==M(a®+ —)
4 (“ 3
Notese, en particular, que el cilindro es un trompo esféricamente simétrico si h = /3 a. [ ]

5.4 Ecuaciones del movimiento de un sdlido rigido

5.4.1 Ecuaciones del movimiento de un sélido rigido en un sistema inercial

Dado que (en general) un solido rigido tiene 6 grados de libertad, es de esperar que se necesiten
6 ecuaciones diferenciales para determinar su movimiento. Las tres primeras de estas ecuaciones
son obviamente las ecuaciones del movimiento del centro de masas del solido, que, como vimos

en el Capitulo 1, son simplemente
2
M(d R) =F. (5.27)
£

de2
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En el miembro derecho
F=> Fq
X

denota la suma de las fuerzas externas que actian sobre las particulas del sélido (recuérdese
que, en virtud de la tercera ley de Newton, la suma de las fuerzas internas es nula). Las restantes
tres ecuaciones son las ecuaciones del movimiento del momento angular del sélido respecto del
origen O’ del sistema fijo, es decir
dL
( ) =N. (5.28)

dt/y

De nuevo, en el miembro derecho N denota el par total (respecto de O’) de las fuerzas externas
que actuan sobre cada particula del solido:

N = >'rj xFq,
X

ya que las fuerzas internas no contribuyen a la suma si se cumple la tercera ley de Newton en
sentido fuerte.

En la ecuacién (5.28) tanto el momento angular como el par total de las fuerzas externas estan
calculados respecto del origen O’ del sistema fijo. De hecho, dicha ecuacion también es vdlida si
sustituimos L por Ley ¥ N por el par de las fuerzas externas respecto del CM, dado por

Nem = O ra X Fy. (5.29)
(04

En efecto, de la relaciéon L = MR XV + Lcy v de la ecuacion del movimiento del CM se sigue que

dary _ dLCM) o )
(dt)f_< dt f+RXF_N_%(R+ra)XFa—RXF+NCM,

y por tanto

( dLcm

a )f =NcmMm . (5.30)

En general, si la fuerza total que actiia sobre el sistema es nula el par N no depende del punto
respecto del cual se calcula.

En efecto, si F:= >y Fx = 0 y a es un vector fijo se tiene

Z(r:x-f—a)xFa=Zr&XFa+aXF=ZI’&XFa-
o I I

Ejercicio. Probar que la condiciéon para que un soélido rigido esté en equilibrio en un sistema
inercial es que F =N = 0.

Solucion. En general, el solido esta en equilibrio en un sistema inercial —es decir v, = 0 para
todo t y para todo o— siy solo si V= w = 0, ya que®

Vy=V+wXry.

Supongamos, en primer lugar, que el so6lido esta en equilibrio. Entonces V = w = 0, y por tanto
L = MR XV + Iw = 0. Sustituyendo en las ecuaciones del movimiento (5.27)-(5.28) se obtiene
inmediatamente F = N = 0.

>En efecto,
V+wXxry=0, Vo = wx(ry—-13) =0, Va#p.

De esto se sigue que w = 0, y por tanto V = 0. En efecto, si w # 0 entonces r, — I seria paralelo a w para f fijoy
« # B, por lo que el solido estaria contenido en la recta que pasa por rg paralela al vector w.
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5.4 Ecuaciones del movimiento de un sélido rigido

Reciprocamente, supongamos que F = N = 0 y que inicialmente las particulas del solido estdn
instantdneamente en reposo en un sistema inercial, es decir V(0) = w(0) = 0 para todo t. Veamos
entonces que el sélido esta en equilibrio, es decir que V(t) = w(t) = 0. En efecto, si F = 0 la
ecuacion del movimiento de R implica que V es constante en el sistema fijo. Como inicialmente
V(0) = 0 se tiene V(t) = 0 para todo t. Ademas, F = 0 implica que Ncy = N = 0, y por tanto

( dLcym
dt

)f =Nem=0 = Lem=Lom(0) =Tw(0)=0 Vt.

Si el solido es genérico el tensor de inercia I es invertible®, y por tanto
LeM=Iw=0 = w=0 Vt.

Ejercicio. Repetir el ejercicio anterior para un solido lineal.

Solucion. Si el s6lido esta contenido en una recta paralela al vector unitario n, una rotaciéon
alrededor de esta recta actiia como la identidad. Es facil probar entonces que el solido esta en
equilibrio si y solo si V= 0 y w = wn. Si se cumplen estas dos condiciones entonces F=0y

L=MRXV+Lem=Lom =D ra X (Wxrq) =0 = Nem=N=0,
(04

ya que w = wn es paralelo a ry para todo «. Reciprocamente, si F = N = 0 y suponemos que
inicialmente V(0) = 0, w(0) = won, procediendo como antes se obtiene

LeM=Iw=0 = w=w(t)n.

Por tanto el cuerpo esta en equilibrio. [ ]

Ejercicio. Probar que la condicién de equilibrio de un sélido rigido hallada anteriormente es
equivalente a F = Ncy = 0.

Solucion. Si F = 0 el par de las fuerzas externas no depende del punto respecto del cual se
calcula, y por tanto en este caso N = Ncum. [

Un caso particular que se presenta frecuentemente en la practica es aquél en que la fuerza
F, que actua sobre cada particula del sélido se debe a un campo externo constante £, al que las
particulas se acoplan via la “carga” correspondiente A. En tal caso

F(x:Aaf, 0(:1,...,N, (5-31)

donde f es independiente de &x y Ay es la carga de la particula . Por ejemplo, este es el caso
de la fuerza gravitatoria terrestre si la extension del sélido es pequeila en comparacioén con su
distancia al centro de la Tierra, de modo que el campo gravitatorio es aproximadamente uniforme
en el solido (A = mq, f = g), vy de la fuerza eléctrica en un campo eléctrico uniforme (Ay = eq,
f = E). En tal caso

F:ZFa:fZ)\o(:Af, N:(ZAO(r:)(>Xf’
[0 (04 [0

siendo A := > 4 Ay la carga total del sélido. Si (como ocurre en el caso de la fuerza gravitatoria)
A # 0, definimos el centro de cargas del s6lido mediante la ecuacion

1 , 1 1
X=K%Aara=X%Aa(R+ra)=R+K%Aara. (5.32)

Notese que X es un punto fijo en el sélido, ya que su vector de posicién respecto del CM (también
fijo en el so6lido)

1
X—R=X%Aara =: XM

SEs facil probar que un solido rigido esta contenido en la recta paralela al vector n si y solo si In = 0 (ejercicio).
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es un vector constante en un sistema de ejes del cuerpo. En términos del vector X, el par N esta
simplemente dado por

N=XXF. (5.33)

En otras palabras:

Si la carga total no se anula, para calcular el par total de las fuerzas externas podemos suponer
que dichas fuerzas se aplican en el centro de cargas. En particular, para calcular el par total de
las fuerzas gravitatorias que actiian sobre un sélido puede suponerse que dichas fuerzas estan
aplicadas en su centro de masas.

Analogamente, el par de las fuerzas externas respecto del CM esta dado por
Newm = <Z?\ara) xf=XemxF=(X-R)-F,
(6.4

En el caso de la fuerza gravitatoria X = R, y por tanto N¢y = 0. En otras palabras:

El par respecto del CM de las fuerzas gravitatorias Fy = mxg es nulo (suponiendo la extension
del solido despreciable frente a su distancia al centro de la Tierra).

Notese, finalmente, que las fuerzas (5.31) son claramente conservativas, con potencial

V=-f>Auay=-Af-X=-F-X;
(04

en otras palabras, también a los efectos de calcular la energia potencial podemos considerar en
este caso que la fuerza externa constante F actua en el punto X. En particular, la energia potencial
de un solido rigido en el campo gravitatorio terrestre esta dada por

V=-Mg-R.

Nota. Sila carga total A se anula, obviamente no podemos definir el centro de cargas. En este
caso la ec. (5.33) ha de ser reemplazada simplemente por

24

Obsérvese también que en este caso el par total de las fuerzas externas es claramente indepen-
diente del punto respecto del cual se toma, ya que la fuerza externa total F = Af es nula.

5.4.2 Ecuaciones de Euler

Dado que la relacion entre el momento angular y la velocidad angular es particularmente sencilla
en un sistema de ejes principales de inercia fijo en el cuerpo, resulta muy util formular la ecua-
cion del movimiento del momento angular en este sistema. Supondremos, para ello, que el punto
respecto del cual se calculan L, I y N es, o bien el CM, o bien un punto fijo simultaneamente en
el so6lido y en el sistema de ejes fijo, que tomaremos como origen O’ de este ultimo sistema. En

ambos casos dL
P
—— | = Np, Lp =Irw,
(&) =N Lo=
donde P = C 0o P = O’ e Ip es constante en el sistema de ejes del cuerpo, ya que el punto P

esta fijo en el cuerpo. En el resto de este capitulo suprimiremos los subindices y escribiremos

simplemente
dL
— ] = L=1
< dt >f N, @
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para referirnos simultaneamente a ambas ecuaciones (nétese que si P = C entonces w - L = 2Ty,
mientras que para P = O’ se tiene w - L = 2T). Desarrollando la derivada temporal de L en la
ecuacion (5.28) se obtiene entonces la formula

L+wxL=N,

donde el punto denota derivacion respecto del sistema de ejes del cuerpo. Utilizando la relacion
entre Ly w, y teniendo en cuenta que I;; es constante en el sistema de ejes del cuerpo, se llega
inmediatamente a la ecuacion

[ + w x (Iw) = N. (5.34)

Si los ejes del cuerpo son ejes principales de inercia, la i-ésima componente de esta relacion es

Liw; + wj(lxwy) —wr(ljw;) =N;, i=1,2,3,
o bien
Iid)i—(fj—lk)ijk =Ni, i= 1,2,3, (5.35a)
donde
(i, j, k) = permutacion ciclica de (1,2,3). (5.35b)

Las ecuaciones (5.35), es decir el sistema

Lwi — (I - 3)w2w3 = Ny,
Lhwy — (I3 —I)wiw3 =N, (5.36)

IZws — (I —)wiw2 = N3,

se conocen como ecuaciones de Euler. Es importante recordar que estas ecuaciones son validas
si N e I se calculan, o bien respecto del CM, o bien respecto de un punto fijo simultaneamente
en el solido y en el sistema inercial. Ademas, las cantidades w; y N; que aparecen en dichas
ecuaciones son las componentes de los vectores w y N en un sistema de ejes principales de
inercia (en general no inercial).

Si el par total de las fuerzas externas es nulo y el origen O’ del sistema inercial es un punto
fijo en el so6lido, se conservan Lp- = L y T. Analogamente, si Ncy es nulo se conservan Lcy y 1a
energia rotacional Trgt.

En el primer caso la conservacion de L es inmediata a partir de la ecuacion del movimiento (5.28),
mientras que la de T se deduce derivando la relacion (5.23) en el sistema de ejes del cuerpo (lo
cual es correcto, ya que T es un escalar). En efecto, al ser I una matriz simétrica se tiene

d d . ; . .
E(w . Iw) = & Zlijwiwj = Zlij(wiwj + wiwj) = 2Zwilijwj =2W - Iw,
i,j i,j i,j

y por tanto (utilizando las ecuaciones de Euler en forma vectorial (5.34) con N = 0)
T=w-Iw=-w- (wx {Iw)) =0

(va que w X (Iw) es perpendicular a w). Del mismo modo, si Ncm es nulo se conserva Ley en
virtud de la ec. (5.30), junto con la energia rotacional Tro;r = % w - (Iw) (donde ahora I representa
el tensor de inercia respecto del CM).

e Al ser L = |L| y Tyot (0 T) are escalares, si N = 0 ambas cantidades son también constantes
respecto del sistema de ejes del cuerpo.
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5.5 Movimiento inercial de un trompo simétrico

Estudiaremos en esta seccion el movimiento de rotacion de un trompo axialmente simétrico cuan-
do se anula el par total de las fuerzas externas o bien respecto del CM, o bien respecto de un
punto fijo simultaneamente en el sélido y en el sistema de ejes fijos. Esto ocurrira evidentemente
(en ambos casos) si el solido es libre, es decir si sobre él no actiian fuerzas externas. Mas general-
mente, como vimos al final de la Seccién 5.4.1, el par Ncym es nulo si la iinica fuerza externa que
actua sobre el solido es la gravedad terrestre (suponiendo la extension del solido despreciable
frente a la distancia de sus puntos al centro de la Tierra). Antes de empezar nuestro estudio, es
conveniente hacer una observacion relacionada con la velocidad angular w:

La velocidad angular instantanea w de un sistema de ejes respecto de otro es aditiva.

En otras palabras, sean Sy, S1 y S> tres sistemas de ejes, y supongamos que en un cierto instante
t el sistema de ejes S; tiene velocidad angular w; respecto de Sy, y a su vez S» tiene velocidad
angular w> respecto de S;. Entonces la velocidad angular de S» respecto de Sy es

w=w] + w>. (5.37)

En efecto, sean {e]}1<i<3, {€;}1<i<3 V {€] }1<i<3 respectivamente los ejes de los sistemas So, S1 ¥
S>. Por definicion de velocidad angular,

(%> = w1 X e de; = w; x e de;’ =wxe’
dt Jo o TP e ), 20 at ), i

Pero entonces

de;, de;, 144 144 144 144
= +wixe =w2Xe; +w;xe; = (w+w)Xxe;,
dat /, dt /,

de donde se sigue la ec. (5.37).

Nota. Recuérdese que L e I el momento angular y el tensor de inercia respecto de O’ o del CM,
segun sea N = 0 o Ncy = O (en el primer caso, se supone que O’ es un punto simultaneamente
fijo en el solido y en el sistema de ejes fijos). [ |

Por definicion, en un trompo axialmente simétrico dos momentos principales de inercia, que
tomaremos como I; e Ip, coinciden, mientras que el tercero (es decir, I3) es distinto de los otros
dos. En otras palabras, se tiene I; = I> # I3. En este caso, el eje e3 es un eje principal de inercia
(con momento de inercia I3), como lo es también cualquier eje perpendicular a él (con momento
de inercia I7). En particular, de la discusion del Ejemplo 5.1 se sigue que un solido de revolucion
alrededor del eje x3 es un trompo axialmente simétrico con eje de simetria a lo largo el vector
B3. Este no es, sin embargo, el ejemplo mas general de un solido de este tipo; por ejemplo,
un paralelepipedo recto homogéneo de lados I; = Ip < I3 también es un trompo axialmente
simétrico con I} = I» # I3 (ejercicio).

Por lo visto en el Ejemplo 5.1, el eje de simetria del solido es un eje principal de inercia, que
tomaremos como eje e3. Ademas, por la simetria del solido alrededor de dicho eje, los momentos
principales de inercia I; e I> son iguales. Sustituyendo N = 0 e I; = I> en las ecuaciones de
Euler (5.36) se obtiene el sistema mas sencillo

Lwi - (1 —3)w2w3 =0,
Lwy; — (I3 -I)wiws =0, (5.38)
Izws =0,
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de donde se deduce inmediatamente (suponiendo que I3 # 0, es decir que el sélido no es lineal)
que

w3 = const.
Llamando
0- Is-1; i
L
las dos primeras ecuaciones se escriben
w1 = -2 w>y, w2 = Q w1

0, utilizando notacién compleja,
w1 +iwr =i (w1 +iw?).
La solucién de esta ecuacion lineal de primer orden es
w1 +iwz = (w1(0) +iwz(0))el !, (5.39)
De (5.39) se sigue que
2

w2+ wd = w1 +iwz]? = 01(0)2 + w2(0)? =: w?

es constante, y por tanto también lo son w = w/w% + w% y el angulo o = arctan(wg/w3) que
forman los vectores w y e3. Hemos probado por tanto lo siguiente:

El mo6dulo de la proyeccion de w sobre el plano perpendicular a e3, w3, w y el angulo & que
forman los vectores w y e3 son constantes.

Comentario. A partir de ahora no consideraremos la solucién trivial w # 0, y supondremos de
hecho que w3 y o no se anulan. En efecto, si @ = 0 entonces w = w3jes3 es constante —tanto en
el sistema de ejes del cuerpo como en el sistema fijo, ya que la derivada temporal de w coincide
en ambos sistemas en virtud de la ec. (4.12)— y por tanto el solido gira con velocidad angular
constante alrededor de su eje de simetria. Dicho eje esta también fijo en el espacio, al ser en este
caso ez = w/w3 con w constante. Del mismo modo, si w3 = 0 entonces 2 =0, w = wiej + wrer
es constante y el solido gira de nuevo alrededor de un eje principal de inercia (perpendicular al
eje de simetria) con velocidad angular constante. Finalmente, al ser w3 # 0 podemos escoger el
sentido del eje e3 de modo que w3 > O. [ ]

En términos del angulo « se tiene

W3 = W CoS K, wo = w sin «, w1 +iwy = w sin el Q+A) (5.40)

siendo B el angulo que forma el vector w; (0)e; + w2(0)ex con el eje e; (que podria tomarse igual
a cero escogiendo adecuadamente el origen de tiempos). En otras palabras:

En el sistema de ejes del cuerpo el vector w gira alrededor del eje e3 con velocidad angular
constante Q (cf. la fig. 5.1). La velocidad angular Q es positiva para I3 > I; (solido “achatado”),
mientras que es negativa para I3 < I; (sé6lido “alargado”).

Notese que esto también se podia haber deducido directamente de las ecuaciones de Euler, ya
que
w = (b1e1 + d)zez = Q(—woe; + wier) = Qe3 X W.

Geométricamente:
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1 w?
O/~ — > X2

wie; + wrer

X1

Figura 5.1. Precesion del vector w alrededor del eje fijo es.

Desde el punto de vista del sistema de ejes del cuerpo, el vector w se mueve trazando un cono
de eje e3 y semiangulo « con velocidad angular constante . Este cono se denomina cono del
cuerpo o, mas correctamente, cono fijo en el cuerpo.

El movimiento del momento angular L respecto del sistema del cuerpo se determina también
facilmente teniendo en cuenta la relacién (5.26), que podemos escribir como sigue:

L3 =I3w3 = [3wcosx = const., Ly +ily = I;(w; +iw») = I w sin oel@+A) (5.41)

En otras palabras, el vector L esta en el plano formado por los vectores e3 y w, siendo L3, L% +13,
Ly el angulo 6 que forman L y e3 constantes en el sistema del cuerpo. Notese que la constancia
de L se sigue también de su constancia en el sistema de ejes fijo (ya que L es constante en dicho
sistema, al ser N = 0), y el caracter coplanario de los vectores e3, w y L se podria haber probado
directamente observando que
e;-(wxL)=(I—1L)wiw2 =0.

Alternativamente, la ec. (5.39) se escribe en notacién real

wie] + wzep = R3(Qt) - (w1e1(0) + w2ex(0)),
donde R3 () es una rotacion de angulo @ alrededor del eje e3. Por otra parte,

w3e3 = R3(Qt) - (wze3) = R3(Qt) - (w3(0)e3),
ya que w3 es constante. Sumando ambas ecuaciones se obtiene finalmente

w = R3(Qt) - w(0).

De la discusion anterior se sigue que:

Desde el punto de vista del sistema de ejes del cuerpo, el momento angular L rota con velocidad
angular constante 2 alrededor del eje es.
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5.5 Movimiento inercial de un trompo simétrico

X3

Cono fijo

Cono del cuerpo

X1

Figura 5.2. Cono fijo y cono del cuerpo (en el caso I; > I3).

El angulo 0 formado por los vectores L y e3 se puede calcular facilmente observando que

L2+ 12 I w 1
VL1 2=10=—1tan(x;
L3 Lws I3

tan 0 =

notese, en particular, que 6 > « para un solido alargado.

Desde el punto de vista del sistema de ejes fijos, el vector L es constante al ser nulo por hipo6tesis
el par de las fuerzas externas. La direccion de L, que es por tanto constante en el sistema fijo, se
denomina direccién invariante y se suele tomar como eje ej:

, L
e3zz.

Los vectores w y e3 giran ambos alrededor de L ya que, como acabamos de ver, el angulo formado
por los vectores w y e3 con el momento angular’ y el médulo de dichos vectores son constantes.
Ademas, la velocidad angular €2, con la que giran w y e3 alrededor de L es la misma, ya que
estos tres vectores estan en el mismo plano. Por tanto:

Desde el punto de vista del sistema fijo el vector w describe al moverse un cono de eje L
y semiangulo |0 — «|, con una cierta velocidad angular que denotaremos 2,. Este cono se
denomina cono del espacio (mas precisamente, cono fijo en el espacio, o simplemente cono
fijo).

Notese que el cono del cuerpo y el del espacio son tangentes en todo instante a lo largo de la
generatriz paralela a w (cf. la fig. 5.2).

Para calcular la velocidad angular ©Q,, consideremos un tercer sistema de ejes e;' (i=1,2,3)
formado por los vectores

Lie; + Lre ez XL ez XL
"o_ 1€1 2€2 r/:eélxe// 3 _ 3

144
e, =ej3 e e = = .
3 ’ 1 ’ 2 1
LI+ L3 les XLl 12412

“Es inmediato comprobar que el dngulo entre los vectores Ly w es |0 — «].

161



EL SOLIDO RIGIDO

Figura 5.3. Vectores L, w y e3 en el movimiento inercial de un sélido rigido simétrico alrededor
del eje e3 (en el caso en que I > I3).

Notese que Lie; + Lyep es la proyeccion del momento angular L sobre el plano x3 = 0. De esto
se sigue que los vectores e’ y e; generan el mismo plano que Ly e3, es decir

lin{e}, ey} =lin{L,e3}.

La velocidad angular w’ de los ejes {e;'}KKg respecto de los ejes fijos {e;}1<i<3 es igual a la
velocidad angular Qpe; con la cual gira el plano determinado por e3 y L alrededor de e; = L/L,
ya que como acabamos de ver este plano coincide con el generado por los vectores e} y e5.
Por otra parte, la velocidad angular w’’ del sistema de ejes del cuerpo {e;};<i<3 respecto del
los ejes {e;’}KKg es igual a —Qe3, ya que hemos visto anteriormente que el plano lin{L,e3} =
lin{e}’, e’} gira con velocidad angular Q alrededor de e3 respecto del sistema de ejes del cuer-
po {ej}1<i<3. Por la aditividad de las velocidades angulares, la velocidad angular de los ejes del
cuerpo {e;}i<i<3 respecto del sistema de ejes fijos {e;}1<i<3, que por definicién es igual a w,
esta dada por

w=w+w' =0, % - Qes. (5.42)

La ecuacién anterior, junto con el razonamiento que conduce a su demostracion, pone de mani-
fiesto que el movimiento del solido puede describirse como la composicién de una precesion de
su eje de simetria e3 alrededor de la direccion invariante (i.e., la direccion de L) con velocidad
angular 2, y una rotacion alrededor de su eje de simetria con velocidad angular Qg = —Q.

De la fig. 5.3 se sigue que
wsinx = 2, sin o,

y por tanto

i L L
Qp:wsmazwsin(xi —. (5.43)

sin 0 'L% +L§ - I

Teniendo en cuenta las ecs. (5.41) se obtiene

w I§ - I}
Qp:—\/lfsinz(erI%cosZ(x:w 1+ 21 cos2«.
I I

En particular, Q, < w para un so6lido alargado, mientras que Q, > w para un solido achatado.

Ejercicio. Deducir la ec. (5.43) directamente a partir de (5.42).
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5.5 Movimiento inercial de un trompo simétrico

Solucion. Tomando el producto escalar de (5.42) con el vector e3 se obtiene

L3 wsl3 I3 -1 I3ws3 L
.przgp =(U3+.Q=(U3+ Ill BZT

L
como antes. [ |

Ejercicio. Estudiar la estabilidad de la rotacion de un solido asimétrico (i.e., I; # I si i # j)
alrededor de uno de sus ejes principales de inercia en el movimiento inercial.

Solucion. Supongamos, por ejemplo, que el so6lido gira alrededor de su eje principal de inercia e3
con velocidad angular w = ws3e3. Notese, en primer lugar, que w3 ha de ser constante, como
se deduce facilmente de las ecuaciones de Euler con N = 0 al ser w; = w» = 0. Veamos a
continuacién qué ocurre si variamos ligeramente las condiciones iniciales

w1(0) = w2(0) =0, w3(0) = w3

que conducen a la solucién anterior. A primer orden en w; y w> el producto w;w> se puede
tomar como cero, por lo que la ultima ecuacién de Euler implica que w3 sigue siendo aproxima-
damente constante. Derivando respecto de t las otras dos ecuaciones de Euler (con w3 constante)
se obtiene facilmente

2
. w ,
Oi+-— L -B)YL-B)w;=0, i=1,2.
JEVE)
La solucion w; = w2 = 0, w3 = const. sera estable si las soluciones de la ecuacion anterior
son oscilantes, e inestable en caso contrario. Por tanto la condicion de estabilidad es que el
producto (I; — I3) (I — I3) sea positivo, es decir que o bien I3 < I; 2, o bien I3 > I; ». Por tanto:

La rotacion inercial alrededor de un eje principal de inercia es estable si y solo si dicho eje es
el de mdximo o minimo momento principal de inercia.

Ejercicio. Estudiar el movimiento inercial de un solido rigido asimétrico con I; > I > I3 en el
caso L2 = 2IE (con E = Tyor SiNem =00 E = T siN = 0y O’ esta fijo en el cuerpo).

Solucion. En un sistema de ejes principales de inercia la conservacion del médulo del momento
angular y la energia cinética (rotacional) se escriben

dDIPw?=1% > Lw?=2E.
i i

Combinando estas ecuaciones se obtiene
(I - w3 + I3(I3 — ) w3 = L? = 2LE, ©L(I1 — 3)w? + L(I» — I3)w3 = L? — 2I5E,
de donde se sigue que

L2—213E—12(12—13)w% I, — I3

2 2
w? = = 2F — Lw?),
1 L - 13) I (I —13)( 2)

L2 —2LE - L(Ir - ) w? I - T
2 2 1— I 2
w5 = = 2E — Ihws5).
3 I3(I3 - 1) =19 207)

La ecuacion de Euler para w» es por tanto

. (I = I3) (I — I2) (LZ 2)
= + — —
“: _\/ I3 I3 “©2)

cuya solucion general es

+v(t — tgp) = arctanhh(lbw>/L) < w7 = i%tanh(v(t —to))
2
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con

yoo L [La=DB)h 1)
e Li; '

Escogiendo adecuadamente el origen de t y la orientacion del eje principal de inercia x, podemos
escribir sin pérdida de generalidad

wo = L tanh(vt).
I

De las ecuaciones anteriores para w1 3 (teniendo en cuenta que, en virtud de la ecuacion de Euler
para w2, w1 y w3 tienen signos opuestos, e invirtiendo la orientacién del eje principal x; si fuera
preciso) se obtiene entonces que

I —1I3 I -1
wi =L, [—————— sech(vt), w3 = —-L,/|———=—— sech(vt).
YU LL - 1) 3 \ LIz (I - I3)

Notese, finalmente, que para t — o se tiene

wo — w13 — 0;

E ;
en otras palabras, en el limite t — oo el s6lido gira alrededor del eje principal de inercia x> con
velocidad angular constante.

Comentario. En el caso general en que I; # Ij si i # j, se puede expresar la solucion de las
ecuaciones de Euler por cuadraturas utilizando la conservacion de T (0 Tyot, Si el origen de N es
el CM) y L2. En efecto, supongamos como en el ejercicio anterior que I; > I> > I3. Procediendo
como antes podemos despejar w13 en funcionde L, E, y w2, donde E = T siN =Ngp' 0 E = Tyot
si N = Ncym, mediante las féormulas

, L2 —2I3E - L(I - I3) w3 >
1= ' w3 =

2LE - L2 — (I - I;) w3
I (I - I3) '

44
(I — Iy) (544)

w
De estas ecuaciones se sigue que el movimiento solo es posible si 2EI3 < L? < 2EI;. Notese que
L2 = 2E]5 implica que

2LE - 12

I3(I - 1I3)’

es decir el solido gira alrededor de su tercer eje principal de inercia con velocidad angular cons-
tante, y analogamente si L2 = 2EI,. Para excluir estas soluciones triviales supondremos en lo que
sigue que 2EI3 < L2 < 2EI;. De la ecuacion de Euler para w» se obtiene entonces

w1 =wy =0, w§:

dwz t—to

==+

J L2 = 2I3E — Iy (I — I3) w3 [21LE — L2 — I (I1 — I2) w3 ENRER
2 2

Una vez hallada w> (t) utilizando esta ecuacion (lo cual puede hacerse explicitamente mediante
funciones elipticas de Jacobi), w1 (t) y w3(t) se determinan por medio de la ec. (5.44). [ |

5.6 Angulos de Euler

Las ecuaciones de Euler deducidas en la Seccion 5.4.2 tienen dos importantes desventajas, a sa-
ber: i) estan escritas en términos de las componentes de la velocidad angular w(t) en el sistema
de ejes del cuerpo, cuyo movimiento no se conoce a priori, y ii) en el mejor de los casos, permiten
calcular la velocidad angular, pero no proporcionan directamente la orientacion del sistema de
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5.6 Angulos de Fuler

Figura 5.4. Angulos de Euler.

ejes del cuerpo respecto del sistema de ejes fijos en funcion del tiempo. Para evitar ambos incon-
venientes, en esta seccion vamos a describir una forma muy tutil de caracterizar dicha orientacion
(0, en general, la orientacion relativa de dos sistemas de ejes) en términos de tres angulos apro-
piados. Una vez obtenida esta caracterizacion, expresaremos la velocidad angular w en funcion
de estos angulos, lo que, en virtud de las ecuaciones de Euler, conduce a un sistema de segundo
orden en dichos angulos. Resolviendo este sistema se obtendra finalmente la orientacién de los
ejes fijos en el sélido en cada instante, lo que determina el movimiento rotacional del sélido.

Para ello, veremos primero cémo llevar los ejes fijos {e;} a los ejes del cuerpo {e;} mediante
tres rotaciones sucesivas. En primer lugar, efectuemos una rotacion de angulo ¢ < [0, 21t) alre-
dedor del eje x3, hasta llevar el eje x| a la direccion del vector e3 x e3. Si llamamos {e}'} a los
nuevos ejes asi obtenidos, entonces

e,i, = Re.’3 (P) e;;

noétese, en particular, que
144 4

rr

En notacion matricial, si X' = (x], x5, x3) y X’ = (x]’, x5, x3) denotan respectivamente las coor-
denadas de un mismo vector respecto de los ejes {e}} y {e;} (consideradas como vectores co-
lumna) se tiene

x =R3(p)x".

Como el nueve eje x;', denominado linea de nodos, es perpendicular a los ejes x3 y x5, mediante
una rotacion de angulo 0 € [0, 1t] alrededor de x;" podemos llevar el eje x; al eje x3. Denotando
por {e;"} alos ejes asi obtenidos se tiene

1 ",
el =Re'1’(9) el ’

en particular,

rrr rrr

144
En términos de las coordenadas,

1 0 0
x" =R1(0)X", Ri1(8):=]0 cosO® -—sind
0O sinf® cosO

Los nuevo ejes x;"" = x| y x5 estan en el plano perpendicular a e3, por lo que podemos hacerlos
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coincidir con los ejes x1 y x> del sistema del cuerpo mediante una rotacion de angulo ¢ € [0, 2T1)
alrededor de x3, sin variar este ultimo eje. Por tanto,

rrr rrr

ei = Res () e; =Rey (@) e,
que en términos de las coordenadas se escribe
x"" = R3(y)X.

En definitiva,
x' =R(¢$,0,9)x, (5.45)
siendo
R(¢,0,¢) = R3(p)R1(O)R3(y)
coscos¢p —cosOsinysing —sinycos¢p —cosfcosysing  sinfsin g

= |cosysing +cosOsinycosep —sinysing +cosOcosyPcos¢dp —sinbcos ¢
sin 0 sin sin 6 cos Y cos 0

Noétese que
X =R3(@) 'R1(0) 'R3(p) " 'x" = R3(~)R1 (-O)R3(—p) X' =R(-y,-0,—-p) X'

Los angulos
¢ €1[0,2m), 0 €[0,1], Y €[0,2Tm), (5.46)

que como hemos visto caracterizan completamente la orientacion del sistema de ejes del cuerpo
respecto del sistema de ejes fijos, reciben el nombre de angulos de Euler. Notese que estos
angulos tienen la siguiente interpretacion geomeétrica (cf. la fig. 5.4):

¢ = angulo entre el eje x| y la linea de nodos
0 = angulo entre el eje x5 y el eje x3

= angulo entre la linea de nodos y el eje x;.

En virtud del resultado sobre la aditividad de las velocidades angulares probado al principio de
la Seccibn 5.5, la velocidad angular w(t) se expresa en funcion de los angulos de Euler mediante
la formula

w=cde,+0e +e;. (5.47)

Es de interés expresar la velocidad angular en el sistema de ejes del cuerpo {e;}, ya que son
las componentes de w en este sistema las que intervienen en las ecuaciones de Euler. Para ello,
notese en primer lugar que

rrr

e/ =e]" = Re; (@) 'e1 = Re; (—)e1 = cos ey —sinye; .

Por otra parte,

rrr rrr

e; =e3 = Rey(—0)e5” = Rer(—0)ey’ = sinfe;’ + cos fe3” = sinOe;” + cos Oe;
= sin ORe; (—Y)ep + cos fez = sin O(sin Ye; + cos yep) + cos fes. (5.48)

Utilizando las dos formulas anteriores en la ecuacion (5.47) se obtiene finalmente la siguiente
expresion para las componentes w; de w en el sistema de ejes del cuerpo:

wi = qlSsianinthrécosgu,
w7 = (l.>sin9cosq/ - ésin(,u, (5.49)

w3 =+ pcosh.
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5.7 El trompo de Lagrange

Comentario. En el movimiento inercial de un trompo asimétrico con I; > I > I3, se puede
determinar por cuadraturas la orientacion de los ejes del cuerpo utilizando las ecs. (5.49) y
el Comentario al final de la seccion anterior. En efecto, comencemos por escoger el eje e; del
sistema inercial coincidiendo con la direccion invariante L/L, de modo que L = Lej. Utilizando la
ec. (5.48) se obtiene

Ly =Lw;=Lsinfsiny, L, =Irwy =Lsin0cosy, L3 =I3w3 =LcosO, (5.50)

de donde se sigue facilmente que

I3ws3 I wi
cos 0 = , tany = .
L v hw:

Como w;(t) se puede calcular por cuadraturas en la forma explicada en el Comentario arriba
mencionado, las ecuaciones anteriores determinan® los angulos 0 y y. De la ultima ec. (5.49) y
de las ecs. (5.50) se obtiene entonces

wising + wpcosy  Lwt+hws  Lwi+hLws LQRE-ITwj)

d-) = ; - 2 - 2.2\
. 2 2
sin 0 Lsin® 0 I (1 _ 13{53) Le —I3w3
Integrando esta ecuacion respecto de t se determina finalmente el angulo ¢. [ |

5.7 El trompo de Lagrange

En esta seccion estudiaremos el movimiento del denominado trompo de Lagrange, que consiste
en un solido axisimétrico con un punto fijo sometido tinicamente a la gravedad terrestre (cf. la
fig. 5.5). Tomando el origen de coordenadas del sistema de ejes fijos en dicho punto, la energia

cinética del trompo es
1 1 1
T=3w-(lw) = Eh(w% + w3) + Elgwg,

Linea de nodos

Figura 5.5. Trompo de Lagrange.

8Ma4s precisamente, para determinar completamente el angulo y hay que utilizar la relacion sgn(siny) =
sgn(wq).
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donde I; (i = 1, 2, 3) es el i-ésimo momento principal de inercia del trompo respecto del origen, y
el eje x3 se toma en la direccién de su eje de simetria. Utilizando las expresiones (5.49) para las
componentes de w se obtiene facilmente

1 . . 1 .
T = 511(92 + ¢p?sin® 0) + S+ ¢ cos0)?.
La energia potencial del trompo es el potencial de la fuerza externa F = —Mge; aplicada en el

CM, es decir
V=MgX;j.

Por simetria, el CM del trompo esta en el eje de simetria x3, a una distancia [ del origen. Por
tanto
V =Mglcos@,

y el lagrangiano del sistema esta dado por

L=T-V-= %Il(éz + ¢2sin? 0) + %I3((I-J+(i)COSQ)2 — Mglcos9. (5.51)

Los momentos candnicos asociados a las coordenadas generalizadas (9, ¢, /) son

oL .
- % _ne,
Po 30 1
P = s(]l“) =1 sin? 0 ¢ + I3c08 (Y + pcos ), (5.52)
oL . .
Py = 78(/'/ =I3(y + ¢pcosh).

Al ser L independiente de los angulos ¢ y ¢ y del tiempo ¢, se conservan los momentos pg
y py v el hamiltoniano, que es igual a la energia T + V al ser L cuadratico en las velocidades
generalizadas:

H=T+V = %Il(é2 + p?sin? 0) + %Ig((ij+(i)€0$9)2 +MglcosO =E. (5.53)

La existencia de estas tres leyes de conservacion permite expresar el movimiento de la coorde-
nada 6 mediante una integral, lo que a su vez determina el movimiento de los otros dos angulos
utilizando la conservacion de pg y py.

e En virtud de la tercera ecuacion (5.49), el momento canonico py es igual a I3ws, es decir
a la componente del momento angular L en la direccion del eje e3, que denotaremos por Ls3.
Analogamente, de las ecuaciones (5.48) y (5.49) se sigue que

L-e;=1L5=sin0(L;siny + Lycosy) + cos OL3 = I1 sin (w1 sin Y + wz cos ) + [3w3 cos 6

I, 8in? 0¢p + I3 cos O( + ¢ cos 0) = P -

Por otra parte, el par de la fuerza gravitatoria esta dirigido en la direccion de la linea de nodos,
y por tanto es perpendicular a los vectores ez y e;. Aplicando las ecuaciones del movimiento del
momento angular en el sistema fijo con N; = N - e; = 0 se deduce inmediatamente que L; se
conserva. La conservacion de Lz = I3ws3 se deduce teniendo en cuenta que?

d _ dL @) _ _ .
dt(L e3) = ez (dt)f+L (dt f—Eg N+L:-(wxe3)=N3+e3-(LXw)

=e3-Lxw)=U —-L)wiw>? =0.

9Alternativamente, de la tercera ecuacion de Euler (5.36) con N3 = 0 se deduce que w3, y por tanto L3 = I3ws,
es constante en el sistema del cuerpo. Como L3 es un escalar, ha de ser también constante en el sistema de ejes
fijo.
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5.7 El trompo de Lagrange

uo)

z
2

Figura 5.6. Potencial efectivo U(8).

Para obtener la ecuacion del movimiento del angulo 6, basta sustituir las relaciones
. . B pw . P 3
Y + pcosO = T I;sin“0¢ = py — pycosO (5.54)
3

en la ec. (5.53), lo que conduce a una ecuaciéon de primer orden en 0 de variables separadas:

2
+Mglcos® = E—P¥ (5.55)
213

L, g2, (Pe—pycos 0)*

2 21, sin® 0

Formalmente, esta es la ecuacion del movimiento de una particula de masa unidad y energia

2
_Y(p_ ’Lﬂ)
&= I (E 215 (5.56)
en el potencial unidimensional efectivol?
_ 2
U(9)z%+ccose, 0<0<mr, (5.57a)
2sin” 0
siendo Mol
a=Pe p-Pr "I, (5.57b)
I I I

(cf. 1a fig. 5.6). El potencial anterior es singular para 6 = 0 0 € = Tt. Sin embargo, de las leyes
de conservacion de pg y py se sigue que si en algun instante 6 = 0 (respectivamente 0 = )
entonces a = b (resp. a = —b). Probaremos mas adelante que en tal caso U es, de hecho, regular
en 0 =0 (resp. 0 = 1), y que ademas U’ (0) = 0 (resp. U’ (11) = 0).
Supondremos, por el momento, que
a+ b,

y por tanto que 0 # 0, 1. En términos de la variable u = cos @ € (-1, 1), la ley de conservacion
de la energia se expresa en la forma
u? = f(u), (5.58a)

donde f(u) es el polinomio de grado 3 dado por

fu) =2(e—cu)(1 -u®) - (a-bu)?. (5.58b)

10para que el angulo 0 pueda variar entre Tt/2 y Tt el trompo debe ser en realidad un girdscopo, no una peonza.
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Formalmente, la ecuacion anterior se puede utilizar para expresar el movimiento de la coordena-
da 6 mediante una integral:

cos @
t—to=ij du . du

cos 0
W _I V2(e—cu)(1 —u?) — (a-bu)?’

En la practica, esta expresion no es de mucha utilidad, ya que para evaluar la integral es nece-
sario utilizar funciones elipticas. Sin embargo, la ec. (5.58) proporciona una sencilla descripcion
cualitativa del movimiento que estudiaremos a continuacion.

En primer lugar, como a # +b los puntos u = +1 no son raices de f. Al ser ¢ > 0, el polinomio
f(u) es positivo para u — o y negativo para u — —oo. Por otra parte, dicho polinomio ha de
tener o bien una o bien tres raices reales (contando multiplicidades), alguna de las cuales ha de
pertenecer al intervalo fisico (—1,1). En efecto, en caso contrario f no cambiaria de signo en
dicho intervalo y por tanto seria negativa en €él, al ser f(=1) < 0. Ademas, en (—1, 1) ha de haber
dos raices de f (contando multiplicidades), pues si hubiera un nimero impar de raices f(—1)
y f(1) tendrian signos opuestos. Esto implica que f tiene necesariamente tres raices reales,
estando dos de ellas (contando multiplicidades) en el intervalo (—1,1) y la restante en (1, o).
Por tanto la grafica de f tiene el aspecto representado en la fig. 5.7.

Si llamamos u» < u; a las raices de f en (—1,1), el movimiento tiene lugar en la region
Uy < u < uj, o equivalentemente 0, < 0 < 0, siendo 0; = arccosu;. En otras palabras, el eje
del trompo oscila entre los angulos 67 y 6>, efectuando un movimiento denominado nutacion
(del latin “nutatio”, cabeceo). Si

sin0¢p =a—bcos0 =a—-bu

no cambia de signo cuando cos 0 varia entre u; y u2, la trayectoria trazada por eje del trompo
en la esfera unidad es semejante a la de la fig. 5.8 (izda.), mientras que si a — bu cambia de signo
en el intervalo (12, 1) entonces dicha trayectoria es analoga a la mostrada en la fig. 5.8 (centro).

e Consideremos a continuacion el caso limite en que a — bu se anula en uno de los extremos
del intervalo [u2, 1], que por el momento denotaremos por 1, Y mantiene por tanto el mismo
signo para los demas valores de u. En tal caso, llamando 1y = cos 0y se tiene (al ser 1o uno de
los puntos de retroceso)

a=buy = fu)=2(—-cu)l—-u? —b*u-up?, fug) =0 = ¢€=cuop,
y por tanto

fu) = (u—up)[2c(u?®-1) — b*(u — uo)].

S )

VAN .
—1 Uy ul\_/

Figura 5.7. Polinomio f(u) (caso genérico).
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5.7 El trompo de Lagrange

Figura 5.8. Trayectoria trazada por el eje del trompo de Lagrange en la esfera unidad.

Al ser
f'(ug) =2c(ug-1) <0

(yaque ug = cosg < 1yc > 0), ug es entonces igual a la raiz mayor u, y por tanto g = 67 . La
velocidad de precesion

. b(upg—u)
¢ = 1-uj

verifica por tanto b(fb >0parafy <0 <06y qb = 0 para 6 = 0. En otras palabras, la trayectoria
del eje del trompo presenta una cuspide en 0 = 01 (cf. la fig. 5.8, drcha.). Notese, por ultimo, que
el caso en que ¢> se anula para 6 = 07 se produce precisamente cuando el trompo se lanza en la
forma habitual, es decir cuando inicialmente 0(0) = <15(0) = 0, ya que en tal caso (llamando de
nuevo ug = cos 0y # =1 al valor inicial de u)

$0)=0 = a-bug=0, 00)=0 = u(0) = f(ug) =—sindy0(0) =0.

Veamos a continuacion bajo qué condiciones es posible que el trompo tenga precesion pero
no nutacion, es decir que las ecuaciones del movimiento tengan una solucion constante 8 = 6y.
(Por el momento, seguiremos suponiendo que a # +b y por tanto 0 < 0y < T.) En este caso la
ecuacion (5.58a) ha de tener una soluciéon de equilibrio u = ug, y por tanto

fuo) = f"(up) =0. (5.59)
Notese que si 0 es constante también lo sera la velocidad de precesion
a—bugy
Qpi=¢b= 1-u?
0

y por tanto
%f’(uo) = —2uo(e — cug) — c(1 —ud) + b(a — bug) = —(1 — u§) (U5 — bQp +¢).
En consecuencia, la velocidad de precesion €2, ha de verificar la ecuacion cuadratica
woQ, —bQy +c=0.
Esta ecuacion tiene soluciones reales si y solo si su discriminante es no negativo, es decir si

b? —4cup =0,
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u® u()

[4 0
b 0 ’—27

x
2

Figura 5.9. Potencial efectivo U(0) paraa = b > 2./c (izda.) ya = b < 2,/c (drcha.).

o equivalentemente
ps =Iw3 > 4Mgll cos 0y . (5.60)

Notese que la condicién anterior se cumple automaticamente si 6y > 1t/2. Si se verifica (5.60), en
general existiran dos frecuencias de precesion dadas por!!

1 b dcug Iz w3 4Mgll, cos 69
= 2 _ = — = - g7y
Qp .+ 0 (b +4/b 4cuo> > (1 +./1 b2 ) 31 cos O (1 + J 1 .

uo I§w§

Si la frecuencia w3 es muy grande frente al término (Mgll; cos 8y)1/2/I3, el radical se puede

aproximar por
3 2Mglly cos Oy

1
5 w3

y por tanto
Iws Mgl

YT I cos@p’ P ws
En la practica, el rozamiento hace que w3 disminuya lentamente hasta que la condicion (5.60)
deja de cumplirse, momento en el cual el trompo comienza a cabecear.

Qp,

e Estudiemos a continuaciéon céomo es el movimiento del trompo cuando a = b (el caso en que
a = —b se trata de forma analoga). En tal caso, el potencial efectivo U(60) esta dado por

2 (1 _ 2 2
a” (1 —cos9)” _C(Z)S 0, ccos0 =% tan2(0/2) + c cos 0. (5.61)
2 sin“ 0 2

Desarrollando U hasta orden dos en 0 alrededor de 6 = O se obtiene

Uuo) =

0° (a? 4
U(o) =ct 5 (4—c> +0(0%);
por tanto, si a? > 4c, es decir si

ps = w3 > 4Mgll, (5.62)

entonces la soluciéon constante 0 = 0 es un equilibrio estable. Es facil ver que en este caso la
derivada de U es positiva para 0 < € < T, y por tanto el potencial tiene el aspecto de la fig. 5.9
(izda.). En efecto,

2
U'(0) = %tan(0/2) sec?(0/2) — 2¢sin(0/2) cos(0/2)

2
= 2ctan(0/2) sec?(0/2) (Zlc—cos4(9/2)> > 0, 0<0<m.

1Si 9y = 11/2 la velocidad de precesion es Q, = ¢/b = Mgl/(I3w3).
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5.7 El trompo de Lagrange

Lo mismo ocurre si a2 = 4c, es decir si
3w3 = 4Mglly ,

pues en este caso
U’'(0) = 2ctan(6/2) sec?(0/2) (1 - cos4(9/2)>

se anula para 6 = 0 y es positivo para 0 < € < Tt. Por el contrario, si a? < 4c, es decir si
Iw35 < 4Mglh (5.63)

entonces 0 = 0 es un equilibrio inestable. En este caso, la derivada de U se anula para

az 1/4 I_%(Ug 1/4
COS(Q/Z) = (4C = m y
que es de hecho un equilibrio estable, y el potencial tiene el aspecto de la fig. 5.9 (drcha.). En

la practica, el rozamiento hace que disminuya la frecuencia w3 hasta que se verifica la condi-
cion (5.63), momento en el cual el trompo empieza a cabecear (“trompo dormido”).
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6 Relatividad especial

6.1 Principios de la relatividad especial

Como vimos en el Capitulo 1, las leyes de la mecdnica tienen la misma forma en todos los sistemas
inerciales. Mas concretamente, consideremos por ejemplo la transformacion de Galileo

t'=t, xj=x1-vt, Xx;=x2, X3=X3, (6.1)

que relaciona las coordenadas espacio-temporales (t,x1,x?2,x3) de un suceso cualquiera en un
sistema de referencia inercial (SRI) S con sus analogas (t’, x,Xx5,x3) en otro SRI S’, con ejes
paralelos a los de S, cuyo origen O’ se mueve respecto de S con velocidad constante ve; a lo
largo del eje x;. La segunda ley de Newton formulada en el sistema S,

ma = F(t,r,T),
se convierte entonces en
ma =F ', r', 1), con F ', v, ©')=Ft,r,t) @' =r—vte;, ' =1r—vey)

desde el punto de vista del sistema S’. En otras palabras, en ambos sistemas de referencia la
aceleracion de la particula es igual a la fuerza que actiia sobre ella dividida por su masa, siendo
la fuerza igual en ambos sistemas (pero expresada en términos de las coordenadas y velocidades
de la particula en cada uno de dichos sistemas). Una forma equivalente de enunciar este principio
de relatividad de Galileo es la siguiente:

Ningun experimento mecdnico permite distinguir entre dos sistemas de referencia inerciales.

En efecto, los experimentos mecanicos estan basados en la segunda ley de Newton, que determina
la aceleracion de las particulas, y dicha aceleracion es la misma en S que en S”:

2

= @(r—vtel) =f=a.

a =r

En otras palabras:

Todos los sistemas inerciales son equivalentes desde el punto de vista de la mecanica newto-
niana.

A finales del siglo XIX, se plante6 la cuestion de si el principio de relatividad de Galileo se
aplicaba también a las ecuaciones de Maxwell, que gobiernan los fen6menos electromagnéticos
—en particular, la propagacion de las ondas electromagnéticas, incluida la luz. Dicho de otro
modo jes posible distinguir entre dos sistemas inerciales mediante algiun fen6meno de tipo
electromagnético (en particular, luminoso)? Para responder a esta pregunta, recuérdese que en
el vacio los potenciales electromagnéticos Ag := ®/c y A = (A1, A», A3) obedecen la ecuacion de
ondas!

ZA 3 ZA
19 “—28 H-0, u=o0,...,3, (6.2)

~2 2 2
c* ot o1 0x;

ISupondremos a partir de ahora que los potenciales electromagnéticos verifican el gauge de Lorenz (1.42).
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donde
1

VR0
es una constante universal (dependiente de los parametros constates &p, Up que aparecen en
las ecuaciones de Maxwell). ;Como se transforma la ecuacion (6.2) bajo la transformacion de
Galileo (6.1)? Para responder a esta pregunta, obsérvese en primer lugar que

C =

ALt Y') = Ay(t,T),

ya que Ag = &/c es un escalar y, aunque A es un vector, los ejes de S y S’ son paralelos. Por
tanto los potenciales Al’l (t',r’") verificaran también la ecuacion (6.2), es decir?

1 924, 2 9°A,
T -> =0, u=0,...,3.

2
i 0xj
Teniendo en cuenta que
0 0 0 0
Y _ —v—, — =, 1=1,2,3,
ot “ ot Vox]'  oxi ox, "

se obtiene inmediatamente

LB (O B o B
C2 atlz axiZ = axiz C2 at/axi - ’ H=0,...,5,

C2

que no es una ecuacion de ondas en las coordenadas (t’, x], x5, X3) para ningin valor3 de v # 0.

El hecho de que la ecuacion (6.2) (o, equivalentemente, las ecuaciones de Maxwell) no sea inva-
riante bajo transformaciones de Galileo plantea las siguientes tres posibilidades, que solo pueden
decidirse mediante el experimento:

1. Existe un sistema de referencia inercial privilegiado, en el que son validas las ecs. (6.2) (o,
equivalentemente, las ecuaciones de Maxwell) y las ondas electromagnéticas se propagan
con velocidad ¢ = 1/,/€oHo . Por tanto, el principio de relatividad —es decir, la equivalencia
de todos los sistemas inerciales— es valido para la mecanica pero no para el electromagne-
tismo.

2. El principio de relatividad es valido tanto para la mecanica como para el electromagnetis-
mo, pero las ecuaciones de Maxwell son incorrectas.

3. El principio de relatividad es valido tanto para la mecanica como para el electromagne-
tismo, pero la formulacién newtoniana de la mecanica (de donde se sigue el principio de
relatividad de Galileo) es incorrecta.

A finales del siglo XIX se pensaba que la hipotesis correcta era la primera. La explicacion tedrica
que se aducia era que las ondas electromagnéticas se propagan en un medio material denomi-
nado éter que llena el espacio, y por tanto las ecs. (6.2) —o, equivalentemente, las ecuaciones de
Maxwell— solo son validas en un sistema inercial que esté en reposo respecto del éter. Se creia,
ademas, que este sistema inercial coincidia con el de las estrellas lejanas, 1o que permitia identi-
ficar dicho sistema inercial privilegiado con el “espacio absoluto” de Newton. Si esto fuera cierto,
seria en principio posible detectar experimentalmente el movimiento de un sistema inercial res-
pecto del éter (“movimiento absoluto”) estudiando la propagacion de las ondas electromagnética
respecto de dicho sistema.

2De hecho, al ser la ecuacion de ondas (6.2) lineal esto también ocurrira si los potenciales se transforman
linealmente entre si, es decir si
3
At ) = > AL(WA(tr), p=0,..,3.
v=0

3Notese, sin embargo, que para v < c¢ la ecuacion de ondas es aproximadamente invariante.
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espejo
semiplateado
l 2
> y > Q,
»n
[<5]
17
espejo

Figura 6.1. Experimento de Michelson-Morley.

En 1887, Michelson y Morley realizaron un experimento interferométrico muy sensible para de-
tectar la velocidad de la Tierra respecto del éter. El experimento se basa en estudiar la trayectoria
de un rayo luminoso que se divide mediante un espejo semiplateado en dos rayos perpendicu-
lares (cf. la fig. 6.1), de modo que el tiempo empleado por cada uno de estos rayos en volver al
espejo es distinto si el dispositivo estd en movimiento respecto del éter. Si bien el efecto es muy
pequeiio (del orden de v2/c? ~ 1078, siendo v la velocidad de la Tierra respecto del éter, aproxi-
madamente igual a su velocidad respecto del Sol), es posible observarlo estudiando las franjas de
interferencia producidas al recombinarse ambos rayos. Aunque el experimento se repitié6 nume-
rosas veces, siempre se obtuvo un resultado negativo, es decir no se detectd velocidad alguna de
la Tierra respecto del éter. Este resultado es totalmente inesperado y ciertamente sorprendente,
ya que, aun admitiendo que en algin punto de su oOrbita la velocidad de la Tierra respecto del
éter pudiera ser nula, dicha velocidad varia a lo largo de la 6rbita (asi como a lo largo del dia,
debido a la rotacion de la Tierra alrededor de su eje).

Durante casi dos décadas el experimento de Michelson-Morley permaneci6 sin una explicacion
que fuera ala vez consistente con otros fenémenos observados (como, por ejemplo, la aberracion
de la luz o la velocidad de la luz en medios materiales en movimiento), que descartaban que
el éter fuera arrastrado por la Tierra. Finalmente, en 1905 Einstein observd que el resultado
negativo de dicho experimento (asi como el de los demas fenbmenos citados anteriormente)
puede explicarse en base a los dos postulados fundamentales siguientes:

1. Las leyes de la fisica son las mismas en cualquier sistema de referencia inercial (principio
de relatividad).

2. La velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacio es la constante universal ¢ =

1/ /€0fo.

Los postulados anteriores constituyen la base de la teoria especial de la relatividad* (RE). El
primer postulado es evidentemente una extension del principio de relatividad galileano a todas
las leyes de la fisica (incluyendo el electromagnetismo), y no solo a la mecanica. Por otra parte,
combinandolo con el segundo se llega inmediatamente la siguiente conclusion:

La velocidad de las ondas electromagnéticas en el vacio es igual a ¢ en cualquier sistema
inercial.

4La teoria general extiende el primer postulado —es decir, el principio de relatividad— a sistemas de referen-
cia no inerciales, y desarrolla una teoria de la gravitacion universal (basada en la geometria del espacio-tiempo)
compatible con los postulados de la relatividad especial.
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Por supuesto, este principio explica satisfactoriamente el resultado negativo del experimento de
Michelson-Morley, ya que si es cierto los dos rayos luminosos en dicho experimento viajan a la
misma velocidad (c). Sin embargo, es profundamente anti-intuitivo desde el punto de vista de la
mecanica newtoniana, ya que viola la familiar ley de adicion de velocidades

r=r +ve;

que se deduce directamente derivando la ec. (6.1). Por consiguiente, la transformacion de Ga-
lileo (6.1) no puede ser correcta. A esta misma conclusion se llega observando que la ecuacion
de ondas (6.2) para los potenciales electromagnéticos —que es equivalente a las ecuaciones de
Maxwell— no es invariante bajo la transformacién (6.1), en contradiccién con los postulados 1y
2.

6.2 Transformaciones de Lorentz

6.2.1 Deduccion de las ecuaciones de la transformacion

Como acabamos de ver, la transformaciéon de Galileo (6.1) no es compatible con los postulados
de la teoria especial de la relatividad. En esta seccién deduciremos, aplicando dichos postulados
junto con la homogeneidad e isotropia del espacio-tiempo®, las ecuaciones correctas que rela-
cionan las coordenadas espacio-temporales (¢,r) y (t',r’) de un mismo suceso en dos sistemas
inerciales distintos S y S’. Supondremos, como en la seccion anterior, que los ejes de ambos sis-
temas son paralelos, sus origenes coinciden en algun instante y la velocidad del origen O" de S’
respecto de S es® v = ve;. Escogiendo adecuadamente el origen de tiempos, siempre podemos
conseguir que O y O’ coincidanen t = t’ = 0, es decir que

xy=0, Vvu=0,....,3 = x,=0, u=0,...,3, (6.3)

donde hemos introducido la notacion

xg := ct, xq = ct’.

A partir de ahora siempre supondremos que se cumple la condicion (6.3), salvo indicacion expre-
sa en contrario.

i) En primer lugar, utilizando la homogeneidad del espacio-tiempo se puede demostrar que la
transformacion que relaciona las coordenadas x"l con las x;, es lineal, es decir

3
xp= > A xy, u=0,...,3,
v=0

donde los coeficientes A,y (v) dependen solo de la velocidad relativa entre ambos sistemas.
En efecto, consideremos un reloj que se mueve con velocidad constante respecto de S, y por

tanto (por el primer postulado de la RE) respecto de S’. Si x;(t) y xl'-(t’) (i = 1,2,3) son las
coordenadas espaciales de dicho reloj en los sistemas S y S’ entonces

dzxi _ dle{
dez  de2

=0, i=1,2,3.

>El espacio-tiempo ha de ser homogéneo, es decir todos sus puntos deben ser equivalentes. Analogamente, el
espacio debe ser isdtropo, 1o que significa que todas las direcciones espaciales han de ser equivalentes.

8En todo este capitulo, v denotara normalmente la componente de la velocidad relativa de los sistemas Sy S’
en la direccion del vector e;, pudiendo ser por tanto positiva o negativa. Para evitar confusiones, el médulo de la
velocidad se denotara por |v| = |v|.
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Por otra parte, por la homogeneidad del espacio-tiempo el tiempo T medido por el reloj en
movimiento uniforme ha de verificar

De esto se deduce facilmente que

d?x; dZXQ .
dr2 = dt2 =0, t=123,

y por tanto, llamando xg = ct, x(') =ct’,

TP

dr?2 dr?
Pero entonces
dx’ 3. ox! d2x’ 3 2x’ 02x!
u:Z udxv’ Ho_ Z ] dedx‘Tzo = —H _9, Vv,o0=0,...
dr — 0x, dT dr2 - 0xy0xy dT dT 0Xxv0X o
v=0 v,0=0
al ser dx,/dt (u = 0,...,3) arbitrario.

ii) En segundo lugar, es facil comprobar que las coordenadas transversales a la velocidad v
son iguales en ambos sistemas, es decir

’ ’

En efecto (por ejemplo), al ser la transformacion x, — xl’, lineal se tendra

X5 = Z“u(v)xu’
u

donde el indice de suma varia de 0 a 3 (en general, a partir de ahora los indices griegos variaran
entre 0 y 3 y los latinos de 1 a 3). Como xz = 0 implica x5 = 0 (ya que los ejes de S y S’ son
paralelos), todos los coeficientes a, se anulan excepto ap, y por tanto

X, =ax(v)xy.
Notese que, por la isotropia del espacio, el coeficiente ap solo pueden depender de |v|, es decir
az(v) = ax(-v).
Por el principio de relatividad, la velocidad de O respecto de O’ ha de ser —ve;, y por tanto
X2 = ax(—v)xh = ax(-v)ax(V)x2 =as(v)x2 = ax(v)=*1.

Por continuidad (ya que a»(0) = 1) debemos tomar a»(v) = 1, lo que conduce a la igualdad de
X2 y x5. Un argumento analogo se aplica a x3 y x5.

iii) Teniendo en cuenta que el origen del sistema S’ se mueve con velocidad ve; respecto de
S,la coordenada x; debe anularse cuando x; — vt = 0, y por tanto (ya que la relacion entre x,’J y
Xy es lineal)

x1=yW)(x1 - vt), (6.4)

donde y es una funcion par de v en virtud de la isotropia del espacio. Por el principio de relati-
vidad, debe cumplirse también la relacion

x1 =y)(x] +vt'). (6.5)
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Despejando t’ en esta ecuacion y utilizando el x| de la ec. (6.4) se obtiene
’ ’ _ X
x1=y*(W)(x1 —vt) +yw)vt’ = t =y(v)[t+(y(v) 2—1)71]. (6.6)

Las ecuaciones (6.4)-(6.6) determinan la transformacion (t,x1) — (t’,x]) en términos del coefi-
ciente por calcular y(v).

Hasta el momento, solo hemos aplicado el principio de relatividad (primer postulado) y la ho-
mogeneidad e isotropia del espacio-tiempo. Por ejemplo, si en este momento supusiéramos que
t" = t —es decir, que el tiempo es absoluto)—, de la ecuacién (6.6) se seguiria inmediatamente
que y(v = 1), lo que conduce a la transformacion de Galileo (6.1). Sabemos, sin embargo, que
esta ecuacion es incorrecta, lo que implica que t’ # t, en contradiccion con uno de los axiomas
fundamentales de la mecanica newtoniana. Para encontrar la relaciéon correcta entre t y t’ debe-
mos aplicar el segundo postulado de Einstein, segiin el cual la ecuacion x; —ct = 0 (ecuacion del
propagacion de una onda electromagnética plana en la direccion del eje x; emitidaent =t" =0
desde el origen de ambos sistemas) debe implicar x; — ct’ = 0. Sustituyendo estas relaciones
en (6.4) y (6.5) obtenemos

ct' =yw)(c-v)t, ct=yw)(c+v)t'.

Multiplicando ambas ecuaciones y cancelando un factor comun tt’ se llega facilmente a la rela-
cion

1
2=y*W)c?-v?) = y@w) == -
1
De nuevo debemos tomar, por continuidad, el signo “+”, es decir
1
yw) = ——. (6.7)

1-v
62

Sustituyendo en las ecs. (6.5)-(6.6) se llega finalmente a las siguientes formulas que relacionan
las coordenadas x, y x,, en ambos sistemas inerciales:

t’:y(v)(t—%), X =yW)x1-vt), xp=xx (k=2,3). 6.8)

La transformacion (6.7)-(6.8) entre las coordenadas x, y x;,, que sustituyen a la transformacién
de Galileo (6.1), se denomina transformacion de Lorentz (en la direccion del eje xq).

Los siguientes hechos son una consecuencia directa de la ec. (6.8) de las transformaciones de
Lorentz:

i) De la ec. (6.7) para la funcién y(v) se deduce que el modulo de la velocidad relativa entre
dos sistemas inerciales es estrictamente menor que la velocidad c de las ondas EM en el
vacio.

ii) En particular, la velocidad de cualquier particula material (con masa no nula) ha de ser
inferior a c, ya que un conjunto de tales particulas define en cierto modo un sistema
inercial.

iii) De hecho, es facil probar que Ila velocidad de transmision de cualquier sefial fisica no puede
ser superior a c, entendiendo por “senal” fisica el intercambio de informacion entre dos
observadores.
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| |
En efecto, supongamos que se envia una sefial de un punto P a otro punto Q a una velocidad
u > ¢ medida en un sistema inercial S. Escojamos los ejes de S de modo que P y Q estén en el
eje x1 con una separacion espacial Ax; > 0, y sea At > 0 el tiempo empleado por la sefial en
alcanzar Q medido en S (cf. la fig. 6.2). En virtud de (6.7)-(6.8), el tiempo correspondiente medido
en el sistema S’ es igual a

At' = y(v)(At - v?;cl) = y(v)At(l - Lé—g) .

Si la velocidad v del origen de S’ respecto de S satisface
c2

— <v<c,

u

lo cual es posible porque u < ¢ por hipoétesis, entonces At’ < 0. En otras palabras, segin S’ la
sefial se recibe en Q antes de ser emitida en P, lo que viola el principio de causalidad (1a causa
debe preceder siempre al efecto). [ ]

Ejercicio. Demostrar que en general la transformacion de Lorentz entre dos SRI S y S’ con los
ejes paralelos esta dada por

t'zg/(U)(t—%), X’:X+(y(v)—1)%v—y(v)vt, (6.9)

donde v es la velocidad de O’ respecto de S.

Solucion. Llamando n = e; = v/v se tiene

XV XV
X1=n-Xx=—, X2€2 +X3€3 =X—X|N=X——5V
v v
y por tanto
VX XV v XV
t' =y (t——), x =y (——vt)—er——v,
y() 2 ywi{ = v "
que conduce a la ec. (6.9). [ ]

6.2.2 Ley de adicion de velocidades relativista

Aunque acabamos de demostrar que los dos postulados de la relatividad especial conducen a
las ecs. (6.7)-(6.8) de la transformacién de Lorentz, debemos comprobar que esta transforma-
cion respeta dichos postulados. En cuanto al primer postulado, utilizando las ecuaciones de la
transformacién de Lorentz y la identidad

dx; dx{/dt’

dt/  dt / dt

ct

ctr

cty

AXxq >

P Q

Figura 6.2. Transmision de una sefial de P a Q con velocidad u > ¢ respecto de un sistema
inercial S.
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se obtiene inmediatamente

,_dxp _ w-v . dx Uk _
Uy = dt’ - 1 UV’ uk - dt’ - ( ) 1 uv (k = 2;3) .
I yiv o2

Por tanto si una particula se mueve con velocidad constante u respecto del sistema S, es decir si

dx;(t)
dt

= u; = const., i=1,2,3,

en el sistema S’ la particula se mueve también con velocidad constante u’. Esto es consistente
con la primera ley de Newton.

La expresion de u en funcién de u’ se puede obtener despejando u; en funciéon de u; de las
ecuaciones anteriores, o, mas sencillamente (por el principio de relatividad), cambiando v por
—v en dichas ecuaciones:

! u/
w=*v - k (k=2,3). (6.10)
uv wv
1+7C2 y(v)(1+7)

La ecuacion anterior es la ley de adicion de velocidades relativista, que reemplaza a su analogo
galileano u = u’ + ve;. De la ec. (6.10) se obtiene facilmente

’ 2 2,72 i 2
ujv ViU u?s-c
<1+712 ) (u?—c?) =uf+ 5 2 1
c y=(v)

(u? +uf) +v?-c? - " )

Alser |[u}| < cy|v]| < c el término entre paréntesis en el miembro izquierdo es siempre positivo,
y por lo tanto u? — ¢ y u’? — ¢2 tienen el mismo signo. En particular, si [u’| = ¢ entonces |u| = c,
y por tanto se verifica el segundo postulado de la relatividad especial. Ademas, de la ecuacion
anterior se deduce también que si [u’| < ¢ entonces |u| < c. En otras palabras, la adicion de dos
velocidades menores en modulo que la velocidad de la luz produce como resultado una velocidad
cuyo modulo es menor que c.

6.2.3 Intervalo

En relaciéon con el segundo postulado, consideremos la ecuacién de propagacién de una sefial
luminosa (en general, de una onda electromagnética) emitida desde el origen de S en el instante
t =0, es decir

At —x2 =0, x:=(x1,X2,X3).

Segun el segundo postulado, la ecuacion del frente de ondas en el sistema S’ deberia ser

clt?—-x?=0,

dado que t = 0 y x = O implica que t' = 0 y X' = 0. Por tanto c?t? — x? = 0 debe implicar
que c2t’? — x’2 = 0. De hecho, aplicando la transformacién de Lorentz (6.7)-(6.8) a la expresion
c?t’? — x'? se obtiene facilmente

2002 2 2 vx)° 2 2 2 2
cte—-x°=y (v)(ct—T) -y (W)(x1 —vt)° — x5 — x3

2
= )/Z(v)(c2 — v - yz(v)(l — %)x% —x% —x% =c%t? —x2.

Esto demuestra la siguiente propiedad fundamental de las transformaciones de Lorentz:
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> X1

Figura 6.3. En la figura se muestran 5 sucesos , Q;, Qlf (i =1,2), donde se ha tomado x> = x3 =
0 por sencillez. Los intervalos Q; —  son temporales, siendo los restantes intervalos
Q! — P espaciales. El suceso Q; esta en el futuro de & (t(Q1) — t(P) > 0), mientras
que Q> esta en su pasado (t(Qp) — t(P) < 0). El suceso Q) no puede haber influido
en P, ni el suceso Q1 puede haber sido influido por #.

La forma cuadratica c2t? — x? = x3 — x? es invariante bajo la transformacién de Lorentz (6.7)-

(6.8).

En general, dados dos sucesos de coordenadas espacio-temporales x, y x, + Axy, (con xo = ct),
el cuadrado del intervalo entre ambos se define por

3 3
As? 1= CPAt? — > Ax? = Ax§ - D> Ax? = Ax§ - AX®. (6.11)
i=1 i=1

Notese que, a pesar de lo que la notacion utilizada sugiere, As? puede ser negativo. Como la
transformacion de Lorentz (6.7)-(6.8) es lineal, las diferencias Ax, se transforman igual que las
propias coordenadas x,, y por tanto

El intervalo entre dos sucesos es invariante bajo transformaciones de Lorentz:

As? = AxE — Ax® = Ax(? - Ax2. (6.12)

Por tanto el intervalo entre dos sucesos es una caracteristica intrinseca de la relacién entre am-
bos, independientemente de las coordenadas que utilicemos para describirlos.

Por definicion, el intervalo entre dos sucesos es temporal si As? > 0, de tipo luz si As? = 0,y
espacial si As? < 0 (cf. la fig. (6.3)).

Notese que
A2 >0 e Axg40, X4 (6.13)
[Axo ]|
A2 <0 = |ax| 40, 1A%l (6.14)
|AX|
2 , | AX|
Asc =0 < Axp=]4x]=0 o) Axg # 0, = (6.15)
|[Axo ]|
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De esto se sigue que dos eventos separados por un intervalo temporal (o de tipo luz) pueden
influirse mutuamente (en particular, ser uno causa del otro), ya que es posible transmitir una
seflal de uno al otro a una velocidad |Ax|/|At| que no excede a la de la luz. Por el contrario,
dos eventos separados por un intervalo espacial no pueden influirse mutuamente, ya que una
hipotética sefial entre ambos viajaria a velocidad superior a c.

Si dos sucesos estan separados por un intervalo temporal, existe un sistema de referencia
inercial en el cual ambos sucesos ocurren en el mismo Iugar.

En efecto, escojamos los ejes de S de forma que
Ax> = Ax3 =0,
y consideremos un sistema inercial S’ que se mueve con velocidad ve; respecto de S. Como
Axy = Axi =0,  Ax] =y(Ax; —vAt),

para conseguir que Ax’ = 0 basta tomar

B Ax1
At
lo cual es posible ya que
c AXxo

al ser As? > 0. El lapso de tiempo At’ entre ambos sucesos medido en el sistema S’ (en el que
dichos sucesos coinciden espacialmente) se denomina lapso de tiempo propio, y se suele indicar
por AT. De la invariancia del intervalo se sigue que, en cualquier otro sistema de referencia
inercial S,

: A AX?
As? = AP — AX2 = CPAL? = 2AT? = AT = —ar |- 2K,
c Axg

donde hemos utilizado que AT = At’ y At tienen el mismo signo’ (véase la ec. (6.16) mas abajo).
Por tanto el lapso de tiempo coordenado At es siempre mayor o igual que el de tiempo propio, y
solo coincide con este Ultimo en un sistema de referencia inercial en que ambos sucesos ocurren
en el mismo lugar. ]

Si dos sucesos estan separados por un intervalo espacial, es posible encontrar un sistema de
referencia inercial en el cual ambos sucesos son simultdneos.

En efecto (suponiendo de nuevo que Axp = Ax3 = 0), al ser

At = y(At - ”Axl)

c2
se puede conseguir que At’ se anule sin mas que tomar

c2At _ cAxo
Ax1 Ax1

lo que es factible dado que
| Axo ‘

Axq

“Este hecho también se demuestra facilmente observando que, al estar # y Q separados por un intervalo
temporal, es posible transmitir una sefal entre ambos. Pero si At y At’ tuvieran signos opuestos en uno de los dos
SRI el efecto precederia a la causa, lo cual violaria el principio de causalidad.
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al ser As? < 0 por hipotesis. Notese también que en este caso
V=As? = |Ax]]

coincide con la distancia entre ambos sucesos en el sistema de referencia en que son simultaneos,
denominada distancia propia. Como

|AX| = \JAX§ — As2 > V-As2,

la distancia propia es siempre menor o igual que la distancia espacial |Ax| en cualquier siste-

ma de referencia inercial, y solo coincide con esta ultima en un SRI en que ambos suceso son

simultaneos. [ ]
Por ultimo, si dos sucesos estan separados por un intervalo de tipo luz entonces

As? = C2At? — Ax? =0,

y por tanto ambos sucesos estan en la trayectoria de un rayo de luz. [ ]

 Consideremos dos sucesos separados por un intervalo espacial, como & y Q| en la fig. 6.3.
Como acabamos de ver, aunque en el sistema inercial S el suceso { precede a 21, en algin
sistema inercial % y Q] son simultaneos®. En otras palabras:

El concepto de simultaneidad no es absoluto, sino que depende del sistema de referencia iner-
cial utilizado.

Este fenébmeno se denomina relatividad de la simultaneidad, y es una de las diferencias mas
radicales entre la teoria especial de la relatividad y la concepcion newtoniana del tiempo.

e Es importante darse cuenta de que la relatividad de la simultaneidad no viola el principio de
causalidad, ya que se aplica a sucesos separados por un intervalo espacial, entre los cuales no
puede haber transmision de informacion (pues una hipotética sefial entre ambos deberia viajar a
una velocidad |Ax|/|At| superior a c¢), y por tanto no pueden ser causa y efecto uno del otro. Por
el contrario, si dos sucesos P y Q estan separados por un intervalo temporal y (P precede a Q en
un sistema inercial S, entonces # precede a Q en cualquier otro sistema inercial S’ relacionado
con S mediante la transformacién de Lorentz (6.7)-(6.8) (pues en caso contrario se violaria el
principio de causalidad). En efecto, las diferencias de tiempo coordenado At y At” entre ambos
sucesos estan satisfacen?
v Axq

donde el término entre paréntesis es siempre mayor que cero si As? > 0. Lo mismo ocurre si
y Q estan separados por un intervalo de tipo luz.

6.2.4 Producto de Minkowski

Si x = (x0,X) e y = (yo,y) son las coordenadas de dos sucesos en un cierto SRI S, de la

invariancia del intervalo y de la forma cuadratica xg — x? se sigue que

(Vo —x0)° = (y —=%x)% = ¥3 —y? + x3 — x> — 2(x0)0 — Xy)
72

= (00— x0)° = (v = %)% = 5" =y + x¢" =X = 2(x0y5 - X'Y)
= ¥6 — Y + x5 - X = 2(x0y6 - XY,

8De hecho, es facil probar que hay sistemas inerciales S” respecto de los cuales Q; precede a P (ejercicio).
9Recuérdese que si dos sucesos estan separados por un intervalo temporal entonces At # 0 en cualquier SRI.
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y por tanto
X0Y0o — Xy = X0¥Vo— XY . (6.17)

En otras palabras, la forma bilineal

X -y i=X0)Yo — XY, (6.18)

denominada producto de Minkowski, es también invariante bajo transformaciones de Lorentz.
Notese que, segiin esta definicion,

x?i=x-x=x5-%*, As®=(Ax)?. (6.19)

Por definicién, se denomina espacio de Minkowski al espacio vectorial R* (el espacio-tiempo)
dotado del producto de Minkowski (6.18). Notese que, como la forma cuadratica (6.19) asocia-
da a esta forma bilineal (esencialmente, el cuadrado del intervalo) no es definida positiva, la
ec. (6.18) no define un verdadero producto escalar en el espacio de Minkowski, aunque puede
utilizarse para dotar a este espacio de una estructura geométrica muy util a la hora estudiar sus
propiedades.

6.2.5 Grupo de Lorentz

Sean S y S’ dos sistemas de referencia inerciales arbitrarios cuyos origenes coinciden en t =
t’ = 0, y denotemos por Vv la velocidad del origen de S’ respecto de S. Para encontrar la relacién
entre las coordenadas espacio-temporales x y x’ de un mismo suceso respectivamente en Sy S’,
podemos proceder de la forma siguiente. En primer lugar, consideremos un sistema inercial S”
en reposo respecto de S, cuyo eje x|’ esté en la direccion de v. En tal caso

x"" = Ryix,

siendo R; una rotacion de las coordenadas espaciales (es decir, x, = xo y X"’ = Rx, con R
SO(3)). En segundo lugar, sea S’’’ un nuevo sistema de referencia inercial que se mueve con
velocidad v = ve'l' (con v = |v| > 0) respecto de S, con ejes paralelos a los de este ultimo
sistema y cuyo origen coincide con el de este en t”’ = t””” = 0. Entonces se verifica

x/// - L(U)X”,

donde L(v) es la transformaciéon de Lorentz (6.7)-(6.8) (sustituyendo x por x"’ y x" por x’’’). Por
ultimo, como S’ y S’ se mueven con la misma velocidad v respecto de S, y sus origenes coinciden
inicialmente, las coordenadas espacio-temporales x’ y x'’’ estaran relacionadas simplemente por
una rotacion, es decir

x" = Rox"".

Combinando estas ecuaciones se obtiene finalmente

x"=RyL(V)R1x =: Ax. (6.20)

La transformacién A, que recibe el nombre de transformacion general de Lorentz, es la trans-
formacion mas general que relaciona las coordenadas de un mismo suceso en dos sistemas
inerciales cuyos origenes espacio-temporales coinciden. Si no se hace esta ultima suposicion, se

obtiene la transformacion de Poincaré
x'=Ax+a,
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con a € R* constante.
La transformacién de Lorentz (6.7)-(6.8) puede escribirse en forma matricial como

x'=L)x, (6.21)
donde L(v) es la matriz 4 x 4 dada por
y(v) -Bw)y(w) 0 0
L) = _B(véy(v) y(ov) ; 8 B =2 (6.22)
0 0 0 1

Utilizando notacion matricial, el producto de Minkowski entre dos cuadrivectores x,y € R4 se
escribe

x-y=xGy,

donde en el miembro derecho x, y se consideran vectores columna y G es la matriz diagonal

G = : (6.23)

La invariancia del producto de Minkowski bajo la transformacion (6.8) se expresa entonces me-
diante la relacion

x' -y = (LWx) GLW)Y)=x"LW)TGLW)y =x-y=x"Gy, x,veR?,

0 equivalentemente
LV)TGL(v) =G. (6.24)

Por otra parte, las rotaciones también dejan invariante el producto de Minkowski —ya que no
cambian el tiempo y dejan invariante el producto escalar de las componentes espaciales de los
cuadrivectores—, es decir

R'GR=G (6.25)

para todarotacion R. Si A = RpL(v)R; es una transformacion general de Lorentz, de las ecs. (6.24)-
(6.25) se sigue inmediatamente que

ATGA =G. (6.26)

En otras palabras:

El producto de Minkowski, y por tanto el cuadrado del intervalo, son invariantes bajo transfor-
maciones generales de Lorentz.

Desde el punto de vista matematico, las matrices que satisfacen la relacion (6.26) forman un gru-
po denominado grupo de Lorentz, de extraordinaria importancia en fisica. Se demuestra que las
transformaciones generales de Lorentz (6.20) que acabamos de definir forman un subgrupo del
grupo de Lorentz denominado ortdcrono propio, definido por (6.24) junto con las dos condiciones
adicionales detA =1y Agg > 0.

e Consideremos, de nuevo, la transformacion de Lorentz en la direccién del eje x; (6.7)-(6.8),
que en inglés se denomina boost de Lorentz. Dado que B(v) € (—1,1), existe un Unico ¢ € R tal
que

B(v) =tanh¢.
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En términos de este parametro ¢, denominado rapidez, y(v) esta dado por

1 1
- \/1 - B(v)? - \/1 — tanh? ¢

y(v) = cosh ¢,

y por tanto la matriz L(v) adopta la siguiente expresion sencilla:

cosh¢ —sinh¢

00
—sinh¢ cosh¢p 0 O
1 0
0 1

Lv) = (6.27)

0 0
0 0

Supongamos que efectuamos sucesivamente dos boosts de Lorentz de velocidades v = ¢ tanh ¢b;
y V2 = c tanh ¢b». Utilizando las formulas de adicion satisfechas por cosh y sinh se prueba inme-
diatamente que la transformacion resultante es otro boost de Lorentz, de rapidez ¢ + ¢». La
velocidad de este boost es por tanto

tanh ¢ + tanh ¢» V1 + VU2

v =ctanh(¢y + ¢2) =c 7 +tanh ¢ tanh by 14 vve’
2

Se obtiene asi de nuevo la ley de adicion de dos velocidades paralelas vie; y voe» (cf.la ec. (6.10)).

6.3 Consecuencias fisicas de las transformaciones de Lorentz

Las ecuaciones (6.7)-(6.8) tienen importantes consecuencias fisicas, que pasamos a discutir a
continuacion.

6.3.1 Dilatacion del tiempo

Sean, de nuevo, S y S’ dos sistemas de referencia con los ejes paralelos! que se mueven con
velocidad relativa ve, y consideremos un reloj fijo en el origen de S’. Como X’ = 0 en todo
instante, cuando dicho reloj marca un tiempo t’ el tiempo t registrado en S esta dado por

t=y(v)<t’+%> = L sy (6.28)

2 2
c?

En otras palabras, el reloj fijo en el origen de S’ atrasa en relacién con los relojes de S. Para
velocidades v pequefias en comparacion con la velocidad de la luz c¢ la diferencia t — t’ es muy
pequeiia, dado que

2
2c2
Sin embargo, para velocidades proximas a las de la luz dicha diferencia puede ser muy grande, y
de hecho tiende a infinito para v — c. Por ejemplo, si v = 3¢/5 entonces t = 5t’ /4. Es importante
darse cuenta de los siguientes extremos:

t=t’<1+ +O(v4/c4)>.

e El efecto que acabamos de describir, denominado dilatacién del tiempo, es simétrico entre
ambos sistemas de referencia, como no podia ser menos en virtud del primer postulado
de Einstein. En otras palabras, si colocamos un reloj en el origen de S la relacion entre el

10A partir de ahora, supondremos tacitamente que los origenes de los sistemas de referencia S y S’ coinciden
ent=t=0.
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’

ct ct

> X1

O=0

Figura 6.4. Diagrama de Minkowski ilustrando la dilatacion del tiempo. El suceso P, que corres-
ponde a un “tic” del reloj fijo en el origen de su sistema propio S’, tiene coordenadas
(cto,0) en dicho sistema. La curva en azul es la hipérbola c?t? — x? = c¢2t’2 — x? =
czté, es decir el lugar de todos los sucesos (en el plano x» = x3 = 0) separados del
origen © = ©’ por un intervalo cty. En particular, el punto de interseccion de dicha
hipérbola con el eje ct tiene coordenada temporal cty en S, de donde se sigue que
t(P) es mayor que to.

tiempo t marcado por dicho reloj y el correspondiente tiempo t’ registrado por los relojes
de S’ es
t'=y)t, (6.29)

ya que ahora x = 0 para todo t.

e Laaparente contradiccion entre las ecuaciones (6.28) y (6.29) se resuelve teniendo en cuenta
que en dichas ecuaciones tanto t como t’ denotan tiempos distintos. Lo esencial es que en
ambos casos hay una clara asimetria entre el tiempo propio medido por un iinico reloj
(en reposo en un determinado sistema inercial) y el tiempo coordenado registrado por los
relojes —inecesariamente mds de uno, ya que los “tics” de un reloj fijo en un sistema inercial
ocurren en lugares distintos en el otro!— de otro sistema inercial respecto del cual dicho
reloj esta en movimiento. Seria incorrecto afirmar que el tiempo transcurre mas lentamente
en S que en S’, o viceversa, ya que todos los sistemas inerciales son equivalentes, y no existe
el movimiento (o el reposo) absoluto. Si es correcto decir que el tiempo propio de un reloj
avanza mds lentamente que el tiempo coordenado medido por los relojes de un sistema
inercial en movimiento respecto de dicho reloj.

e La dilatacion del tiempo se comprueba a diario en experimentos que miden la vida media
de una particula. En efecto, si dicha vida media es igual a Aty en un sistema de referencia
inercial en que la particula esta en reposo —es decir, en el sistema propio de la particula—,
su vida media en el sistema del laboratorio sera

At = y(v)Aty, (6.30)

siendo v la velocidad de la particula respecto de este ultimo sistema. La vida media At
se puede calcular muchas veces de forma teérica mediante técnicas de teoria cuantica
de campos, lo que permite comprobar la validez de (6.30) midiendo v y At. Todos los
(extremadamente numerosos) experimentos realizados hasta la fecha han confirmado la
validez de la ec. (6.30). Por ejemplo, los muones presentes en los rayos cosmicos pueden
alcanzar una velocidad

v =0.999¢

189



RELATIVIDAD ESPECIAL

X0 X0
A A
cAt ctyfp---------- Q9
—ve; c(t+dt)F-------
ctp---------
cAt
2l i &
ve;
ctyfp------- P
> X1 > X1

Figura 6.5. Linea de universo del viajero en la paradoja de los dos gemelos (izda.) y linea de
universo de una particula material utilizada en la definicion de tiempo propio (drcha).

cuando entran en la atmosfera terrestre. Para este valor de v, la vida media medida en el
sistema de referencia de la Tierra (aproximadamente inercial) es igual a

At

A= A0 _109)

=~ 22.3663 Aty .

En el caso concreto de los muones,
Atg~1.5-10%s = Atr=~3.35-107s.
Notese que la distancia recorrida por el muon en el tiempo At es igual a
VAt ~ 10Km,

mientras que la distancia recorrida a esa misma velocidad durante el tiempo Aty es de
apenas
VAtg ~450m.

Ejemplo 6.1. Paradoja de los dos gemelos. Supongamos que un viajero parte del origen O de
S con velocidad ve; y, después de un cierto tiempo At/2 (medido en S) invierte su velocidad,
llegando de nuevo a O en un tiempo At (cf. la fig. 6.5). ;Cual es el tiempo transcurrido segun
el viajero? En la primera parte del viaje (hasta llegar al suceso denotado por & en la fig. 6.5), el
sistema de referencia del viajero es un sistema inercial S’ que se mueve con velocidad constante
vej respecto de S. Por tanto el tiempo que asigna el viajero al suceso P es

, At
At = ———
b2y ()
(cf. la ec. (6.28)). En la segunda parte del viaje (a partir de ), el sistema de referencia del viajero
es otro sistema inercial S’ cuya velocidad respecto de S es —ve;. El tiempo transcurrido en S es
(por simetria) de nuevo At/2, mientras que para el viajero el lapso de tiempo correspondiente

sera
At At

2y(-v) ~ 2y(w)”
Por tanto, la duracién del viaje segun el viajero es igual a

At) =

At

At' = Aty + AL, = ——,
L7727y ()
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que puede ser considerablemente menor que At si v/c es proximo a 1. Este resultado puede
parecer paraddjico, ya que cabria pensar que desde el punto de vista del viajero es el observador
en O el que se ha movido con velocidad Fveq, y por tanto la duraciéon del viaje medida por dicho
viajero deberia ser y(v)At > At. La falacia consiste en suponer que la relacién entre el observa-
dor en O vy el viajero es simétrica, lo cual esta muy lejos de ser cierto. En efecto, mientras que el
sistema de referencia en que dicho observador esta en reposo es un sistema inercial, el viajero no
esta en reposo respecto de ningtin sistema inercial durante todo el transcurso de su viaje, debido
al cambio del sentido de la velocidad en . En otras palabras, mientras que el observador no ha
estado sometido a aceleracion alguna, el viajero ha sentido una aceleracion (infinita) al cambiar
de direccion. Esta claro que esto ocurrira independientemente de la trayectoria que describa el
viajero. En efecto, como dicha trayectoria empieza y acaba en el origen del sistema inercial S, en
algun momento el viajero ha de sentir una aceleracion (ya que en caso contrario se alejaria del
observador con velocidad constante v). [ |

Supongamos, mas generalmente, que una particula material sigue una trayectoria C de ecua-
cion
x =x(t), hh<t<tiy,

respecto de un sistema inercial S. Llamaremos tiempo propio de la particula al lapso de tiempo
entre los dos eventos P = (ct1,x(t1)) y Q = (ctp,x(t2)) medido por un reloj (es decir, un ob-
servador) que viaje con dicha particula (es decir, respecto del cual la particula esté en reposo en
todo instante). Como dicho observador no define en general un sistema inercial —a menos que
v(t) = x(t) sea constante—, para calcular dicho tiempo propio subdividimos la trayectoria de
la particula en el espacio de Minkowski, llamada linea de universo, en pequefos arcos aproxi-
madamente rectos. En cada uno de estos arcos, en que el tiempo coordenado de S varia entre t
y t + dt, la velocidad de la particula es aproximadamente constante e igual a v(t) (cf. la fig. 6.5
derecha). Por tanto el lapso de tiempo propio dt empleado por la particula en recorrer dicho
arco es igual al lapso de tiempo coordenado medido por un sistema inercial S” que se mueve con
velocidad v(t) respecto de S, es decir

~VA(D)

dr =,/1 2

dt. (6.31)

“Sumando” todos estos tiempos propios infinitesimales dt (es decir, integrando respecto de t)
obtenemos la siguiente expresion para el lapso de tiempo propio AT(C) a lo largo de C:

t 2 t 2
AT(C) = Lj Y- = Lj -2 ar 6.32)

Notese que AT es invariante bajo transformaciones de Lorentz por su propia definicién. Esto
también puede comprobarse analiticamente, ya que en virtud de la ec. (6.31) se tiene

2
dr? = é(czdt2 —dx?) = %.

De nuevo, AT (C) es siempre menor o igual que At =t —t1, y AT(C) = At siysolosiv(t) =0

paratodo t € [t1,t2], es decir si la particula esta en reposo respecto de S. Es también importante

observar que el lapso de tiempo propio AT depende en general de la trayectoria seguida por la

particula, y no solo de los sucesos inicial y final de dicha trayectoria (t;,x(t;)), i = 1,2 (cf. la

fig. 6.6).
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X0

ctr

cty

P

;Xl

Figura 6.6. Lineas de universo que conectan dos eventos Py Q.

Ejercicio. Probar que la linea de universo entre dos sucesos & y Q en el espacio de Minkowski
separados por un intervalo temporal para la cual el tiempo propio es mdximo es una linea recta
(movimiento rectilineo con velocidad constante). ;Qué ocurre si los dos puntos estan separados
por un intervalo espacial? ;Y de tipo luz?

Solucién. Supongamos, en primer lugar, que los eventos ¥ y Q estan separados por un intervalo
temporal, y sea C la linea de universo recta de /¥ a Q. Al ser AT invariante Lorentz, podemos
calcular el tiempo propio AT(C) en cualquier sistema de referencia inercial. En particular, en el
sistema S en que P y Q tienen lugar en el mismo punto del espacio (es decir, en el sistema propio

de ambos sucesos) se tiene
L2 <2 (t
AT(C) = tr — 1 >J ,ll—xc(z) dt,
51

donde la ultima expresion es el tiempo propio calculado a lo largo de una trayectoria arbitraria
x = X(t). Esto demuestra que el tiempo propio AT es maximo a lo largo de C, como habiamos
anunciado. Por otra parte, si # y Q estan separados por un intervalo espacial o de tipo luz
ninguna particula material puede viajar de & a Q. En efecto, a lo largo de la linea de universo de
una particula material se tiene

t2
<J IX(t)|dt < cAt = As®>0.

5]

t2
|Ax| = U (1) dt
5]

(Notese también que si el intervalo entre P y Q es espacial entonces ambos eventos son simul-
tdneos en un sistema de referencia inercial apropiado, de lo que también se sigue que ninguna
particula material o incluso onda electromagnética puede viajar de # a Q.) [ ]

Nota. Si Py Q estan separados por un intervalo de tipo luz, y solamente suponemos que v < ¢
a lo largo de la trayectoria entre ambos eventos, es facil probar que la tinica linea de universo
que une & con Q es la de un rayo luminoso. En efecto, del argumento anterior se sigue que en
este caso |x(t)| = ¢ para todo t (ejercicio). Si [(C) denota la longitud de la trayectoria C se tiene
entonces

At

=”Q='AC—X' 1(C) = |ax],

Cc

por lo que la trayectoria es en efecto una linea recta recorrida con velocidad constante c.
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ct

- xi

©=¢

Figura 6.7. Diagrama de Minkowski ilustrando la contraccién de Lorentz-Fitzgerald. La zona som-

breada esta formada por las lineas de universo de los puntos de la regla en su sis-

tema propio S’. En el sistema S, los sucesos © y & representan dos posiciones si-

multdneas de los extremos de la regla. Por tanto, la distancia espacial de © a &

medida en S es la longitud [ de la regla en dicho sistema. Los puntos de la hipérbola

c?t? — x? = c?t’? — x}? = —1§ (curva en azul en la figura) son los sucesos separados

del origen de coordenadas espacio-temporales (© por un mismo intervalo As? = —l%.

En particular, la interseccion ' de dicha hipérbola con el eje x; esta a distancia lo

del origen respecto del sistema S, mayor que la distancia espacial [ de © a . Por

tanto [ es menor que ly, como ya habiamos probado utilizando las ecuaciones de la
transformaciéon de Lorentz.

6.3.2 Contraccion de Lorentz-Fitzgerald

Sean, una vez mas, S y S’ dos sistemas de referencia con los ejes paralelos que se mueven con
velocidad relativa ve;. Consideremos una regla en reposo en S’, que podemos suponer determi-
nada por dos marcas situadas en los puntos x| y x| + lo del eje x7, con lp > 0. La distancia ly
es por tanto la longitud de la regla en su sistema propio S’, llamada longitud en reposo. Para
determinar la longitud | de dicha regla en el sistema S, es preciso medir las coordenadas x; y
x1 + I de sus extremos en un mismo instante t. Utilizando las ecs. (6.7)-(6.8) de la transformacion
de Lorentz se obtiene

Axy = lo = y(0)(Ax1 - vAL) = y(v)Ax1 = y(v)l =

2\1/2
En el sistema S la regla aparece por tanto contraida en un factor 1/y(v) = (1 -t ) , fendmeno

kg
conocido como contraccion de Lorentz-Fitzgerald.

e Notese que esta contraccion solo se produce en la direccion de la velocidad relativa entre el
sistema inercial S y el sistema S’ (sistema en que la regla esta en reposo), ya que en las direcciones
transversales xy = x;, (k = 2,3).

e De nuevo, es necesario subrayar que este fenémeno es absolutamente simétrico entre ambos
sistemas de referencia. En otras palabras, las reglas en reposo en S aparecen contraidas por el
mismo factor 1/y(v) (en la direccion x}) respecto del sistema S’.

e La asimetria esta de nuevo entre el sistema de referencia inercial en que la regla esta en reposo
y cualquier otro sistema inercial. En efecto, en el sistema propio de dicha regla su longitud puede
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determinarse directamente (comparandola, por ejemplo, con una regla patrén), sin necesidad de
medir simultdneamente las coordenadas espaciales de sus dos extremos.
Mas precisamente, en el sistema propio de la regla las lineas de universo de sus dos extremos
son las rectas verticales
(t',0,0,0), (t',10,0,0),

donde hemos supuesto por sencillez, que x; = 0. En otro sistema inercial S dichas lineas de
universo se transforman en

(Y t',y)vt,0,0),  (y@)(t'+40),y() (o +vt),0,0).

Segun el observador en S, cuando un observador en el sistema propio de dicha regla mide la
distancia entre sus extremos lo esta haciendo en tiempos distintos t = y(v)t' y t + At, separados
por un incremento
_yvlp

cz
En el incremento de tiempo At el extremo derecho de la regla se ha movido, segun S, en

At

2
VAL = p y(v)lp.
Por tanto segun el observador en S en el instante t = y(v)t’ los extremos de la regla estan
situados en los puntos de coordenadas

2
’ ’ v
x1 =yw)vt', x1 +Ax1; =y) (o + vt —ij(v)lo,

y la longitud de la regla medida en S esta dada por

2

2 l
l:Axl:y(v)lo_%y(v)lo=y(v)lo<1—%> 0

Ty’

Vemos, en particular, que la contraccion de Lorentz-Fitzgerald esta estrechamente relacionada
con la relatividad de la simultaneidad.

6.4 Cuadrivelocidad y cuadrimomento. Energia cinética relativista

En mecanica newtoniana, la velocidad y el momento de una particula de masa m estan relacio-
nadas por la ecuacion
p=mv, (6.33)

y la ley del movimiento de la particula es la segunda ley de Newton

dp

—= =F. 6.34
dt ( )
Las relaciones anteriores son incompatibles con los postulados de la relatividad especial. Por ejem-

plo, si m y F son ambas constantes la ecuacion anterior implica que
F
v(t) =v(0) + —t,
m

por lo que el médulo de la velocidad de la particula serd superior a ¢ para |t| suficientemente
grande. Esta claro, por tanto, que las ecs. (6.33)-(6.34) no pueden ser validas (al menos para
velocidades comparables a las de la luz), y surge por tanto la cuestion de cuales han de ser las
ecuaciones correctas que las sustituyan. Un principio de fundamental importancia que nos debe
guiar a la hora de hallar estas nuevas ecuaciones es el principio de relatividad, segin el cual dichas
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ecuaciones han de tener la misma forma en todos los sistemas de referencia inerciales. En otras
palabras, dichas ecuaciones han de ser covariantes Lorentz, es decir han de mantener su forma
al aplicarles cualquier transformaciéon de Lorentz. En general, la forma mas sencilla de conseguir
que una ecuacion sea covariante Lorentz es que dicha ecuacion sea una relacién entre escalares
(como el producto de Minkowski x - y, el intervalo al cuadrado x? = x - x, etc.), vectores (como
las coordenadas espacio-temporales x) 0, en general, tensores, bajo transformaciones de Lorentz.
El problema aqui es que v, p y F son vectores de R3, covariantes solo bajo rotaciones. Ademas,
mientras que en mecanica newtoniana el tiempo t es un escalar (esencialmente invariante bajo
cambios de coordenadas), segiin la teoria especial de la relatividad t depende en realidad del
sistema de referencia escogido.
La generalizacién mas sencilla de la definicion newtoniana de velocidad

_dx

V=—, X = (X1,X2,X3),
T (x1,x2,x3)

que es claramente un vector bajo transformaciones de Lorentz es la cuadrivelocidad

_dx

u= ac (6.35)

En esta ecuaciéon T es el tiempo propio de la particula, que como sabemos esta relacionado con
el tiempo t en cualquier sistema de referencia inercial mediante

ovE o dt
2 yw)’

dr =4/1 (6.36)
Para demostrar que u se transforma como un vector bajo una transformacién de Lorentz cual-

quiera x’ = Ax basta observar que
dx’ = Adx,

mientras que dt es un escalar (dt = dt’), por lo que

, _dx’  dx’ dx

v = dar ~Mdr

es decir

4

u =Au.

Esto demuestra que u € R* es un vector bajo transformaciones de Lorentz, ya que se transforma
de la misma forma que las coordenadas x al pasar de un SRI a otro. Escribiremos

u =: (up,u), con u = (uj,u»,u3) € R3.

Las coordenadas espaciales de la cuadrivelocidad en un sistema de referencia inercial cualquiera
estan entonces dadas por
Lo dx _dxdr _
dr dt dr
En particular, si la velocidad de la particula es mucho menor que ¢ entonces y(v) ~1yu = v.
En cuanto a la coordenada temporal ug,

y(w)v. (6.37)

_dxo _ dt _
Ug = ar - c T - cy(v), (6.38)
y por tanto
u=yw)c,v). (6.39)
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De las ecuaciones anteriores se sigue inmediatamente la importante relacion

u?=c2. (6.40)

Esta identidad también se puede deducir directamente de la definicion de u, observando que
dx? = c?2dt? — dx® = c2dt?.

Nota. El vector u no es la velocidad de la particula en ningtn sistema de referencia inercial. Por

ejemplo, al ser

v2

u’ = y?(v)v? =

lul >csiv>c/v/2,y lul - « parav — c. (]

Una vez definida la cuadrivelocidad, es muy natural definir el cuadrimomento p mediante

5 = g, (6.41)

donde m > 0 es la masa de la particula. Por lo visto anteriormente —cf. las ecs. (6.39)-(6.40)—,
las componentes del cuadrimomento estan dadas por

p =my()(c,v), (6.42)
y su cuadrado es
p* =m?c?. (6.43)
En particular,
pi=my@w)vi, i=123, (6.44)

por lo que para velocidades pequefias en comparacion con ¢ se tiene

pi =~ muvj (v xo).

A partir de ahora, denotaremos por p el vector

p = (p1,p2,p3) = my(v)v, (6.45)

que solo coincide con el momento no relativista mv en el limite v — 0.

Por otra parte, la componente temporal de p esta dada por

po =mcy(v)=mc >0,

Utilizando la identidad (6.43), escrita en la forma
p§ =p° + m?c?, (6.46)

y teniendo en cuenta que pg > 0 se obtiene

po = /p? + m2c?. (6.47)
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Como u y p son proporcionales se verifica

ua_v_p oo v=P (6.48)

Uuo c po Po

y por tanto, en virtud de la ec. (6.47),

ve-——<P (6.49)

Notese que esta ecuacion implica que la velocidad de cualquier particula material (de masa no
nula) ha de ser menor que ¢, de acuerdo con los principios de la relatividad especial. También se
puede utilizar la ec. (6.46) para despejar y(v) en funciéon de p:

1
y(v) = % _ %m. (6.50)

Si v < ¢, desarrollando cpg en potencias de v /c y reteniendo solamente el primero término no
constante se obtiene

2\ —1/2 2
cpo = mc2<1 - C—Z) = mc2(1 + 2%2) +0(*/c?) =mc? + %mv2 +0*/c?), (6.51)

que, salvo por el término constante mc?, es en primera aproximacion la energia cinética no
relativista. La ecuacion anterior sugiere definir la energia cinética relativista T mediante

T = cpo — mc? =mc?(y(v) - 1), (6.52)

y por tanto

po = %(mc2 +T). (6.53)

6.5 Conservacion del cuadrimomento. Energia relativista

La primera ley de Newton establece la conservacion del (triymomento p = mv de una particula no
sometida a fuerzas externas. La generalizacion mas natural de este principio que es covariante
Lorentz es la conservacion del cuadrimomento para una particula relativista que se mueve en
ausencia de fuerzas:

p = const.,

0 equivalentemente
cpo = mc? + T = const., pi = my(v)v; = const..

Estas ecuaciones se reducen a la conservacion de la energia cinética y el momento no relativistas
en el limite v <« ¢. Como en el caso newtoniano, en virtud de la ec. (6.48) ambas leyes de
conservacion son equivalentes a la constancia de las componentes v; de la velocidad ordinaria
(en cualquier SRI).

Consideremos a continuacion la colision de N particulas de masas my, (n = 1,...,N) sobre las
que no actuan fuerzas externas. El cuadrimomento total P se define por

N
P=> pn=:(Py,P), (6.54)

n=1
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siendo py, el cuadrimomento de la particula n. Por tanto

N N N N
Po= > pno=c > Mupy(n), P=> pp= > muy(vn)vn. (6.55)
n=1 n=1 n=1 n=1

Seglin la mecanica newtoniana, incluso sila colision no es elastica se ha de conservar el momento
lineal total del sistema, que tiende a P en el limite en que las velocidades v, de las particulas son
pequenias en comparacion con c. Esto hace plausible postular la conservacion de P, es decir

P; =Py,

donde P; y Py denotan respectivamente el cuadrimomento total antes y después de la colision.
Sin embargo, la ecuacion anterior no es covariante Lorentz, ya que solo depende de tres de las
componentes de un cuadrivector. La ecuacion covariante Lorentz mas sencilla que se deduce de
la anterior es evidentemente la conservacion del cuadrimomento total P, es decir

12y = 12 (6.56)

Esta ley de conservacion del momento relativista se ha comprobado experimentalmente en
multiples situaciones para velocidades arbitrariamente proximas a ¢, muy especialmente en el
analisis de las colisiones en aceleradores de particulas.

La conservacion de la componente cero del cuadrimomento puede expresarse en la forma

Z(mncz +Tn)i = Z(mncz +Tny,
n n

o equivalentemente

(Mc* +T); = (Mc* +T)y,

siendo

M=> my, T=>Ty
n

n

respectivamente la masa total y la energia cinética total del sistema. Es importante observar en
este punto que en mecanica relativista el numero de particulas antes y después de la colision no
tiene por qué ser el mismo, ya que, como veremos mas adelante, pueden crearse o destruirse
particulas si se dan las condiciones apropiadas. Por este motivo, a partir de ahora se entendera
que las sumas en 7 que aparecen en expresiones como las anteriores estan extendidas a todas
las particulas del sistema, sin especificar explicitamente su numero N; (antes de la colision) o N
(tras la colision).

En mecanica newtoniana se conserva la masa total M, y por tanto la conservacion de P es
equivalente a la de la energia cinética del sistema:

Ty =Ty.

Segun lo que acabamos de ver, sin embargo, en mecanica relativista solo es necesaria la conser-
vacion de Py, es decir de Mc? + T, no de cada sumando por separado. En particular:

Puede haber procesos en que disminuya (resp. aumente) la masa total del sistema, siempre y
cuando esta disminucion (resp. aumento) esté compensada por un aumento (resp. disminucion)
correspondiente de su energia cinética.
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Mas cuantitativamente, si denotamos AM = My — M; y AT = Ty — Tj, la conservacion de Py puede
escribirse en la forma

AT = —A(Mc?). (6.57)

En otras palabras:

La energia cinética puede convertirse en masa, y viceversa, siendo el factor de conversiéon ener-
gia/masa el cuadrado de la velocidad de las ondas EM en el vacio.

Esta es una de las predicciones mas importantes de la teoria especial de la relatividad, que hasta
el momento se ha visto corroborada experimentalmente sin ninguna excepcion.
En virtud de la discusion anterior, es practicamente obligado interpretar la cantidad

cPy = Zcpn,o = Z(mnc2 +Tp) =Mc?>+T
n

n

como la energia total relativista E del sistema (en ausencia de fuerzas externas). Por tanto

(cPy=Mc2+T=E, (6.58)

y el momento total del sistema de particulas puede expresarse en la forma

P = (E/c,P)

En el caso de una particula
p = (po,p) = (E/c,my(v)V),

y de la ec. (6.50) se sigue que la energia relativista se expresa en funcion de la velocidad mediante
la formula

E=mc’y(v). (6.59)

En particular, cuando v = 0 la particula posee una energia en reposo

Eozmcz.

Notese también que de las ecs. (6.46) y (6.58) se sigue la importante relacion

E = cfpt s mict (6.60

entre la energia y el momento relativista. Escribiendo esta relacién en la forma

2
_ 2 p
E=mc 1+m2c2

y desarrollando en potencias de p? se obtiene

p2
2+ — +0(Ipl*/(m3c?)).

F =
mc om

Obsérvese por ultimo que de las ecs. (6.48) y (6.60) se sigue la siguiente relacién entre la veloci-
dad, la energia y el momento de la particula:

— ) . 1
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Nota. Una formulacion alternativa de los resultados anteriores consiste en definir una masa
dependiente de la velocidad
m
m):=myv) = ——,

en términos de la cual el momento y la energia relativista son simplemente
p=m@)v, E=m)c.
La féormula para la energia cinética
2

T=(mw)-m)c*,

sin embargo, no se reduce a la expresion clasica reemplazando m por m(v). En cualquier caso,
nosotros no utilizaremos el concepto de masa variable en estas notas.

6.6 Particulas de masa nula

Como acabamos de ver, el cuadrimomento p de una particula de masa m > 0 esta dado por

p = (E/c,p),
y su cuadrado es
2 _ B2 2 2
p =c—2—p =mec*.

Estas relaciones tienen sentido también si la masa de la particula es nula. En tal caso (al ser E > 0)
la ecuacion anterior proporciona

E = c|pl, (6.62)

y por tanto

p = (Ilpl,p). (6.63)

De la ecuacion (6.59) se sigue inmediatamente que el modulo de la velocidad de una particula
de masa nula es igual a c, ya que en caso contrario E y p serian ambos idénticamente nulos.
Si, como en el caso de particulas materiales, se supone que la velocidad y el trimomento son
proporcionales se obtiene

v=c P (6.64)

Ipl’

La unica particula conocida!! de masa nula es el foton, que no es otra cosa que el cuanto de
energia del campo electromagnético (i.e., la particula que “transporta” la energia y el momento de
dicho campo). Segin la mecanica cuantica, la relaciéon entre la energia de un fotéon y la frecuencia
w de la onda electromagnética asociada esta dada por la célebre ecuacion de Planck

E=hw=hv=%, (6.65)

donde A es la longitud de onda 'y

h = 21h = 6.62606957 - 10734 Js

HLa existencia de la particula analoga que media las interacciones fuertes, llamada gludn, ha sido confirmada
experimentalmente, si bien este tipo de particulas no es directamente observable al estar confinadas en el interior
de los hadrones. Por razones de tipo teorico, se cree que deberia también existir una particula similar para el campo
gravitatorio llamada graviton.
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es la constante de Planck. De las relaciones!?

k
w =clk|, v=cCc— 6.66
K| K] ( )

y de las ecs. (6.62), (6.64) y (6.65) se sigue que el vector de onda de la onda asociada al foton esta
dado por

_wyv_wp _wp_Pp -
c c c|pl E h = P=hk.

Esto sugiere definir un cuadrivector de onda k = (kg, k) mediante

k=p/h,

cuya componente temporal esta dada por

_po_E w 2w _
ko= =ac=¢c - "k

Es importante observar que k es un vector bajo transformaciones de Lorentz, al ser proporcional
al cuadrimomento p de un fotén de la onda. En otras palabras, si S’ es otro sistema inercial y

x" = Ax entonces
k' =Ak. (6.67)

Mas generalmente, si dos SRI S y S’ estan relacionados por una transformacion de Poincaré

x'=Ax+a, (6.68)

siendo A la matriz de una transformacion general de Lorentz, entonces

LAy dv
S dr Tdr

Para m > 0 el momento y la velocidad son proporcionales, y por tanto

Au.

p' =Ap.

Como esta relacion es independiente de la masa de la particula, tomando el limite m — 0 se
obtiene la misma ley de transformacion para el cuadrimomento de una particula de masa nula.
Por ultimo, al ser en este caso k proporcional a p la ley de transformacién del cuadrivector de
onda k bajo la transformacién de Poincaré (6.68) sigue siendo la ec. (6.67).

6.6.1 Efecto Doppler relativista

La covariancia Lorentz del cuadrivector de onda k permite deducir de forma muy sencilla las
ecuaciones del efecto Doppler relativista. Supongamos, en efecto, que desde un SRI S’ que viaja
con velocidad ve; respecto de otro SRI S (con ejes paralelos a los de S’, pero cuyo origen no tiene
por que coincidir con el de S para t = 0) se emite una onda electromagnética de frecuencia wq
y longitud de onda Ay = 21tc/wy (estas son las llamadas frecuencia propia y longitud de ondas
propia de la onda). Tomemos los ejes del sistema S de forma que la direccién de propagacion de
la onda esté en el plano x> = 0 y forme un angulo 1t + « con el eje x1 (cf. la fig.6.8). En el sistema

12Recuérdese que en una onda plana que se propaga con velocidad ¢ la frecuencia angular w, el periodo T, el
vector de onda K, la longitud de onda A y la velocidad de propagacion v estan relacionados por
_2mn 21 ck A Aw w

w=""  K=5m Ve T T T
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X3

> X1

k

Figura 6.8. Geometria del efecto Doppler relativista.

S el vector de onda k es por tanto

k = —|k|(cos &, 0, sin ) .

(Notese que se puede asumir sin pérdida de generalidad que 0 < & < Tr/2, cambiando si es
preciso el sentido del eje x;.) Por el comentario al final del apartado anterior, podemos hallar el

cuadrivector de onda k' en el sistema S’ en que se emite la onda aplicando al cuadrivector de
onda k una transformaciéon de Lorentz L(v) con velocidad ve;, es decir

k' =Lv)k.
En primer lugar, al ser k, = k» = 0 las componentes espaciales de k" son de la forma

k' = —|K'|(cos o, 0,sin ") .
Por otra parte, la componente temporal k, esta dada por

Wo

k) : :y<ko_3k1):y<%+3|klcosa)=¥(1+BCOSO<),
y por tanto

wo

=yt Beosa) - ATy(rBeosado.

(6.69)
La relacion entre los angulos o y o’ también se calcula facilmente utilizando las ecuaciones
ki =y(ki - Bko) =y

(k1 — BIK|) = —ylk|(cos x + B), k3 = k3 = —|Kk|sin
de donde se sigue que

4

, k3 sin &
tanx’ = —

k] y(B+coso)

(6.70)
Un caso particularmente importante es el llamado efecto Doppler longitudinal, en que ' = 0

(es decir, la onda electromagnética se propaga en la direccion del movimiento relativo entre el
observador S y la fuente S’). De las féormulas anteriores se deduce entonces que x =0y

A=y pho= 1

Ao . (6.71)
Vemos, por tanto, que si la fuente se aleja del observador, es decir si 8 > 0, entonces A > A,
y por tanto el observador en S percibe un corrimiento hacia el rojo en la longitud de onda de
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6.6 Particulas de masa nula

la radiacion electromagnética emitida por la fuente S’. Por el contrario, si la fuente se acerca
al observador entonces < 0, lo cual implica que A < Ag. Por tanto en este ultimo caso el
observador en S percibe un corrimiento al azul de la longitud de onda de la luz (o, en general, la
radiacion electromagnética) emitida por S. Por el contrario, si &« = 1t/2 (es decir, cuando segin
el observador S el frente de ondas es transversal a la direccion de la velocidad del emisor S’) de
las ecs. (6.69)-(6.70) se sigue que

|
tan(x:ﬁ, A =YyAg > Ag,

Por tanto en este caso el observador en S percibe un corrimiento hacia el rojo independiente-
mente del signo de v. Este es el llamado efecto Doppler transversal, que no tiene un analogo
clasico.

6.6.2 Efecto Compton

Consideremos a continuacion el llamado efecto Compton, que consiste en la dispersion de un
foton por un electron. En el SRI en que el electréon esta en reposo (que suele coincidir con el
sistema del laboratorio) los momentos iniciales del foton y el electrén son respectivamente

E E
py:(E’lp';o,o):z(]ﬂl,o;o), pe:(mcxo!o!o)’

siendo m la masa del electron. Tomemos los ejes de forma que la colision tenga lugar en el plano
x3 = 0, y llamemos 6 al angulo formado por el (trijmomento del foton dispersado con el eje x;.
Entonces el momento del fotén tras la colision esta dado por

4

py = E? (1,cos 0,sin 0,0) .
Por la ley de conservacién del momento,
py+pe:l9;/+l9é,
o equivalentemente
Pe + (Py — Py) = Pe-
Elevando al cuadrado, y teniendo en cuenta que

py =py =0, pi=ps=mc?

se obtiene la relacion

Pe(py —pPy) = PyPy,
en la que hemos eliminado el momento p, del electron dispersado. Sustituyendo las expresiones
halladas anteriormente para py, p; y pe se obtiene:

EE’ )
2 (1-cosf) = mc (F_E>:1_COSG’

y teniendo en cuenta (6.65) se llega finalmente a la célebre ecuacion de Compton

m(E-E') = 11

Noa= (1 coso). (6.72)
mc

Vemos, por tanto, que la longitud de onda del fotén dispersado es siempre mayor o igual que la
del foton incidente.

Ejercicio. Probar que el angulo —6, formado por el electron dispersado con el eje x; y su energia
cinética T, estan determinados por la ecuaciones

E
1+ "2‘—;2 csc2(0/2)

E
CotGe = (1-{—@) tan(0/2), T, =
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6.7 Colisiones relativistas

La conservacion del cuadrimomento de un sistema de particulas sobre las que no actiian fuerzas
externas permite estudiar de forma sencilla las colisiones en el marco de la teoria especial de
la relatividad. En efecto, como vimos en la seccion anterior, en ausencia de fuerzas externas
el cuadrimomento total P del sistema es constante, por lo que en particular el momento P;
inmediatamente antes de la colision ha de coincidir con el momento Py tras la colision (cf. la
ec. (6.50)). Esta ley de conservacion es equivalente a la conservacion de la energia relativista

Po =D pno = y(Wn)mnc (6.73)

junto con la conservacion del momento

P = an = Z Y (Un)muvy. (6.74)

6.7.1 Sistema centro de momentos

La relacion (6.56) es valida en cualquier sistema de referencia inercial. En el analisis de las colisio-
nes de un sistema de particulas ultrarelativistas (es decir, que se mueven a velocidades compara-
bles a ¢) hay, sin embargo, un SRI particularmente util denominado sistema centro de momentos
(CM). Este sistema, analogo al sistema centro de masas en mecanica newtoniana, es aquél en que
las componentes espaciales del momento total del sistema son nulas, es decir aquél en que se
verifica
P=0.
Para demostrar la existencia de tal SRI, basta comprobar que el cuadrimomento total P de un

sistema de particulas es de tipo temporal, es decir, P2 > 0 (cf. la discusion de la pag. 184). A su
vez, este hecho es consecuencia del siguiente resultado general:

La suma P = >, p» de un numero cualquiera de cuadrivectores p,, de tipo temporal y orien-
tados hacia el futuro (es decir, pn,0 > 0 para todo n) es también un vector de tipo tiempo
orientado hacia el futuro.

Demostracion. En efecto, al ser p,, un vector de tipo tiempo orientado hacia el futuro se tiene
2 _ 2 2 _
Pn="Pno—Pn>0 = |pnol =pno>Ipnl.
Por tanto, si p, es otro vector de este tipo se tiene
Pn - Pm < |PnllPm!| < PnoPmo

y en consecuencia
Pn: Pm = PnoPmo —Pn-Pm > 0.

Entonces
Py =2 pno>0,
n

y, por lo que acabamos de ver,

2
PZ:(ZP">:an'pmzzp%+zpn'pm>0- [ ]
n nm

n n#m

e De hecho, es facil ver que el resultado anterior se extiende al caso en que algunas de las
particulas del sistema (pero no todas) tengan masa nula, es decir es valido con tal que p% =0
paratodony p,f > 0 para algun k (siendo, como antes, py,0 > 0 para todo n).
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6.7 Colisiones relativistas

6.7.2 Energia umbral

Consideremos un proceso del tipo
a+b—-a+b+c,

en que dos particulas a y b chocan, produciéndose una tercera particula ¢ como resultado de la
colision. En el sistema del laboratorio una de las particulas (por ejemplo, la b) es el blanco, es
decir pp = 0, y la otra (el proyectil) tiene un momento p, # 0. ;Cual es la energia umbral de
la particula a, es decir la energia minima que debe tener dicha particula para que sea posible la
creacion de la particula c? Evidentemente, la conservacion de la energia relativista requiere que

Ea

oo tmp = may(v)) + mpy(vy,) + mey(v(),

donde las primas indican las velocidades tras la colision en el sistema del laboratorio. Al ser
y(v{) > 1, de esta relacion se sigue que

E; = (mg + me)c?.

Sin embargo, para que se alcance la igualdad en la desigualdad anterior es necesario que y(v;) =
y(y,) = y(vl) =1, es decir que v, = v, = v. = 0. Esto es, sin embargo, imposible, ya que en
virtud de la conservaciéon del momento p; + p;, + P. = Pa # 0, por lo que las velocidades de las
tres particulas tras la colision no pueden ser todas nulas. Por tanto, la energia umbral es mayor
que (Mg + me)c?.

Veamos a continuacion como se calcula la energia umbral Eni, en el caso mas general

a+b—-c+---+ceN, (6.75)

en el que se admite la produccion de un nimero arbitrario de particulas adicionales c; de masa
m; > 0. Para ello, analizaremos la colision en el sistema centro de momentos (CM), en que el
cuadrimomento total (antes o después de la colision) esta dado por

Po = 21 (1,0,0,0).
Calculando la energia Ecy en el sistema CM después de la colisién se obtiene

Ecm = Zmly(vi)c2 > Zmicz = Mc?.
i i

Notese que en este caso se puede dar la igualdad si todas las particulas estan en reposo en
el sistema CM —es decir si todas ellas se mueven con la misma velocidad v en el sistema del
laboratorio—, lo cual es evidentemente posible si ninguna de ellas tiene masa nula. Por tanto el
valor minimo de la energia en el sistema CM es simplemente Mc?:

Ecm = Mc?.

Para encontrar la energia umbral de la particula a en el sistema del laboratorio, basta utilizar la
ley de conservacion del cuadrimomento y la invariancia del producto de Minkowski, que propor-
cionan la relacion

EZ
P2y = % = P} = (pa + pp)* = c2(m2 +m3) +2pa - pp, (6.76)

siendo Py el cuadrimomento inicial en el sistema del laboratorio y pg, pp los momentos de las
particulas a y b antes de la colision en el sistema del laboratorio:

E
Pa = (f;pa); pb:mhc(lioioyo)
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Sustituyendo en la ec. (6.76) y operando se obtiene

2
Ecym

2 - cz(mfl + mi) +2E,my, .

Por tanto la energia de la particula a en el sistema del laboratorio esta dada por

2 2

c Ecym 2 2

E,j=— | — -m5—-ms3|.
a Zmb(c4 a b

En particular, reemplazando Ecy por su valor minimo Mc? se obtiene la formula

2

(&
Emin = 5—
min 2

- (M? - m3 —m3). (6.77)

Notese que el resultado anterior es valido también si la particula a (el proyectil) tiene masa nula.

Ejercicio. Un protén choca contra otro proton en reposo (en el sistema del laboratorio), produ-
ciéndose como resultado de la colision un par proton-antiproton (p +p - p +p + p + p. ;Cudl
es la minima energia cinética del protén incidente para que este proceso sea posible?

Solucion. Dado que la masa de una particula es igual a la de su antiparticula, podemos aplicar la
ecuacion anterior con
Mg =My =M, M=4m,

siendo m =~ 938.272046 MeV/c? la masa del proton. Sustituyendo en dicha formula se obtiene
c2
Emin = =— (16m? — 2m?) = 7mc?.
2m
Por tanto la minima energia cinética del proton incidente es

Tmin = Fmin — mc? = 6mc? ~ 5.63 GeV.

Ejercicio. Demostrar que un fotéon aislado no puede desintegrarse en un par electrén-positréon
(y # e + e'). Probar que, sin embargo, si es posible el proceso y + N - N + e~ + e* (donde N
es un nucleo pesado), siendo la energia umbral del fotén en este caso aproximadamente igual a
2m,c2.

Solucion. En primer lugar, veamos que el proceso y — e~ +e™ es imposible, independientemente
de la energia del fotén. En efecto, si analizamos este proceso en el sistema centro de momentos
del par e”-e™ entonces el momento final P es nulo, por lo que también habria de serlo el momento
del foton. Pero esto es imposible, ya que para una particula de masa nula p = 0 implica que
E = c|p| = 0, es decir la particula no tendria energia ni momento. (Segiin la teoria especial de la
relatividad, la energia de cualquier particula ha de ser estrictamente positiva, incluso si la masa
es nula.) En segundo lugar, consideremos el proceso

Yy+N—->N+e +e*
mediado por un nucleo pesado. Utilizando la férmula (6.77) con
mg =0, mp = my, M =2m, + my

se obtiene

2
¢ 2 2 2 m 2
Emin = . [(2m, + my)? — m& ] = 2mec (1 + mi;) 2 2mec?,

ya que M, < my.
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6.8 Dinamica relativista

6.8.1 Cuadrifuerza y fuerza relativista

En mecanica newtoniana, el movimiento de una particula material esta regido por la segunda ley
de Newton
dp
a -
valida en cualquier SRI. Desde el punto de vista de la teoria especial de la relatividad, la genera-
lizacion mas natural de la ecuaciéon anterior es

F, (6.78)

(6.79)

donde
f = (fo,f) € R* (6.80)

es un cuadrivector denominado cuadrifuerza, que depende en general de las coordenadas espacio-
temporales y de la velocidad de la particula. En efecto, esta ecuacion es covariante Lorentz, ya
que p es un vector bajo transformaciones de Lorentz y el tiempo propio T es un escalar. Ade-
mas, veremos a continuacion que la ecuacion (6.79) se reduce esencialmente a la segunda ley de
Newton para velocidades pequeilas en comparacién con c.

Por analogia con la mecanica newtoniana, definimos la fuerza relativista F de modo que se
cumpla la segunda ley de Newton (6.78) cuando p es el momento relativista. Como

dp dpdr 1 dp f

dt drdt yw)dr y@w)’

la relacion entre la cuadrifuerza y la fuerza relativista es

F = b . (6.81)
y(v)
Notese que la ec. (6.78) se puede escribir
d d mv
E(“/(v)mv) x| T F. (6.82)

-2

Evidentemente, para una dada fuerza F (por ejemplo, para F constante) la ecuaciéon anterior
tiende a su homologa newtoniana para velocidades mucho menores que c.

Comentario. El hecho de que la fuerza relativista F esté relacionada con las componentes espa-
ciales f de un cuadrivector f por la ec. (6.81) implica que si la ecuacion (6.78) es valido en algin
sistema de referencia inercial entonces es valida en cualquier otro. Esto impone condiciones muy
restrictivas a las fuerzas relativistas; en particular, aunque F es un vector bajo rotaciones no
se transforma como las componentes espaciales de un cuadrivector bajo transformaciones de
Lorentz. |

Veamos a continuacién que la componente temporal de la cuadrifuerza esta determinada por
las componentes espaciales. Para ello basta derivar la identidad

p?=p-p=mc’
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respecto de T, obteniendo

p-f=0. (6.83)

En otras palabras, el cuadrimomento y la cuadrifuerza son ortogonales (en el sentido del producto
de Minkowski) en todo instante. Aplicando la definicion del producto de Minkowski se obtiene la

relacion ¢ ¢ )
. . V v
fo= =P 2T Y.

v, (6.84)
Po c c
donde hemos tenido en cuenta la ec. (6.48). Por tanto
F-v
f= y(l})(—c ,F). (6.85)
En mecanica newtoniana dT
F-v=—"— .
V=90 (6.86)
siendo .
T = = mv?

2
la energia cinética de la particula. El analogo relativista de esta ecuacion lo proporciona la com-
ponente temporal de la ecuacion del movimiento (6.79), es decir

dpo

ar o

En efecto, en virtud de (6.84) se tiene

dpo _ dpo dt _ dpo _ . _y(W)
dt ~ dt ar YW g ~fo="FV,
de donde se obtiene la identidad
d _d 2 _| 4T _
dt(cpo) = dt(mc +T) = at =F-v. (6.87)

Por tanto la ec. (6.86) sigue siendo valida, si interpretamos T como la energia cinética relativista
y F como la fuerza relativista.

Supongamos, a continuacion, que en un cierto sistema de referencia inercial S la fuerza relati-
vista F deriva de un potencial V (r) independiente del tiempo, es decir

_aV(r)

F= or

(6.88)

Este es el caso, por ejemplo, de una fuerza constante independiente del tiempo, siendo en este
caso V = —F - r una funcion lineal de las coordenadas espaciales. Si se cumple la ec. (6.88),

F.y_p.9r__ov dr_dv
- dt or dt  dt’

y la ecuacion (6.87) se puede escribir en la forma

d

—(cpo+V() =0. (6.89)
dt

Por tanto en este caso se conserva la energia total relativista

E=cpo+ V(I =mc?>+T+ V() =mc’y(v) +V(r). (6.90)
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o El ejemplo mas importante de fuerza relativista es la fuerza de Lorentz
F=q(E+vxB), (6.91)

donde v denota la velocidad de la particula. En efecto, se comprueba experimentalmente que la
ecuacion del movimiento de una particula de carga g en un campo eléctrico E y magnético B es
exactamente (incluso para velocidades arbitrariamente proximas a c) la ec. (6.78) con la fuerza
de Lorentz (6.91). Ademas, si los campos E y B se transforman adecuadamente bajo una trans-
formacion de Lorentz, la ecuacion del movimiento (6.78)-(6.91) es valida en cualquier sistema de
referencia inercial.

6.8.2 Movimiento hiperbdlico
El ejemplo mas sencillo de fuerza relativista es el de una fuerza constante!3
F = ma,

con a € R3 un vector constante con dimensiones de aceleracién. Veremos a continuacién que
en este caso, al igual que en mecanica no relativista, la ecuacion del movimiento de la particula
puede resolverse exactamente. Supongamos, por sencillez, que la particula esta en reposo en el
origen de coordenadas parat = 0, es decir

r(0) = p(0) =0.

Integrando la ecuacién del movimiento

dp

E =ma
con la condicién inicial p(0) = 0 queda

p = mat.
Sustituyendo en la ecuacion (6.49) se obtiene

dr c mcat at
Voo L T = — |. (6.92)
\/p2+m2c2 mac? + mea 1+%

Notese que, independientemente de la magnitud de la fuerza F (es decir, de la aceleracion cons-
tante a), de la ecuacion anterior se sigue que v < ¢ para todo t. Integrando dicha ecuacion
respecto del tiempo y teniendo en cuenta que r(0) = O se obtiene la ley horaria del movimiento:

c’a a2t?

t
rzaj——ig%;: S5 (6.93)
0 /1+aczs

C2
Notese que para al|t| < c las ecuaciones (6.92) y (6.93) se convierten aproximadamente en sus
analogas en mecanica newtoniana

v = at, r=%at2. (6.94)

Por el contrario, para t — *+oo la velocidad v tiende a =ca/a vy, por tanto, su moédulo tiende a ¢
(cf. la fig. 6.9), mientras que r ~ c|t|a/a.

BLa afirmacién de que la fuerza que acttia sobre la particula es constante no es invariante Lorentz, sino que
depende del sistema de referencia inercial considerado. En otras palabras, aunque F sea constante en un determi-
nado sistema de referencia inercial S no lo sera, en general, en otro sistema inercial S’ en movimiento respecto del
primero. Puede probarse, sin embargo, que si F es constante en un un sistema inercial S también lo es en cualquier
otro sistema inercial S’ cuyo origen se mueve (respecto de S) en la direccion de F, y ademas en tal caso F' = F (véase
el ejercicio al final de esta seccién).
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Figura 6.9. Componente en la direccién de e; de la velocidad de una particula relativista de masa
m sometida a una fuerza constante mae; en funcion del tiempo (curva en azul). En
rojo se han representado las dos asintotas v = *c.

X0

A -,

;Xl

Figura 6.10. Linea de universo de una particula relativista de masa m sometida a una fuerza
constante ma en la direccion del eje x; (en azul), junto con su analoga en mecéanica
newtoniana (en rojo). Se han representado en verde las rectas x; = —% + X0, asinto6-
ticas a la linea de universo de la particula relativista.

Si escogemos los ejes de modo que a = aey, la ley horaria del movimiento (6.93) se reduce a

C2 alt? CZ 2 5 C4
— X0 Xl = O .

X1 =— 1+72 -1 = X1+ — =,
a C a a

Esta es la ecuacion de una (rama de) hipérbola equildtera (cf. la fig. 6.10) que tiene por centro el
punto (0, —c?/a), por eje el eje x; y por asintotas las rectas

c2
X1+ — ==%£X¢.
a
Notese que en mecanica newtoniana la linea de universo de la particula es la pardbola

a 2

X] = —— X
2¢2 70

(cf. la ec. (6.94)).
De la ec. (6.92) se sigue inmediatamente que

dT_1_<1+a2t2)_”z T
dt vy 0 1+£32’

c?
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donde hemos tomado, por sencillez T(0) = 0. Efectuando el cambio de variable as/c = sinh z en
la integral se obtiene facilmente

/ 242
T= £arcsinh(at/c) - log (at +.4/1+ azt) . (6.95)
a a c c

Por tanto el tiempo coordenado t se expresa en funcion del tiempo propio T mediante

t = 2 sinh(at/c). (6.96)

Notese, en particular, que para T > c/a se tiene

t~ S eaTc (1 c/la),
2a
i.e., el tiempo coordenado aumenta exponencialmente con el propio.
También puede resultar de interés calcular S(v) y y(v) en funcion del tiempo propio 7. En
primer lugar (tomando, como antes, a = aep) el parametro (v) se obtiene facilmente a partir de
las ecuaciones (6.92) y (6.96):

Bw) = Ui sinh(at/c) = tanh(at/c). (6.97)

c \/1 + sinhz(a‘r/c)

En cuanto al parametro y(v), se puede obtener de la ecuaciéon anterior o mas sencillamente
teniendo en cuenta que es igual a la derivada del tiempo coordenado t respecto del tiempo
propio:

dt
y(v) = T cosh(at/c). (6.98)

En virtud de la ecuacion (6.52), la energia cinética de la particula esta dada por

T =mc?(y(v) — 1) = mc?(cosh(at/c) — 1) =|2mc? sinh?(at/(2¢)) |. (6.99)

Esta es la energia que es necesario suministrar a la particula para mantener su aceleracion cons-
tante (igual a a) desde el instante inicial (T = 0) hasta un tiempo propio 7. Por la ley de conser-
vacion de la energia relativista (6.90), esta energia ha de ser igual al trabajo F - r = ma - r (ya
que F es constante) realizado por la fuerza F durante ese lapso de tiempo propio. Este hecho se
comprueba facilmente utilizando las ecs. (6.93) y (6.96):

a2tz

ma-r=mc? ( 1+C2—1) = mc?(cosh(at/c) —1). (6.100)

De nuevo, para tiempos propios T > c/a esta energia aumenta exponencialmente con T:
1 2 ,at/c
T:Emc e (T>cl/a).

Ejercicio. Probar que si F es constante en un sistema inercial S también lo es en cualquier otro
sistema inercial S’ cuyo origen se mueve respecto de S en la direccién de F, y que ademas F’ = F.

Solucion. Tomemos el eje x; de S en la direccion de la fuerza F y los ejes de S’ paralelos a los
de S,y sea w = we; la velocidad del origen O’ de S’ respecto de S. Al ser F = Feq, la velocidad
de la particula esta también dirigida segiin la direccién del vector e; en cada instante. En el
sistema S la cuadrifuerza f tiene componentes

_yW)
Sfo = —

fi=yW)F, F-v=y(v>%F, fo=f3=0,
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y por tanto
f=Fy(v)(%,1,o,o).

Las componentes de la cuadrifuerza en el sistema S’ se obtienen aplicando un boost de Lorentz
de velocidad w en la direccién del eje ey:

v —w

’ w ’ w mw
fo = Y(W)(fo—?fl) =Fy()yw) , fi= y(w)(fl —?fo) = F>/(v)>/(w)<1——;2 )
y por supuesto f» = f3 = 0. Teniendo en cuenta que la componente en la direcciéon del eje x;
de la velocidad de la particula en el sistema S’ estd dada por la ley de adiciéon de velocidades
relativista

’ v —w
V=7 tiw

c2

se obtiene
viw

v/
"=Fy(w)y(w (1—7>(4,1,0,0>-
S=Fy(w)yw) 2 )¢
De la identidad
viw ,
vy (1-"52) =y
se sigue entonces que
N
F = Fy@)(%,1,0,0),
y en particular
F/ _ fl/
y(v’)
Ejercicio. La aceleracion propia de una particula es su aceleracion instantanea respecto de su
sistema de referencia propio. i) Expresar la aceleracion propia en funcién de la aceleraciéon a =
dv/dt medida en un sistema de referencia inercial. ii) Demostrar que si en un cierto SRI la
particula se mueve en la direccioén del eje e para todo t entonces la aceleracion propia es igual
a du/dt.

Solucion. i) Para calcular la aceleracién propia en un cierto instante t, veamos en primer lugar
como se transforma la aceleracion a = ‘c% medida en un cierto SRI S si aplicamos una trans-
formacion especial de Lorentz con velocidad we;. Para ello basta derivar la ley de adici6on de

velocidades relativista, obteniéndose

e =Fe; =F. [ |

g oo ijdt Dar+ (i -w)TE o a b o Pakt vt k—2.3)
L= dt / dt y(w)D3 ~ y(w)3D3’ k™ y2(w)D3 ol
donde hemos definido i
L 1
D:=1- 7C2 .

En otras palabras, el vector a’ = (a}, a5, a3) proporciona la aceleracion de la particula medida en
un SRI S’ (con ejes paralelos a los de S) cuyo origen se mueve respecto de S con una velocidad w =
weq. Si suponemos que en un cierto instante t la particula se estd moviendo en la direccion
del eje ey, es decir si v = ve; en dicho instante, tomando en las ecuaciones anteriores w = v
obtendremos la aceleracion de la particula en su sistema S’ en dicho instante t. Sustituyendo v =
V1 = w, ypor tanto D = y(v) "2,y v» = v3 = 0 en dichas ecuaciones se obtiene asi

ay=yw)ar, a,=yw)ax (k=2,3).

En un SRI arbitrario (cuyo eje e; no necesariamente coincida con la direccion de la velocidad de
la particula en el instante t) las férmulas anteriores han de reemplazarse por las siguientes:

ay=yw)ay, a =ywia.,
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donde “II y a’, indican respectivamente las componentes de a’ en la direcciéon de la velocidad de
la particula en el instante t y perpendicular a dicha direccion.
ii) Si la particula se mueve en todo momento en la direccién del eje x; con velocidad v (no

necesariamente constante) en un cierto SRI S entonces x» = x3 = 0 para todo t, y por tanto a; =
a3 = 0. De las formulas anteriores se sigue entonces que

ay=yw)ia; =yw)3 dv. a,=ajz=0.
dt
Por otra parte,
duy _ d _ (v dl_( 3”2)‘11’_ sdv _
- W) = vryw) o=y vy 5 ) o=y o =al,

como queriamos demostrar. En particular, notese que de la ecuacién del movimiento bajo una
fuerza constante F = Fe; se sigue que

F_1dp_du_.,

m mdt dt
Por tanto en el movimiento hiperbodlico estudiado en esta secciéon la aceleraciéon propia de la
particula es constante y esta dirigida en la direccion del eje x. [ ]
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