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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales ordinarias

1.1 Aspectos generales

Una ecuacién diferencial es una relacién entre una funcién incégnita u de una variable x € RY, un
nimero finito de derivadas parciales de u, y la propia variable x, que ha de cumplirse idénticamente en
cada punto de un abierto D C RV,

Ejemplo 1.1. La ecuacién de Poisson

Pu(x) ux) u(x)

donde p (que en electrostética representa la densidad de carga) es una funcién conocida.

e En una ecuacién diferencial, tanto ¥ como sus derivadas parciales deben evaluarse en el mismo
punto. Por ejemplo,
du(x, y)
——4u(x+3,y)=0
0x
no es una ecuacién diferencial.

Una ecuacion diferencial donde la variable independiente x tiene varias componentes, es decir, donde x =
(x1,...,xy)con N > 1, sedice que es una ecuacion en derivadas parciales (EDP). En cambio, si N =
1 la ecuacioén diferencial se dice que es ordinaria. En esta asignatura nos centraremos principalmente en
las ecuaciones diferenciales ordinarias, que definiremos mds formalmente a continuacidn.

Definicion 1.2. Una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) de orden 7 es una ecuacién de la forma

F(x,y.y',....y™) =0/, (1.1)

donde F estd definida en un abierto U C R**2y

PO # 0 en U. Una solucion de (1.1) es una funcién
y
u : R — R derivable n veces en un intervalo abierto D C R tal que

F(x u(x),u'(x),.. .,u(”)(x)) =0, VxeD|. (1.2)

. F : .
e La condicién FO) # 0 en U se impone para que la ecuacién sea verdaderamente de orden n.

Cuando sea posible despejar explicitamente la derivada de mayor orden de la ecuacién (1.1), es
decir, si podemos reescribirla como

y® = f(x,y,y’,...,y(”_l)) , (1.3)

diremos que la ecuacién esta en forma normal.

1



2 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ejemplo 1.3. La ecuacién
y'=—-ky, k>0, (1.4)

aparece al estudiar la desintegracién de un material radioactivo, donde y representa la masa del material
y x el tiempo.

Solucion: nétese que y = 0 es solucién de (1.4), mientras que si y # 0 se tiene

/ /
y'(x) =—k = /y(x)dx=—k/dx = logly|=—kx+c¢ = |y|=ece_kx
y(x) y(x)

= y= +ele kX

siendo ¢ una constante arbitraria. Por tanto, cualquier solucién de la ecuacién (1.4) es de la forma
—k
y = yoe T, (1.5)

donde yg es una constante arbitraria (en particular, si yo = 0 se obtiene la solucién y = 0). Se dice que
la expresion (1.5) es la soluciéon general de la ecuacion (1.4).

e Notese que la solucion general (1.5) de la ecuacion (1.4) depende de una constante arbitraria. La
solucién general de una ecuacién de orden n contiene n constantes arbitrarias.

1.2 Métodos elementales de integracion

En esta seccién nos restringiremos al caso mds sencillo de las ecuaciones de primer orden. Supondremos
ademads que la ecuacién puede escribirse en forma normal

¥ =@y, 16

Veremos a continuacién distintos métodos elementales de integraciéon que permiten resolver a algunos
casos particulares importantes de la ecuacién (1.6).

121 y' = f(x)

Si suponemos que f es continua en un intervalo abierto D, la ecuacion se resuelve simplemente inte-
grando ambos miembros a partir de un punto cualquiera xog € D:

c = y(xp). (L.7)

y:/xf(t)dz-l—c

Utilizando la notacién de integral indefinida, a menudo escribiremos la solucién como

X
y=/ f@)dt +c, o incluso como y:/f(x)dx—l-c.
De la expresion (1.7) se sigue que el problema de valores iniciales

y'=fx),  y(xo0)=yo

X
tiene la solucion iinica y = / f(@)dt + yo.

X0



Métodos elementales de integracion 3

1.2.2 [Ecuaciones de variables separadas

Son ecuaciones de la forma

f(x)
yh===], (1.8)
gy)
donde f, g son continuas en sendos intervalos abiertos U, V, con g(y) % O paratodo y € V.
Solucion: Si y(x) es solucion de la ecuacién (1.8), entonces
X X
@@ =r0 = [ ghe)©a=[ fou
X0 X0
y(x) x
- / gt)dt = / f(s)ds
1=y(s)  Jy(xo) x0
Por tanto, cualquier solucién de (1.8) satisface la ecuacién implicita
/g(y)dy =/f(x)dx—|—c , (1.9)

donde ¢ es una constante arbitraria. Reciprocamente, derivando (1.9) respecto de x tomando a y como
funcién de x, concluimos que cualquier funcién y(x) que satisfaga la relacién (1.9) es solucion de la
ecuacién (1.8). Por tanto (1.9) es la solucién general de (1.8).

La solucién general (1.9) de la ecuacidn (1.8) esta dada en la forma implicita

p(x.y)=c.  donde ¢<x,y)=/g<y>dy—/f(x)dx. (1.10)

La relacion ¢ (x, y) = ¢ define implicitamente una familia uniparamétrica de curvas en el plano, co-
rrespondiendo cada curva a un valor fijo de ¢ (si bien puede haber varias ramas con un mismo valor
de ¢). Estas curvas se denominan curvas integrales de la ecuacién (1.8). Por lo que acabamos de ver,
una funcién y(x) es solucion de (1.8) si y sélo si su grafica estd contenida en una curva integral de la
ecuacion.

La funcién ¢ dada por (1.10) es de clase C1(U x V) (ya que g—f = —f(x)y g—"yb = g(y) son

continuas por hipétesis en U y V, respectivamente), y ademads g—i no se anula en ningtin puntode U x V.

Dado un punto (xg, yo) de U x V, 1a curva integral de (1.8) que pasa por dicho punto se obtiene tomando
¢ = ¢(x9,y0) en (1.10). Por el teorema de la funcién implicita, existe un entorno de (xg, yo) donde
la relacion (1.10) define una #nica funcién derivable y(x) tal que

i) y(xo) =yo,
i1) ¢(x, y(x)) = ¢(x0, Y0), Vx edomy.

En dicho entorno, la curva integral que pasa por (xg, yo) es por tanto la grafica de una solucién y(x). Di-
cha funcidn y es localmente (es decir, en un entorno del punto (xg, yo)) la Gnica solucién de la ecuacién
diferencial (1.8) que satisface la condicion inicial y(xg) = yo. En otras palabras, el problema de valores
iniciales asociado a la ecuacién (1.8) posee solucion iinica local si los datos iniciales (xg, yo) pertenecen
aUxV.

e El que la solucién general de la ecuacion de variables separadas (1.8) se exprese mediante una
relacién implicita (cf. (1.10)) no es una propiedad caracteristica de este tipo de ecuaciones. De
hecho, a lo largo de esta seccidén veremos que en muchas ocasiones la solucién general de la
ecuacion de primer orden (1.6) también se expresa mediante una relacién implicita. En general no
serd posible despejar de ella y como funcién explicita de x, si bien normalmente el teorema de la
funcién implicita garantizard la existencia local de dicha funcién.



4 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Ejemplo 1.4. Consideremos la ecuacion de variables separadas
yo=——. (1.11)

En nuestra notacién, f(x) = —x, g(y) = y, U = R,yobien V = Rt o bien V = R™, pero
no V = R, ya que la funcién g se anula cuando y = 0. Procediendo como antes (o bien utilizando
directamente la férmula (1.9)), se obtiene la solucién general de (1.11):

x24+y?=c, c>0. (1.12)

Por tanto en este caso las curvalintegral son circunferencias de radio /¢ > 0 centradas en el origen (ver
Fig. 1.1). En particular, por cada punto del plano salvo el origen pasa una tnica curva integral. Cada
curva integral contiene dos soluciones, dadas por las funciones

y =++ve—x2, x € (=+/c, Je), (1.13)

correspondiendo los signos =+ a la eleccién V = R¥*. La ecuaci6n (1.11) no esté definida para y = 0,
pero las soluciones (1.13) tienen limite (cero) cuando x — =#./cF (aunque no son derivables en dichos
puntos, al tener pendiente infinita). Nétese que por cada punto (xg, yg) del plano con yg # 0 pasa una
tinica solucién. En cambio, la curva integral que pasa por un punto de la forma (xg,0), con x¢ # O,
no define a y como funcién de x en un entorno de dicho punto. Sin embargo, dicha curva si define la

funcién x(y) = sgn xo,/xg —y2,y € (—|xol, |xo|), solucién de la ecuacion
x'=—-=. (1.14)

La ecuacion (1.14) se denomina ecuacion asociada a (1.11).

<

Figura 1.1: Curvas integrales de la ecuacién y’ = —x/y. Cada curva integral contiene dos soluciones,
definidas en la ecuacién (1.13), representadas en azul y rojo en la figura.

e En general, la ecuacién asociada a la ecuacion diferencial (1.6) es

dx 1
dy — flx.y) |

Evidentemente, las curvas integrales de la ecuacién asociada son las mismas que las de la ecuacién
de partida.

(1.15)
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Ejemplo 1.5. Consideremos ahora la ecuacién

1+ y?
= 1.16
y 1 + x?2 (1.16)
que también es de variables separadas. En este caso f(x) = —ﬁ yg(y) = ﬁyz son continuas y g

nunca se anula, por lo que podemos tomar U = V' = R. La ecuacién (1.16) se integra inmediatamente,
con el resultado
arctan y = —arctanx + ¢, (1.17)

donde |c| < m para que la ecuacion (1.17) tenga solucién en y para algin valor de x. Sic # +7 y
Ilamamos C = tan ¢, tomando la tangente en ambos miembros de (1.17) se llega a la siguiente expresion
para la solucién de (1.16):

tan( tanx) = < (1.18)
= tan(c —arctan x) = . .
Y 1+ Cx
Noétese que la constante C puede tomar cualquier valor real. Por otra parte, si ¢ = &7 se tiene
T 1
y = tan ( + 7 arctanx) = cot(arctan x) = —, x#0. (1.19)
by

Notese que esta solucion se obtiene formalmente de (1.18) en el limite C — Foo.

y

l—i—y2

Figura 1.2: Soluciones de la ecuacion y’ = — 2

El problema de valores iniciales asociado a la ecuacién (1.16) siempre posee solucién tnica local.
Efectivamente, si imponemos la condicién inicial y(xg) = yg, de (1.18) concluimos que

X0 +
C = 0oTJYo 7
1 —Xxo0yo

que tiene sentido salvo si yo = 1/x¢, en cuyo caso la solucién correspondiente es y = 1/x.

e La unica solucién de la ecuacion (1.16) que estd definida en toda la recta real es y = —x, que
corresponde a C = 0. La solucién (1.19) y todas las demds soluciones (1.18) “explotan” para
algdn valor finito de x (concretamente para x = 0y x = —%, respectivamente). Sin embargo,
el miembro derecho de la ecuacién (1.16) es continuo (de hecho de clase C°°) en todo el plano.
En general, el estudio de las singularidades de la funcién f(x, y) no proporciona por si sélo
informacidn acerca de las posibles singularidades de las soluciones de la ecuacién diferencial (1.6).



6 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

1.2.3 Ecuaciones homogéneas

Son ecuaciones de la forma (1.6) con f continua en un abierto U C R? y homogénea de grado cero, es
decir

| f(x.Ay) = f(x.y). Vx.yeU Vi#0| (1.20)

Este tipo de ecuacidn se reduce a una de variables separadas mediante el cambio

y =xul, x#0,
donde u(x) es la nueva funcién incégnita. Efectivamente,

Vi=utxu' = flx,xu) = f(Lu) = M,:W'

(1.21)
Si A satisface la condicién f(1,1) = A, entonces la ecuacién (1.21) tiene la solucién constante u = A,
que corresponde a y = Ax. En caso contrario, la ecuacidn (1.21) se resuelve separando variables e
integrando, lo que conduce a la relacién implicita

du y
— =log|x c, con u==|. 1.22
[ e = toelxl + ! (122
Ejemplo 1.6. Consideremos la ecuacién
—2x
y =2 . (1.23)
2y +x
Como )
y —2x
X,y) =
Sfx,y) 5t
es homogénea de grado cero (y continua en todo el plano salvo en la recta y = —x/2) nos encontramos

ante una ecuaciéon homogénea. Es facil comprobar que la ecuaciéon f(1,A) = A no tiene soluciones
reales, por lo que ninguna recta por el origen es solucién de (1.23). Como

1 2u + 1

fu)—u  22+1)°

la formula (1.22) conduce inmediatamente a
log(1 4+ u?) + arctanu = ¢ — 2log |x| ,

donde ¢ es una constante arbitraria. Sustituyendo u por y/x y simplificando, obtenemos la siguiente
expresion implicita para las curvas integrales de la ecuacion (1.23):

log(x* + y?) + arctan Y _ c. (1.24)
X

Noétese que en este caso no es posible despejar explicitamente y como funciéon de x. Sin embargo, si
expresamos la relacion (1.24) en coordenadas polares

x =rcosf, y =rsenf,
obtenemos inmediatamente
2logr+0=c = r=Ce %%, C=e'?>0. (1.25)

Las curvas integrales son por tanto espirales donde la coordenada radial crece exponencialmente cuando
el dngulo gira en el sentido de las agujas del reloj.
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Para representar graficamente estas espirales es conveniente determinar primero las isoclinas de la
ecuacién (1.23). En general, una isoclina de la ecuacion de primer orden (1.6) es el lugar geométrico de
los puntos en los cuales los vectores tangentes a las curvas integrales tienen todos una misma direccidn.
Las isoclinas se definen por tanto mediante la ecuacién implicita

f(x,y)=m|, meR 6 m=o0,

donde se admite que m = oo para incluir las isoclinas de tangente vertical. Para la ecuacion (1.23) de
este ejemplo, la ecuacién de las isoclinas es

y—2x
2y +x

=m. (1.26)

Por tanto, en este caso las isoclinas son rectas por el origen, siendo la de pendiente m

m-+2
X
1—-2m

1.27)

En particular, las isoclinas de pendiente 0, co, 1,—1 son las rectas y = 2x, y = —x/2, y = —3x,
y = x/3, respectivamente. En la Fig. 1.3 hemos representado estas isoclinas junto con las espirales (1.25)
correspondientes a ¢ = 0,7/2, w,31/2. Nétese que cada espiral contiene infinitas soluciones de la
ecuacion (1.23), definida cada una de ellas en un intervalo de la forma (x¢, x1), donde (x¢, yo) y (x1, ¥1)
son dos puntos de corte consecutivos entre la espiral y la isoclina de pendiente infinita y = —x /2.

m=1 y m=0

6

4/'_\

G

Figura 1.3: Curvas integrales de la ecuacién y’ =
(en gris).

2y +x (en rojo) e isoclinas de pendiente 0, oo, 1, —1

1.2.4 Ecuaciones exactas

Una ecuacién diferencial de la forma

(1.28)

P(x,y)+ O(x,y)y' =0

donde P, Q son funciones continuas en un abierto U C R? y QO no se anula en U, se dice exacta si
existe una funcién F : U — R que verifica

P(x,y) = Fx(x.,y), O(x,y) = Fy(x,y) |, V(x,y)eU. (1.29)




8 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Es decir, la ecuacién (1.28) es exacta si (P, Q) = VF en U. En este caso, si y(x) es una solucién
de (1.28), podemos reescribir dicha ecuaciéon como

Felx,y(0) + Fy(x y )y () = = F(x. () =0,

y por tanto las soluciones de la ecuacién exacta (1.28)-(1.29) verifican

P =, (130

donde ¢ es una constante. Reciprocamente, si se cumple (1.30) entonces, al ser F, = Q nonulaen U,
el teorema de la funcién implicita define a y como funcién de x en un entorno de cada punto de U,
verificindose ademads la ecuacidén (1.28) de partida en el dominio de y. Por tanto, la solucién general
de (1.28)-(1.29) esté dada por la ecuacién (1.30), que define las curvas de nivel de F'.

En caso de que las funciones P, Q sean de clase C ! (U), una condicién necesaria para que la ecua-
cién (1.28) sea exacta es

| Py(x.y) = Qx(x.y)

ya que por el lema de Schwarz Fyy, = Fx en U. La condicion (1.31) es también suficiente si el abierto
U es simplemente conexo', que en las aplicaciones serd el caso mds usual.

. VY(x.y)eU, (1.31)

Veamos como determinar la funcién F suponiendo que la condicién (1.31) se cumple en un rec-
tangulo abierto U = (a,b) x (¢,d). Sea (xg, yo) un punto de U. Integrando la ecuaciéon Fy = P
obtenemos .

Fero) = [ Pey)ds+0). (132
X0
donde g depende sélo de y. Nétese que si (x, y) € U entonces todos las puntos de la forma (s, y) con
s € [xo,x] 6 [x, xo] estdn también en U, y por tanto la integral de la férmula anterior esta bien definida.
Derivando parcialmente (1.32) respecto de y y utilizando (1.31) se sigue que

X X

Fy(x,y) =g'(») +/ Py(s.y)ds =g’ () + | Ox(s,y)ds =g'(y) + O(x,y) — Q(x0.y).

x0 x0
Imponiendo la segunda ecuacién Fy, = Q obtenemos

y

¢0) = 0(xo.y) — g = / 0(x0.5) ds . (133)

Yo

salvo constante arbitraria. (Como antes, la integral de (1.33) estd bien definida puesto que todos los
puntos (xg, s) estanen U si s € [yo, y] 6 [y, yo].) Por tanto, en este caso la solucién general (1.30) de la
ecuacion (1.28) viene dada por

F(x,y)= /x P(s,y)ds + /y 0(xg,5)ds =c|. (1.34)

0 Yo

La funcién F de la dltima férmula puede también expresarse en forma mas compacta como la integral
de linea

F(x,y) = / (P,Q)-dr, (1.35)
Yo

IRecordemos que un abierto U C R? es conexo si todo par de puntos de U pueden unirse mediante una curva continua
enteramente contenida en U. El abierto U es simplemente conexo si es conexo y toda curva cerrada continua contenida en U
puede deformarse de forma continua a un punto sin salirse de U. Intuitivamente, un abierto es simplemente conexo si “consta
de un sélo trozo” y “no tiene agujeros”.
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U
[ :
(x0,y) Yo (x,y) !
Yo y i
(%0, yo) i
C + :__ ——_———— —————
a b

Figura 1.4: Caminos que unen (xg, yg) con (x, y) en U.

donde yg es la curva quebrada de la Fig. 1.4. Como el rectdngulo U es simplemente conexo y se cumple
la condicién (1.31), la integral de linea del campo vectorial (P, Q) a lo largo de cualquier curva C! a
trozos contenida en U es independiente del camino seguido. Por tanto podemos escribir

(1.36)

Flx.y) = /(P, 0)-dr
V4

donde y es cualquier curva C! a trozos que vaya de (xg, yo) a (x, y) sin salirse de U (ver Fig. 1.4).

e De hecho, puede probarse que la férmula (1.36) es valida en cualquier abierto simplemente conexo
donde se cumpla la condicién (1.31).

Ejemplo 1.7. Sea la ecuacién
2xy + 14+ (x2 +y)y' =0, (1.37)

que es de la forma (1.28) con P = 2xy + 1, Q = x? + y. Como Py = 2x = Qy, laecuacién es exacta
en cualquiera de los abiertos simplemente conexos U+ = {(x,y) € R? : y = —x2} donde Q no se
anula. Buscamos por tanto una funcién F tal que VF = (P, Q), es decir

Fr=2xy+1 = F=x%y4+x+g()
2
y
F=x*+g=x>+y = gdO=y = g0 =

salvo una constante. Por tanto las curvas integrales de la ecuacién (1.37) verifican la ecuacién implicita
2x2y +2x + y? =c, (1.38)

donde ¢ es una constante arbitraria. Despejando y obtenemos dos expresiones

y:l: = —x2 4 V x4 — 2x + C (139)

para cada valor de ¢ (ver Fig. 1.5), donde el signo =+ de la raiz corresponde a la eleccion del abierto U4..

En ocasiones puede ser interesante discutir el comportamiento de las curvas integrales en funcién de la
constante arbitraria que aparece en la expresion de la solucién general. Por ejemplo, en este caso puede verse
que si ¢ > 3 %’/5 cada expresioén y4 es una solucién de la ecuacién (1.37), definida en todo R. En cambio,
sic < ﬁi cada expresion y+ determina dos soluciones de dicha ecuacién, definidas en sendos intervalos
(—00,x0) y (x1,00), donde xo < x; son las dos raices del polinomio x* —2x + ¢ que aparece en el radicando
de (1.39). Por ultimo, si ¢ = 3 3/5’ cada expresion yy también determina dos soluciones de (1.37), definidas
. 1 1 .
en los intervalos (—oo, == -—, 00) respectivamente.
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Figura 1.5: Curvas integrales (1.38) de la ecuacidén (1.37). La pardbola y = —x2 (en gris) es una isoclina
de pendiente oo, que divide al plano en dos abiertos simplemente conexos U+ donde Q = xZ + y no se
anula y las soluciones son de la forma y., respectivamente.

Consideremos de nuevo la ecuacién (1.28) con P, Q de clase C!(U). Supongamos que P, # Qx
en U y por tanto la ecuacién no es exacta. Si iu(x, y) es una funcién que no se anula en U, la ecuacion

pn(x, y)P(x,y) + pn(x,y)0(x,y)y =0 (1.40)

es equivalente a la ecuacién (1.28), ya que ambas tienen el mismo conjunto de soluciones. Si la ecua-
cidén (1.40) es exacta, se dice que la funcién u es un factor integrante de la ecuacion (1.28) de partida.
En este caso podemos resolver (1.28) integrando (1.40) mediante el procedimiento discutido més arriba.

Si U es un abierto simplemente conexo, la condicion necesaria y suficiente que debe cumplir p para
que la ecuacidn (1.40) sea exacta es

(uP)y = (LQ)x .

Es decir, la funcién p debe ser solucién de la ecuacion en derivadas parciales de primer orden

P(x,y)py — Q(x,y) ux + [Py(x,y) — Ox(x,y)|u =0]. (1.41)

Aunque se demuestra que esta EDP siempre tiene solucién, el problema es que la técnica habitual para
resolverla requiere conocer precisamente la solucién de la EDO (1.28) de partida. Sin embargo, podemos
buscar soluciones particulares de (1.41) que dependan de un tnico argumento, tales como p(x), u(y),
w(x 4+ ), n(x2 4 y?), etc. En general estas funciones no seran solucién de la EDP (1.41), a menos que
Py, — O sea de alguna forma sencilla. Por ejemplo, si

Py -0

5 = 5 (142)

entonces (1.41) admite un factor integrante del tipo . (x). Efectivamente, si se cumple (1.42) y i, =0,
la ecuacion (1.41) se reduce a

W) = goux) = |u(x) =cel 8@ (1.43)

Andlogamente, si

Py -0

7 = h(y) (1.44)
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entonces (1.41) admite como solucién el factor integrante dependiente sélo de y

n(y) = ce /R Ay ], (145)

Ejercicio. Probar que la ecuacion (1.28) posee un factor integrante u(r) funcién de r = /x2 + yZsiy
sélo si

Py — Ox
yP —xQ

y que en tal caso u puede calcularse por la férmula

=g(r),

u(r) = ce—Jremdr

Ejemplo 1.8. La ecuacién
y(1—x)—seny + (x + cosy)y’ =0, (1.46)
no es exacta, yaque P = y(1 —x) —seny, QO = x + cosy no satisfacen la condicién (1.31). Sin

embargo, como
P y Qx

0

no depende de y, de la ecuacion (1.43) se sigue que u(x) = e~ * es un factor integrante de la ecua-
cién (1.46) en cualquiera de los abiertos simplemente conexos

=—-1=¢g()

Ui = {(x,y) € R? : x 4+ cosy = 0}.

Buscamos por tanto una funcién F tal que VF = e *(P, Q). En este caso resulta mas sencillo comenzar
integrando la ecuacién F), = e~* Q, que proporciona

Fy=e*(x+cosy) = F =e¢ “(xy+seny)+ h(x)
Fy=e¢*(y—xy—seny)+h'(x) =e *(y(1—x)—seny) = h'(x)=0.

Por tanto podemos elegir
F(x,y) =e "(xy +seny),

de modo que las curvas integrales de la ecuacion (1.37) verifican la ecuacion trascendente
e *(xy +seny) =c, (1.47)

donde ¢ es una constante arbitraria. En este caso no es posible despejar explicitamente y como funcién
de x (aunque para ¢ = 0 podemos despejar x como funcién de y). Sin embargo, el teorema de la funcién
implicita garantiza que si Fy(xo, yo) = e *°(xo + cos yo) # 0, es decir si (xo, yo) € Ux, entonces la
ecuacion (1.47) define a y como funcién de x en un entorno de (xg, yo).

1.2.5 Ecuaciones lineales

Son ecuaciones de la forma

y' =a(x)y + b(x) (1.48)

donde a y b son funciones continuas en un intervalo abierto U. La ecuacién (1.48) se dice homogénea si
b = 0, e inhomogénea o completa en caso contrario. Veamos que la solucién general de una ecuacién
lineal puede expresarse siempre mediante cuadraturas. En efecto, en el caso homogéneo

y'=a(x)y (1.49)
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admite la solucion trivial y = 0,y si y # 0 podemos tratarla como una ecuacién de variables separadas:
y' d

—=alx) = 10g|y|=/a(x)dx+co == |y|=ecoefa(x) X

y

La solucidén general de (1.49) es por tanto

y =cel a()dx| (1.50)

donde ¢ es una constante arbitraria (o bien ¢ = £e?, o bien ¢ = 0 para la solucion trivial).

e El conjunto de soluciones (1.50) de la ecuacién homogénea (1.49) es un espacio vectorial de
dimensién uno.

La ecuacion inhomogénea (1.48) se resuelve mediante el método de variacion de constantes, debido
a Lagrange. El método consiste en probar como solucién una funcién de la forma

y = c(x)ed® (1.51)

donde
A(x) = [a(x)dx

es un primitiva cualquiera (pero fija) de la funcién a(x). Es decir, se trata de probar como solucién la
solucién general de la ecuacién homogénea reemplazando la constante ¢ por una funcién incégnita ¢ (x).
Sustituyendo (1.51) en la ecuacién (1.48) obtenemos

¢'()ed® 4+ c(x)ed™a(x) = a(x)e(x)e™ + b(x),

de donde
c(x) = b(x)e—A(x) = c(x)=c+ /b(x)e_A(x) dx

donde ¢ es una constante arbitraria. Por tanto, la solucién general de la ecuacién completa (1.48) es

y = ced™ 4 AW / b(x)e” 4™ qx |. (1.52)

e [a expresion (1.52) muestra que la solucién general de la ecuacidn (1.48) es de la forma

Yy = yn(x) + yp(x),

donde yy, es la solucion general de la ecuacion homogénea e y, es una solucion particular de la
ecuacion completa.

Consideremos ahora el problema de valores iniciales

y' =a(x)y+b(x),

(1.53)
y(x0) = yo,

donde xo € U. Tomando como primitiva de a(x) la funcién A(x) = |, ;CO a(s) ds, de la expresion (1.52)
se sigue inmediatamente que la tinica solucion de (1.48) que verifica la condicidn inicial y(xg) = yg es

f;i)a(s)ds +ef;;a(s)ds /xb(s)e_f’foa(t)dt ds |

Y =Xo¢€




Métodos elementales de integracion 13

Ejemplo 1.9. Sea la ecuacién lineal inhomogénea

F_Y
X

y + x2, (1.54)

definida si x # 0. La solucion general de la ecuaciéon homogénea es
1
; =7 = logly|=loglx|+co = y=cx,

donde ¢ € R (el valor ¢ = 0 proviene de la solucién trivial y = 0). Para la ecuacién inhomogénea,

probamos una solucién particular de la forma y, = c¢(x)x, que conduce a
2 3
yV=cx+c=c+x? = =2 = y -
P 2 P2

Por tanto, la solucién general de la ecuacion (1.54) es
3
X
y =cx + 7 S ceR.

Nétese que, aunque la ecuacidn diferencial (1.54) no estd definida si x = 0, las soluciones obtenidas son
analiticas en toda la recta real.

1.2.6 Ecuacion de Bernoulli

Es una ecuacion de la forma

y =a(x)y +bx)y"|, r#0.1, (1.55)

siendo a, b continuas en un intervalo abierto U. La ecuacién (1.55) no esta definida para y < 0 a menos
que ¥ = p/q sea un racional irreducible con g impar, ni para y = 0 cuando r < 0. La ecuacién de
Bernoulli puede transformarse en una ecuacién lineal (y por tanto resoluble por cuadraturas) mediante el
cambio de variable

r

uzyl_

En efecto, derivando u respecto de x y utilizando (1.55) obtenemos
W =0=r)y 7"y =0 =r)a@)y™ + (1 —=r)bkx) =1 —-r)a(x)u+ (1 —r)b(x),
que es lineal en la nueva variable u.

Ejemplo 1.10. La ecuacioén

(1.56)

<
|

es una ecuacién de Bernoulli con » = 2. Una posible solucién es y = 0. Si y # 0, el cambio de variable
apropiado es u = 1/y, que conduce a

S S R (1.57)
Xy X X

c(x)

Para la ecuacion completa, probamos una solucion particular de la forma u, = ==, que conduce a

/
1

— = — = C =X = Mpzl.
X X
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Luego la solucién general de (1.57) es

X +c
U =Up+ Up = P

y por tanto
X

X +c
es la solucién general de (1.56). (La solucién y = 0 se obtiene formalmente en el limite ¢ — 00.)

y:

Ejercicio. Resolver la ecuacion (1.56) tratdndola como ecuacién de variables separadas.

1.2.7 Ecuacion de Riccati

La ecuacion de Riccati

y =a(x)+bx)y + c(x)y?|, a,c#0, (1.58)

con a, b, ¢ continuas en un intervalo abierto U, es de gran importancia en Fisica Matemadtica por su
estrecha relacién con las ecuaciones lineales de segundo orden (como la ecuacion de Schrodinger). En
general no es posible resolver una ecuacién de Riccati por cuadraturas. Sin embargo, si se conoce una
solucién particular yg(x) es posible reducirla a una ecuacion lineal mediante el cambio de variable

_ 1
y—=yo(x) |
Efectivamente,
"= (%) b(x)(y = yo(x)) + c(x)(y* = y5(x)) + yo(x)
u = — Y =)o _ Yy —JYo Yo=Xo ——b(x)u—c(x)y Yo
- 2 2 - _
(v = yo(x)) (y — yo(x)) Y — Yo(x)
= —[b(x) +2¢(x)yo(x)Ju — c(x),
que es una ecuacién lineal en u.
Ejemplo 1.11. Consideramos la ecuacién de Riccati
2
y=y'-=. (1.59)
X

Si probamos una solucién particular de la forma y = A/x, obtenemos

A A2 2
S =55 = A+i-2=0 = A=-21

Tomamos como solucién particular yg = 1/x. El cambio de variable

1
U= [y (1.60)

conduce a la ecuacion lineal

, Y+ 1/x? y2 —1/x? y+1/x  2u
G-1/x2 =122  y=1/x =« .61)

La solucién general de la ecuacién homogénea es

C
Uh = —& .
x2
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Para determinar una solucion particular de la ecuacién inhomogénea (1.61) podemos utilizar el método
de variacién de constantes, 0 mds directamente, probar una solucién de la forma u, = kx. Sustituyendo
en (1.61) se obtiene
1
k=-2k-1 — k=—§.

Por tanto

C x x3+c
uzﬁ—gz——:;xz s C=—3C,

es la solucién general de (1.61). De (1.60) se sigue inmediatamente que

1 3x2

S

es la solucién general de (1.59).

Comentario. Como hemos mencionado mas arriba, la ecuacion de Riccati (1.58) estd estrechamente
relacionada con las ecuaciones lineales de segundo orden. Mds concretamente, es posible convertir (1.58)
en una ecuacion lineal de segundo orden mediante el cambio de variable

B 1
r= c(x) u’
En efecto,
1 v  Jx) v 1 u? b(x) v’ 1 u?
y=———+ *) + =a(x)—(—)

cx) u e u  clx) u? c(x) u | c(x) u2’

y por tanto u verifica la ecuacién

u’ — [b(x) + C/(—x)] u' +a(x)c(x)u =0]|.
c(x)

En el préximo capitulo veremos que la solucién general de esta ecuacion es de la forma

u=kiuy(x)+kauz(x),

donde ki, ky son constantes reales y u1, up son dos soluciones linealmente independientes, que en
general no podrdn determinarse de forma explicita. La solucién general de la ecuacién de Riccati de
partida (1.58) se expresa en términos de #; y #p como

1 ki (x) + kaugy (x)
T e(x) kiui(x) + koua(x)

(Nétese que esta solucion depende de una séla constante arbitraria, o bien k»/ k1, o bien ky/k».)

1.3 Existencia y unicidad de soluciones

En esta seccion estudiaremos la existencia y unicidad de solucién del problema de valores iniciales

y'=fx.y),

(1.62)
y(x0) = yo.

En distintos ejemplos de la seccion anterior donde la funcién f era suficientemente regular hemos visto
que este problema tiene solucidn tnica local. En esta seccién enunciaremos sin demostracion un resultado
fundamental que garantiza la existencia de solucién tnica (en general local) del problema de valores
iniciales (1.62). Supondremos que la variable dependiente y y la funcién f son vectoriales?, es decir,
consideraremos el problema de valores iniciales para sistemas de ecuaciones de primer orden:

2De aqui en adelante prescindiremos de la notacién vectorial, e.g., escribiremos simplemente y en lugar de y.
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Definicion 1.12. Un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden en forma

normal para una funcién incégnita y = (y1,..., y») €s una ecuacion vectorial del tipo
Y= [y (1.63)
donde f = (fi,..., fn) estd definida en un abierto U C R"*! y toma valores en R”. Dado (x, yo) €

U, el problema de valores iniciales asociado al sistema (1.63) consiste en determinar una solucién y (x)
definida en un intervalo / que contenga a xg tal que

y(x0) = yo |- (1.64)

e Elsistema (1.63) es equivalente a las n ecuaciones escalares

y{:fl(anI,,yn),

yr: an(x,)’l,---,yn)»

mientras que el dato inicial (1.64) corresponde a las n condiciones

y1(x0) = yo1. ... . ¥n(x0) = Yon .

e El problema de valores iniciales (1.63)—(1.64) incluye como caso particular el problema de valores
iniciales asociado a una ecuacién escalar de orden n en forma normal

u® = F(x.uu',... ,u("_l)) ,

1.65
u(xo) = ug, u'(xo) = ur, ..., uD(xo) = up—_1. (1.6

En efecto, si introducimos las n variables dependientes

ylzuv y2:u/7---,Yn:u(n_l),

el problema de valores iniciales (1.65) puede reescribirse como el sistema de ecuaciones de primer
orden

J’fZ)’z,

/
yn—l == yn ’
/
Yn = F(X’yla'--,yn),
con la condicion inicial

yi(x0) = uo, y2(x0) =u1r,...,yn(x0) = Un—1.

(Mas en general, un sistema de m ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n puede convertirse
en un sistema de mn ecuaciones de primer orden.)

La existencia local de soluciones del problema de valores iniciales (1.63)—(1.64) estd garantizada si
la funcién f es continua en su abierto de definicion, de acuerdo con el siguiente teorema:
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/
I/
I
1
1
‘l
Yo i
1
1
1
1
1
1
\
\

~~~~~
_________

Figura 1.6: Si la funcién f(x, y) satisface las hipétesis del teorema de existencia y unicidad en el abierto
sombreado U, el problema de valores iniciales (1.63)—(1.64) tiene solucién tnica definida en el intervalo
(xo — @, xp + o). No estd garantizado que la solucién esté definida o sea tinica fuera del abierto U.

Teorema de existencia de Peano. Sea f : U — R” continua en el abierto U C R2+L y sea
(x0, y0) € U. Entonces el problema (1.63)—(1.64) tiene (al menos) una solucion y(x) definida en un
intervalo de la forma (xg — o, X9 + ), para a > 0 suficientemente pequeiio.

e El niimero «, que es funcién de (xg, yo), se puede estimar explicitamente, y depende esencialmente
de lo grande que sea el valor de || f(x, y)||en U.

La continuidad de la funcién f en el abierto U no garantiza la unicidad (ni siquiera local) de soluciones
del problema de valores iniciales (1.63)—(1.64) con datos iniciales en U, tal y como ilustra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 1.13. Sea el problema de valores iniciales

y/ — 3y2/3’
1.66
¥ (x0) = o. (1.0

Como f(x,y) = 3y2/ 3 es continua en U = R2, el teorema de Peano garantiza que el problema (1.66)
posee al menos una solucidn local cualquiera que sea el dato inicial (xg, yo). Veamos que si yo = 0 la
solucién no es dnica. En efecto, y = 0 es una solucién del problema (1.66) cuando yg = 0. Por otro
lado, como la ecuacién y’ = 3y2/ 3 es de variables separadas podemos integrarla inmediatamente, con

el resultado
y=((x+c), ceR. (1.67)

En particular, y = (x — xg)> es otra solucién de (1.66) con yg = 0, que difiere de y = 0 en cualquier
intervalo abierto centrado en xg.

El resultado fundamental que aplicaremos para establecer la existencia y unicidad local de soluciones
del problema de valores iniciales (1.63)-(1.64) es el siguiente:

Teorema de existencia y unicidad. Si la funcion f : U C R"t! — R” y sus derivadas parciales
% (1 <i,j < n) son continuas en el abierto U, entonces para todo (xg, yo) € U el problema de
J

valores iniciales (1.63)—(1.64) tiene solucion vinica en un intervalo de la forma (xg — o, X9 + @), con
o > 0 dependiente de (xg, yo).
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El teorema anterior es consecuencia de un resultado mds general, conocido como feorema de Picard—
Lindeldf, cuyo enunciado y demostracion detallada puede verse por ejemplo en F. Finkel y A. Gonzalez-
Lépez, Manual de Ecuaciones Diferenciales I, UCM, 20093, En muchas ocasiones, utilizaremos el si-
guiente corolario directo del teorema de existencia y unicidad:

Corolario 1.14. Si f : U C R"™! — R” es de clase C! en el abierto U, el problema de valores
iniciales (1.63)—(1.64) tiene solucion tinica local para todo dato inicial (xg, yo) € U.

e Si se cumplen las hipétesis del teorema de existencia y unicidad (o de su Corolario 1.14), entonces
ninguna solucién puede cortar a otra solucién dentro de U, ya que en caso contrario habria dos
soluciones con el mismo dato inicial en U (ver Fig. 1.6).

e Las hipétesis del teorema de existencia y unicidad no son ni mucho menos necesarias para que el
problema de valores iniciales (1.63)—(1.64) tenga solucién unica. Por ejemplo, la funcién

2
——y—|—4x, x #0,

0, x=0,

flx.y) =

es discontinua en el eje vertical x = 0. Como la ecuacién y' = f(x, y) es lineal, se resuelve
facilmente con el resultado c
y=- + x2 .
X

Por tanto, la ecuacién diferencial y’ = f(x, y) con la condicién inicial y(0) = O tiene la solucién
tinica y = x2, correspondiente a ¢ = 0. En cambio, si la condicién inicial es y(0) = yo # 0, el
problema de valores iniciales no tiene solucién, ya que la tnica solucién de la ecuacién diferencial

definida parax = Oes y = x2.

Ejemplo 1.15. Dada la ecuacion diferencial

/ y2

y
estudiemos por qué puntos del plano pasa una Unica curva integral de la ecuacion (1.68). En primer lugar,
nétese que la funcién
2

flx.y) = m

es de clase C! en todo el plano excepto en las rectas x = 0, y = x. Por el teorema de existencia y
unicidad, por todo punto (xo, yo) € R? que no pertenezca a dichas rectas pasa una tnica solucién, y por
tanto una tinica curva integral. Para ver qué ocurre cuando el dato inicial (xg, yo) pertenece a las rectas
x =06 y = x, consideramos la ecuacién asociada

dx  2x(y —x)
dy 2

’

cuyas curvas integrales coinciden con las de la ecuacién de partida. Al ser el miembro derecho de esta
ecuacién de clase C! en todo el plano salvo en la recta y = 0, del teorema de existencia y unicidad se
deduce que por todo punto de las rectas x = 0 6 y = x salvo el origen pasa una tnica curva integral
de la ecuacién (1.68) (con tangente vertical). De hecho, es inmediato comprobar que la recta x = 0 es
una curva integral, al ser claramente solucién de la ecuacién asociada. (Né6tese, sin embargo, que la recta
Y = X no es una curva integral.)

El tnico punto del plano donde el teorema de existencia y unicidad no puede aplicarse ni a la ecuacion
de partida ni a su asociada es el origen. Para estudiar el comportamiento de las curvas integrales por este

3A partir de ahora citaremos abreviadamente esta referencia como [EDI2009].
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punto no hay mds remedio que resolver la ecuacién diferencial, que en este caso es posible al tratarse de
una ecuacién homogénea. Efectuando el cambio y = xu en la ecuacion se obtiene
- u? . L u—u)
xu' +u=_—— xXu = ——.
2(u — 1) 2(u—1)
Esta tltima ecuacion admite las soluciones particulares ¥ = 0, u = 2, que corresponden a las soluciones
lineales y = 0e y = 2x. Siu # 0, 2, resolviendo la ecuacién para u separando variables se obtiene

2u—2 c
—/2—du:—log|u2—2u|=10g|x|+co = uu—-2)=—, ceR.
us —2u b

Deshaciendo el cambio se llega a la expresion

y(y —2x)=cx,

que incluye las soluciones particulares y = 0, y = 2x parac = 0. Como la ecuacién anterior se satisface
idénticamente para x = y = 0y c arbitrario, todas las curvas integrales tienen una rama que pasa por
el origen. En definitiva, por todo punto del plano salvo el origen pasa una tnica curva integral, mientras
que por el origen pasan infinitas (cf. la Fig. 1.7).

Figura 1.7: Curvas integrales de la ecuacion (1.68).
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Capitulo 2

Sistemas lineales

2.1 Espacio de soluciones

Definicion 2.1. Un sistema lineal de primer orden es un sistema de n ecuaciones de la forma

y' =Ax)y+bx)|, @2.1)

donde 4 : R — M, (R) es una funcién matricial y b : R — R” es una funcidn vectorial, es decir,

ain(x) ... a(x) b1(x)
A(x) = : : ; b(x) = : . (2.2)
an1(x) ... apn(x) bn(x)

El sistema (2.1) se dice homogéneo si b = 0, e inhomogéneo en caso contrario.

e FEl conjunto M, (R) de las matrices cuadradas de orden n con elementos de matriz reales es un es-
pacio vectorial de dimensién 2. La base canénica de dicho espacio es la formada por las matrices
Ej; cuyo tnico elemento de matriz no nulo esun 1 enlafilai y la columna ;. Las coordenadas de
una matriz A en esta base son sus elementos de matriz a;; .

e Recuérdese que una funcién vectorial b : R — R” es continua en x € R si y s6lo si lo son sus
componentes b; : R — R. Andlogamente, una funcién matricial A : R — M, (R) es continua en
x € R siy sélo si sus n? elementos de matriz a; j R — R son funciones continuas en x.

Por el teorema de existencia y unicidad visto en el capitulo anterior, si la funcién matricial A y la

funcion vectorial b son continuas en un intervalo abierto /, entonces el problema de valores iniciales
"= A(x)y + b(x),
y'=AX)y +bx) (2.3)
y(x0) = Yo

asociado al sistema lineal (2.1) tiene solucién tnica local para todo dato inicial (xg, yo) € I x R”.
De hecho, puede probarse el siguiente resultado mds general, cuya demostracién puede consultarse en
[EDI2009]:

Teorema 2.2. Si A : I — M,(R)yb : I — R” son continuas en un intervalo cualquiera I C R,
entonces el problema de valores iniciales (2.3) tiene solucion tinica definida en todo el intervalo 1
para cualquier dato inicial (xg, yo) € I x R .

En lo que sigue supondremos que las funciones A y b del sistema lineal (2.1)-(2.2) son continuas
en un intervalo / C R, y por tanto se cumplen las hipétesis del Teorema 2.2. Denotaremos por S el
conjunto de soluciones del sistema (2.1), es decir,

S={y:1->R"|y(x)=Ax)y(x)+b(x), Yxel}CC'(,R").

21
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Andlogamente, llamaremos Sy al conjunto de soluciones del correspondiente sistema homogéneo

Y = 4wy). 4

e Sig!, ¢? son dos soluciones del sistema homogéneo (2.4), entonces cualquier combinacién lineal
Ap! + 11¢? con coeficientes A, 1 € R sigue siendo solucién. En efecto,

o' +up?) (x) = 20" () +up? (x) = 2AX) " (x)+pAX)P*(x) = A(x)(Ap! (x)+p1e*(x)).

En otras palabras, el conjunto Sy de soluciones del sistema homogéneo (2.4) es un espacio vecto-
rial real. Esta importante propiedad de los sistemas lineales homogéneos se conoce como princi-
pio de superposicion lineal.

e La solucion general del sistema inhomogéneo (2.1) es de la forma y = y, + yp, donde y, es una
solucién particular fija de dicho sistema e y; es la solucién general del correspondiente sistema
homogéneo (2.4). En efecto, si y es de la forma anterior es claramente solucién de (2.1). Reci-
procamente, si y es cualquier solucion de dicho sistema, entonces y — y,, es obviamente solucién
del sistema homogéneo (2.4). En lenguaje mds matematico, el conjunto de soluciones del sistema
inhomogéneo (2.1) es el espacio afin S = y, + So , donde y, es un elemento fijo de S.

A partir del Teorema 2.2 de existencia y unicidad, probaremos a continuacién que la dimensién del
espacio de soluciones Sy del sistema homogéneo (2.4) es precisamente #:

Teorema 2.3. El conjunto de soluciones del sistema homogéneo y' = A(x)y, con y € R", es un
espacio vectorial real de dimension n.

Demostracion. Sea xo € I un punto fijo pero arbitrario de I, y sea e; el i-ésimo vector de la base
canodnica de R”. Veamos en primer lugar que, si denotamos por Y*(x) a la solucién del problema de
valores iniciales

"= AX)y,
y (x)y (2.5)
y(xo) = e,
las funciones {Y 1(x), ..., Y"(x)} constituyen un sistema de generadores del espacio vectorial Sy. Sea,

en efecto, y(x) una solucién cualquiera del sistema homogéneo (2.4), y llamemos

n
Yo = y(x0) = (Yo1.....Yon) = Z}’Oiei .

i=1
Entonces la funcién .
FE) =Y yoi¥'(x)
i=1
es solucién del sistema homogéneo (2.4) (al ser combinacion lineal de soluciones) y satisface la condi-
cidn inicial
n
F(x0) = Y _ yoiei = yo = y(xo).
i=1
Del Teorema (2.2) de existencia y unicidad se sigue que y = y en [ . Luego toda solucion es combinacion

lineal de las n soluciones Y, que constituyen por tanto un sistema de generadores de Sy. Veamos que de
hecho las n soluciones Y* son linealmente independientes, por lo que forman una base de Sp. En efecto,

supongamos que
n
> aYi=o0,

i=1
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con Ay, ..., A, constantes reales. La igualdad anterior es equivalente a

n
D AYix)=0. Vxel,
i=1

de donde se sigue que

n n
Y hiYi(xo) =) Aie; =0,
i=1 i=1
que sdlo tiene la solucién trivial Ay = --- = A, = O al ser {ey,...,e,} una base de R”. Esto demuestra
que {Y'!, ..., Y™} es una base de Sy, y por tanto dim Sy = n. O

2.2 Sistemas homogéneos. Método de variacion de constantes

Definicion 2.4. Un sistema fundamental de soluciones del sistema homogéneo (2.4) es una base
{yl,...,y"} de su espacio de soluciones.

En otras palabras, un sistema fundamental de soluciones de (2.4) es un conjunto de n soluciones lineal-
mente independientes. Por ejemplo, las 7 soluciones Y del problema de valores iniciales (2.5) forman un
sistema fundamental de soluciones del sistema homogéneo y’ = A(x)y. Nétese que, por construccion,
dichas soluciones verifican Y (xo) = e;.

Por definicidon, cualquier solucién y(x) del sistema homogéneo (2.4) es combinacién lineal de los

elementos de un sistema fundamental de soluciones {y!,..., y"}, es decir,
n
y(x) = Zciyi(x), xel, (2.6)
i=1
para ciertas constantes reales cq, ..., c,. La igualdad vectorial (2.6) es equivalente a las n igualdades
escalares

n
yk(X):ZClyllC(x)’ k=17"'7n7
i=1
para cada una de las componentes de la solucién y(x). A su vez, podemos escribir la igualdad (2.6) en
forma matricial como

y(x) =Y(x)cl, @.7)
siendo
yi) o i) c1
Y(x)=(y'x) - Y'))=| : ] e=
y,}(x) v Yp(x) Cn

Definicion 2.5. Una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.4) es cualquier funcién matricial
Y : I - M,(R) cuyas columnas forman un sistema fundamental de soluciones.

e Por lo que acabamos de ver, si Y(x) es una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.4), la
solucién general de dicho sistema estd dada por la ecuacién (2.7).

e Una funcién matricial ¥ : I — M, (R) es una matriz fundamental del sistema homogéneo (2.4)
si y sélo si sus columnas son linealmente independientes, y se cumple

Y'(x) = A(x)Y(x), Vxel.
En efecto, la igualdad matricial anterior es equivalente a las n igualdades vectoriales
Y (x) = A(x)y'(x), Vxel, Vi=1,...,n,

donde y(x) es la i-ésima columna de Y (x).



24 SISTEMAS LINEALES

e Es obvio que un sistema homogéneo posee infinitas matrices fundamentales. Por otra parte, si
Y1(x) e Ya(x) son dos matrices fundamentales de (2.4) tales que Y1(xo) = Y2(xg) entonces
Y1 = Y5 en todo el intervalo 7. En efecto, cada columna de Y; y la correspondiente columna de
Y5 son soluciones del sistema que toman el mismo valor en xg, por lo que deben coincidir en todo
I en virtud del Teorema 2.2 de existencia y unicidad.

2.2.1 Wronskiano

Dadas n soluciones ¢!, ..., " (no necesariamente independientes) del sistema homogéneo (2.4), con-
sideramos la matriz de soluciones

D(x) = (p'(x) -+ ¢"(x))

cuya i -ésima columna viene dada por la solucién ¢ . Nétese que, al ser por hipétesis ¢/ (x) = A(x)¢* (x)

parai = 1,...,n,la matriz @(x) verifica la ecuacion matricial
D' (x) = A(x)D(x). (2.8)
Definicién 2.6. Dadas n soluciones ¢!, ..., ¢" del sistema homogéneo (2.4), su wronskiano es el de-

terminante de la correspondiente matriz de soluciones @(x), es decir,

P1(x) ... @] (x)
Wiel,...,¢"](x) = detP(x) = Do (2.9)
Pn(x) .. gp(x)
Notacion. Cuando esté claro del contexto a qué soluciones ¢!, ..., " nos estamos refiriendo denotare-

mos su wronskiano sencillamente como W (x).

La propiedad clave del wronskiano (2.9) es que su anulacién en cualquier punto del intervalo I im-
plica la dependencia lineal de las soluciones ¢!, ..., ¢" en dicho intervalo, de acuerdo con la siguiente

Proposicién 2.7. Sean ¢!, ..., " soluciones del sistema homogéneo (2.4) en el intervalo I. Entonces
{pl, ..., "} son linealmente independientes <= W{p!',...,¢"](x) #0, Vx € I.

Demostracién. Veamos en primer lugar la implicacién (<). Si {@!, ..., ¢"} fueran linealmente depen-
dientes, entonces los vectores {¢p!(x), ..., 9" (x)} serfan linealmente dependientes para cada x € I. Pero
entonces Wp!, ..., ¢"](x) = 0 paratodo x € I.

En cuanto a la implicacién (=), si existiera xo € I tal que Wp!, ..., ¢"](xo) = 0 entonces los
vectores {¢!(xg),...,¢"(xo)} serfan linealmente dependientes, es decir, existirfan 7 constantes reales
A no todas nulas tales que

> hap*(xo) = 0.

k=1

Pero entonces

yE) =) Aok ()
k=1

seria solucién del sistema (2.4) con la condicién inicial y(x¢) = 0. Por el Teorema 2.2 de existencia y
unicidad y = Oen 7,y por tanto {¢, ..., "} serfan linealmente dependientes. O

e Si gl ... ¢" son soluciones de y’ = A(x)y, de la tltima demostracién se sigue que o bien
Wipl,...,¢"](x) # 0 paratodo x € I,0bien W[p!,...,¢"](x) = 0 paratodox € I.
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e Noétese que una funcién matricial @ : I — M, (R) es una matriz fundamental del sistema (2.4) si
y s6lo si

i)' (x) = A(x)P(x), Vxel, (2.10a)
ii) detd(x) #0, Vxel. (2.10b)

En efecto, la segunda condicién es equivalente a la independencia lineal de las columnas de @(x)
en virtud de la proposicién anterior.

e Si @(x) es una matriz fundamental y P € M, (R) es cualquier matriz invertible, es inmediato
comprobar que ¥ (x) = @(x) P cumple i) y ii), y por tanto es una matriz fundamental. Reciproca-
mente, supongamos que @(x) y ¥(x) son dos matrices fundamentales del sistema (2.4). Al ser las
matrices @ (xg) y ¥ (xo) invertibles en virtud de la Proposicién 2.7, la matriz P = ®(xo) ¥ (xg)
existe y es invertible, siendo por construccién ¥ (xg) = @(xo) P. Entonces ¥ (x) y @(x)P son
ambas matrices fundamentales de (2.4) y coinciden en xg, por lo que deben ser iguales en todo el
intervalo / en virtud del comentario de la pag. 24. En definitiva, cualquier matriz fundamental del
sistema homogéneo (2.4) puede obtenerse a partir de una matriz fundamental fija multiplicindola
por la derecha por una matriz invertible apropriada.

Ejercicio. Si ®@(x) es una matriz fundamental del sistema (2.4) y P es una matriz invertible ;qué puede
decirse de la matriz ¥ (x) = P®(x)?

Definicion 2.8. Se denomina matriz fundamental canénica del sistema homogéneo (2.4) en el punto
Xo a la tnica matriz fundamental Y (x) de dicho sistema que cumple Y (xo) = 1.

¢ Dada cualquier matriz fundamental Y (x) del sistema (2.4), es inmediato comprobar que ¥ (x)Y (xo) ™!
es su matriz fundamental candnica en el punto xg.

e Si Y(x) es la matriz fundamental candnica del sistema (2.4) en xg, la solucién del problema de
valores iniciales

y'=Ax)y
y(x0) = Yo

asociado a dicho sistema es simplemente
y(x) =Y(x)yo.

Comentario. Dadas n funciones diferenciables ¢!, ..., ¢" arbitrarias (no necesariamente soluciones
de un sistema lineal homogéneo (2.4) con A continua en [), la anulacién de su wronskiano (incluso
idénticamente) no implica la dependencia lineal. Por ejemplo, las funciones

dw= () = ()

son linealmente independientes aunque su wronskiano se anula idénticamente en R.

2.2.2 Formula de Abel-Liouville

Sean (pk, k =1,...,n, soluciones del sistema homogéneo (2.4), y sea W(x) su wronskiano. Entonces
P1(x) ... f(x)
n : :
W) =Y lel(x) ... M. (2.11)

i=1

o) ... @)
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Como (pk es solucién de (2.4) se verifica

n

wf/(x):Zaij(x)%k(x), k=1,...,n.

ji=1
Luego

91 (x) . @ (x)

Wi =3 |2 ar@el @) . Y @) = 3

i=1 [/=! 7=l i=1

P 16

1 (x)
aji (X).fﬂil (x)

on )

SISTEMAS LINEALES

o7 (x)

ari (P! ()| |

P kx)

ya que un determinante no varia al sumar a una fila una combinacién lineal de las restantes. Por tanto

W' (x) = aiiW(x) = tr A(x)- W(x).

i=1

Integrando esta dltima ecuacién lineal de primer orden a partir de un cierto x¢ € I se obtiene

o tr Ae) de

W(x) = W(xg)e

Vxel,

2.12)

expresion que se conoce como la formula de Abel-Liouville. N6tese que de esta férmula se deduce
también que o bien W(x) no se anula en /, o bien W(x) se anula idénticamente en /.

2.2.3 Método de variacion de constantes

En general no resulta posible determinar de forma explicita una matriz fundamental del sistema homo-
géneo (2.4). Sin embargo, cuando se conoce una matriz fundamental Y (x) de dicho sistema se podra
determinar la solucién general del correspondiente sistema inhomogéneo (2.1) utilizando el método de
variacion de constantes. Andlogamente al caso escalar (ver pag. 12), el método consiste en probar co-
mo solucién la funcién que se obtiene al sustituir el vector constante ¢ de la solucién general (2.7) del

sistema homogéneo por una funcién incégnita c(x), es decir,

yx) =Yx)ex),  cx)=

c1(x)

cn(x)

Sustituyendo en (2.1) obtenemos

Y'(x) =Y (x)e(x) + Y(x)c'(x) = Ax)Y (x)e(x) + b(x),

y teniendo en cuenta que al ser Y(x) una matriz fundamental verifica las condiciones (2.10) queda

(x) =Y 1 (x)b(x), Vxel.

Luego

c(x)=c+ /x Y~ 1(s)b(s)ds, c eR".

Por tanto la solucién general del sistema inhomogéneo (2.1) viene dada por

y(x) = Y(x)c + Y(x) / i Y1 (s)b(s)ds

, Vxel.

(2.13)
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Notese que (de acuerdo con la Proposicién 2.1) la solucién (2.13) es de la forma

y(x) = yn(x) + yp(x),

donde yn(x) es la solucién general del sistema homogéneo e y,(x) es una solucién particular del siste-
ma inhomogéneo. Por dltimo, se comprueba facilmente que la solucién del problema de valores inicia-
les (2.3) es

y(x) = Y(x)Y "Y(x0) yo + [x Y)Y ' (s)b(s)ds|. Vxel. (2.14)

X0

2.3 Sistemas con coeficientes constantes

Como hemos visto en la seccién anterior, la dificultad para resolver el sistema inhomogéneo (2.1) estriba
en determinar una matriz fundamental del correspondiente sistema homogéneo, ya que si se conoce
tal matriz la solucion general del sistema inhomogéneo puede expresarse mediante cuadraturas (cf. la
ec. (2.13)). En esta seccion veremos que cuando la matriz A(x) del sistema (2.1) es constante es posible
en principio construir una matriz fundamental del correspondiente sistema homogéneo

v =Ay, Ae MyR). (2.15)

Serd de gran utilidad admitir soluciones complejas y : I C R — C" del sistema anterior. Al ser
por hipdtesis los coeficientes a;; de la matriz A reales, es inmediato probar los siguientes resultados
elementales:

i) y: I CR — C" essolucion de (2.15) <= 7V es solucion de dicho sistema.
ii) y: I C R — C"essolucién de (2.15) <= Re y,Im y son soluciones de dicho sistema.

Por analogia con las ecuaciones lineales escalares estudiadas en el capitulo anterior, busquemos una
solucién del sistema (2.15) de la forma y(x) = e**v, donde A € C y v € C” son constantes, y v # 0.
Al ser

y'(x) = reMu, Ay(x) = e Av,

se obtiene inmediatamente el siguiente resultado, que serd fundamental en lo que sigue:

Proposicion 2.9. y(x) = e**v (con A € C y v € C" constantes, y v # 0) es solucion de (2.15) si y
sdlo si v es autovector de A con autovalor A.

2.3.1 A diagonalizable

El resultado anterior permite construir ficilmente una matriz fundamental de (2.15) cuando su matriz
de coeficientes A es diagonalizable, es decir cuando existe una matriz invertible constante (en general
compleja) P tal que P~' AP es una matriz diagonal. Como es bien sabido, los elementos de la diagonal
principal de P~ AP son los autovalores (en general complejos) de la matriz A4, y las columnas de P
forman una base de C" compuesta de autovectores de A.

e Es bien sabido que los autovalores Ap,..., A, de la matriz A (donde estamos suponiendo que
Ai # Ajsii # j)son las raices del polinomio caracteristico de A, definido mediante

Pa(t) = det(t1 — 4) |. 2.16)
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En otras palabras, el polinomio caracteristico se factoriza como

pa@) = [T -2)"|. 2.17)

i=1

El entero r; = 1 se denomina multiplicidad algebraica del autovalor A;. Nétese que, al ser p4 un
polinomio de grado n, de (2.17) se sigue que

Y ri=n. (2.18)

i=1

e Un resultado elemental de Algebra lineal afirma que la matriz A es diagonalizable si y sélo si la
multiplicidad algebraica r; de cada autovalor A; coincide con su multiplicidad geométrica s;,
definida por!

s;i = dimker(4 — A;). (2.19)

En otras palabras, s; es el nimero mdximo de autovectores linealmente independientes correspon-
dientes al autovalor A;. Es bien sabido que la multiplicidad geométrica es siempre menor o igual
que la algebraica, es decir, s; < r; para todo i. Por tanto, si todos los autovalores son simples, es
decir, si r; = 1 para todo i, la matriz A es diagonalizable.

e Otro criterio para determinar si una matriz A es diagonalizable se basa en las nociones de polino-
mio minimo e indice de un autovalor. Recordemos que el polinomio minimo ¢4 de una matriz
A es el polinomio ménico? de menor grado que anula dicha matriz. La existencia del polinomio
minimo es consecuencia del teorema de Cayley—Hamilton, segiin el cual p4(A) = 0. Puede pro-
barse que si el polinomio caracteristico estd dado por (2.17), entonces el polinomio minimo es de
la forma

m

¢a)=[Je-r%. 1<di<ri|.

i=1

Notese, en particular, que el polinomio minimo divide exactamente al polinomio caracteristico. La
multiplicidad d; de A; como raiz del polinomio minimo se conoce como el indice del autovalor A;.
Se demuestra (véase, por ejemplo, [EDI2009]) que

ri=s; <<= di=1. (2.20)

Por tanto
A diagonalizable <+— d;j=1,Vi=1,...,m. 2.21)

En virtud de la discusion anterior, si A es diagonalizable para cada autovalor A; de A podemos en-
contrar r; autovectores linealmente independientes (en general complejos), que denotaremos por v/ |
j =1,...,r; . Como los autovectores correspondientes a autovalores distintos son linealmente indepen-
dientes, es inmediato probar que el conjunto

{v"f:j=1,...,r,-, i=1,...,m} (2.22)
es una base de C”. Por la Proposicion 2.9, las n funciones vectoriales (en general complejas)

Yy =er =1 =1 m, (2.23)

ISi A € C, a partir de ahora escribiremos por sencillez A — A en lugar de A — AL
2Un polinomio es mdnico si el coeficiente del término de mayor grado que aparece en dicho polinomio es igual a 1. Por
ejemplo, de (2.16) o (2.17) se sigue que el polinomio caracteristico de cualquier matriz es ménico.
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son soluciones del sistema (2.15). Para probar que las soluciones (2.23) forman un sistema fundamental
de soluciones de dicho sistema basta demostrar que son linealmente independientes. Pero esto es obvio,

ya que si
m ri -
> Y ey’ =0,

i=1j=1

con ¢;; € C, evaluando la identidad anterior en x = 0 se obtiene

ri
ZC,‘jU”ZO = ¢ =0, Vi=1,...,r;, i=1,....,m,
j=1

al ser (2.22) una base. Hemos probado por tanto el siguiente resultado:

Teorema 2.10. Supongamos que la matriz A del sistema (2.15) es diagonalizable. Si los vectores (2.22)
forman una base de C", siendo v autovector de A con autovalor A;j, entonces las funciones (2.23)
son un sistema fundamental de soluciones de (2.15).

Como A es una matriz real, en la préctica suele interesar construir a partir de (2.23) un sistema
fundamental de soluciones reales de (2.15). Para ello, nétese que al ser A real podemos escoger los
autovectores v¥ de forma que se cumplan las dos condiciones siguientes:

i) SiA; € R, entonces v/ € R” paratodo j = 1,...,r;.
ii) SiA; = A, € C \ R, entonces vki =Wparatodoj =1,....ri =rg.

En efecto, la demostracion de 1) es inmediata, mientras que ii) es una sencilla consecuencia de la siguiente
propiedad: si A € C es un autovalor de A € M, (R) y v es un autovector de A con autovalor A, entonces v es
un autovector de 4 con autovalor A. En particular, los autovalores complejos de A aparecen en pares (A, 1),
siendo la multiplicidad de un autovalor igual a la de su complejo conjugado.

Si se cumple la condicién i) anterior, las soluciones (2.23) correspondientes a autovalores reales A;
son automdticamente reales. Si, por el contrario, A; = a +ibcon b # 0y vY = u + iw (siendo
u,w € R"), podemos sustituir las dos soluciones complejas

e@EDx (o + juy)
por las partes real e imaginaria de una cualquiera de ellas:
e?r (u cos(bx) — wsen(bx)), e?* (u sen(bx) + w cos(bx)). (2.24)

(Nétese que las funciones (2.24) siguen siendo soluciones del sistema, en virtud de la propiedad ii) de la
pag. 27.) Procediendo de esta forma se obtienen n soluciones reales del sistema (2.15) de la forma (2.23)
(si el autovalor A; es real) o (2.24) (si a = ib es un par de autovalores complejos conjugados de A), cuya
independencia lineal se comprueba facilmente.

Ejemplo 2.11. Consideremos el sistema (2.15) con matriz de coeficientes

001 0
000 —1

a=1_ 60 ol (2.25)
010 0

cuyo polinomio caracteristico estd dado por

0 -1

t
0 t
0

-1

0
1
0 =122+ 1) +12+1=(@>+1)2.
t
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Por tanto en este caso los autovalores de A son A} =iy Ay = —i = A1, con multiplicidades algebraicas
r1 = rp = 2. El nticleo de A — i se calcula facilmente teniendo en cuenta que

- 0 1 0
. 0 —i 0 —I 10 - 0
A=I=10 0 4 o ”(o 1()4)

0 1 0 —i

ya que las dos primeras filas son proporcionales a las dos ultimas. Una base de ker(A — i) estd formada
(por ejemplo) por los vectores

v =(1,0,i,0),  v'2=1(0,i,0.1),
siendo por tanto sus complejos conjugados
v =(1,0,-1,0),  v?2=(0,-i,0,1)

base de ker(A4+1). De lo anterior se deduce que s; = s2 = 2, por lo que la matriz A es diagonalizable. Un
sistema fundamental de soluciones (complejas) de (2.15)-(2.25) estd dada por las funciones vectoriales

yH(x) = e

S o =

0
C o= ] Yo =0 v =520,
1

Para construir un sistema fundamental de soluciones reales del sistema dado, basta tomar las partes reales
e imaginarias de las soluciones complejas y! e y2. De esta forma se obtiene la matriz fundamental

COSX senx 0 0

Y(x) = 0 0 —Ssenx CoSXx
—Senx Ccosx 0 0

0 0 COSX senx

Esta matriz fundamental no es canénica (en x¢9 = 0), ya que

0

Y(0) = £1.

S O O =
S = O O
- O O
=l ]

Sin embargo, es evidente que colocando la dltima columna de Y (0) en segundo lugar se obtiene la matriz
identidad. De esto se sigue que la matriz

COS X 0 sen x 0
0 CcOS X 0 —senx
P(x) = | _ senx 0 cosx 0 (2.26)
0 sen x 0 CcOoS X

es la matriz fundamental canénica de (2.15)-(2.25) en el origen (;por qué?).

2.3.2 A no diagonalizable

El procedimiento descrito en la subseccidn anterior para construir un sistema fundamental de soluciones
de (2.15) no es aplicable si la matriz A no es diagonalizable, es decir si la multiplicidad geométrica s;
de algiin autovalor A; de A es estrictamente menor que su multiplicidad algebraica r;. En efecto, en este
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caso s6lo podemos construir s1 + -+ + $ < r1 + - -+ + r;, = 1 soluciones linealmente independientes
de la forma (2.23).

Para construir un sistema fundamental de soluciones de (2.15) cuando la matriz de coeficientes A no
es diagonalizable, buscamos soluciones ligeramente mas generales que (2.23), de la forma

k .
x/ .
yx) =er Yy o/, 2.27)
=0 /!
conv/ € C" para j = 0,...,k. En este caso
k xI k x/1 : k xJ : :
y'(x) =Ae“2,—'v1 —I—e“Z_—l'v] zekxz_—'(vﬂrl + Av’),
= /! G- = /!

donde por definicién v¥+1 = 0. Por tanto la funcién vectorial (2.27) es solucién del sistema (2.15) si y

s6lo si se cumplen las relaciones
VTl =A=', j=0,....k,

es decir si
v =A=2)7", j=0,....k;: (A=K =0, (2.28)

donde hemos utilizado la condicién v¥+! = 0. Por tanto
00 € ker(4 — A)FFT, (2.29)

siendo ademds v° # 0, pues en caso contrario (2.27) se anularfa idénticamente. De lo anterior se sigue
también que A es un autovalor de A. En efecto, al ser v # 0 la ec. (2.29) implica que existe / € N con
0</<ktalquevi =(A—-1)"#£0y(4—21) T =0,y por tanto

A== A=A -1)=U-1)Th =0.

La discusién anterior demuestra el siguiente resultado, que generaliza la Proposicién 2.9:

Proposicion 2.12. Si A € C es un autovalor de la matriz Ay v € C" es un elemento no nulo de
ker(A — A)*1 entonces la funcion vectorial

k .
) =er )y ’;—j' (A—-1)Jv

j=0""

es una solucion no trivial del sistema (2.15). Reciprocamente, si (2.27) es solucion de (2.15) entonces
A es un autovalor de Ay los vectores vj satisfacen (2.28).

Definicion 2.13. Si A es un autovalor de la matriz A, diremos que un vector no nulo v € C” es un
autovector generalizado de autovalor A si (4 — A1)/ v = 0 para algin j > 1.

e Es inmediato probar que el conjunto de todos los autovectores propios generalizados de autova-
lor A, junto con el vector cero, forman un subespacio vectorial de C”. Esto motiva la siguiente
definicion:

Definicion 2.14. Llamaremos subespacio propio generalizado correspondiente a un autovalor A de A
al subespacio vectorial E) formado por sus autovectores propios generalizados junto con el vector 0.
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e Notese que cualquier autovector es por definicién un autovector generalizado, y por tanto

ker(4—2) C Ey|. (2.30)

Aceptaremos sin demostracion las siguientes propiedades fundamentales de los subespacios propios ge-
neralizados de la matriz A, cuya justificacién puede verse, por ejemplo, en M. W. Hirsch y S. Smale,
Ecuaciones diferenciales, sistemas dindmicos y dlgebra lineal (Alianza, Madrid, 1983):

Proposicion 2.15. Sean Ay, ..., Am (con Ai # Aj sii # j) los autovalores de A, y sean r; y d; la
multiplicidad algebraica y el indice del autovalor A;. Entonces se verifica:

i) Ej, =ker(A— ;)% .

i) dmkEy, =r;.

i) C" =E), ®@---®E,,, .

e La ultima igualdad es equivalente a la siguiente propiedad: si B; es una base de £, (coni =
1,...,m), entonces B = By U---U B, es una base de C”".

e De (2.30) y del apartado ii) de la proposicién anterior se sigue inmediatamente que r; = §; si y
s6losi £, = ker(4 — A;). Por tanto

A diagonalizable <<= E; = ker(A—A;), Vi=1,....m.

Veamos a continuacién que el sistema (2.15) posee un sistema fundamental de soluciones de la
forma (2.27). En primer lugar, si A es un autovalor de A de multiplicidad algebraica r e indice d, por el
apartado ii) de la Proposicién 2.15 cualquier base de E estara formada por r vectores {v!,...,v"}. En
virtud de la Proposicién 2.12 (con k = d — 1), las r funciones vectoriales

d—1 j
yl(x)ze*xz%(A—A)Jv’ CoI=1,....r, 2.31)
j=0"7"

son soluciones de (2.15). Procediendo de esta forma con los m autovalores de A obtenemos un conjunto
de r; + -+ + rpy, soluciones de (2.15), cuya independencia lineal se demuestra, como en el caso de las
funciones (2.23), observando que yl(0) = v! y teniendo en cuenta el primer comentario tras la Proposi-
cioén 2.15. Hemos probado por tanto la siguiente generalizacion del Teorema 2.10:

Teorema 2.16. Las funciones vectoriales de la forma (2.31), donde A es cualquier autovalor de A y
{vl,... 0"} es una base del subespacio propio generalizado Ej, forman un sistema fundamental de
soluciones del sistema (2.15).

Al igual que en la subseccién anterior, si A € My, (R) se puede reemplazar el sistema fundamen-
tal (2.31) por otro real. Para ello basta observar que, al ser la matriz A real, de nuevo es posible escoger
los vectores v de forma que cumplan el andlogo de las condiciones i)—ii) de la pag. 29, es decir,

i) SiA € R, entonces vl e R? paratodo/ =1,...,r.
ii) SiA € C\Ry{v!,...,v"} es una base de E; entonces A también es autovalor, con las mismas
multiplicidades e indice que A, y podemos tomar como base de £ el conjunto { vl, . .7 }

En tal caso, si el autovalor A es real las soluciones (2.31) son automdticamente reales, al ser los corres-
pondientes vectores vt (I = 1,...,r) reales. Por otra parte, si A = a + ib es un autovalor complejo
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de A entonces podemos reemplazar las 2r soluciones (2.31) asociadas al autovalor A y a su complejo
conjugado por las partes real e imaginaria de (2.31). Mdas concretamente, si llamamos

A= =ull 4w, W wY eRrR", I=1,....r, j=0,....d—1,

entonces las 2r soluciones reales de (2.15) asociadas a los autovalores @ =+ ib estan dadas por

d—1 j d—1 j
e?r Z x_ [cos(bx)ulj — sen(bx) w' ] e?r x_ [sen(bx)ul] + cos(bx)wh ]
J! —~ jl
Jj=0 Jj=0
donde [ = 1,...,r. Es facil comprobar que las n soluciones reales de (2.15) obtenidas de este modo

siguen siendo linealmente independientes, por lo que forman un sistema fundamental de soluciones de
dicho sistema.

A partir de las consideraciones anteriores se obtiene facilmente el siguiente teorema:

Teorema 2.17. Las soluciones del sistema homogéneo con coeficientes constantes y' = Ay, con
A € M,(R), son combinaciones lineales con coeficientes en R" de funciones de la forma

x’e%* cos(bx), ke sen(bx),

donde a + ib (con b = 0) es un autovalor de A, y los exponentes j, k son estrictamente menores que
el indice de dicho autovalor.

Demostracion. En primer lugar, es evidente que todas las soluciones del sistema fundamental real de (2.15)
que acabamos de construir son de esta forma. Basta entonces observar que una solucién arbitraria
de (2.15), al ser combinacién lineal (con coeficientes en R) de soluciones de la forma anterior, es también
de dicha forma. O

e Sea A un autovalor de la matriz A € M, (R), y seav € E tal que

A-Nkv=0, U-1FTv+£o0]

Es facil probar entonces que los k vectores
== t,  1=1,...k, (2.32)

son linealmente independientes. En efecto, si

k k
chlech(A—/\)k_lv:0, ceC,
1

=1 I=

aplicando sucesivamente a la identidad anterior los operadores (A4 kL (A—M)k=2 L (A=))
se obtiene inmediatamente ¢ = cx_; = --- = ¢1 = 0. Nétese que

vl e ker(4 — 1),
y por tanto todos los vectores (2.32) pertenecen al subespacio propio generalizado E .

e FEl resultado anterior es muy util a la hora de construir una base de £, respecto de la cual las
soluciones (2.31) asociadas al autovalor A adopten la forma mads sencilla posible. Supongamos,
por ejemplo, que el autovalor A tiene multiplicidad algebraica r = 2 y geométrica s = 1. En este
caso es facil ver que el indice d del autovalor A es igual a 2 (en virtud de (2.20) y de la desigualdad
d < r),y por tanto

E; =ker(4 — )%, dimE; =2.
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Siv € ker(4 — 1)? \ ker(4 — 1), por lo que acabamos de ver los vectores
vl = (A4- M), v = (2.33a)
son linealmente independientes, y por tanto forman una base de E . Teniendo en cuenta que
A-=vl=U-D*v=0,

las dos soluciones linealmente independientes de la forma (2.31) asociadas al autovalor A son en
este caso

yl(x) = Mol y2(x) = e** (0% + xvh) . (2.33b)

Ejemplo 2.18. Hallemos una matriz fundamental del sistema

[ T
y=4y., A=[2 1 -1]. (2.34)
0 -1 1

El polinomio caracteristico de la matriz A es

r—1 -1 -1
pa)y=|-2 t—1 1 |=@¢-D@*>=-20)4+2Q-1)=@-2)t>—t-2)=(+ 1)t —2)>.
0 1 -1

Los autovalores de A son por tanto A1 = —1, A, = 2, con multiplicidades algebraicas r{ = 1, r, = 2.
La solucién de (2.34) asociada al autovalor simple —1 es y!(x) = e *w, siendo w un autovector de A4
de autovalor —1. Teniendo en cuenta que

2 1 1
2 1 1\ (2 0 3

ari=(2 2 1)~ ( )~( )
o 1 o) o-12)7{0 -1 2

podemos tomar w = (—3, 4, 2), lo que proporciona la solucién

-3
Yy =e| 4
2

Construyamos a continuacion las dos soluciones linealmente independiente de (2.34) ligadas al segundo
autovalor A, = 2. En primer lugar, al ser

-1 1 1
A-2= 2 -1 -1
0 -1 -1

claramente de rango 2, se tiene
sp = dimker(4 —2) =3 —rank(4—2) = 1.

Por el comentario anterior, las dos soluciones linealmente independientes asociadas al autovalor 2 son de
la forma (2.33), siendo v un vector tal que (4 — 2)%v = 0, (4 — 2)v # 0. Como

3 -3 -3
(A=22%2=|-4 4 4],
-2 2 2
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podemos tomar, por ejemplo, v = (1, 1, 0), lo que conduce a las soluciones

0
y2(x)=e>*(A -2 =e>*| 1].
0 1
V() =ePv+xA-2w]=e*[1] +xe*| 1] =e*|x+1
0 - —X

En definitiva, una matriz fundamental del sistema (2.34) estd dada por

—3e7* 0 e2X
Y(x) = (yl(x) y2(x) y3(x)) = d4e* e e2(x+1)]). (2.35)
Qe ™*  —e2¥ —xe2*

2.3.3 Exponencial de una matriz

Consideremos de nuevo el sistema homogéneo con coeficientes constantes (2.15), y denotemos por E(x)
su matriz fundamental canénica en xo = 0, que satisface

E'(x) = AE(x), EW0)=1.
Derivando las igualdades anteriores se deduce que
E®x)=A*E(x), k=01,...,
donde por definicién B = 1 para cualquier matriz B, y por tanto
E®@©)y =4  k=01,....

Puede demostrarse (véase, por ejemplo, [EDI2009]) que la serie de Taylor de E(x) centrada en el origen
converge a E(x) para todo x € R y para toda matriz A4, es decir

Em =Y "4/,  VxeR. (2.36)
j=0 7"

Por analogia con el caso escalar, se define la exponencial de una matriz B € M,,(C) mediante

eB = Z = (2.37)

De nuevo, no es dificil demostrar (cf. [EDI2009]) que la serie anterior converge para toda matriz B. De
esta definicién y de (2.36) se sigue entonces que

E(x) = ¥4,
Por tanto, la solucién del problema de valores iniciales

y'(x) = Ay(x)
y(0) = yo

estd dada por
y(x) =ey.
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Para todo ¢ € R fijo, la matriz E(x 4 t) (considerada como funcién de x) es una matriz fundamental
del sistema (2.15), dado que es invertible en todo punto (recuérdese que E(x) es invertible para todo
x € R, por ser una matriz fundamental) y verifica

d
d—E(x—i—t)zE’(x—i—t)zAE(x—l—t), Vx eR.
X
Por otra parte, E(x) E(t) es otra matriz fundamental de (2.15), al ser E (¢) una matriz constante invertible.
En x = 0, tanto E(x 4+ ¢) como E(x)E(t) toman el mismo valor E(¢) (al ser £(0) = 1), por lo que
E(x +1t) = E(x)E(¢t) paratodo x,t € R. En otras palabras,

’e(ert)A = ¥ et ‘ (= e!e*), Vx,t €R. (2.38)
Haciendo 1 = —x y observando que ¢>4 = E(0) = 1 se obtiene la identidad
(ex"l)_1 —e X4 Vx e R.

De las dos identidades anteriores se deduce que e¥4(e¥04)~1 = ¢(*=%0)4 ¢g |a matriz fundamental

candnica de (2.15) en xg. Por tanto, la solucion del problema de valores iniciales

y'(x) = Ay(x)
y(x0) = Yo

estd dada por

y(x) = A0

De la identidad (2.38) y la expresion (2.13), obtenida al aplicar el método de variacidon de constantes, se
sigue que la solucion general del sistema inhomogéneo asociado a (2.15)

Yo |-

y' = Ay + b(x), conb : I — R” continua,

viene dada por
X X
y(x) =e"e + exA/ e 4b(s)ds = "¢ + / "9 4p(s) ds ceR". (2.39)

Si imponemos ademads la condicién inicial y(xg) = yo la solucién buscada es (cf. la ec. (2.14))

X
y(x) = eAx%0) 0 +/ eC=94p(s)ds |.

X0

Ejemplo 2.19. Hallemos la matriz fundamental canénica e¥4 del sistema (2.15) con matriz de coeficien-
tes (2.25) utilizando la definicién (2.37). Para ello, basta tener en cuenta que A% = —1, por lo que las
potencias de A estan dadas por

A% = (—pk1, AP =(—Dk4, k=o01,....
Sustituyendo en la ec. (2.37) separando las potencias pares de A de las impares se obtiene
© 2k 00 2k+1

A _ X k X k.
e’ _kz: (2k)!(_1) 1+I€2:(2k—+1)!(—1) A=cosx1+senx A4,
=0 —0

que coincide con el resultado obtenido anteriormente (cf. la ec. (2.26)).



Sistemas con coeficientes constantes 37

e La mayor parte de las veces, no es conveniente utilizar directamente la definicién (2.37) para cal-
cular la matriz fundamental canénica e¥4 del sistema (2.15). Hay muchos métodos practicos para
calcular dicha matriz (véase, por ejemplo, [EDI2009]), la mayor parte de los cuales presuponen
el conocimiento de conceptos de Algebra lineal que no han sido explicados en la correspondiente
asignatura de primero de Grado. Nétese, sin embargo, que siempre es posible calcular la matriz
e*4 mediante la férmula

¥ =yY(x)Y(0) !, (2.40)

siendo Y (x) una matriz fundamental cualquiera del sistema (2.15).

Ejemplo 2.20. Calculemos la exponencial e*4 siendo A la matriz (2.34). Utilizando la ec. (2.35) se

obtiene .

-3 0 1 (111
Yoy&t=[ 4 11 =3 -2 2 7).
2 -1 0 6 3 3
y por tanto
[T 0 e?* -1 1 1
eXA:§ 4e=™ e eP(x+D||-—2 2 -7
2% —e?¥  —xe* 6 3 3
1 6e2* + 3e™* 32X —3e7* 3e2* —3e™*
=5 2e2*(Bx 4+ 2) —4e ™ eXX(Bx +5)+4eF e2(Bx—4) +4de ™). (2.41)

2e2%(1 —3x) —2e™* 2 —e**(3x +2) e>*(7—3x)+ 2~

e Un caso particular importante en que es muy sencillo calcular la exponencial matricial e¥4 es el

caso en que la matriz A es diagonalizable. En efecto, si llamamos u1,..., i, a los autovalores
de A (donde cada autovalor estd repetido tantas veces cuanta sea su multiplicidad algebraica) y
{vl,...,v"} es una base de C" formada por autovectores de A, de forma que Av’ = p;v’ para
i =1,...,n, hemos visto en la Subseccién 2.3.1 que una matriz fundamental de (2.15) estd dado
por
eMlx
Y(x) = (e“¥v! ... efn¥y") = P ;
eHlnX
siendo P = (v! --- v™"). De la definicién (2.37) se sigue inmediatamente que
e“flx
— exJ
eMnX
M1
siendo J = la forma candnica de la matriz A. Teniendo en cuenta que Y (0) =
Kn

P, de (2.40) se deduce que

’exA — PexJP—l .
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Capitulo 3

Ecuaciones lineales

3.1 Espacio de soluciones

Definicion 3.1. Una ecuacion lineal de orden » es una ecuacion diferencial de la forma

u™ 4+ a1 () uD + a0 U 4 ao(x)u = b(x) |, 3.1)

donde las funciones @; : R - R (@ = 0,...,n — 1)y b : R — R son continuas en un intervalo /.
Diremos que la ecuacién (3.1) es homogénea si b = 0 en /, e inhomogénea o completa en caso
contrario.

Como se vio en el Capitulo 1 (pagina 16), toda ecuacién diferencial de orden n puede escribirse
como un sistema de n ecuaciones de primer orden. El sistema de primer orden (1.65) asociado a la
ecuacion (3.1) es el sistema lineal

y'=AX)y +b(x)en, (3.2)
donde
0 1 0 0
0 0 1 0
A(x) = : : : : (3.3)
0 0 0 1
—ao(x) —ai(x) —az(x) ... —ap—1(x)

se denomina matriz compaiiera de la ecuacion (3.1). Nétese, en particular, que

rA®) = —an-1(x)

, 34

expresion que utilizaremos mas adelante. Al ser las entradas de la matriz companera A(x) y la funcién
b(x) continuas en el intervalo /, el Teorema 2.2 garantiza que el problema de valores iniciales dado por
la ecuacion (3.1) con las condiciones iniciales

u(xo) = ug, u'(xo) =ur, ..., u" V(xo) =up—1  (x0 €1) (3.5)

tiene solucién dnica definida en todo 7 :

Teorema 3.2. Si las funciones a; - I — R (i = 0,...,n —1)yb : I — R son continuas en el
intervalo 1, el problema de valores iniciales (3.1)-(3.5) posee solucion tinica definida en todo I para
cualquier dato inicial (xg, ug, ..., Un—1) € I x R",

Utilizaremos una notacién andloga a la de los sistemas lineales de primer orden, denotando por S el
conjunto de soluciones de la ecuacidn (3.1), y por Sy el de la correspondiente ecuacién homogénea

u® 4 a1 () u" TV 4+ a () u +ao(x)u=0|. (3.6)

39
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Nétese que ambos conjuntos estan contenidos en C” (/). Razonando como en el caso de los sistemas de
primer orden se prueban inmediatamente las siguientes propiedades:

e Si @1, @2 son dos soluciones de la ecuacién homogénea (3.6), entonces cualquier combinacién
lineal A¢; + pes con coeficientes A, u € R sigue siendo solucién. En otras palabras, el conjun-
to So de soluciones de la ecuacion homogénea (3.6) es un espacio vectorial real (principio de
superposicion lineal).

e La solucion general de la ecuacion inhomogénea (3.1) es de la forma u = up + uy, donde u;, es
una solucién particular fija de dicha ecuacién y uy, es la solucién general de la ecuacion homogé-
nea correspondiente (3.6). Equivalentemente, el conjunto de soluciones de la ecuacion inhomogé-
nea (3.1) es el espacio afin S = u, + So , donde u,, es un elemento fijo de S.

Para determinar la dimension del espacio Sy utilizaremos la siguiente propiedad:

e Si ¢1,..., ¢ son soluciones de la ecuacién lineal homogénea (3.6), y denotamos por y' =

—1) . . . . .
(¢i, <plf e <pl.(" )), i = 1,...,k, las correspondientes soluciones del sistema lineal de primer
orden asociado, entonces

{o1...., ¢} linealmente independientes <=  {y!,..., yk } linealmente independientes .
La implicacién (=) es evidente. En cuanto al reciproco, supongamos que
A1+ -+ Ak =0, Ai €R.
Derivando n — 1 veces esta igualdad se sigue que
Myt 4+ Ak =0,
yportanto A; = --- = Ax = 0, al ser {y!, ..., y¥} linealmente independientes por hipétesis.

De la propiedad anterior y el Teorema 2.3 se sigue inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 3.3. El espacio Sy de soluciones de la ecuacion homogénea (3.6) es de dimension n.

Definicion 3.4. Un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (3.6) es una base
{@1,...,0n} de su espacio de soluciones Sy.

e Si{¢1,...,9n} es un sistema fundamental de soluciones de (3.6), entonces cualquier solucién u
de dicha ecuacién puede expresarse como

u(x) =) cigilx). i €R).

i=1

Definicion 3.5. Dadas n soluciones ¢1, . . ., ¢, de la ecuacién homogénea (3.6), su wronskiano se define
como el wronskiano de las correspondientes soluciones del sistema lineal asociado, es decir,

p1(x) ... en(x)
/ /
p1(x) o ep(x)
Wipr,..oonlx) = | " (37
S OO BT €
Utilizaremos frecuentemente la notacién abreviada W(x) en lugar de W g1, ..., ¢n](x) cuando que-

de claro por el contexto a qué soluciones ¢, . . ., ¢, nos estamos refiriendo. Al igual que en el caso de
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los sistema lineales de primer orden, mediante el wronskiano es inmediato determinar la independencia
lineal de un conjunto de n soluciones de la ecuacidn lineal homogénea (3.6), de acuerdo con la siguiente
proposicion:

Proposicion 3.6. Sean ¢, ..., @, soluciones de la ecuacion homogénea (3.6) en el intervalo I. En-
tonces {1, . .., pn} son linealmente independientes <= W{p1,...,0n](x) #0, Vx € I.

Demostracion. Si y!,...,y™ son las soluciones del sistema asociado de primer orden correspondientes
agi,..., e, del comentario previo al Teorema 3.3 y la Proposicién 2.7 se sigue que

{o1,..,ont 11, = L. .y L. < Wl ..., y"(x)#0, Vxel.
Pero, por definicién, W[y!,...,y"](x) = Wle1, ..., ¢n](x). O

e Sigy,...,p, son soluciones de la ecuacion (3.6), por el comentario tras la Proposicién 2.7 o bien
W1, ..., ¢n](x) # 0 para todo x € I, o bien W{ey,...,¢,](x) = 0 para todo x € I. Luego
basta comprobar que W g1, ..., ¢,](x0) # 0en un cierto xo € [ para garantizar la independencia
lineal en I de dichas soluciones.

e Sean ¢, ..., @, soluciones de la ecuacién (3.6), y sea W(x) su wronskiano. Como la matriz com-
pafiera (3.3) verifica tr A(x) = —a,—1(x), la formula de Abel-Liouville (2.12) se reduce a
X
W(x) = W(xg)e Jxodn10dr| (3.8)

Nétese que la afirmacién del comentario anterior se sigue directamente de esta férmula, y que el
wronskiano es constante si el coeficiente a,—1(x) se anula idénticamente en /.

3.1.1 Reduccion del orden

En general, no es posible calcular un sistema fundamental de soluciones de la ecuaciéon homogénea (3.6)
en forma explicita, es decir, en términos de los coeficientes a; (x) y sus primitivas. Sin embargo, en el
caso de una ecuacion de segundo orden

u” +ay(x)u’ + ap(x)u =0, (3.9

si se conoce una solucién no idénticamente nula se puede expresar la soluciéon general mediante cuadra-
turas. En efecto, si ¢(x) es una solucién particular no trivial de la ecuacién (3.9), y denotamos por u(x)
una solucién cualquiera de dicha ecuacién, de la férmula de Abel-Liouville (3.8) se sigue que

o’ — ¢/ () u = ke Jro @1 ()45

siendo k = W, u](xo). Integrando esta ecuacion lineal de primer orden para u obtenemos facilmente
la siguiente expresion de la solucion general de (3.9):

—f;O ay(s)ds

— cp() + k() [ e
u() = g0 + ko) |
Por tanto, ¢(x) y la nueva solucién
X e—f;Oal(s) ds
Y (x) = ¢(x) /xo 20 (3.10)

forman un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (3.9), ya que (por construccion)

Wi, ¥](xo) =1 # 0.
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Comentario. En el caso de la ecuacién homogénea (3.6) de orden n > 2, el conocimiento de una
solucién particular no trivial ¢(x) permite reducir dicha ecuacion a otra ecuacion lineal homogénea de
orden n — 1 mediante el cambio de variable

7= (%) . 3.11)

Por ejemplo, supongamos que ¢(x) % 0 es una solucion particular de la ecuacion de tercer orden

u” 4+ ar()u” + ay (' + ag(x)u =0, (3.12)
Escribiendo el cambio de variable (3.11) como u = ¢(x) [ ¥ z, obtenemos
u =¢'x) [Tz 4+ o)z,
u’ = ¢"(x) [Tz 420" (x)z + o(x)7',
u” =" (x) [Tz +3¢"(x)z + 3¢’ (x)z' + p(x)z".
Sustituyendo estas expresiones en (3.9), y teniendo en cuenta que ¢(x) es solucién de dicha ecuacién, se
obtiene la siguiente ecuacién de segundo orden para z:

9(0)2" 4 [3¢'(x) + a2(N)e(x) ]2’ + [3¢" (x) + 2a2(x)¢’(x) + a1(X)e(x)]z = 0.

En general, se puede probar (ver L. Elsgoltz, Ecuaciones Diferenciales y Cdlculo Variacional, Ed. URSS,
Moscu, 1994) que si se conocen k soluciones linealmente independientes de una ecuacion lineal homo-
génea de orden 7, se puede transformar dicha ecuacion en una ecuacion lineal homogénea de orden n —k
aplicando sucesivamente cambios de variable de la forma (3.11). En particular, si se conocen n — 1 so-
luciones de la ecuacién (3.6), es posible expresar su solucién general en términos de cuadraturas tras
reducirla a una ecuacién lineal de primer orden mediante este procedimiento.

3.1.2 Método de variacion de constantes

Al igual que para los sistemas lineales de primer orden, si se conoce un sistema fundamental de solu-
ciones de la ecuacién homogénea (3.6) es posible expresar la solucién general de la ecuacién inhomogé-
nea (3.1) correspondiente mediante cuadraturas. En efecto, sea {¢1, ..., ¢, } un sistema fundamental de
soluciones de la ecuacion (3.6), y sea @(x) la correspondiente matriz fundamental del sistema de primer
orden asociado, es decir,

p1(x) ... on(x)
o(x) = ¢ :(x) ... o, :(x)
o V) el )

La solucién general del sistema de primer orden (3.2) asociado a la ecuacidon inhomogénea (3.1) es
(ver Ec. (2.13))
X €1
y(x) = @(x)c +/ b(t) @(x) D(t) e, dr, c=1:]eR". (3.13)
Cn
La solucidén general de (3.1) es la primera componente del miembro derecho de la dltima ecuacién. Para

escribir esta solucién més explicitamente, nétese que la primera componente de @ (x) ® (1) le, es igual
a

o1() . ea()

" n A U A (3]

. -1 _ vy yidn Mni(@) 1 . :
;qbl,(x)[%) ]in—;%(x)( VNG T we | Pl
"2y W0

P1x) .. e(x)
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donde M,; (¢) denota el menor asociado al elemento de matriz ni de la matriz @(¢), y la dltima igualdad
se obtiene desarrollando el determinante por la dltima fila. Sustituyendo la expresion anterior en (3.13)
obtenemos la siguiente expresion para la solucién general de la ecuacion (3.1):

e1@) . ea(®)
n L O e b(1)
u) =Y e <p;~(x)+/ s e (3.14)
i=1 w§"—2)(t) (p}fln—Z)(t)
P1(x) . on(x)
En particular, para la ecuacion lineal de segundo orden
u’ +ay(x)u’ +ap(x)u = b(x) (3.15)
se tiene
* b(t
u) =cro) +an® + [ SO n06m - ponwla. 61
Noétese que la funcién
T b()
up(x) = [ = [01(De2(x) — ()1 (x) ] dt 3.17)
xo W)

es una solucién particular de la ecuacién inhomogénea (3.15) que verifica las condiciones iniciales

up(xo) = up(x0) = 0.

Ejemplo 3.7. Consideremos la ecuacion de segundo orden
u’ +u=tanx. (3.18)
Hallemos en primer lugar un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea
u” +u=0. (3.19)

El sistema de primer orden (3.2)-(3.3) asociado es

; _ (0 1
y —Ay—(_1 0l (3.20)
siendo y = (u, u’). Los autovalores de la matriz A son las soluciones de la ecuacion

‘A _1':/\2+1=o = A= +i.

1 A

Considerando el autovalor A = i, y tomando como autovector v = (1,1), de las ecuaciones (2.24) se
sigue inmediatamente que un sistema fundamental de soluciones de (3.20) estd dado por

y'(x) = (cosx,—senx), y*(x)= (senx,cosx).
Por tanto un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (3.19) es
p1(x) =cosx, ¢a(x)=senx,

cuyo wronskiano es

COSX senx
W(x) =

—Ssénx COSX
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(Nétese que W(x)
en este caso dn—1
ecuacion (3.18) es

€S
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constante; esto es consecuencia de la férmula de Abel-Liouville (3.8), ya que
a; = 0.) De la ecuaciéon (3.16) se sigue que una solucién particular de de la

X
Up = / tant [cos? sen x — sen? cos x| dt

x X1 —cos?t x
= senx sent df —cosx —— df = —cosx sect dr . (3.21)
cost
Para evaluar la dltima integral efectuamos el cambio de variable s = tan %, de modo que
ds=10+tan’Hdr =11 +s>dt = dr= 2 4
s =5 5 =5 s =152 s .
Por otro lado,
2 2 2 1 —s?
cost =2cos’t—1=—" 1=—" 1= —-1=—""
2 sec? & 1+ tan2 £ 1452 14 s2
2tan £ 2s
t =2sent t = 2 — ,
sen sen 5 Cos 5 seczé T3 a2
y por tanto
/tdl /1+s2 2 /2d /ds+/ds log | 118
sec =] —— - ——ds = s = =1lo
1—52 1+s2 1—s2 l1—s l+s l1—s
I 1+s2+ 2s log | sec + tan |
=lo = log | sec ant|.
SlT—s2 T2 T8

Sustituyendo esta expresion en (3.21) y afiadiendo la solucién general de la ecuacién homogénea (3.19)

concluimos que

U = c1cosSX + cpsenx —cosx log|secx + tan x|

es la solucién general de la ecuacién (3.18).

3.2 Ecuaciones con coeficientes constantes. Método de los coeficientes
indeterminados

Un caso particular de gran interés practico en el que es posible encontrar la solucién general de la
ecuacion lineal (3.1) es aquél en que los coeficientes a; (x) son constantes, es decir,

u® 4+ g u™ D v au +agu = b(x)|, ag,...,dn—1 €R. (3.22)
Consideremos en primer lugar la correspondiente ecuacién homogénea
u®™ +ap_u® 4 payu +agu =0, (3.23)
cuya matriz compafiera es la matriz constante
0 1 0 0
0 0 1 0
A= (324)
0 0 0 1
—do —dad1 —dajz —Ap—1
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El polinomio caracteristico de A se calcula facilmente desarrollando det(A — A) por la tdltima fila, obte-
niéndose

AR = A" +an A" ka4 ap = p(A) | (3.25)

El polinomio p(A) se denomina polinomio caracteristico de la ecuacion (3.23). Las raices del polino-
mio caracteristico p(A) son por tanto los autovalores de la matriz compaiiera A. Se puede determinar
la forma de la solucién general de la ecuacién (3.23) aplicando los métodos de la Seccién 2.3 al siste-
ma lineal asociado (2.15)-(3.24). Sin embargo, en la prictica resulta mds fécil estudiar directamente la
ecuacion (3.23), como haremos a continuacién.

Comencemos escribiendo la ecuacion (3.23) en la forma

d
(Dn+an_1Dn_1—i—"'+alD+a0)uEp(D)u:07 DEd—
X
De la igualdad
(D =)(f(0)e!*) = f'(x)et
se sigue inmediatamente que
(D —VF(f(x)e*) = FO (x)et~ . (3.26)
Supongamos que el polinomio caracteristico p(A) se factoriza como
pA)=@A =AD" (A=A, r+-+rm=n,
donde las raices A1, ..., A;,, en general complejas, son distintas entre si. Si A; es una de estas raices

podemos por tanto escribir
pA) =g —21)"

siendo ¢(A) un polinomio de grado n — r; con g(4;) # 0. Luego p(D) = g(D)(D — A;)", y de la
Ec. (3.26) se sigue entonces que

k _ Aix\ _ Aix
p(D)(xe™) = ¢(D) [e T

Esto demuestra que las funciones

xkerix o i=1,..m, k=01, r—1| (3.27)

son solucién de la ecuacién (3.23). Como hay precisamente r; + --- + 1, = n soluciones de este tipo,
para probar que forman un sistema fundamental de soluciones de dicha ecuacién basta comprobar su
independencia lineal.

Lema 3.8. Las funciones (3.27) son linealmente independientes.

Demostracion. Supongamos que

m ri—1

> eixkerit =0, Vx eR, (3.28)

i=1k=0

donde los coeficientes c¢;; son constantes complejas. Podemos reescribir esta igualdad como

Pi(x)eM* 4.4 Pu(x)et* =0, VxeR, (3.29)

ri—1

siendo Pi(x) = ). ciex® un polinomio de grado menor o igual que r; — 1. Para demostrar que to-
k=0

dos los coeficientes c;; de la ecuacién (3.28) son nulos, basta probar que los polinomios P; se anulan
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idénticamente. Para establecer este resultado, comencemos multiplicando la ecuacién (3.29) por e X,

obteniendo
Pi(x) + Pre*?* + ... + Pp(x)et* =0, Vx eR, (3.30)

donde los exponentes ; = A; — A1 # 0 son todos distintos entre si. Derivando esta ecuacién r; veces
se obtiene
02(x)e"?* + -+ + Om(x)e"* =0, Vx e R, (3.31)

donde Q; es un polinomio del mismo grado que P;. Repitiendo este procedimiento sucesivas veces se
llega finalmente a una ecuacién del tipo

Ry (x)e"* =0, Vx eR, (3.32)

donde R;, es un polinomio del mismo grado que P,,. De esta condicién se sigue inmediatamente que
Ry = 0, lo cual implica (al ser deg P, = deg Ry;) que P,, = 0. Como el orden de las raices A; es
irrelevante para el argumento anterior, concluimos que todos los polinomios P; se anulan idénticamente.

O

La discusion anterior y el Lema 3.8 prueban por tanto el siguiente teorema:

Teorema 3.9. Las funciones (3.27), donde r; es la multiplicidad de la raiz A; del polinomio caracte-
ristico (3.25), constituyen un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion lineal homogénea con
coeficientes constantes (3.23).

e SilaraizA; = aj + ib; es compleja, podemos sustituir las 2r; soluciones complejas

xketixeFibix k=0,1,....rj—1,

asociadas a las raices Aj y A; del polinomio caracteristico por las 2r; soluciones reales

xKe® ¥ cos(bjx), x¥e¥sen(bjx)  k=0,1,....r; —1],

que se obtienen al tomar la parte real y la parte imaginaria de las soluciones correspondientes a la
raiz A; (0 A;).

Ejemplo 3.10. Hallemos la solucién general de la ecuacion de cuarto orden con coeficientes constantes
u® +u” +u' +u=0. (3.33)

El polinomio caracteristico asociado a esta ecuacion es

PR =AM+ +A+1=A+D2A2 =21 +1). (3.34)
Las raices son por tanto A1 = —1 (de multiplicidad r; = 2) y las dos raices de la ecuacién
AM—-1+1=0,

es decir |
dos =5 (1£iV3).

de multiplicidad r, = r3 = 1. La solucién general de la ecuacién (3.33) es por tanto
u(x) = e *(c1 + cax) + €2 [03 cos (JTg Xx) + c4sen (JTg x)] , (3.35)

concy,...,Cq4 constantes arbitrarias.
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3.2.1 Método de los coeficientes indeterminados

Una vez hallado un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea (3.23), se puede cal-
cular la solucién general de la ecuacidon inhomogénea (3.22) para cualquier funcién b(x) utilizando el
método de variacion de constantes (ver la Ec. (3.14)). Sin embargo, para ciertas formas sencillas de la
funcién b(x) que se presentan frecuentemente en la practica, el método de los coeficientes indetermina-
dos que describiremos a continuacién permite calcular una solucién particular de (3.22) de manera més
rapida. La solucidn general de (3.22) se halla entonces sumando a esta solucién particular la solucién
general de la correspondiente ecuacién homogénea.
Supongamos, en primer lugar, que

b(x) = q(x)e"*, (3.36)

donde ¢ (x) es un polinomio. Si r es la multiplicidad de © como raiz del polinomio caracteristico (3.25)
de la ecuacién homogénea (3.23), entonces

pPA) =piA—w) +ppA—wW ™+ pp A=)+ A=)

con pi,..., pn—r € R (6 C, si u es complejo) y p1 # 0. Nétese que esta expresion es vélida también
si u no es raiz del polinomio caracteristico, siendo en este caso r = 0. De la expresioén anterior y la
Ec. (3.26) se sigue que

PDYf @) = [p1f P + p2f V) + 4 pucr fOTV 0+ fP (0] e

Esto sugiere probar una solucién particular de la forma

up(x) = x"Q(x)e!* |, (3.37)
donde
Q() = Qo+ Q1x +--+ Qax?,  d =degq (3.38)
es un polinomio que se determina mediante la condicién
"D+ pa" QY et puy (8 DTV + (27 )W =4 (3:39)

Puede probarse que la dltima ecuacién proporciona un sistema lineal de d + 1 ecuaciones en los d + 1
coeficientes de O que siempre es compatible. Por tanto, la ecuacién (3.22) con el término inhomogé-
neo (3.36) siempre tiene una solucién particular de la forma (3.37)-(3.38), donde r es la multiplicidad de
W como raiz del polinomio caracteristico y el polinomio Q se determina mediante la ecuacién (3.39) (o
bien directamente, sustituyendo (3.37)-(3.38) en (3.22)).

Ejemplo 3.11. Hallemos una solucién particular de la ecuacién
4) " ’ _ —x
u’+u" +u +u=xe . (3.40)

Aqui . = —1 es una raiz del polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea de multiplicidad 2 (ver
la Ec. (3.34) en el Ejemplo 3.10), y ¢(x) = x es un polinomio de grado 1. Buscamos por tanto una
solucién particular de la forma

up(x) = x*(a + bx)e™™.

Para calcular p(D)u, es conveniente en este caso desarrollar p(D) en potencias de D + 1, ya que en
virtud de la Ec. (3.26) se tiene (D + 1)¥ ( f(x)e™ ) = &) (x)e™. Utilizando la férmula de Taylor para
desarrollar el factor A2 — A + 1 en potencias de A + 1 obtenemos

P =+ 1D*3-34+ 1D+ A+ 1]
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Por tanto
p(D)up =[3(2a + 6bx) —3-6ble™ =xe™* <= 3(2a + 6bx)—18b =x,

lo que conduce a las ecuaciones
6a—18 =0, 18 =1.

La solucidn particular buscada es por tanto
1
up(x) = ﬁ(x3 + 3x%)e™ . (3.41)

La solucién general de la ecuacién (3.40) es la suma de esta solucién particular y la solucién gene-
ral (3.35) de la ecuacién homogénea.

Ejemplo 3.12. Consideremos ahora la ecuacién
u® 44y = x(1+4 e cosx). (3.42)
El polinomio caracteristico de la ecuacién homogénea es
p(A) =1%+4,
cuyas raices Ay son las raices cuartas de —4:
A = V2GR K =0,1,2,3,

es decir,
A=14+1i, Ai=-=1+1i, Ary=—-1—-i, Az=1-—1i.

Por tanto la solucién general de la ecuacién homogénea estd dada por
up(x) = e*(c1 cos x + cpsenx) + e *(c3cos x + c4senx), ¢ €R. (3.43)

Aparentemente no se puede aplicar el método de los coeficientes indeterminados a la Ec. (3.42), al no
ser el término inhomogéneo de la forma (3.36). Sin embargo, como el miembro derecho de (3.42) es la
suma de los términos

bi(x) = x, br(x) = xe* cosx,

la suma de sendas soluciones particulares u; (x) de las ecuaciones

u® +du=bi(x), i=1.2, (3.44)

es (por linealidad) una solucién particular de (3.42). El término inhomogéneo de la primera de estas
ecuaciones es directamente de la forma (3.36), con g(x) = x y 4 = 0. Como 0 no es una raiz del
polinomio caracteristico, buscamos una solucién particular de la forma u;(x) = a + bx. Sustituyendo
en la correspondiente ecuacion completa (3.44) obtenemos inmediatamente

up(x) = %

Por otro lado, al ser bp(x) = Re (xe(l"'i)x), podemos buscar una solucién particular de la segunda
ecuacion (3.44) de la forma u(x) = Re u(x), donde u(x) es cualquier solucién de la ecuacién

u® 4 4y = xe(Hdx (3.45)

El miembro derecho de esta ecuacion es de nuevo de la forma (3.36), con g(x) = x y u = 1 + iraiz
simple del polinomio caracteristico, por lo que ensayamos una solucién particular de la forma

u(x) = x(a + bx)e 0% = f(x)e*.



Ecuaciones con coeficientes constantes. Método de los coeficientes indeterminados

Sustituyendo en (3.45) y utilizando la regla de Leibniz generalizada

(™ =y (Z)f(k)g(”‘k’

k=0

se obtiene

Iu4euxf + 4M36fo/ + 6M26,u,xf// + 4euxf — xel* -

donde hemos tenido en cuenta que u* = —4. Por tanto
1
8u3 =32
-
3b 3
pa+3b=0 a=—-——=—
7! 32
y entonces

u(x) = ;—2 [3-(1+ i)x]e(1+i)x .

Tomando la parte real de esta funcion se obtiene

uy(x) = ;—Zex[(?} —Xx)cosx + xsenx] )

Por tanto la ecuacién inhomogénea (3.42) admite la solucién particular

up(x) = ur(x) + uz(x) = ad + iex[(3 —Xx)cosx + xsenx] .

4 32
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4u>(a + 2bx) + 6u%-2b = x,

La solucion general de la ecuacién (3.42) es la suma de esta solucidn particular y la solucién gene-

ral (3.43) de la ecuacién homogénea.

e En general, el método de los coeficientes indeterminados se puede aplicar a la ecuacion (3.22) si

el término inhomogéneo es de la forma

l
b(x) = bi(x). (3.46)
i=1
donde
bi(x) = e**[g;(x) cos(Bix) + Gi(x) sen(Bix)] . (3.47)
siendo o, B; € R (B; = 0),y gi,g; polinomios. Nétese que si §; = 0 la funcion b; (x) es de la
forma (3.36) con u = «;. Se puede comprobar que la ecuacién (3.22) con el término inhomogé-
neo (3.46)-(3.47) posee una solucién particular del tipo

I
up(x) = ) u;i(x), (3.48)

i=1
donde _
ui(x) = x"e%*[ Q;(x) cos(Bix) + Qi(x)sen(Bix)], (3.49)

siendo r; la multipligidad de u;i = a; +iB; como raiz dg polinomio caracteristico de la ecuacioén
homogénea, y Q;, Q; polinomios tales que deg Q;,deg Q; < max(deggq;,degq;).
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Capitulo 4

Funciones analiticas

4.1 Propiedades algebraicas de los niimeros complejos

Definicion 4.1. C = {RZ, +, -}, con la suma y el producto definidos por

(x1,y1) + (x2,¥2) = (x1 + x2, y1 + y2)
(x1,y1) - (x2,y2) = (x1x2 — y1y2, X1y2 + X2)1).

Justificacion:

e La suma y la multiplicacién de los pares de la forma (x,0) € C coinciden con la de los nimeros
reales x € R

= podemos identificar el complejo (x, 0) con el nimero real x € R

= podemos identificar R con el subconjunto {(x,0) : x € R} C C (¢je real)

Nétese que para todo A € R se tiene A(x, y) = (Ax,Ay) = (A,0)(x, y)
ei=(0,1)=i2=i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1

e (x,y) =(x,004+y(0,1) =x+1iy

’

= ’(X1 +iy1)(x2 +iy2) = (x1x2 — y1y2) +i(x1y2 + x2y1)

que es la férmula usual para multiplicar los nimeros complejos x; +1iy; y x2 +iy2.
e Siz=x+41iy (x,y € R), se define
Rez = x, Imz=y
(partes real e imaginaria del complejo z)
e Al ser C = R? (como conjuntos), la igualdad en C se define mediante
Z=Extiy=w=ut+ivES x=u,y =v.

En particular,
Z=x+1y=0=x=y =0.

Proposicion 4.2. C es un cuerpo: para todo z, w, s € C se cumple

Z+w=w+2z Zw=wz
z+(w+s)=C+w)+s z(ws)=(zw)s
z4+0=z lz=1z
d—-zeCtqz+(—2)=0 7#40=137leCtqzz =1

Z(w+s)=zw+zs.
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Demostracion. Obviamente, 7 = x + iy = —z = —x —1y. La existencia de inverso respecto del
producto para todo z = x + iy # 0 se deduce del siguiente calculo:

1

Tl =utiv= zz!

=xu—yv)+i(xv+yu)=1

xu—yv=1

yu+xv=0
Y p 2 2
E—SuUu=————-, v=—->—"—"— (nétesequez #0— x“ + 0
e 22 ( que z # y=#0)
X
é P 4

T2y gy

Las demds propiedades se comprueban facilmente a partir de la definicién de las operaciones en C. [

e Como en todo cuerpo, los inversos —z y 27! (si z # 0) del nimero z € C respecto de la suma y el
producto son gnicos.

z _
~=zwl, "=7z.z-+---z (neN).
w ——— ——

n veces

Notacion:

e C no es un cuerpo ordenado: si lo fuera,

iZ=i-i=—-1>0.

4.1.1 Raices cuadradas (método algebraico)

2:

Si z = x + iy, queremos hallar todos los w = u + iv € C tales que w z:

w? =z &= u®—v? +2iuv = x +iy
u? —v? =x

2uv=y
— X2+ 32 = W+ 0vH)? = u? 40?2 = /x2 42

1 1
— u? = E(x—l— \/x2+y2), v? = E(—x~|— \/xz-i-yz)

Como (por la segunda ecuacién) el signo de uv ha de coincidir con el de y, de esto se sigue que

=

2 2 _ 2 2
:I:( /x—i—«/)zc +y +isgny / x+«/2x +y >’ y 7& 0
w =
+./x, y=0 x=0
+iy/—x, y=0, x <O.

Las raices cuadradas de un nimero complejo z # 0 son por tanto dos nimeros complejos distintos (de
signos opuestos). Las raices cuadradas de z son reales si'y sélo si z € Rt U {0}, e imaginarias puras
siysélosiz e R™.

Ejemplo: Las raices cuadradas de 3 — 41 son

N e
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e Cualquier ecuacién cuadrética con coeficientes complejos se puede resolver utilizando la férmula
usual:

1
az’+bz4+c=0 Z=2—(—b:|:\/b2—4ac), a,b,ceC, a#0,
a

donde ++/h2 — 4ac denota las dos raices cuadradas del nimero complejo b — 4ac. En efecto,
basta completar el cuadrado:

2
1
az2+bz+c:a(z+i) — — (b? — 4ac)
2a 4a

y aplicar el resultado anterior sobre la existencia de raices cuadradas en C.
Ejemplo 4.3. Las soluciones de la ecuacién z2 — 8iz — (19 — 4i) = 0 son los complejos

2+3i

4itV-164+19-4i=41xV/3-4i=4£2-1) = 24 5i
— 1.

e El teorema del binomio de Newton es véalido en el campo complejo:

n
(a—l-b)n:Z(Z)akb"_k , a,beC, neN.
k=0

En efecto, como en el caso real la demostracién de esta identidad sélo utiliza las propiedades de
cuerpo de los nimeros complejos.

4.1.2 Médulo y conjugacion

Geométricamente, los nimeros complejos se pueden identificar con los puntos del plano haciendo co-
rresponder al complejo z = x + iy el punto de coordenadas (x, y). De ahi que el conjunto C reciba el
nombre de plano complejo. Es también corriente cuando se utiliza esta representacion geométrica de C
denominar eje real al eje horizontal y eje imaginario al vertical (fig. 4.1).

A

Y

Figura 4.1: Plano complejo.

e Siz = x +iy € C, se definen el mddulo y el complejo conjugado de z respectivamente como

sigue:
|z] = y/x2 + y2 (distancia de z al origen)

Z=x—1y (reflexidn de z respecto del eje real)
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1 1
= |Rez==(z+72), Imz =—=(z—-2)]|.
2 21

El nimero z € C es real si y s6lo z = Z, e imaginario puro siy sélo z = —Z.
e Propiedades:

VzZ=z

i) z+tw=z+w
w

i) z-w==2- = 1/z=1/7Z (siz #0)
iv) |Z| = |z]
1z
_ 2 Z#O — Z )
V) 22 = |z|7 = |z
1

z| =1 <— ZzZ=2z"
vi) |z - w| = |z] - |w]| (elevar al cuadrado) — ’z_l‘ = |z|7! (siz #0)
vi) w #0 = z/w=7Z/w, |z/w|=]z|/|w| (consecuencia de iii) y vi))

viii) [Rez| < |z|], |Imz| < |z (i.e., —|z] <Rez,Imz < |z])

o Desigualdad triangular: ’ |z + w| < |z] + |w] ‘

En efecto:

lz+w?=@E+wEFw =z>+ [w?+ @w+zZw) = |z]> + |w|* + 2Re(zW)
<z + Jw)? +21zw] = |22 + w4+ 2z] [w] = (2] + [w])>.

e Consecuencias:

D lz] = wl|| < |z —w|
En efecto:

Izl = [z —w) +w| < |z —w| + |w| = |z| = [w] < |z —w],
y cambiando z por w se obtiene la desigualdad |w| — |z| < |z — w]|.
1 1
<

i) |z] > |lw| = <
|z —w|  |z] = |w]

4.1.3 Argumento

\

Figura 4.2: Definicién de argumento.

e Dado0 # z € C,existe § € Rt.q.

z = |z| (cos O + isenB) (cf. fig. 4.2).
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Geométricamente, el nimero 6 es el dngulo que forma el eje real positivo con el vector z, y estd
por tanto definido médulo un miltiplo entero de 27t. Por ejemplo,

t=i = fe¢ g,g:t%:,g:t%:,...}={g—|—2kn:keZ}.

Definicion 4.4. arg z (argumento de 7): cualquier 8 € R t.q. z = |z| (cos 8 4 isen 8).

En otras palabras, arg z es cualquiera de los dngulos orientados formados por el eje real positivo con el
vector zZ. Por tanto arg z toma infinitos valores, que difieren entre si en un nuiltiplo entero de 2. Nétese,
en particular, que arg no es una funcion.

Ejemplo:
argi € {3 +2kn:keZ}, arg(—1 —1) € {ST“+2kn:k €L} = {—%+2kn:k €Z}.

e Para que 6 sea tinico, basta imponerle la condicion adicional de que pertenezca a un cierto intervalo

semiabierto / de longitud 27t (como [0, 27), (—T, 7], ( -7, 37“] etc.). Escoger este intervalo /

se conoce como tomar la determinacion del argumento arg;. Nétese, en particular, que
arg; : C\ {0} — I
es una funcion.
Definicion 4.5. arg;(z) = dnico valor de arg z que pertenece al intervalo /

Ejemplo: argpg »n)(—1 —1) = %‘, arg(_y q(=1—1i) = _%TT‘.

e Determinacion principal del argumento:

Arg = arg(_y x|

z 1|1+ i | =1 —=1=i —i 1—i
Argz || 0| /4 | /2| n | -3n/4 | —n/2 | —m/4

Ejemplo:

e Claramente, Arg : C \ {0} — (—m, 7] es una funcién discontinua en R~ U {0}. Andlogamente,
argo oy €s discontinua en R* U {0}. En general, la determinacién argg,.0o+2m) (0 arg(g, 60 +2x])
es discontinua en la semirrecta cerrada que forma un dngulo 6y con el eje real positivo.

e Forma trigonométrica 6 polar de los nimeros complejos:

z2#0 = z =r(cosh +isenbh), r=|z|, 60 =argz.

ez w#0; z=w < (|z]=|w|., argz=argw mod 2m).

e Interpretacion geométrica del producto en C: si zp = rr(cosb + isenby) # 0 (k = 1,2)
entonces

7122 = ri(cos 61 +isenBy) ra(cos 6> + isen 6;)
= r1ry [(cos 01 cos 0, — sen 01 sen 6,) + i(cos O1 sen B, + sen B cos 65)]
= rirp [cos(01 + 62) + isen(0y + 6,)]

De este cdlculo se sigue que |z122] = |z1] 22| (propiedad vi) de la pag. 54), junto con

’arg(mZz) =argzy +argzy, mod 2m|. 4.1)
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e Notese que, en general, Arg(z122) # Argz + Argz,. Porej.,
3
Arg(—i) = —g £ Arg(—1) + Argi = 7“ :

e Consecuencias: si z, w # 0 se cumple

(zz7!=1=) arg(z™!) = —argz mod 27
zZ=1z>>20=) arg(z) = —argz mod 27
== arg(z/w) = argz — argw mod 2.

4.1.4 Formula de de Moivre

e Siz = r(cosf +isenf), a partir de (4.1) se demuestra por induccion la férmula de de Moivre

" =r"[cos(nf) +isen(nb)], neN|.

o 27! =r"cos(—0) +isen(—H)] = laférmula vale para todon € Z.

e Laférmula de de Moivre permite expresar cos(n6) y sen(n6) como un polinomio en cos 6 y sen 6.
Por ejemplo:

(cos 0 + isenf)> = cos(36) + isen(36)

= (cos® @ — 3 cos @ sen? 0) + i(3 cos? O sen § — sen> 6)

cos(30) = cos® @ — 3 cos 6 sen? 6
—
sen(30) = 3cos? A sen § — sen> 6.

4.1.5 Raices n-ésimas

Siz =r(cosf +isent) # 0yn € N, las raices n-ésimas de z son las soluciones w € C de la ecuacion
n
w" = z:

w#0 = w = p(cose +iseny)
w" = p"[ cos(ng) +isen(ng)] = r(cosf + isen6)
pn:r@p: f/;zrl/n
—
npg=0+2kn, keZ

2 2
w:%[cos(§+ﬁ)+isen(g+ﬂ)} k=01....n-1 “4.2)
n n n

n

—

(yaque k y k + In,con/ € Z, dan lugar al mismo nimero w).
*. Un niimero complejo no nulo tiene n raices n-ésimas distintas.

Ejemplo: las raices ctibicas de i son los nimeros

_ n+2kn 4 n+2kn k= 0.1.2
w = cos c 3 isen 7 A =0,1,

— w= %(fer i), %(—\/EJF i), —i.



Funciones elementales 57

e Geométricamente, las n raices n-ésimas de un nimero z # 0 son los vértices de un poligono
regular de n lados inscrito en la circunferencia de centro O y radio 1/|z|.

e En particular, las # raices n-ésimas de la unidad (z = 1) son los nimeros

2k ) 2k
epk =cos| — ) +isen| — |, k=0,1,....n—1

n n

o Nétese que &, x = (en)¥, siendo &, = £,,1 = cos (2£) + isen (2Z).

Ejemplo: las raices sextas de la unidad son

k 1
[cos (g) +isen(§)] = 2—k(1 +i\/§)k, k=0,1,...,5
1 1 1 1
=1 50 +iv/3), S +iv/3), -1, —a +iv/3), S0 —iv3).
Ejercicio. Probar que las n raices n-ésimas de z # 0 estian dadas por

%'(8n)k, k:0v1s~~'vn_1’

donde {/z denota cualquier raiz n-ésima de z.

4.2 Funciones elementales

4.2.1 Funcién exponencial

Sit e R,
x k
gt
]
= k!
© i [2k
cost = kX;)(—l) 0!

t2k+1

sent = Z( D G 2k + DI’

Siz =x+iy € C (conx,y € R), la propiedad et 7?2 = e’le’2 sugiere definir e? = e*el”. A su vez,
procediendo formalmente se obtiene

) n () 2k+1

iy _ ny_ — 2k y 2k
; Zl S (2k)'+ Z (2k+1)'

n=0

=cosy+iseny (ya quel = (12)k = (—l)k).

Definicion 4.6. Paratodoz = x +iy € C (con x, y € R), definimos

[+

= e*(cos y +iseny)‘.

Nota: Siz € R, la exponencial compleja se reduce obviamente a la exponencial real.

Valores particulares:

CO =1, e‘n1/2 — T —1, E‘/3‘n1/2 —

i, e™ = 2 — 1,

—i, €
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Propiedades: Paratodo z,w € C se tiene
i) |[e?] =eRZ, arg(e?) =Imz mod 27, e% =e?.
i) e2TW = eZe¥,
iii) e* # 0, paratodo z € C.
iv) e =1 <= z = 2kmi,conk € Z.
v) e% es una funcién periddica, cuyos periodos son los nimeros 2k i con k € Z.
Demostracion:

1) Consecuencia inmediata de la definicidn.

ii) Siz = x +1y, w = u + iv, de la propiedad anterior y la ec. (4.1) se sigue que

e“e” = e*e¥ [cos(y + v) +isen(y + v)] = e* ¥ [cos(y + v) +isen(y 4+ v)] = e*T¥

iii) e?e 2 =e' =1 = (%) ! =e72.

iv) e¥ =e*(cosy +iseny)=1<=¢e* =1, y=0 mod2n < x =0, y =2kn (k € Z).

v) e2 = eftW &= e¥ = | &= w = 2kmi (k € Z).

° 7 = |Z|eiargz‘

e De la definicion de la exponencial compleja y la férmula (4.2) se sigue que las raices n-ésimas de

Z # 0 estan dadas por

Yz|en@ezt2km) k01 n—1

4.2.2 Funciones trigonométricas e hiperboélicas

Si y es real entonces

eV =cosy+iseny, e Y =cosy—iseny — cosy =

1

N —

Definicion 4.7. Para todo z € C se define

1

cosz = 5 (e +e7%), senz = 2i (€% —e™)|.

N =

Evidentemente, si Z es real cos z y sen Z se reducen a las correspondientes funciones reales.

Propiedades: paratodo z,w € C se tiene
i) cos(—z) = cos(z), sen(—z) = —senz.
il) COoSZ =cosZz, senz = senz.
iii) cos(z + w) =coszcosw —senzsenw, sen(z + w) = senzcosw + cosZsen w.
iv) cosz = sen (3 =+ z).

v) cos?z +sen’z = 1.

(eiy +e ). seny = 21 (eiy —

4.3)

e ) )
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vi) senz =0 =z =kn(k€Z), cosz =0 =z =7 +kmn (k € Z).
vii) cosz y sen z son funciones periddicas de periodo 2k, con k € Z.
Demostracion:

1) Inmediato.

ii) Consecuencia de e” = e%.

iii) Por ejemplo,

% (eiz _ e—iz) (eiw _ e—iw)

1 . . . .
— E(elzelw + e—lZe—IIU) — COS(Z + w).

COSZCOoSw —senzsenw = % (eiz + e—iz) (eiw + e—iw) +

iv) Caso particular del apartado iii).
v) Hacer w = —z en la férmula para cos(z + w).

vi) senz =0 = el —e 2 =0 = 22 =1 <=2z =2kmni (k€ Z) & z =kn (k € 7).
Del apartado iv) se sigue la férmula correspondiente para los ceros de cos.

vii) Por el apartado iv), basta probar la afirmacién para la funcién sen. De la identidad

sen w) —sen z = sen — 4+ — ) —sen — ——) =2sen(—)cos -
¢ ¢ ‘T2 ‘T2 2 T2
se sigue que sen(z + w) — senz = 0 para todo 7z si y sélo si sen(w/2) = 0 (tomar z = —w/2).

Por el apartado anterior, esto es equivalente a que w sea un miltiplo entero de 2.

Como en el caso real, a partir de sen y cos se definen las demds funciones trigonométricas:

sen z T

tanz = , secz = (z# = +km, k €Z);
Ccos Z Ccos Z 2
CoS Z 1 1

cotz = = , cscz=—— (z#kmn, kelZ).
senz tanzg senz

Funciones hiperbdlicas: para todo z € C se define

coshz = = (e“ +e7%), senhz = - (e —e7%)|.

| =
| =

— |coshz = cos(iz), senhz = —i sen(iz)‘

e De estas igualdades se deducen las propiedades de las funciones hiperbdlicas. Por ejemplo:
cosh? z — senh? z = cos?(iz) + sen?(iz) = 1.

e Las demds funciones hiperbdlicas se definen andlogamente al caso trigonométrico. Por ejemplo,

senh 7z

tanhz = — _itan(iz) (z # % Yk, k €Z), et

cosh z

e senz = sen(x +iy) = senx cos(iy) + cos x sen(iy) = sen x cosh y + icos x senh y.

En particular, nétese que sen z es real si z esreal, 0si z = 5 +1iy + km con y € R arbitrario y
k € 7. Andlogamente, cosz esreal siz € R,0si z =iy + kmw con y € R arbitrarioy k € Z.

Ejercicio. Siz = x 4+ iy (con x, y € R), probar que
|senz|? = sen® x + senh? y , |cosz|? = cos® x + senh? y .

Deducir que | senh y| < |senz|, | cos z| < cosh y. En particular, sen y cos no estdn acotadas en C.
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4.2.3 Logaritmos

e EnR,exp : R — R* (donde exp(¢) = e’) es una aplicacién biyectiva. Su inversa es la funcién
log : Rt — R. Por definicién,

logx =y <= x=¢" (= x>0).

e En C, exp no es invertible al no ser inyectiva (por ser periddica). Por definicion, los posibles
logaritmos de z € C son todos los nimeros complejos w tales que e = z. Se tiene entonces:

e =7z = z#0;
w=u-+iv = e“(cosv+isenv) =2z #0
e’ = |z| &< u = log|z|

—
v =argz mod2x

<= w =log|z| +iargz mod 2mi.
Si z # 0, laecuacion e = z tiene por tanto infinitas soluciones, que difieren entre si en multiplos

enteros de 27i. A cada uno de estos (infinitos) w se les denomina logaritmos de z # 0. En otras
palabras,

’z;éO —> logz =log|z| +iargz + 2kmi, kEZ‘.

Nétese, en particular, que log (al igual que arg) no es una funcién.
e Ejemplo: '
log(—2i) = log?2 — ? t2kni, keZ,
donde log2 € R es el logaritmo real de 2.
Notacién: En general, si x € RT denotaremos por log x el logaritmo real de x.

Definicion 4.8. Si I es un intervalo semiabierto de longitud 21, se define la determinacion / del loga-
ritmo mediante

lloglz:10g|z|+iarg1z, Vz#O‘.

37

Por ejemplo, logg ) (—2i) = log2 + =3*.

e Notese quelog; : C \ {0} — {s € C :Ims € I} = R x [ es una funcion.

e La determinaciéon principal del logaritmo se define por

Log = log(_n’n] .

. | 37
Ejemplo: Log(—2i) = log2 — %, Log(—1) = mi, Log(—1—1i) = 3 log2 — %
Propiedades:

i) Paratodo z # 0,¢el%¢7 % = 7.

ii) logy(e"”) = w mod 2mi. En particular, log; (e*) = w <= Imw € I.

iii) log; : C\ {0} — R x I es biyectiva, siendo su inversa la funcién exp : R x I — C \ {0} definida
por exp(z) = e%.

iv) z,w #0 = log;(z - w) = log; z + log; w mod 2i.
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Demostracion:
0z 75 0 — elogrz — eloglzl-i-iarg,z — eloglz\eiarg]z — |Z| elargr 2 — z.
1) Siw = u + iv entonces
log;(e¥) = log(e¥) +iarg;(e¥) =u +iv=w mod 27i.
yaque [e?| = e, arg;(e”) = Imw mod 2m. Por otra parte, del célculo anterior se sigue que

log;(e¥) =w < arg;(e¥’) =v<=v=Imwel.

iii) Para establecer la biyectividad de log;, hay que probar que para todo w con Imw € [ existe
un tnico z € C \ {0} tal que log; z = w. Esto es cierto por los apartados anteriores, siendo
z =e" =exp(w).

iv) Las exponenciales de ambos miembros coinciden; por tanto, esta propiedad se sigue de la propie-
dad ii). Otra forma de deducirla es observando que

log; (zw) = log|zw| + iarg; (zw)
= log |z| + log |w| + i(arg; z + arg; w) mod 27i
= (log|z| + iarg; z) + (log |w| 4+ iarg; w) mod 2mi
= log; z + log; w mod 2.

Nota: En general, Log(zw) # Log z + Log w. Por ejemplo,

. T ] o
Log(—i) = 5 # Log(—1) + Logi = 7ti + 5 =7

4.2.4 Potencias
Sia,b € Cya # 0,e, definimos

b _ ebloga

a , donde loga =log;a+2kmi, keZ|.

Por tanto, en general a? denota un conjunto de nimeros complejos:

ab — eZkbnieblog, a  kel.

Mas concretamente, se demuestra que:

)bel = a® tiene un valor dnico:

a-a-----a sib >0,
——— ——
b veces
1, sib=0
al.g7v.....qg7b | sib<0.
—b veces

b

ii) Sib = p/qeQ,conpeZyl <gq e N primos entre si, entonces a® = a?/9 toma exactamente

q valores (las g raices g-ésimas de a?).
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2kbmi

iii) Sib € C\ Q, ab tiene infinitos valores que difieren entre si en un factor de la forma e con

k e Z.
Ejemplo:
(=1 + i)} = eillog(=1+D+2kmi] _ o2k i3 log2+37) (k € 7)
— o H2nm g log2 (€ 7).
e Sia # 0,e, cada determinacién de log define una funcion ay = e* loga

Ejercicio. Dados a,b € C con a # 0, e, estudiar si se cumple la igualdad

4.3 Ecuaciones de Cauchy—Riemann

4.3.1 Conceptos topologicos basicos
i) Un entorno de a € C es cualquier disco abierto de centroa € C yradior > 0
D(a:r)y={z€C:|z—a|l<r}.
Denotaremos por D (a;r) = {z eC:lz—al < r} el correspondiente disco cerrado.
ii) Entorno perforadodea € C = D(a;r) — {a} = {z eC:0<|z—al|l< r}.
iii) A C C es abierto si contiene un entorno de cada uno de sus puntos:

Yae A, Ir >0 tq. D(a;r) C A.

iv) A C C cerrado <= C \ A es abierto.

v) A C C es compacto <= A es cerrado y acotado (se dice que A es acotado si IR > 0t.q. A C
D(0; R)).

vi) A C C abierto es conexo si para todo par de puntos z, w € A hay una curva continua y : [0, 1] —
A t.q. y(0) = z, y(1) = w. [Nota: de hecho, se puede demostrar que en la definicién anterior se
puede sustituir la palabra “continua” por “diferenciable” o incluso C*°.]

vii) Una region es un subconjunto abierto conexo y no vacio de C.

4.3.2 Limites

Notacion:
f:C->C

z=x4iy f(2) =u(x,y) +iv(x,y).

Nota: La notacion f : C — C no implica que f esté definida en todo C.

e u:R? - Ryv:R? — R (laparte real e imaginaria de f, resp.) son funciones escalares reales.

Definicion 4.9. Si f : C — C estd definida en un entorno perforado de a € C y/ € C, diremos que
ZII_IBI f(z) =1Isi
Ve>035§>0tq. O0<|z—a|<d = |f(x)—I|<e
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e Al ser el médulo del nimero complejo w = u + iv igual a la norma del vector (1,v) € R?, la
definicién anterior de limite coincide con la usual para una funcién f : R? — R2.

Propiedades:
i) Siexiste lim f(z), dicho limite es tnico.
Z—a

ii) lim f(z) =1 <+= lim u(x,y)=Rely lim v(x,y)=Iml.
z—a (x,y)—a —a

iii) Hggrr}lf(Z),ggg(Z) == Z}ig}l[f(Z)Jrg(Z)]=ggn}lf(Z)+ger}lg(Z).

iv) Hzlig; f(Z),Zlig}l g(z) = g;ngl [f(2)g(x)] = Zliggl f(Z)~zlig11 g(2).

1 1

31 = i = .

v 3@ #0 e g(z)  lim g(2)
zZ—a

Demostracion:

i)—iii) son propiedades conocidas de los limites de funciones R? — R?
iv)—v) se demuestran como en el caso real, reemplazando el valor absoluto por el médulo.

4.3.3 Continuidad

Definicion 4.10. Supongamos que f : C — C estd definida en un entorno de ¢ € C. Diremos que f es
continua en ¢ si

lim f(z) = f(a).
zZ—>a
Diremos que f : C — C es continuaen A C C siy sélosi f es continua en todos los puntos de A.
Propiedades:
i) fygecontinuasena =—> f + gy fg continuas en a.
ii) Si, ademas, g(a) # 0, entonces f/g es continua en a.
iii) f:C — C continuaenayh:C — C continuaen f(a) = ho f continuaena.

Demostracion:

1)—ii) son consecuencia inmediata de las propiedades de los limites iii)—v), mientras que iii) se demuestra
como en el caso de funciones R — R.

e Los polinomios y las funciones racionales son funciones continuas en todos los puntos de su
dominio.

4.3.4 Derivabilidad
Definicion 4.11.

e f :C — C definida en un entorno de a € C es derivable en a si existe

i L@ @ _
im ¥————~ =

z—a zZ—a

@]

El nimero f”/(a) € C se denomina derivada de f ena.
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e f :C — C es analitica (u holomorfa) en un abierto A si es derivable en todos los puntos de A.

e f esanalitica en un conjunto arbitrario B si es analitica en un abierto A D B o, equivalentemente,
si es analitica en un entorno de cada punto de B.

En particular, f es analitica en un punto a € C si es derivable en un entorno de a. Nétese, por tanto, que
f analitica en a es mas fuerte que f derivable en a.

Proposicion 4.12. f : C — C derivableena € A — f continua en a. I

Demostracion. En efecto,

SO @
= lim ¥—~

lim [/(2) - /(@] = lim [M (- a)]
z—a z—a z — z—a zZ—a

. lim (2—a) = f'(@)-0 =0.

O

Propiedades algebraicas:

Sif:C—->Cyg:C — Csonderivablesenz € C,ya,b € C, se tiene:
i) af + bg es derivable en z, siendo (af + bg)'(z) = af’(z) + bg'(z) (linealidad).
ii) fg es derivable en z, siendo (fg)'(z) = f'(2)g(z) + f(2)g'(2) (regla de Leibniz).
iii) Si g(z) # 0, f/g es derivable en z, siendo

g(2) f'(z) = f(2)g'(z)
g(z)? '

e [os polinomios y las funciones racionales son derivables en todos los puntos de su dominio, y sus
derivadas se calculan como en el caso real.

(f/8)(z) =

4.3.5 Ecuaciones de Cauchy—Riemann
e Sia =aj +ia, € C, denotaremos por M, : R? — R? la aplicacion lineal definida por
M, -z=az, VzeR?2=C.
Al ser
M, -(1,0)=M;-1=a= (a1,a2), My-(0,1) =M, -i=1ia = —ay +ia; = (—az,ay),

. . a, —a
la matriz de M, en la base canénica de R2 es (al p 2) .
2 1
e Recordemos que una funcién f : C — C definida en un entorno de z¢ € C es diferenciable en
sentido real en z si existe una aplicacion lineal Df (z¢) : R?> = C — R? = C tal que

i /@) = f(20) = Df(zo) - (2 —20)| _

220 |z — zo]

0].

(Noétese de nuevo que el modulo de z = x + iy € C es la norma del correspondiente vector
(x,y) € R2) A la aplicacién Df(z¢) se le denomina derivada en sentido real de f en zo. La
matriz de Df(zo) en la base candnica de R?, llamada la matriz jacobiana de f en z, estd dada

por
Jf(zo) = (ux(Zo) ”y(ZO))’

vx(20) Uy(ZO)

o . . ou
donde hemos utilizado la notacién habitual u, = Y andlogamente uy, Uy, Uy.
x
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Teorema 4.13. Sea f = u + iv : C — C definida en un entorno de 7o = x9 + iyo € C. Entonces
f es derivable en z¢ siy solo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

i) f es diferenciable en sentido real en (xo, yo).

ii) Se verifican las ecuaciones de Cauchy—Riemann

u av u av
_(X(), YO) = _(.X(), YO)’ —(X(), yO) = __(xo’ YO)
ax ay ay 0x

Demostracion.
=) f es diferenciable (en sentido real) en zg = (xo, yo) con derivada Df (zo) = My(5,), ya que

im @) = f(zo) = f'(z0)(z — 20)| _ f(2) = f(zo) — f'(z0)(z — 20)

lim
z2—20 |z — zol 2720 =20
zZ—>20 Z—2o0

. . . ) u
al ser f por hipétesis derivable en z¢. Denotemos abreviadamente — (xo, yo) por Uy, y andlogamente

para las demds derivadas parciales de u y v en (xg, yo). Igualando la matriz de Df(z¢) en la base
canénica de R? —es decir, la matriz jacobiana J f(z¢)— con la de M £1(z) S€ obtiene

(ux My) _ (Re f'(zo) —Imf/(Zo))
~ \Um f"(zo) Re f'(z0) )’

de donde se deducen las ecs. de Cauchy—Riemann, junto con las relaciones

vx vy

1
f(z0) = ux +ivy = ;(uy +ivy).

<=) Por las ecs. de Cauchy—Riemann, la matriz jacobiana de f en zo es de la forma

ux _v_x

vy Uy )’
y por tanto dicha matriz es igual a la del operador lineal M., con ¢ = uy + ivy. De esto se sigue que
Df(z0) = M_, es decir Df(z¢) - (z — z0) = ¢(z — Zo), y por tanto

o o M@= fe) -zl _ | £~ fo)
= |1mm = lim |——
zZ—20 |z — zo| zZ—20 Z—20

_C' s gim @G
Z—20 Z—20

Esto demuestra que f es derivable (en sentido complejo) en z¢, siendo

) 1 .
f(z0) = ¢ = uyx +ivy = T(uy +ivy),

donde la tltima igualdad es consecuencia de las ecuaciones de Cauchy—Riemann. O

e De la demostracién del teorema se sigue que si f = u + iv es derivable en zg = x¢ + 1y entonces

F'(20) = wx(x0. yo) + 00, ¥0) = - (20)

ad
= %(uy(XOJ’O) + ivy (X0, y0)) = %%(Zo)-
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Estas igualdades se deducen también ficilmente de la definicién de derivada 4.11 (ejercicio). Notese
también que las ecuaciones de Cauchy—Riemann son equivalentes a la relacién

af _ 19f
a(zo) = ;5(10) .

e El teorema anterior puede formularse también de la siguiente forma alternativa:

Teorema 4.14. f : C — C definida en un entorno de zog = xo +1yg € C es derivable en 7 si y sélo
si se cumplen las dos condiciones siguientes:

i) f esdiferenciable en sentido real en (x¢, yo)

ii) Existe ¢ € C tal que Df (xg, yo) = M,.

Ademds, si se cumplen las condiciones anteriores entonces f'(z¢) = c.

Una consecuencia inmediata del Teorema 4.13 es la siguiente

Proposicion 4.15. Si f : C — C es analitica en una regién A, y f'(z) = 0 para todo z € A,
entonces [ es constante en A.

Demostracion. En efecto, f derivable (en sentido complejo) en z € A implica que f es diferenciable
en sentido real en dicho punto, siendo Df(z) = My/(;) = 0. El resultado anterior se sigue entonces de
su andlogo para funciones R” — R™, O

4.3.6 Derivabilidad de las funciones elementales

Derivabilidad de la funcion exponencial.

f(z) =e* = u(x,y)=e cosy, v(x,y) =e¥seny == uyvdeclase C*enR? = f
diferenciable en sentido real en todo R2. Ademds,

Uy =€ cosy =vy, U, =—e"seny = —vy.

Por tanto, e es derivable (en sentido complejo) en C, siendo

(€®) =uy +ivy =e*cosy +ie*seny =e*|, VzeC.

Regla de la cadena:

Proposicion 4.16. Si f : C — C esderivableenzy g : C — C es derivable en f(z), entonces go
es derivable en z, y se tiene

(go )@ =8(f) ). 4.4

Demostracion. En efecto, utilizando la continuidad de f en z y el hecho de que g estd definida en un
entorno de f(z) (por ser derivable en dicho punto), es facil ver que g o f estd definida en un entorno de
z. Ademas, por el teorema anterior f y g son derivables en sentido real en z y f(z), resp., siendo

Df(z) =Mpizy.  Dg(f(2) = Mg (s -

Por la regla de la cadena para funciones de R” en R, g o f es derivable en sentido real en z, y se tiene:

D(go f)(z) = Dg(f(2)) - Df(2) = Mgr((z)) - Mpr(z) = Mgr(£(2)) £/(2) -

que implica (4.4) por el Teorema 4.14. O
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Derivabilidad de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas.

De las propiedades de la derivada compleja (linealidad y regla de la cadena) y la derivabilidad de la
funcién exponencial f(z) = e se sigue que sen y cos son derivables en C, siendo

iel? 4 e~z |
(senz) = i = cosz, (cosz) = E(ICIZ —ie™%) = —senz|.
i

De estas formulas se deduce la derivabilidad de las restantes funciones trigonométricas en todos los
puntos de sus dominios. Por ejemplo,

cos? z + sen? z

(tanz) = =sec’z, Vz# g +kn (k € Z).

cos? z
Aligual que en el caso real, la derivabilidad de la exponencial junto con la regla de la cadena proporciona
inmediatamente la derivabilidad de las funciones senh y cosh, junto con las férmulas usuales para derivar
dichas funciones:

’ (senhz) = coshz, (coshz)" = senhz ‘

De nuevo, de estas formulas se deduce la derivabilidad de las restantes funciones hiperbdlicas en todos
los puntos de sus dominios. Por ejemplo,

cosh? z — senh? 7

(tanh z)’ = —sech?z, Vz# % tkni (k € Z).

cosh? z

Teorema de la funcion inversa:

Teorema 4.17. Sea f : C — C analitica en el abierto A (con f' continua en A). Sia € Ay
f'(a) # 0, existen sendos abiertos U > ayV > f(a) tales que U C A, f' no se anula en U y
f : U — V esbiyectiva. Ademds, f~! : V — U es analitica en V, siendo

—1y/ _ 1
) = Sy YWY

Nota: Veremos mds adelante (Seccién 5.3.3) que si f es analitica en A entonces /' es automdticamente
continua en A.

Demostracion. f es derivable en sentido real en todo z € A, y su matriz jacobiana

Jf(z) = (ux(z) _Ux(Z))

vx(2)  ux(z)

tiene determinante u2(z)+v2(z) = | f/(z) |%. En particular, de esto se sigue que det Df (a) = | f/(a)|* #
0. Por el teorema de la funcién inversa para funciones R? — R? (nétese que la continuidad de f’ impli-
ca la continuidad de las derivadas parciales de u y v), hay sendos abiertos U > ay V > f(a) tales que
U C A, f:U — V esbiyectiva, Df es invertibleen Uy f~! : V — U es diferenciable en sentido
realen V, con

D(fHw) = [DF(fT )], YweV

Nétese que /' no se anula en U, al ser | f/(z)|? = det Df(z). Llamando z = f~!(w) se tiene, por el
Teorema 4.14:

D(f™H(w) = [Df @) = Mz, = My/fr) -

De nuevo por el Teorema 4.14, de esto se deduce que f ! es derivable en sentido complejo en w, con
derivada 1/f7(z). O
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Derivabilidad de log;.

e Log:C\{0} > {z€C:—mn <Imz < 7} es discontinua en R™ U {0} (por la discontinuidad de
Arg), y por tanto no es derivable en dicho conjunto.

e Sin embargo, Log es derivable en el abierto B = C \ (R™ U {0}). En efecto, Log es la inversa
global de

exp: A={z€C:—n<Imz < n}— B,

y exp satisface las condiciones del teorema de la funcién inversa en todo punto de A (exp’ = exp
no se anula y es continua en A).

e Size Ayw = e* € B,hay dos abiertos U > zy V > wtalesqueexp : U C A — V es
invertibleen U, y

e Y =—— =1 =1
exp’(z) e w

1

Alser U C A setiene exp ' = Log, y por tanto

(Logw)" = % Yw e C\ (R™U{0Y)|.

Del mismo modo se prueba la derivabilidad de log; (con I = [yg, yo + 271) 6 (yo, Yo + 27]) en
el abierto C \ ({w : argw = yo mod 21} U {0}), siendo de nuevo logj (w) = 1/w.

4.3.7 Funciones armonicas

Definicién 4.18. Una funcién u : R? — R es arménica en el abierto A C RZ siu € C%(A), y se
cumple

Proposicion 4.19. Si f : A — C es analitica en el abierto A entoncesu = Re f yv = Im f son
armdnicas en A. (Se dice entonces que u y v son funciones arménicas conjugadas en A).

Demostracion. En efecto, veremos mds adelante (Seccion 5.3.3) que f analitica en A = u,v €
C°°(A). De las ecuaciones de Cauchy—Riemann se sigue entonces que

vy ou
Uxx = W = VUyx = Uxy = _W = —Uyy,
y andlogamente para v. (NOtese que vxy = vy, por ser v de clase C 2(A).) O

Proposicién 4.20. Siu : R? = C — R es armonica en el abierto A, zg € Ay U C A es un entorno
de 79, hay una funcion f : U — C analitica en U tal que Re [ = u.
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Demostracion. En efecto, siz = x + iy € U entonces v = Im f deberia cumplir:

y
vy =uUy = v(x,y) = / Ux(x,t)dt + h(x);
¥
y ’ y
ve(x,y) = [ Usx(x,0)dt +h'(x) = —/ Uyy(x,1)dt + h'(x)
Y0 Y0

= —uy(x,y) + uy(x,y0) + ' (x) = —uy(x,y) < h'(x) = —uy(x, yo)

X

= h(x) = —/ uy(t,yo)dt +c (c eR)

X0

y X
= |v(x,y) = / Ux(x,t)dt —/ uy(t, yo)dt +c|, V(x,y)eU. 4.5)
b

0 X0

Si v estd dada por la férmula anterior la funcién f = u + iv cumple por construccion las ecuaciones de
Cauchy—Riemann en U, y es diferenciable en sentido real en dicho conjunto (al ser u, y por tanto v, de
clase C2enU) = f es analiticaen U.

O

e La proposicion anterior garantiza la existencia de una armonica conjugada de u en cualquier disco
abierto contenido en A (aunque no necesariamente en todo A, como veremos a continuacién).

e En una regidn, la arménica conjugada v (si existe) estd determinada a menos de una constante. En
efecto, si v y v, son arménicas conjugadas de la misma funcién arménica u en la regién A, las
funciones f; = u +iv; y f» = u +iv, son analiticas en A, porlo que f = f1 — f> = i(v1 —v2)
también es analitica en A. Al ser Re f = 0 en A, las ecuaciones de Cauchy—Riemann implican
que las derivadas parciales de Im f* se anulan en A. Por ser A una regién, Im f = v; — v, hade
ser constante en A.

e Podemos reescribir la férmula (4.5) para la armdnica conjugada v como

v(z) = [ (ux dy —uy dx)+c= | (—uy,ux)-dr+c, VzeU,
Y0 Yo

donde dr = (dx,dy) y yo es la linea quebrada formada por el segmento horizontal que une
Z0 = Xo + 1y con x + iyp y el segmento vertical que une este tltimo punto con z = x +1iy.
Como el campo vectorial (—uy, ux) es conservativo (al ser u armoénica), esta integral de linea es
independiente del camino, por lo que también podemos escribir

v(Z)=[(uxdy—uydx)+c, YzeU,
y

donde y es cualquier curva (C! a trozos) contenida en U que une zg con z.

e La existencia de arménica conjugada de una funcién arménica en un abierto A no estd asegurada
globalmente en A. Consideremos, por ejemplo, la funcién u : A = R? \ {0} — R definida por
u(x,y) = % log(x2 + y?). Si U es un disco abierto cualquiera contenido en A entonces la funcién
log; z = log|z| + i arg; z es analitica en U, si escogemos la determinacién / de forma que la
semirrecta en que arg; es discontinuo no corte a U. Por tanto Relog; = u es arménicaen U, y
v = arg; 7 + ¢ (con ¢ € R) es una armonica conjugada de u en U . Esto prueba, en particular, que
u es armoénica en todo A, como se puede comprobar facilmente calculando sus derivadas parciales.

Veamos ahora que u no admite una arménica conjugada definida en todo A. En efecto, si existiera
f analitica en A con Re f = u entonces f y Log (p. ej.) diferirfan en una constante (imaginaria
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pura) en laregion B = C \ (R™ U {0}) C A (ya que Log es analitica en B,y ReLogz = u(z)).
Pero esto es imposible, ya que si x < 0 se tendria (al ser f continuaen Ay f = Log+c en B)

m [f(x+iy)=f(x=iy)] = f(x)=f(x) =0.

2ni = lim [L iy)—Log(x—iy)| = li
mi= lim [Log(x-+iy)—Log(x—iy)] = lim



Capitulo 5

El teorema de Cauchy

5.1 Integracion sobre arcos

e Sihy,hy : R — R son integrables (por ej., continuas) en [a,b] C Ry h = hy +ihy : R - C,

definimos
b b b b
/ hz/ h(t) dt=/ h(t) dt+i/ hy(t) dr € C.
a a a a

T . T T
Ejemplo: / el dt = / cost dt + i/ sent dr = 2i.
0 0 0

e Una curva continua es una aplicacién y : [a,b] — C continua en [a, b] (i.e., Rey e Imy son
continuas en [a, b]).

e Una curva continua y es C 1 a trozos si existe una subdivisién finitaa =ag <a; <...<ap—1 <
an = b de [a, b] tal que )’ existe y es continua en cada subintervalo [a;—1,a;] (1 <i < n).
En otras palabras, y es continua en [a,b] y C' en [a,b] \ {ao, ..., an}, y existen lim;— 4+ y'(¢),
lim,_,p— y'(¢) y lim;—q,+ () parai = 1,...,n — 1, aunque los limites por la izquierda y por
la derecha en a; no necesariamente coincidan.

e En lo que sigue, denominaremos arcos a las curvas continuas C! a trozos.

Definicion 5.1. Si f : A C C — C es continua en el abierto Ay y : [a,b] — C es un arco tal que
y(la, b]) C A, definimos

b n a;
[r=]r@u=[ rooyoa = | reopoacc)

ai—1

Noétese que f (y(t)))/ (¢) es continua en cada uno de los subintervalos [a;—1, a;], por lo que cada una de
las integrales que aparecen en la formula anterior tiene sentido.

e Si f=u+ivyy()=x()+iy(t), entonces
b
/ f = / [u(x (@), y(©)) +iv(x (@), y(©)][x'(t) + iy’ ()] de
Y a
b
= [ e 30) ¥ 0~ o(x0.50) YO

b
+ i[ [u(x (@), y(©)) ¥ (1) + v(x (@), y(0)) x'(r)] dt

= /(udx—vdy)+i/(vdx+udy) .
¥ y

71
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5.1.1 Propiedades de |, f

Linealidad. Paratodo A, u € C se cumple

/y(xf+ug)=xfyf+u[yg.

Cadenas. Siy : [a,b] — C es un arco, se define el arco opuesto —y : [a, b] — C mediante

(=y)(®) =y(@a+b—1), Yt € [a,b].

En otras palabras, —y difiere de y unicamente en el sentido en que estd recorrida. Si y([a,b]) C A
abiertoy f : A — C es continua en 4 se cumple

s=a+b—t

b a
/_yfz/a Flra+b—0)(—y@+b-0)di /bf(y(s))y’(s) ds

b
. / Fr)y(s) ds = / I 5.1)
a Y

Siyr :la,b] - Cyys:[c,d] = C son arcos con y1(b) = y2(c), definimos el arco y1 + y» :
[a,b + d — c] - C mediante

y1(2), t €la,b]
(y1 +y2)@) =
yalc—=b+1), te[b,b+d—c].

Si y1([a, b)), y2([c,d]) C A abiertoy f : A — C es continua en A, es inmediato comprobar que

[ =[] ) (52)
Y1+v2 Y1 Y2

De forma anéloga se define el arco y1 + - - - + Y5, si el extremo final de cada arco y; coincide con el inicial
del arco siguiente y; 41, siendo de nuevo

n

/y1+-~-+yn /=2 vi /

i=1

Del mismo modo, si y; y ¥2 son arcos tales que el extremo final de y; coincide con el de y,, se define
y1 — Y2 = ¥1 + (—y2). Combinando las ecuaciones (5.1) y (5.2) se obtiene

/)’l_y2fE/):1+(_V2)f: y1f+/—yzf:/y1f_ yzf.

De las consideraciones anteriores se sigue que

n
f=) &/l f
/;1V1+"'+8n)’n Z

i=1 Vi

donde e; = +1 para cada i, y se supone que el extremo final de ¢;y; coincide con el inicial de &; 1V +1.
A la expresion €1y1 + -+ + €, Yn se le denomina cadena.

Invariancia bajo reparametrizaciones. Siy : [a,b] — C es un arco, una reparametrizacion de y es
una curva y : [@,b] — C delaformay = y o ¢, siendo ¢ : [a,b] — ¢([a,b]) = [a, b] una aplicacién
de clase C! en [a, b] con derivada positiva en (a, b).
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Notese que, al ser ¢" > 0 en (a, 5), el cambio de parametro ¢ es una funcion creciente en [a, Z;], y por
tanto (al ser ¢ suprayectiva por hipétesis) ¢(a) = a, ¢(l5) = b. Evidentemente, si y es C! a trozos
también loes 7,y y([a, b]) = y([a, Z;]) Por tanto, y es un arco con la misma imagen que y. Ademds, al
ser ¢ monotona creciente los arcos y y y estdn recorridos en el mismo sentido.

Ejemplo: 7(s) = €' (s € [Z,2E]) es una reparametrizacién de y (1) = —t +iv1 —12 (1 € [-3. 3]).
En efecto, 77(s) = y(—coss), siendo en este caso ¢(s) = —coss de clase C! y ¢/(s) = sens > 0 en

3. 5]

Proposicién 5.2. Si 7 : [a,b] — C es una reparametrizacion de y : [a,b] — C, y([a,b]) C A, y
f A — C es continua en el abierto A, se cumple:

[r=]7

Demostracién. Seay =y o ¢, con ¢ : [@,b] — [a,b] = [¢(a). ¢ (b)]. Entonces se tiene:

b o b , , 1=p(s) [? ,
/7f /a F(7()7'(s) ds / Sy @))y' (¢(5))e'(s) ds /a fly@)y' (@) de /yf

a

O

5.1.2 Integral respecto de la longitud de arco

Si f : A — C es continua en al abierto Ay y : [a,b] — C es un arco con y([a, b]) C A, se define

b
[r@ = [ roo)ola)
Y a

e Notese que si y(¢) = x(¢) +iy(¢) entonces |y’(t)| dt = /x'2(t) + y’%(t) dr es el elemento de
longitud de arco ds a lo largo de la curva y. Por tanto si f = u + iv entonces

/yf(Z) |dZ|=/yuds+i/yvds.

e En particular,

/ |dz| = / ds = I(y) = longitud de y |.
y y

Propiedades:

i) /(/\f(z)+ ng(z)) ldz| = A/ f(z) |dz| +u/ g(z) |dz|]. VYA, ueC.
Y Y 14

ﬁ)[ﬁf@)Md=i£f&)Md-

iii) f@) 1Azl =) | f(2) ldz].

e1Y1++€n¥n i=17VYi

iv) Si 7 es una reparametrizacién de y, entonces / f(z) |dz| = / f(2) |dz|.
y Y



74 EL TEOREMA DE CAUCHY

Desigualdad fundamental: / f(z)dz| < / | f(2)] |dz]|.
y y
En particular, si max | f(y(1))| = M entonces
tela,b]
) dz| < M I(y).

En efecto, la segundad desigualdad es consecuencia de la primera (por las propiedades de la integral de
funciones reales de una variable real). Si fy f = 0, la primera desigualdad se cumple trivialmente. En

caso contrario, llamando 6 = Arg( fy f) se tiene:

— 0 fy f =Re (e—iG fy f) — /a " Re [e—i9 f(y(t))y’(t)]dt
< / ’

5.1.3 Teorema fundamental del Célculo. Independencia del camino

. b
O r )y ola < [ o)yl a= [ o).
a 14

Lema 5.3. Siy : R — C es derivable ent € R (es decir, si Rey,Imy : R — R son derivables ent) y
f 1 C — C es derivable en y(t), entonces f oy es derivable en t, con derivada

(foy) = fy®)y®).

Demostracion. Por el Teorema 4.13, la funcién f es diferenciable en sentido real en y(¢), siendo
Df (y(t)) = Mg:(,())- La regla de la cadena para funciones R” — R™ implica que la funcién com-
puesta f oy es derivable en ¢, con derivada

(foy) () =Df(y®))y' (1) = Mpiypy v' (1) = f(y(0)) V' (@)

Teorema fundamental del Calculo. Sea F : A — C analitica en el abierto A (con F' continua en
A). Siy :la,b] — C esunarco con y([a,b]) C A entonces se cumple:

/y F' = F(y() - F(v(a)-

En particular, si el arco y es cerrado (i.e., y(b) = y(a)) se tiene

/F/:O.
y

Nota: Veremos mas adelante (Seccion 5.3.3) que si F es analitica en A entonces F' es automdticamente
continua en dicho conjunto.

Demostracion.

/ F = f (@) Y () dr = / (F o)) di = F(y(®) — F(y(@)).

por el teorema fundamental del Céalculo para funciones R — R aplicado a las partes real e imaginaria de
Foy. O
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Independencia del camino. Si f : A — C es continua en una region A, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) fy f es independiente del camino: fyl f = fyz f para todo par de arcos y1 y y2 contenidos
en A con los mismos extremos.

i) [ 1 f = 0para todo arco cerrado I' contenido en A.

iii) f admite una antiderivada (o primitiva) en A, es decir, existe F : A — C analitica en A y tal
que F'(z) = f(z) para todo z € A.

Demostracion.

ii) = 1) Si y1 y Y2 son dos arcos contenidos en A que unen z; € A con z, € A entonces I’ = y; — 2

€S un arco cerrado, y por tanto
Y1 V2 Y1—V2 1

i) = ii) Al ser el arco I" cerrado, su opuesto —/" tiene los mismos extremos que I". Aplicando la

propiedad i) se obtiene
fr=fr=f = fo=o
r -r r r

iii) = 1) Por el teorema fundamental del Célculo (ya que F’ = f es continua por hipétesis).

i) = iii) Fijemos (arbitrariamente) un punto z¢ € A. Si z es un punto cualquiera de A, por ser A una
region hay un arco y contenido en A que une z¢g con z. Definimos entonces

ﬂ@=ﬁf

Notese que, en virtud de 1), F' no depende de la curva y C A que utilicemos para unir z¢ con z.
Probemos finalmente que F es diferenciable en todo punto z € A4, con F'(z) = f(z).Sie > 0, al

ser A abierto y f continua en A, existe 6 > 0 tal que | f({) — f(2)| < esi { € D(z;8) C A. Dado

un punto cualquiera w € D(z;§) distinto de z, sea L C D(z;6) C A el segmento que une Z con w.

Entonces se tiene:
F - F = —_ ol .
W) @ /y+L 4 /y ! /L f

Por el teorema fundamental del Calculo, w — z = [; d¢ (yaque 1 = '), y por tanto (w — z) f(z) =

f@) [pdt= [, f(z)d{. Luego

Fwo—ﬂm_f&ﬂzH%M—F@%%w—dfﬁﬂzL&f@ME—hf&MH
w2z ' lw —z| lw —z|

_ L@ - f@de _elwy)

B lw —z| lw—z|

5.2 Teorema de Cauchy

5.2.1 Teorema de Cauchy—Goursat

e Unarcocerrado y : [a,b] — C essimplesia <s <t <b = y(s) # y(1).



76 EL TEOREMA DE CAUCHY

Teorema de Cauchy (version original). Si y es un arco cerrado simple y f : C — C es analitica

con derivada continua en y y en el interior de y, entonces | f = 0.
4

Demostracion. Por el teorema de Green (orientando la curva en sentido antihorario, de modo que el
interior D de y quede a la izquierda de y), si f = u + iv se tiene

ffdz = /(udx—vdy)+i/(vdx+udy) = —/ (uy+vx)dxdy+if (ux —vy)dxdy =0,

Y Y Y D D

en virtud de las ecuaciones de Cauchy—Riemann. O
e Este resultado es insuficiente, ya que no hace falta suponer que f” sea continua (probaremos que

esta hipdtesis se deduce de la analiticidad de f). Ademads, el resultado es valido para arcos mucho
mds generales que los cerrados simples.

Teorema de Cauchy—-Goursat para un rectangulo. Sea R un rectdngulo cerrado con los lados pa-
ralelos a los ejes, y sea R la frontera de R. Si f : C — C es analitica en R se cumple:

f=o0.
oR

Demostracion. Orientemos dR en sentido antihorario (obviamente, el resultado es independiente de la
orientacién de dR). Si dividimos R en cuatro subrectingulos congruentes R® (i = 1,...,4) (también
orientados en sentido antihorario) entonces

/asziZ:;/aRmf’

ya que las integrales a lo largo de los lados interiores de los rectangulos R® se cancelan a pares. Por
tanto, existe k € {1, ..., 4} tal que

1
fuw 17317
AR ) 41 Jar
Llamemos R; = R®. Repitiendo indefinidamente el proceso anterior, obtenemos una sucesiéon de
rectangulos cerrados encajados R = R D Ry D Ry, D --- D Ry D Ry4+1 D ... tales que
1 1
fl=z- fl = fl1z— fl, VneN.
AR, 4 1Jor,—, AR, 4" | Jar

Ademéds, si P; y D; denotan respectivamente el perimetro y la diagonal del 7-ésimo rectinguloy P =
Py, D = Dy, se tiene:

P D
Pl':—., Dl’=—., VIGN
2! 2!
Por el teorema de encaje de Cantor, (| R, = {a},cona € R (yaque R, C A paratodo n). Nétese que
neN

Z€ER, = |z—a|<D,=2""D,

al ser a € R, cualquiera que sean € N. Si ¢ > 0, tomemos § > 0 suficientemente pequefio de modo
que f sea analitica en D(a;§) y ademds se verifique

|f@) = fl@)—(z-a)f'@)| <elz—al, YzeD@d). z#a.
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(Noétese que, por hipétesis, f es derivable en un entorno de cada punto de R.) Escojamos ahora n sufi-
cientemente grande para que D, = 27" D < §, de modo que R, C D(a; §). Nétese que, por el teorema

fundamental del Calculo,
/ dz = / z dz =0.
oR,, OR,,

AR[f&)—fW)—f%ﬂ&—ﬂﬂdz

De esto se sigue que

Ju?

n
<4

o=

< 4"/ elz—a||dz| <4"-27"De-P, =4"-27"De-27"P = PDe.
OR,

Como ¢ > 0 es arbitrario y PD es constante, el teorema estd demostrado. O

Teorema de Cauchy—Goursat generalizado. Sea a un punto interior a R, y supongamos que la

funcion f : C — C es analiticaen R\ {a}y Zli_%[(z —a) f(z)] = 0. Entonces / f=0.
OR

Demostracion. Sea Q C R un cuadrado con lados paralelos a los ejes coordenados de centro a y lado
[ > 0 suficientemente pequeiio de forma que que |(z —a) f(z)| < esiz € Q \ {a}. Prolongando los
lados de Q podemos subdividir el rectdngulo R en 9 subrectangulos Rg = Q, Ry, ..., Rg. Por tanto

8
/@)Rf:/zagf+; aR,-f'

1

La funcién f es analitica en cada uno de los rectingulos R;, ya que @ ¢ R; C R. Por el teorema de
Cauchy—Goursat faRi f=0sii =1,...,8,y por tanto

d 2
/f‘:/ f'<8/ dz] <eg---4] =8¢,
9R 30 30 |z —al /

lo que demuestra el teorema. O

5.2.2 Homotopia. Teorema de Cauchy. Teorema de la deformacién

e Sea A C C una regién, y sean y; y Y2 dos curvas continuas contenidas en A con los mismos
extremos 71,22 € A (21 # Z2), 6 dos curvas cerradas continuas contenidas en A. Diremos que
y1 es hométopa a y;» en A si se puede deformar de manera continua hasta transformarse en 5 sin
salirse de A. En el primer caso (homotopia de curvas abiertas con extremos fijos), los extremos
de todas las curvas deformadas han de mantenerse iguales a 71 y z2, mientras que en el segundo
(homotopia de curvas cerradas) todas las curvas deformadas han de ser cerradas.

e Es importante observar que el concepto de homotopia depende de la region A considerada. En
otras palabras, dos curvas hométopas en una cierta region A pueden no serlo en otra regién A’.

e Notese que un punto zg € A es una curva cerrada constante: y(t) = zo, V¢ € [a, b]. En particular,
[z, f =0 paratoda f.

Teorema de Cauchy. Sea y un arco cerrado homdtopo a un punto en una region A. Si f : A — C es
analitica en A se cumple
/f:& (53)
Y
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Idea de la demostracion. Supongamos, por sencillez, que y C A es un arco cerrado simple. Al ser y
homoétopo a un punto en A, es intuitivamente claro (y puede probarse rigurosamente) que el interior D
de y estd contenido en A. Dado & > 0, recubramos el plano con una malla de cuadrados cerrados Q; de
lados paralelos a los ejes de longitud § > 0, y denotemos por J el conjunto de indices tal que Q; C D
si j € J. (El conjunto J es finito, ya que D es acotado al ser la imagen del arco y un compacto). Puede
probarse que si § se escoge suficientemente pequefio se cumple

)7 Lo

donde 9Q es la fronterade Q = |J Q; orientada positivamente' . Por otra parte, es claro que
JjeJ

<e, (5.4

AQf=§: f (5.5)

jedJ 00;

(donde 0Q; es la frontera del cuadrado Q; orientada positivamente), ya que las integrales a lo largo de
los lados de los cuadrados Q; que no pertenecen a dQ se cancelan a pares. Al ser Q; C D C A para
todo j € J y f analitica en A, el teorema de Cauchy—Goursat implica que

f=0, Vjel,

00,
y por tanto de (5.4) y (5.5) se deduce que
/ fl<e.
14
Al ser ¢ > 0 arbitrario, el teorema esta demostrado. O

Definicion 5.4. Una region A C C es simplemente conexa si toda curva cerrada continua y contenida
en A es hométopa a un punto en A.

Ejemplo: C es simplemente conexo. Un disco abierto es una region simplemente conexa. Un disco
abierto sin uno de sus puntos no lo es. El plano complejo menos una semirrecta es simplemente conexo.

Aplicando el teorema de Cauchy a una regién simplemente conexa se deducen los dos corolarios
siguientes:

Corolario 5.5. Si A C C es una region simplemente conexay f : A — C es analitica en A entonces

Lf=&

para todo arco cerrado y contenido en A.

Demostracion. En efecto, si A es una regién simplemente conexa todo arco cerrado y contenido en A es
hométopo a punto en dicho conjunto, por lo que /. y f = 0 en virtud del teorema de Cauchy. O

Corolario 5.6. Si f : A — C es analitica en una region simplemente conexa A entonces f admite
una primitiva en A.

Demostracion. Por el corolario anterior, fy f = 0 para todo arco cerrado y contenido en A. Esto im-
plica que f tiene una primitiva en A, en virtud de la equivalencia ii) <= iii) del teorema sobre la
independencia del camino de la pag. 75. O

Puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que y estd orientada positivamente, ya que fy =0 f_y f=0.
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Con ayuda del teorema de Cauchy se prueba el siguiente resultado més general, de fundamental im-
portancia en el anélisis complejo:

Teorema de la deformacion. Sean y; y y» dos arcos homotopos en una region A, y sea f : A — C
analitica en A. Entonces se verifica
Ll 2

Idea de la demostracion. Supongamos, en primer lugar, que y1, y» C A son dos arcos homé6topos en A
con los mismos extremos z1 # z». Es intuitivamente claro que y; — y» es un arco cerrado hométopo a
un punto en A. Por el teorema de Cauchy,

lo que demuestra el teorema en este caso. Sean a continuacion y1, y» C A dos arcos cerrados hométopos
en A. Supongamos, por sencillez, que y; y y» son ambos simples y (por ejemplo) y; estd contenido en
el interior de y, (cf. la Fig. 5.1 izda.). Al ser ;1 y y» homoétopos en A, es intuitivamente claro que el
conjunto D limitado por ambos arcos estd enteramente contenido en A. Sean 21 € Y1y 22 € 2, ¥
llamemos L al segmento que une z; con z5. El arco L + y» — L — 7 es cerrado, estd contenido en A
(yaque L C D C A)y es hométopo a un punto en dicha region (cf. la Fig. 5.1 drcha.). Por el teorema

de Cauchy,
o | r= [ r=fr-[r=[r-] 71
L+y>—L—y L V2 L Y1 V2 Y1
lo que demuestra el teorema también en este caso. O
. .- -~ N
- ‘< N A
’ - Z-2 \\
1 \
- - \
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4 \
1 Y
1 1
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Figura 5.1: Arcos hométopos y; y y2 (izda.) y curva intermedia de la deformacién del arco cerrado
L + y» — L — y1 en un punto (drcha.).

Necesitaremos también la siguiente generalizacion del teorema de Cauchy, que se prueba utilizando
el teorema de la deformacién junto con el teorema de Cauchy—Goursat generalizado:

Teorema de Cauchy generalizado. Sea y : [a,b] — C un arco cerrado hométopo a un punto en una
region A, y sea zo € A\ v([a, b)]). Si f es analiticaen A\ {Zo}y l_i)m [(z = z0) f(2)] = 0 entonces
z—20

/yf:o.
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Idea de la demostracion. Si zg es exterior a la curva, entonces y es hométopa a un punto en la regién
A\{zo}, ¢ fy f = 0 por el teorema de Cauchy aplicado a dicha region. Si, por el contrario, z¢ es interior
a y, al ser dicha curva hométopa a un punto en A puede probarse que existe un cuadrado suficientemente
pequeiio Q C A centrado en Z¢ tal que y es hométopaa dQ en A\{zo}. Por el teorema de la deformacién
aplicado a f enlaregion A \ {zo},
[r=] r=o.
Y 90
donde la tltima igualdad es consecuencia del teorema de Cauchy—Goursat generalizado. O

5.3 Formula integral de Cauchy y sus consecuencias

5.3.1 Indice

e Siyesunarcocerradoy a ¢ y, definimos el indice de a respecto de y mediante

1 dz

n\y,a) = — .
(r.a) 27i yZ—a

e Si y es una circunferencia de centro a y radio r > 0 recorrida m veces en sentido antihorario
(y(t) =a +re't, cont € [0,2mm]) entonces

2mTm ire”
dt = m.

n(%a) = 2_3'[1 0 re”

Andlogamente, si y es la circunferencia de centro a y radio r > 0 recorrida m veces en sentido
horario,
n(y,a) = —m.

En virtud del teorema de la deformacidn, esto sugiere que n(y, a) es el niimero de vueltas que da
la curva y alrededor de a, contando como positivas las vueltas dadas en sentido antihorario.

Ejemplo: Si z es un punto exterior a una circunferencia (o a cualquier curva cerrada simple) y, entonces
(z —z0) ! es analiticaen A = C \ {zo} y ¥ es hométopa a un punto en A == n(y, z9) = 0, por el
teorema de Cauchy.

Proposicion 5.7. n(y, zo) es un entero. I

Demostracién. Supongamos, por sencillez, que y : [a,b] — C es C! en [a, b]. Si definimos

_ " Y
o= [ S

entonces n(y, Zo) = h(b)/(2xi). Por otra parte, i es derivable en [a, b] (el integrando es continuo, ya
que el denominador no se anula), y

TN y'(®) d —h() . .
W = o = (e D[y (1) zO]) —0, Vielab)].

Por tanto e~ )()/(t) — Zo) es constante en [a, b], de donde se deduce (al ser £(a) = 0) que

Z0¢Y
y(@) —z0 = e O (y(h) —z0) = e O (y(a) —z0) == e "® =1 — n(b) = 2nmi, neZ.

O
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5.3.2 Férmula integral de Cauchy

El siguiente resultado, que se prueba facilmente con ayuda del teorema de Cauchy generalizado, es uno
de los pilares del andlisis complejo:

Férmula integral de Cauchy. Sea f : A — C analitica en una regién A, sea y un arco homdétopo a
un punto en A, y sea a € A un punto que no esté sobre y. Entonces se verifica

n(r.a)- f(a) = ﬁ[ —y
V4

Demostracion. La funcion
f(2)— f(a)
gz) = z—a

z#a
(@), z=a
es analiticaen A4 \ {a}y Zli_r)r}l[(z —a)g(2)] = zli_r)r}l[f(z) — f(a)] = 0 (yaque f es continua en a al ser

derivable en dicho punto). Por el teorema de Cauchy generalizado,

_ f@ - f@ f(z) f(2) .
0—/)/g— : / dz — f(a )/ —a dz — f(a) - 2min(y, a).

Z—a Z—da

O

Si f : C — C es una funcién analitica en un abierto Ay z € A, podemos aplicar la férmula integral
de Cauchy a la circunferencia y de centro z y radio r suficientemente pequefio para que D(z;2r) C A,
ya que y es hométopa a un punto en D(z;2r) y, por tanto, en A. Si orientamos la circunferencia y
positivamente (en sentido antihorario) entonces n(y, z) = 1, y por tanto la férmula integral de Cauchy
permite expresar f(z) como
JACII

21'[1 yW—2

fz) =
Derivando esta férmula formalmente respecto de z bajo el signo integral obtenemos
k! f(w)
®)=— | ——— dw, VkeN. 5.6
106 = g | T S (56)

En particular, si se verifica (5.6) f es infinitas veces diferenciable en cualquier punto z € A. Veamos
a continuacién cémo se justifica rigurosamente la derivacion bajo la integral que conduce a la ecuacién
(5.6):

Lema 5.8. Consideremos la integral de tipo Cauchy

G(z)z/ i(i”)z dw.
Y

donde g : C — C es una funcién continua sobre un arco y (no necesariamente cerrado) y 7. ¢
y([a, b]). Entonces G es infinitas veces derivable en todo punto zo & y(|a, b)), siendo

GP(z9) = k!/ WLM dw. (5.7)
Y

_ Z0)k+1

Demostracion. La demostracién es por induccién sobre k.
i) Supongamos, en primer lugar, que k = 1. Sea z¢ ¢ y([a, b]), y definamos
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\/

y(la. b))

Figura 5.2: integral de tipo Cauchy

2n = min t)—2Zol| >0, M = ma H)l.
n te[a’b]ly() ol te[af;)]}g(y( )|

Nétese que n > 0y M < oo por la continuidad de y y g o y en el compacto [a, b]. Si z € D(zp;7n) con

Z # Zo se tiene
G(z) — G(zo) :/ 1 [ 1 3 1 ]g(w) dw.
%

Z—20 Z—Z20 LW—2 w — 20

Pero

1 [ 1 1 ]_ 1 o —z0 1 (H_z—zo)
z—zolw—z w-zo] W-2)w—-2z0) W-2z02w—-2z (w—20)?2 w—z )

(5.8)
Si w estd sobre la curva y, por definicién de M y 7 se tiene:
lgw)lsM. |w—zol=2n., |w-2z|=n
Por tanto
‘G(Z) —G(zo0) g(w) w‘ — 1z - zol / g(w) dw'
Z—20 y (W —20)? (w—z0)*(w—2)
M i(y)
< |z —2zol- — 0.
4n*-n z-z0
ii) Supongamos ahora el lema cierto para k = 1,...,n — 1, y probémoslo para k = n. Veamos, en

primer lugar, que G~ es continua en zg € C \ y([a, b]). En efecto, por la hipétesis de induccién se

tiene
g(w)
_ Z)n

Multiplicando la primera identidad (5.8) por 1/(w — z)" ! se obtiene

G V)= @n- 1)![( dw .

1 _ 1 n Z—20
w—2)"  (w-2)""(w-z0) (w—2)"(w—2z0)

y por tanto
60 -6 Ve = - 11| [ i dw = [ S
y >
g(w)
+ -1 (z—- ZO)/y 0 —2)"(w —29) dw. (5.9)
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Por la hipétesis de induccion aplicada a g(w)/(w — zo) (que también es continua sobre y, ya que Zo ¢

y([a, b])), 1a funcién
/ g(w) dw
y (w— )" Hw — zo)

es derivable, y por tanto continua, si z € C \ y([a, b]), lo cual implica que el término entre corchetes
en el miembro derecho de (5.9) tiende a 0 si z — Zz¢. En cuanto a la integral que aparece en el segundo
término del MD de dicha ecuacion, procediendo como en el caso k = 1 se demuestra que

g(w) MI(y)
—Z)”(w —ZO) dw' S znn+1 ’

Vz € D(zo:m),

lo que prueba que el segundo término del MD de (5.9) también tiende a 0 si z — Zop.
Veamos, por dltimo, que G ™~ es derivable en zg. En efecto, si z € D(zo; 1) \{zo} dividiendo (5.9)
por Z — Zo se obtiene

G V(@) -G V(zg)  (n—1)! [ f g(w) / g(w) }
Z—20  z-20 (w—2z)"Y(w— Zo) (w —zo)"
w)

g(
+(n_1)!/y ST dw. (5.10)

De nuevo por la hipétesis de induccién aplicada a g(w)/(w — zg), cuando z — z¢ el primer término del
MD de esta identidad tiende a

g(w) o g(w)
/ (w—2)" 1w — zo) dw = (v 1) ‘ [ (w—2)(w — 2o) dw

= (n—l)(n—l)!/ S au.
14

En cuanto al segundo término de (5.10), de lo probado anteriormente sobre la continuidad de G #=1(z0)
aplicado ahora a la integral de tipo Cauchy

/ g(w) dw
y (W —2)"(w — zo)

se sigue que esta ultima integral es una funcién continua en zg, y por tanto tiende a

/ g(w)
(w— Z())"Jrl

cuando z — Zg. De lo anterior se sigue que G =1 es derivable en z¢, siendo

s (w) (w)
G™(z0) = (1 — 1)(n — 1)'[( et —1>'/(wgw

—Zo)n+1
gw)
B n'/ (w— Zo)”Jrl

5.3.3 Formula integral de Cauchy para las derivadas

A partir del lema anterior es fécil probar el siguiente teorema, que generaliza la férmula integral de
Cauchy a las derivadas de todos los érdenes de una funcién analitica:
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Férmula integral de Cauchy para las derivadas. Sea f : A — C una funcion analitica en una
region A. Entonces f es infinitas veces derivable en cualquier punto de A. Ademds, si y : [a,b] — A
es un arco cerrado homdtopo a un puntoen Ay zo € A\ y([a, b)) se verifica

n(y.z0) - f®(z0) = / W @ 4y keN. (5.11)

—Zo)k‘H

Demostracion. Sea zg € A\ y([a, b]), y sea D cualquier entorno de zo contenido en A que no corte
a y (por ejemplo, el disco D(z¢;n) definido en la demostracién del lema anterior). Al ser n(y, z) una
integral de tipo Cauchy (con g = 1/2mi), es una funcién continua de z para todo z € D, y como es un
ndmero entero ha de ser constante en dicho entorno. Por tanto, si

1
Foy = [/® 4, zeb.
27 yW—2

entonces (en virtud de la férmula integral de Cauchy)

F(z) =n(y.2) f(2) = n(y.20) f(2), VzeD. (5.12)

Como F es también de tipo Cauchy, aplicando las ecs. (5.7) y (5.12) se obtiene

k!
FO@ = o | (w]—p(% dw =n(r.20 /D), VzeD.

Haciendo z = z¢ se deduce (5.11). O

A partir del teorema anterior se prueba facilmente la siguiente propiedad fundamental de las funcio-
nes analiticas:

Teorema 5.9. Si f : C — C es analitica en un conjunto arbitrario C, entonces f es infinitas veces
derivable en todo punto de C.

Demostracion. Dado un punto z € C, basta aplicar el teorema anterior en un entorno A de z en que f
sea analitica. O

El resultado anterior permite probar ficilmente el siguiente teorema, reciproco (parcial) del teorema
de Cauchy:

Teorema de Morera. Si f : C — C es continua en una region Ay fy f = 0 para todo arco cerrado
y contenido en A, entonces f es analitica en A.

Demostracion. El teorema acerca de la independencia del camino implica que existe F : C — C
analitica en A4 tal que f = F’ en A. Como F es analitica en A, es infinitamente derivable en dicha
region, y por tanto f/ = F” existe en todo punto de A. O

Ejercicio. (Es cierto el resultado anterior si sélo suponemos que fy f = 0 paratodo arco cerrado y C A
homdtopo a un punto en A?
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5.3.4 Teorema de Liouville

La férmula integral de Cauchy para las derivadas permite probar las siguientes desigualdades satisfechas
por el médulo de las derivadas de una funcién analitica:

Desigualdades de Cauchy. Sea f analitica en una region A, seaa € A, y supongamos que D (a; R) C
A. Si M(R) = max |f(z)| se verifica
|lz—

k!
rP@)| < MR, VE=01.2.

Demostracion. Noétese, en primer lugar, que la existencia del mdximo de | f| en la circunferencia esta ga-
rantizada, al ser dicho conjunto compacto y f continua (por ser analitica en A). Si y es la circunferencia
de centro a y radio R orientado positivamente, entonces y es hométopo a un punto en A y n(y,a) = 1.
La férmula integral de Cauchy para la k-ésima derivada proporciona entonces

k! k! M(R k!
)f(")( )(— ‘/( /) z‘ —/Hzl_f&km ()2nR:ﬁM(R).

7 — a)k+1 27t a|k+1 2 Rk+1

O

A partir del resultado anterior se demuestra el siguiente teorema, esencial para el estudio de las pro-
piedades globales de las funciones analiticas:

Teorema de Liouville. Si f : C — C es entera (es decir, analitica en todo C) y | f| estd acotado en
C, entonces f es constante.

Demostracion. La hip6tesis implica que existe K > 0 tal que | f(z)| < K paratodoz € C.Sia € C, al
ser f analitica en todo C podemos aplicar la desigualdad de Cauchy para la primera derivada a cualquier
disco cerrado D (a; R), obteniendo

M(R K
| /()] < ( ) K VR >0.
R
Como la desigualdad anterior es valida para todo R > 0 de ella se deduce que | f'(a)| = 0 para todo
a € C. Al ser C conexo, f ha de ser constante en C. O

El teorema de Liouville proporciona una de las demostraciones mas sencillas del teorema fundamen-
tal del Algebra:

Teorema fundamental del Algebra. Un polinomio de grado n = 1 tiene al menos una raiz en C. I

Demostracion. Sea p(z) = Z?:o a;z', cona, # 0yn = 1.Si p no tuviera ninguna raiz, la funcién
f = 1/ p seria entera. Probaremos que esto es imposible demostrando que en tal caso f seria también
acotada en C y no constante, en contradiccion con el teorema de Liouville.

Para probar que f estd acotada, nétese que si z # 0

ap— a
p@)| = |zI" (|an|—ﬂ ----- | °n')-
|z] |z]
Como ||Tnk|k T)O (k=0,...,n—1),existe M > 1 tal que
il zZ|—o00
2> M o= L lal

|Z|n—k 2n
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Luego
a a a
2> M = [p@)] > 2" (lan] —n . Gnl) = ol anl
2n 2 2
y por tanto
2
2> M = |fE)] <
|an|

Por otra parte, al ser f por hipétesis analitica (y por tanto continua) en el disco cerrado de centro 0 y
radio M, existe ¢ > 0 tal que | f(z)| < ¢ si |z] < M. (Recuérdese que toda funcién g : R” — R
continua en un conjunto compacto K C R” esta acotada en K.) Por tanto, hemos probado que

1 2
|f(Z)|=mSmax(m,c), vz e C.

Esto contradice el teorema de Liouville, al ser f = 1/ p entera y no constante (p no es constante, ya que
an #0yn=1). O



Capitulo 6

Representacion de funciones analiticas
mediante series

6.1 Series de potencias. Teorema de Taylor

6.1.1 Sucesiones y series de niimeros complejos

Definicién 6.1. Una sucesién de nimeros complejos {z, }ow, convergeaz € C ( <= lim z, = 2)
n—o0

si

Ve>0, IN € N tq. nZN:>|zn—z|<e‘.

e Notese que la definicion es idéntica a la del caso real, reemplazando el valor absoluto (o la norma)
por el médulo.

Propiedades:
1) lim z,, siexiste, es Gnico.
n—>oo
ii) lim z, =z=x+iy < lim Re(z,) = x, lim Im(z,) = y.
n—-oo n—>00 n—>o00
i) lim z, =2z, lm w, =w — lim (z, + wy) =z 4+ w, lim zZ,w, = zZw.
n—>00 n—>0o0 n—>0o0 n—00

. . . . Z <
iv) Si, ademds, w, # 0 paratodon € Ny w # 0, entonces lim —— = = .
n—-00 Wy w

e Criterio de Cauchy:

| li)m In<=Ve>0, ANeN tq. nm=N = |2, — Zm| < e€|.
n o0

Demostracion.
=) |zn —2Zm| < |zn — 2l + |zm — 2|

) zn = xp +iyn = [Xn — Xm| < |2Zn = Zmls Y0 — Yml < |20 —2Zm| = {xn}yozo=1 y {J’n}yozo=1
convergentes (sucesiones reales de Cauchy) = {z,}o—, convergente. O

o0 o0
Definicion 6.2. La serie Z Zr converge a s € C ( — Z = s) si la sucesién de sumas
k=1 k=1

parciales {37 _, z¢} ., converge as, es decir
o0 n
=5 <= lim =s.
2 i D <k

87
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o0
° convergente lim = 0. En efecto
D gente = lim z, :
k=1
n n—1 n n—1
i, 2 =n1;ngo(ZZk—ZZk) =l 2w lim )z =s -5 =0,
k=1 k=1 k=1 k=1
o0 o0
Definicion 6.3. Se dice que Z Zx es absolutamente convergente si Z |zx| es convergente.
k=1 k=1

[e.e]
Proposicion 6.4. Si Z Zk es absolutamente convergente entonces es convergente.
k=1

Demostracion. Es consecuencia del criterio de Cauchy, ya que si (por €j.) m > n se tiene

m n m m m n
D=y k= D0 < Yl =D k=) lzkl|-
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 k=1 k=1

6.1.2 Sucesiones y series de funciones. Convergencia uniforme

Definicion 6.5. Una sucesion de funciones f, : A — C definidas en un conjunto A C C (n €
N) converge puntualmente a una funcién f en A si para todo z € A existe lim f,(z) = f(2).
n—oo

Andlogamente, la serie de funciones Y 72, fi converge puntualmente a la funcién g en A si existe
> ke Ji(z) = g(z) paratodo z € A.

Definicién 6.6. La sucesion de funciones { f, },—; definidas en A converge uniformemente a / en A
si

’Vs>0, AN eN tq. n=N = |fn(z)— f(2)] <e, paratodozeA‘.

2 . . ., . o0
Andlogamente, Y g ; fx converge uniformemente a g en A4 si la sucesién de funciones {ZZZI fk}n=1
converge uniformemente a g en A, es decir si

n
Ve>0, 3NeN tq. n>=N = ka(z)—g(z) <eg, paratodo z € A|.
k=1

e Obviamente, si una sucesion 6 serie de funciones converge uniformemente a una funcién f en A
entonces dicha sucesion o serie converge puntualmente en A a la misma funcién. Sin embargo, la con-
vergencia puntual de una sucesion o serie de funciones no implica, en general, su convergencia uniforme.

e Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme: {f,} -, converge uniformemente en A4 si y
s6lo si

’Vs>0, AN e N tq. n,m=2N = |fu(2) — fm(2)] <&, paratodozeA‘.

Demostracion. En primer lugar, es claro que la convergencia uniforme de f;, a f en A implica el criterio
de Cauchy. Para demostrar el reciproco nétese que, por el criterio de Cauchy para sucesiones numéricas,
la sucesion { f,}52, converge puntualmente a una funcién f en A. Haciendo tender m a infinito en
la condicion de Cauchy uniforme se prueba que si n = N entonces | f,(z) — f(z)| < & para todo
z €A O
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o0
Anélogamente, la serie ) f; converge uniformemente a una funcién g en A siy sélo si
k=1

m
Ve>0, 3NeN tq. m>n=N —= Z fr(@)| <&, paratodo z € A.
k=n+1

Criterio M de Weierstrass. Sea f; : A C C — C (k € N) una sucesion de funciones, y supongamos
que | f1(2)| < My paratodo z € Ay paratodok € N. Sila serie numérica y z.; My es convergente,
entonces Y pe fx converge absoluta y uniformemente en A.

Demostracion. Dado ¢ > 0, por el criterio de Cauchy para series numéricas existe N € N tal que

m
m>n=N — Z M| <e.
k=n+1
Pero entonces
m m m m
m>n=N = | Y f@|< D 1@l Y My=|) M<e VzeA.
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

Por el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme, Y po; fx converge absoluta y uniformemente
en A. O

e Si {fn}n—, converge uniformemente a f en Ay fy, : A — C es continua en A paratodon € N,
entonces f es continua en A. Andlogamente, si f, es continua en 4 para todon € Ny > 22, fx
converge uniformemente a g en A entonces g es continua en A.

La demostracién de este resultado es idéntica a la del caso real, sin mds que reemplazar el valor absoluto
por el médulo.

Lema 6.7. Sea fy continua en A para todon € N. Si { f,}—, converge uniformemente a f en un arco

Y com‘enido en A entonces
lim = = lim .
n»ooz;ﬁ1 L:f dén—mofh

En particular, si fy es continua en A paratodok € Ny Y 22 fi converge uniformemente en y se tiene

fyifk=§:1/yfk-

k=1

Demostracion. En primer lugar, nétese que f es continua en y C A al ser uniforme la convergencia de
fna f en A,y por tanto existe la integral fy f.Dado e > 0, existe N € N tal que | f,(z2) — f(2)] < ¢
paratodo z € y yn = N. Entonces se tiene:

e

Definicion 6.8. Diremos que una sucesion de funciones f, : C — C converge normalmente en un
abierto A C C a una funcién f si f, — f uniformemente en cada disco cerrado contenido en A.
Andlogamente, la serie de funciones Y g, fn converge normalmente a g en A4 si la sucesién de sumas
parciales Y y_; f» converge uniformemente a g en cada disco cerrado contenido en A.

n=N —

[ —f)‘ < [1h@) - szl < el0).
Y V4

O
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Evidentemente, si A C C es abierto se cumple
fn — f uniformementeen A — f;, — f normalmenteen A — f, — f puntualmente en A

y analogamente

o0
Z fn — g uniformementeen A — Z fn — g normalmente en A
n=1 n=1
o0

— Z fn — g puntualmente en A,
n=1

siendo por supuesto g = Y oo 1 fr.

Teorema de la convergencia analitica. Sea {f,},—, una sucesion de funciones analiticas en un
abierto A tales que f, — [ normalmente en A. Entonces f es analitica en A, y f, — f’ normal-
mente en A.

Demostracion. En primer lugar, por ser uniforme la convergencia de f,, a f en discos cerrados con-
tenidos en A, f es continua en cada disco cerrado contenido en A4, y por tanto es continua en A. Sea
D(a;r) C A. Siy esun arco cerrado contenido en D(a;r) entonces

f, 7 =m, [ 5 =0

por el Lema 6.7 y el teorema de Cauchy (f, es analitica en D(a;r) C Ay D(a;r) es simplemente
conexo). Por el teorema de Morera, f es analitica en D(a; r), y por tanto en A.

Para probar que f,/ — f’ uniformemente en D (a;r), ndtese que existe R > r tal que D (a; R) C A.
Dado ¢ > 0, existe N € N tal que | f,,(w) — f(w)| < e paratodow € D(a;R)yn > N.Siz € D(a;r)
y y es la circunferencia de centro a y radio R (orientada positivamente) se tiene entonces, por la férmula
integral de Cauchy para la primera derivada:

/fn(w)—f(w) < L€ _ R

[ fi@) = (@) = w22 SRR G

Vn = N.

Corolario 6.9. Sea > 3=, gx una serie de funciones analiticas en un abierto A normalmente conver-
gente a una funcion g en A. Entonces g es analitica en A, y Z,C;ozl g}c converge normalmente a g’ en
dicho abierto.

En particular, nétese que

d o0 o
D8k =) 8@ end
T k=1 k=1

en otras palabras, si se cumplen las hip6tesis del corolario precedente la serie se puede derivar término
a término en A.

6.1.3 Series de potencias

Una serie de potencias centrada en z¢ € C es una serie del tipo

Y arz—zo)f.  ageC (k=0.1...). (6.1)
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Teorema de Abel. Para toda serie de potencias (6.1) hay un R tal que 0 < R < 0o, llamado el radio
de convergencia de la serie, que cumple:

i) La serie converge absoluta y normalmente para |z — Zo| < R.

ii) La serie diverge si |z — zo| > R.

iii) Si R > 0, la suma de la serie es una funcion analitica en el disco de convergencia D(zy; R),
cuya derivada se obtiene derivando término a término la serie dada.

Demostracion. Claramente, de 1) y ii) se sigue que R, si existe, es Ginico. Probaremos que
R=supl, I ={r=0:{|as| r"},—, acotado}.

Nétese que si {|a,|r"},—, estd acotado también lo estd {|an| p"};—, para todo p < r, por lo que el
conjunto I es un intervalo con extremo inferior en 0. En particular, R = 0o si {|an| r" }ne estd acotado
para todo r = 0. Con esta definicién, la parte ii) es trivial: en efecto, si |z — zg| > R la sucesion

{lanl |z — zol"}s =y = {lan(z — 20)" [}neo
no esta acotada (ya que |z — zo| ¢ /), y por tanto el término general de la serie no tiende a cero cuando
n — oo.

Para probar 1), nétese en primer lugar que si R = 0 la serie diverge para todo z # z¢, y no hay nada
que probar. Supongamos, por tanto, que R > 0,y sea0 < r < R. Entonces r € I (por definicién de
supremo), y (de nuevo por la definicién de supremo) existen r < p < Ry M > 0tal que |a,|p" < M
para todo n. Si |z — zo| < r se tiene:

|z —zol\" r\"
|an<z—zo>"|=|an|p"(— <m(l).
p p

Por el criterio M de Weierstrass, la serie Y 2, an(z — zo)" converge absoluta y uniformemente en
D(zo;7); en particular, converge absolutamente en D(zo; R). De lo anterior también se deduce que la
serie converge uniformemente en cada disco cerrado contenido en D(zo; R), ya que todo disco cerrado
contenido en D(z¢; R) estd contenido en algtin disco cerrado centrado en zo de radio menor que R. Esto
demuestra el apartado i). El apartado iii) se sigue entonces del teorema de la convergencia analitica. [

o FEl radio de convergencia de la derivada de una serie de potencias es igual al radio de convergencia
de la serie.

o0
En efecto, por el teorema de Abel, basta ver que la serie Y kag(z — Zo)k ~1 diverge si |z — zo| > R,

k=1
00

siendo R el radio de convergencia de la serie original ) ap(z — z,o)k . Y, en efecto,
k=0

klag 1z —zol* ' = |z —zo| ™" K lag| |z — zol* = |z — zo| ' - lak| |z — zol* .

Por definicién de R, el dltimo término no estd acotado cuando |z — zo| > R. Luego el término general
de la serie Y po kag(z — 20)*~1 no tiende a cero si |z — zo| > R, por lo que dicha serie diverge si
|z — 2ol > R.

Aplicando repetidamente el teorema de Abel y el resultado anterior se obtiene el siguiente
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o0
Teorema 6.10. Sea 0 < R < oo el radio de convergencia de la serie f(z) = Y ap(z — zo)k.
k=0
Entonces [ es infinitas veces derivable en D(zg; R), y se cumple
fP@) = Z k(k = 1)+ (k —n + Dag(z — z0)* ™"
k=n
o0

= > (k+mk+n—1-(k+ Dagen(z —20). VneN, Vze Do R),

k=0
siendo el radio de convergencia de todas estas series de potencias igual a R. Ademds, los coeficientes
an vienen dados por

(n)
nzf—EZO), Vn=0,1,2,....
n!

Corolario 6.11 (unicidad de las series de potencias). Si existe r > 0 tal que
o0 o0
Y oak(z—z0f =) b(z—z0*,  VzeD(zo.r),
k=0 k=0

entonces ay = by paratodok =0,1,2,....

Demostracion. ay = by = f%®(z0)/k!, siendo f(z) la suma de cualquiera de las dos series. O

e Los criterios del cociente y de la raiz son vdlidos en el campo complejo. En efecto, consideremos la
serie Y peo Zk, Y supongamos que existe (0 vale +00) limy—o0 |Zn+1|/ |2n| = ¢. Sic < 1 la serie de
reales no negativos Y p, |2k | es convergente, por lo que la serie Y zo o Zx converge absolutamente. Si,
por el contrario, ¢ > 1 (0 ¢ = 400) entonces |z,| no estd acotado para n — oo, por lo que la serie
Y reo 2k diverge (su término general no tiende a cero si n — o0). El criterio de la raiz se establece con
un razonamiento andlogo.

a a
e Si existe (0 vale +00) lim jan] , entonces| R = lim [an] .
n—00 |ay 41 n—00 |dp41|

Andl te, si existe l lim 4/ t R=1/ lim ¥ .
ndlogamente, si exi (ovae—l-oo)nl)Oo |an| entonces /nl>oo lan|

o0
Probemos, por ejemplo, la primera férmula. Por el criterio del cociente, si z # zo laserie Y ag (z—z0)¥

. k=0
converge si
jan+1l1z = zo|"*! . lant1]
— = |z — 20| lim 1,
n—oo l|au||z — zZol n—oo |ay|
y diverge si
|z — zo| lim lan1] 1.
oo |ap|

Andlogamente (aplicando el criterio de la raiz) se prueba la segunda férmula.

e FEl radio de convergencia R de la serie de potencias 2120:0 arg(z — Z,o)k se puede calcular mediante

la formula de Hadamard
R = 1/limsup V/|ax||.
n—>o0

Nota: six, = 0paratodon € N,

lim sup x, = hm sup{xg : k = n}.
n—>00
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El limite superior siempre existe, vale infinito si y s6lo si {x}o— no estd acotada superiormente, y
coincide con el limite ordinario cuando dicho limite existe.

Ejemplo 6.12. Consideremos la serie geométrica de razén z € C, dada por Y %o, z¥. Se trata de una
serie de potencias centrada en zg = 0y de radio de convergencia 1 (ya que a, = 1 para todo n). Por
tanto la serie es absolutamente convergente si el mddulo de la razén es menor que uno, y divergente si
es mayor que uno. Este resultado se puede probar de forma mas elemental observando que si |z| > 1 el
término general de la serie no estd acotado (su mddulo tiende a infinito para n — o0), por lo que la serie
es divergente. Por el contrario, si |z| < 1 entonces la n-ésima suma parcial de la serie estd dada por

n 1
Yok = 2 !
— l—z nooo 1—7'

n+1

ya que |z| —— O al ser |z| < 1. Nétese que la serie geométrica es divergente en todos los puntos
n—>00

de la frontera de su disco de convergencia, ya que si |z| = 1 el término general de la serie es de médulo
1, y por tanto no tiende a cero si k tiende a infinito. En definitiva,

s 1
szz—, lz| < 1.
1—-z

k=0

6.1.4 Teorema de Taylor

En la subseccién anterior hemos visto que la suma de una serie de potencias es una funcion analitica en
su disco de convergencia. Probaremos a continuacién que, reciprocamente, una funcién analitica en un
disco abierto puede representarse mediante una serie de potencias convergente en dicho disco:

Teorema de Taylor. Si f es analitica el disco D(zo;r) (conr > 0), entonces [ admite el desarrollo
en serie de Taylor

(k)
f@) = Z A (ZO) —z0)%,  VzeD@or). (6.2)

Ve ~
/ ¥ N
/ U
/ \
! \D( )
"
l | 7
\ /
\ /
\ /
\\ //

Figura 6.1: teorema de Taylor

Demostracion. Fijemos un punto cualquiera z € D(zg;7), yseap > Otalque |z —zo| < p <r.Siy
es la circunferencia de centro z¢ y radio p (orientada positivamente) se tiene, por la férmula integral de

Cauchy: | )
w
@) =5 [y g
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Por otra parte,

1 1 o 1 i(z—zo)k
w—z Ww-zo+20—2 wW-201_ 220  w—z = \w—2z0

w — 20

Notese que la serie geométrica del miembro derecho es convergente, yaque w € y = |2 — Z¢| < p =
|w — zo]- Como f(w) es analitica en y, estd acotada en y (al ser y un compacto), por lo que

Z—20 k
o

M

p

k
Z—20
w — 20

S (w)

w — 2o

, Ywey.

o0

. .. . . —z0 1k

La serie numérica (es decir, independiente de w) % > ‘M‘
k=0

geométrica de razon menor que 1). Por el criterio M de Weierstrass, la serie

es convergente (se trata de una serie

g(w) = Z S(w)

Z—20 k
w— 20 w — 20

converge uniforme y absolutamente en y. Integrando término a término (cf. el Lema 6.7) obtenemos

1) = 5 [ sman = - 12 [t et v

=Z(z—z )k 1 / w U dw:ZM(Z—ZO)k,

(0 — 7 )k+1 !
Zo) k=0 k .
por la féormula integral de Cauchy para la k-ésima derivada. O

Sea f analitica en un abierto no vacio A C C. Si zg € A # C, definimos la distancia de z¢ a la
frontera dA de A por
d(zo; 04) = inf{|z — zo| : 2 € 04} .

Es fécil probar que d(z¢;04) € (0,00). Si A = C, cuya frontera es el conjunto vacio, por convenio
diremos que dicha distancia es infinita. Claramente, el disco abierto de centro z¢ y radio d(z¢; dA4) estd
contenido en A. Aplicando el teorema de Taylor a dicho disco se obtiene el siguiente

Corolario 6.13. El radio de convergencia de la serie de Taylor centrada en 7oy € A de una funcion f
analitica en A es mayor o igual que la distancia de z a la frontera de A.

e FEl radio de convergencia de la serie de Taylor de f (6.2) puede ser estrictamente mayor que
d(zg; dA). Por ejemplo, esto ocurre si f(z) = Logz y zo = —1 + i (véase el siguiente ejercicio).

Ejercicio. Probar que la serie de Taylor de Log z centrada en —1 + i tiene radio de convergencia ~/2,
mientras que la distancia de —1 + i a la frontera de la regién de analiticidad de Log es igual 1. ;A qué
funcién converge la serie de Taylor anterior en D(—1 + i; v/2)?

Solucion. La funcién f(z) = Logz es analiticaen A = C \ (R~ U {0}), por lo que 94 = R~ U {0}. Si
zo = —1 + 1 entonces
d(zo:0A) =1=d .

Por otra parte,

f/(z)=% — f”"(z):(—l)k—l@, k=1,2,....
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Por tanto la serie de Taylor de f centrada en z¢ es

_)kl

f(z) = Log(z) = Logzo + Z ¢l e (z — zo)¥ (6.3)
0

3m

(nétese que Log(zo) = 5 log2 + ==
radio de convergencia de esta serie es

, aunque este hecho no es importante). Por el criterio de la raiz, el

R = lim \/k|zo[k = |zo| lim Vk =|z¢| =+v2>d =1.
k—o00 k—o00

La serie de Taylor de Log centrada en zo = —1 + i converge a F(z) = logg o) €n D(zo; v2). En
efecto, f y F claramente coinciden en D(z¢; 1), por lo que

F(k)(ZO) = f(k)(Zo), k=0,1

Por tanto la serie de Taylor de F centrada en 7 coincide con la de f. Como F es analitica en el disco
D(z0:v/2), F(2) es igual a la suma de su serie de Taylor, es decir a la suma de la serie (6.3), en dicho
disco.

Proposicion 6.14. Sea f analitica en A, sea 7o € A, y supongamos que f no estd acotada en el disco
de centro 7o y radio d(zo; 0A). Entonces el radio de convergencia de la serie de Taylor de f centrada
en 7o es exactamente igual a d(z¢; 04).

Demostracion. Sea R el radio de convergencia de la serie de Taylor de f centrada en z¢, y supongamos
que R > d(z9;04) =d. Si

(k)
F()—Zf G0) gk, -zl <R,

entonces F = f en D(zg:;d). Por otra parte, F estd acotada en D(zo;d), ya que este disco cerrado
es un conjunto compacto enteramente contenido en D(zo; R), y F es continua (analitica) en este ultimo
disco. En particular, F estd acotada en el disco abierto D(zo;d). Pero esto contradice la hipétesis, ya
que F = f en D(zo;d). d

6.1.5 Ceros de funciones analiticas

En esta subseccion resumiremos algunas propiedades fundamentales del conjunto de los ceros de una
funcién analitica.

Proposicion 6.15. Sea f : C — C una funcion analitica en un punto a € C, y supongamos que
f(a) = 0. Entonces o bien f se anula idénticamente en un entorno de a, o bien f no se anula en un
entorno reducido de dicho punto.

Demostracion. Si f es analitica en a entonces f es derivable en un cierto entorno D(a;r) = D de a.
Por el teorema de Taylor,

f(Z)ZZCk(Z—a)k, |z —al <r.

k=1

Si los coeficientes ¢; son todos nulos, entonces f = 0 en D. En caso contrario, existe n € N tal que

CO=."=C”—1=O’ Cn7é0,
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y por tanto

f(Z)—ZCk(z—a)k (z—a)" ch+n(z—a) =@z-a)'g). lz—al<r.

k=n k=0

La funcién g(z) es analitica en D (ya que es la suma de una serie de potencias convergente en D), y
g(a) = ¢, # 0. Al ser g continua en a, existe 0 < § < r tal que g(z) # 0 paratodo z € D(a;d). En
particular, f(z) = (z —a)"g(z) no se anula en el entorno reducido D(a; ) — {a} de a. O

e Sea, como antes, f analitica en a € C y no idénticamente nula en un entorno de dicho punto. Si
f(a) = 0, por el lema anterior existe n € N tal que

f@)=(z—-a)"¢g(2),

con g analitica y no nula en un entorno de a. Ademds, en este caso se tiene

fla)=--= f("_l)(a) =0, f(n)(a) £0,
dado que f®)(a) = klck. Se dice entonces que f tiene un cero de orden 1 en a.

e Con ayuda de la proposicién anterior se puede probar la siguiente propiedad fundamental de las fun-
ciones analiticas, que es la base del principio de prolongacién analitica:

Teorema 6.16. Si f : C — C es analitica en una regiéon A, y f se anula en un entorno de un punto
Zo € A, entonces f es idénticamente nula en todo A.

6.2 Series de Laurent. Teorema de Laurent

6.2.1 Series de Laurent

Una serie de la forma

f2)= Z o wof (6.4)

es una serie de potencias en la variable w = (z — ZO)_I. Por tanto, si p es el radio de convergencia de
esta serie de potenciasy R = 1/p (con 0 < R < 00), la serie (6.4) converge si |z — zg| > R y diverge
si |z — zo| < R, siendo la convergencia de la serie absoluta y uniforme en el exterior de cualquier disco
D(zo:;r) con r > R. Ademas, la funcién f es analitica en la regién de convergencia |z — Zo| > R, ya
que es la composicion de la serie de potencias g(w) = Y pey b wk, analitica para |w| < p = 1/R, con
la funcién h(z) = (z — zo) L.

Consideremos a continuacion la serie mds general

oo

f2) = Z(Z )+Zak<z—zo> Y ar(z—zo). 6.5)

k=—o0

La primera serie convergerd absolutamente a una funcién analitica para |z — z¢| > Rj, y la segunda si
|z — zo| < R». Por tanto, f estard definida y serd analitica en la corona circular

C(zo; R1,R2) = {z : Ry < |z — 20| < R2},

llamada corona de convergencia, siempre y cuando 0 < R; < Ry < oco. Ademds (por los resultados
sobre series de potencias) la convergencia de ambas series (6.5) es absoluta y uniforme en toda subcorona
cerrada contenida en C(z¢o; Ry, R2). Una serie del tipo (6.5) se denomina serie de Laurent centrada en
Z0-
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Proposicion 6.17. Si la serie de Laurent

o0

f@ =) az—z0"*

k=—o00

converge en la corona C(z9: R1, R2) (con 0 < Ry < Ry < o0) entonces se tiene:

1
= [ —LE 4 vnez|,

271 Vr (Z —Zo)"+1

siendo yy la circunferencia de centro zo y radio r (con Ry < r < R3) orientada positivamente.

Demostracion. En efecto, por definicion de f se tiene:

1 @ / k—n—1
— d
2311 . z— Zo)”‘H 2m . Z ax(z — zo) Z.

La serie bajo el signo integral es una serie de Laurent convergente en la corona C(z¢; Ry, R2), y por
tanto converge uniformemente en la circunferencia y, (por las propiedades de las series de Laurent).
Aplicando el Lema 6.7 se obtiene:

L Ldz: Z ak-i, (z—z.o)k_”_1 dz.

27 Jy, (2 —zo)* ! el 2mi J,,

Por el teorema fundamental del Célculo, para todo entero j # —1 se tiene

, d | (z—z9)/ !
(z —2z0) dz :/ — % dz =0,
Yr Yr dz J +1
y por tanto
L Ldz—a L dZ —a.n( Z)—a
i ) 2 —Zo)n+1 "o ) 2 — 20 n Yr, <0 n-
O
Corolario 6.18 (unicidad de las series de Laurent). Si
o o0
Y az—z20"= ) -z, Ry <|z—2z0| < R2, (6.6)
k=—00 k=—o00

entonces ay = cy para todo k € 7.

6.2.2 Teorema de Laurent

Por lo visto anteriormente, las series de Laurent son funciones analiticas en su corona de convergencia.
Reciprocamente, probaremos a continuacién que una funcién analitica en una corona es la suma de una
serie de Laurent:
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Teorema de Laurent. Sea f una funcion analitica en la corona C(zg; R1, R2), con0 < R; < Ry <
o0o. Si R1 < r < Ry, sea y, la circunferencia de centro zo y radio r orientada positivamente, y

definamos
ay = L A dz, Vk € Z. 6.7)
2mi Jy, (z —zo)kH!
Entonces [ admite el desarrollo en serie de Laurent
o0
f@= Y az—z0%.  Ri<l|z—zol <Ry, (6.8)
k=—o00

donde la serie del miembro derecho converge absoluta y uniformemente en cada subcorona cerrada
contenida en C(z9; Ry, R2).

Figura 6.2: teorema de Laurent

Demostracion. Sea z € C(zo, R;, Rz) y tomemos 1 y rp tales que Ry < ry < |2 —Zzo| <12 < Ry, de
modo que la corona cerrada A=C (zo:;r1,r2) estd contenida en C(zo; R, R2). Llamemos y,, = y1,
Yr, = Y2. Lacurvacerrada S + y, — S —y1 es hométopa a un punto en C(zo; Ry, R2) (véase la fig. 6.2).
Por la férmula integral de Cauchy,

AR Sy  {CO RS Sy [ () R

f(z) = [ w=—— -
210 J S 4yr—S—y; W—2 27 Jy, w— 2 27 Jy, w—2

La demostracion del teorema de Laurent consiste, basicamente, en desarrollar f; y f> como series de
potencias en (z — zo)~! y z — zo, respectivamente. Para f>, repitiendo el razonamiento que se utilizé
para probar el teorema de Taylor se obtiene

— (2= 20 _ k1 f(w)
(w—zo) dw = Z(Z_ZO) 2m/y2 (w —zo)kt1! dw,

k=0

f2(2) = 7

donde el dltimo paso estd justificado por la convergencia uniforme de la serie para w € y, (W € yp —
|z —zo|/|w—2z0| = |z —z0|/r2 < 1). En cuanto a f7, basta observar que si r{ < |z — z¢| se tiene

(U o i(w—zo)k
w—z z-201_%YT%0 z-—z z—z0/) "

k=0
Z—20

De nuevo, la convergencia de la serie geométrica del miembro derecho es uniforme para w € y;, ya que

w—2z r
wey = | 0|: ! <1,
|z =20l |z — 2ol
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Aplicando el Lema 6.7 se obtiene

—z0)¥ > k1 1
fie) = —/yl fw )Z e ou =3zt o s =z au

n S (w)
Z (z —zo) %/]mdw

n=-—o00 14

Por el teorema de la deformacion, -/Yr f(w)(w —z0)™""! dw es independiente de r si Ry < r < Ry,
lo que prueba (6.7)—(6.8). La corona de convergencia de la serie de Laurent (6.7)—(6.8) es por lo me-
nos C(zo; R1, Rz); por tanto, de las propiedades de las series de Laurent se deduce que la convergen-
cia de dicha serie es absoluta y uniforme en toda subcorona cerrada centrada en zp y contenida en
C(zo; R1. R2). O

6.3 Clasificacion de singularidades aisladas

Definicion 6.19. Una funciéon f : C — C tiene una singularidad aislada en 7o € C si f no es
derivable en z¢, pero es analitica en algin entorno reducido C(z¢;0, r) (con r > 0) de zg.

Por el teorema de Laurent, si f tiene una singularidad aislada en z¢ existe r > 0 tal que f admite
un desarrollo en serie de Laurent (6.5) en C(z¢;0, r):

oo

flz) = Z(Zb NE +Zak(z—zo) si 0<|z—zo|<r|.

k=1

i) Si by = 0 paratodo k € N, se dice que z¢ es una singularidad evitable de f.
ii) Sib, # 0y by = 0 paratodo k > p, el punto z¢ es un polo de orden p para f.

iii) Finalmente, si existen infinitos coeficientes by # 0 se dice que f tiene una singularidad esencial
en zZo.
o0
Definicion 6.20. La serie Z bi(z — zO)_k se denomina parte principal del desarrollo de Laurent de

k=1
f en z¢. Llamaremos también residuo de f en z¢ al coeficiente b;:

’Res(fQZO) = b ‘

e Si f tiene una singularidad evitable en zo entonces existe el limite

lim f(z) = ao. (6.9)

Z—>20

Definiendo f(zo) = a0, lafuncién f es analiticaen D(zo; ) (ya que la serie de potencias que representa
a f para0 < |z — zo| < r converge en dicho disco). Reciprocamente, si f es analitica en un entorno
reducido de z¢ y se verifica (6.9) entonces f tiene una singularidad evitable en z¢. En efecto, (6.9)
implica que

hm [(z — zo)f(z)] . (6.10)

Aplicando el teorema de Cauchy generalizado se obtiene entonces
1
a—m=—./f(z)(z—zO)m_1dz=0, Vm e N.
27 J,

Por tanto f tiene una singularidad evitable en zg siy solo si f(z2) tiene limite cuando 7 tiende a z¢. De
hecho, es vdlido el siguiente resultado, ligeramente més general:
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Proposicion 6.21. Sea zo € C una singularidad aislada de f : C — C. Entonces f tiene una
singularidad evitable en 7 si 'y solo se verifica la condicion (6.10).

Demostracion. En efecto, si f tiene una singularidad evitable en zo entonces f tiene limite en zg,
lo cual implica (6.10). Reciprocamente, si se verifica esta condicidén entonces el teorema de Cauchy
generalizado implica que todos los coeficientes aj con k < 0 del desarrollo de Laurent de f centrado
en zo son nulos. O

Ejemplo 6.22. La funcién f(z) = senz/z, definida para todo z # 0, tiene una singularidad evitable
en el origen. En efecto, aunque formalmente f no estd definida (y por tanto no es analitica) en z = 0 se
cumple la condicién (6.10), ya que lim; o[z f(z)] = limz—o senz = 0. La serie de Laurent de f enla
corona de analiticidad C(0; 0, co) se calcula facilmente a partir de la serie de Taylor de sen z:

2k+1 k

k <
f(z) = Z()(2k+1)' Z( (2k+1)' 2 #0.

Si definimos f(0) = limz—¢ f(z) = 1, la funcién f estd dada por la suma de la serie anterior para todo
z € C, y es por tanto entera.

e Por definicién, f tiene un polo de orden p en zg si y sélo si existe » > 0 tal que

1
0<|z—zol <r= fl2) = m(bp+bp—1(Z—Zo)-lr-"erl(Z—Zo)p_1

- _-)ktp | = F(z)
+I§)ak(2 Zo) ) = G 207

siendo F analiticaen D(zo;7)y F(zo) = bp # 0. Por tanto f tiene un polo de orden p en zg siy solo
si (z — z0)? f(2) tiene una singularidad evitable en z, y

3 lim [(z—20)” f(2)] # 0. (6.11)

De hecho, puede probarse un resultado ligeramente més general:

Proposicion 6.23. Sea f : C — C analitica en un entorno reducido de z¢. Entonces [ tiene un polo
de orden p en zq siy solo si se cumple la condicion (6.11).

Demostracion. En efecto, por lo visto anteriormente la condicién (6.11) se cumple cuando f tiene un
polo de orden p en zo. Reciprocamente, si se verifica dicha condicién es claro que zo es una singularidad
aislada de f', ya que (6.11) claramente implica que f no tiene limite cuando z — Zg, y por tanto no
es derivable en dicho punto. Ademads, de la Proposicion 6.21 aplicada a (z — z¢)? f(z) se sigue que
(z — z0)? f(z) tiene una singularidad evitable en zo. La observacion que precede a esta proposicién
implica entonces que f tiene un polo de orden p en zy. O

e Si f tiene un polo de orden p en zg, entonces

F(2)
(z—zo)? "
con F analiticaen D(zo;r)y F(zo) = bp # 0. Por continuidad, existe 0 < § < r tal que F(z) # O si
|z — zo| < &, y por tanto

@)=

0<|z—2z0|l<r,

1 p 1
@ - T Eey
con 1/F analitica y no nula en D(z¢;4). Luego 1/f tiene una singularidad evitable (cero de orden p)
en Zo. Reciprocamente (véase la Seccion 6.1.5) si f tiene un cero de orden p > 0 en zo entonces 1/f
tiene un polo de orden p en z¢. Por tanto:
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Proposicion 6.24. f tiene un polo de orden p en zg siy sélo si la funcion

%, Z # 20
g(z) =
0, Z =20

tiene un cero de orden p en z.

Ejemplo 6.25. Consideremos la funcién f(z) = csc? z, analitica para z # k7 con k € Z. En este caso
la funcién g(z) = sen? z tiene un cero doble en cada una de las singularidades (obviamente aisladas)
z = km de f, ya que senz tiene un cero simple! en dichos puntos (pues sen(km) = 0, cos(km) =
(=D # 0). Por tanto, f tiene un polo de orden dos en cada uno de los puntos z = k7, con k € Z.

e Supongamos que f = g/h, donde g y & son funciones analiticas en zo y con ceros de orden n = 0
y m = 1, respectivamente, en dicho punto. Si g y 4 no son idénticamente nulas, por lo visto en la
Seccién 6.1.5 existe r > 0 tal que

lz—zol<r = g@)=(@—-20"6()., hz)=(z—-z20)"H(2),

con G y H analiticas y no nulas en D(zg;r). En particular, al ser #(z) # 0 en un entorno reducido de
Zo, dicho punto es una singularidad aislada de f. Utilizando las expresiones anteriores para g y h se
obtiene

g(z)  (z2—20)"G(2)
hz)  (—z20)"H(z)

siendo R = G/H analitica (cociente de funciones analiticas con H(z) # 0) y no nula en z¢ (ya que
G(z0) # 0). Luego:

O0<|z—2zo|l<r= f(z) = = (2 —20)""R(2),

i) Sin = m, f tiene una singularidad evitable (cero de orden n — m) en zg.
ii) Sin < m, f tiene un polo de orden m — n en zo.

En particular, de lo anterior se deduce que las singularidades del cociente de dos funciones analiticas no
idénticamente nulas solo pueden ser polos o singularidades evitables.

Proposicion 6.26. Supongamos que f = g - h, con g analitica en 79 y g(z2o) # 0, y sea z¢ una
singularidad aislada de h. Entonces z¢ es una singularidad aislada de f, del mismo tipo que lo es para

h.

Demostracion. En efecto, es claro que f tiene una singularidad aislada en z¢, ya que si / es analitica en
C(z0;0,r) (r > 0)y g es analitica en D(z¢;r) entonces f = g - h es analitica en C(2¢;0, r). Ademds,
f no puede ser derivable en 7, ya que en tal caso i = f/g seria derivable en dicho punto (al ser el
cociente de dos funciones derivables en zg, con denominador no nulo en Zg).

Si z¢ es una singularidad evitable de / entonces & coincide con una funcién analitica en un entorno
reducido de z¢, y por tanto lo mismo ocurre con f. Luego en este caso f tiene también una singularidad
evitable en z¢. Por otra parte, si / tiene un polo de orden p en z¢ entonces h(z) = (z —z0) P H(z), con
H analitica en un entornode zo y H(20) # 0 = f(2) = (2—20)"?-g(2) H(z) = (z—20) P F(2),
con ' = gH analitica en un entorno de zo y F(z0) = g(z0)H(z0) # 0 = f tiene un polo de orden
p en zg. Por dltimo, si / tiene una singularidad esencial en zo entonces lo mismo ha de ocurrir con f,
ya que en caso contrario 4 = 1 - f tendria una singularidad evitable 6 un polo en z¢ (nétese que 1/g es
analitica en un entorno de zg, al ser g(zo) # 0). O

'Es inmediato probar que si %(z) tiene un cero simple en un punto zg y n € N entonces /(z)" tiene un cero de orden n en
dicho punto.
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Ejemplo 6.27. La funcién f(z) = e!/? es analitica en C \ {0}, y tiene una singularidad esencial en el
origen. En efecto,

fO=Y g ViAo
k=0 '

Por la unicidad de las series de Laurent, este es el desarrollo de Laurent de f en C(0;0, c0). En particular,
al ser

1
o= #0.  Vk=12....

z = 0 es una singularidad esencial de f. Consideremos a continuacién la funcién f(z) = €%, analitica
en todo el plano complejo salvo en los puntos z = k7 con k € Z. Estos puntos son polos simples de
cotz = cos z/ sen z (ceros simples de sen z en que no se anula cos z). Por tanto, en un entorno reducido

de kT se tiene
Ck

z—km

con ¢ # 0y g analitica en dicho entorno”. En consecuencia,

cotz = + gk (2),

¢
ecotz — eiz_lfm egk(Z) ,

con e8* analitica en k7t (composicién de funciones analiticas) y no nula en dicho punto. Por la Proposi-
cién 6.26, f tiene una singularidad esencial en k1t para todo k € Z.

e Si f tiene un polo en z¢ entonces
lim | f(z)| = oo; (6.12)
220

en particular, | f| no estd acotado en un entorno reducido de 7. Sin embargo, (6.12) no se cumple si f

tiene una singularidad esencial en z¢. Por ejemplo, f(z) = el/2 tiene una singularidad esencial en el

origen,y f(zn) = 1siz, = 1/(2nni) —— 0, para todo n € N. De hecho, la proposicion siguiente
n—>oo

implica que (6.12) sdlo se verifica si f tiene un polo en Zy:

Teorema de Casorati-Weierstrass. Si f tiene una singularidad esencial en zg y a € C, existe una
sucesion {zn}zozl tal que 7, — 20y f(2n) — a.

Nota: de hecho, puede probarse (teorema grande de Picard) que para todo nimero complejo @, con a
lo sumo una excepcidn, se puede encontrar una sucesion {z,},—; tal que z, — 2oy f(zn) = a para
todon € N (cf. f(z) = el/?).

Ejercicio. Sea f : C — C una funcién entera que satisface lim |f(z)| = oo. Probar que f es un

lz|—=>00
polinomio.

Zpor el teorema de Laurent, la férmula anterior es valida si 0 < |z — k7| < 7.



Capitulo 7

Teorema de los residuos

7.1 Teorema de los residuos

El siguiente teorema es la base para la aplicacién de los resultados de los dos capitulos anteriores al
célculo de integrales definidas en la recta real:

Teorema de los residuos. Sean z1, ..., 2, n puntos distintos pertenecientes a una region A, y sea y
un arco homaétopo a un punto en Ay tal que ningiin z; estd sobre y. Si f es analitica en A\{z1,...2n}
entonces se tiene:

[ £ =27 Y020 Restfiz0.
Y k=1

Demostracion. Por el teorema de Laurent, para cadai = 1,...,n hay un entorno reducido C(z;;0, &;)
de z; en el que es valido el desarrollo

f@ =) bic—z)F+ Y auz-z2)  =Si@ + fik).  O<l|z—zl<e,
k=1 k=0

con f; analitica en el disco D(z;; ¢;). Ademads, por las propiedades de las series de Laurent la serie que
define la parte principal S;(z) converge absolutamente a una funcién analitica en C \ {z;}, siendo la
convergencia uniforme en el exterior de todo disco abierto centrado en z;.

Veamos a continuacién que la funcién

g@) =) - S@).
k=1

que claramente es analitica en A \ {z1,...,2n}, tiene en los puntos z; (i = 1,...,n) singularidades
evitables. En efecto, paracadai = 1,...,n se tiene

2R =fi@D+Si@ - Y SK@=fi) - Y. Sk,

desarrollo valido en un entorno reducido suficientemente pequefio de z;. Definiendo g(z;) = lim g(z),
Z—>Zi

la funcién g es por tanto analitica en todo A, y por el teorema de Cauchy

/ygzo:[/f:é/}/sk.

103
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Consideremos ahora la integral | y Sk. Al ser C \ y abierto (en efecto, y es compacto, y por tanto
cerrado, al ser la imagen de un intervalo compacto [a, b] bajo la aplicacién continua que parametriza
la curva), existe § > 0 tal que D(zg;d;) Ny = @. Por tanto, la serie de Laurent que define a S es
uniformemente convergente en y, lo que en virtud del Lema 6.7 nos permite escribir

/Sk = Zbkj(z_—z_k)_j dz = Z/bk](Z—Zk) J dz = by - 2min(y, zx)

V]—l Jj=1
=2mi-n(y, 2x) Res(f;zk),

yaque /. y (z—2zx)~/ = 0 paratodo entero j # 1 por el teorema fundamental del Cdlculo. Esto completa
la demostracion. O

7.2 Métodos para el calculo de residuos

e Sea f(z) = g(z)/ h(z), con g, h analiticas en un entorno de zg, g(zo) # 0, h(z9) = 0y h'(z¢) # 0.
Entonces f tiene un polo simple en z¢ (cero simple del denominador en que el numerador no se anula),
con residuo

8(zo)
Res(f;z0) = .
(fi20) =7 o)
En efecto, por el teorema de Taylor en un entorno de z¢ es valido el desarrollo
h® (zo) (k)(Zo) -
h(z) = Z (@20 ~z )Z — 20" = (220 H(2),

k=1

con H analitica en z¢ (serie de potencias convergente en un entorno de z¢) y H(z9) = h'(z0). Por tanto
L 4¢3
(z—2z0) H(2)

Como g/H es analitica en z¢ (al ser H(zo) = h’(zo) # 0), aplicando de nuevo el teorema de Taylor se
obtiene el desarrollo

g(z)  g(zo) 2(20)
m = H(z:) + Zak(z —zo)k = e 0) n Zak(z —zo)k,

f(2)=

y por tanto

_ g(zo) 1 - _ k—1
f@ = e 7= +kX=jlak (z—zo)* ",

g(zo)
h'(zo)

de donde se deduce que el residuo de f en z¢ es efectivamente igual a

Ejemplo 7.1. Hallemos el valor de la integral

1 :/ tanz dz .
|z|=8

La funcién f(z) = tanz es singular en los puntos z; = (2k + 1)Z, con k € Z, ninguno de los cuales
estd sobre la circunferencia |z| = 8. Ademds, en el interior de cualquier disco abierto hay obviamente
un nimero finito de singularidades de f, por lo que podemos aplicar el teorema de los residuos tomando
como A un disco de radio mayor que 8. De esta forma obtenemos

2
I =2mi Z Res(tan; z;) = 27i Z Res(tan; zz) ,
lzx|<8 k=-3
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ya que 57“ < 8 < 77“ Para calcular el residuo de tan en la singularidad zj, basta observar que dicha
singularidad es un polo simple (ya que senz; # 0y cos’(zx) = —sen zx # 0), por lo que
sen
Res(tan; z;) = Sk
—Senzg
Por tanto / = 27i- (—6) = —12mi.
e Si f tiene un polo de orden n en z( entonces
n—1
Res(f;z0) = li —20)" . .
es(fiz0) = oy Jim iy [@ 20" ()] (7.1)

En efecto, en un entorno reducido de z¢ es valido el desarrollo de Laurent

bn bn—l
(z—zo)"  (z—zo)"!

@)=

by
+o —— +g(2),
Z—20
con g analitica en z¢ (serie de potencias convergente). Por tanto, en un entorno reducido de z¢ se cumple

(2 =20)" f(2) = bp + ba—1(z = 20) + -+ b1(z —20)" ' + G(2) = F(2), (7.2)

donde G(z) = (z — z0)"g(z) es analitica en z¢ y tiene un cero de orden = n en dicho punto, y F es
analitica en z¢. Por el teorema de Taylor,

F =1 1
(Zo) _ lim F(”_l)(z)

Res(f;z0) = b1 = (n—1)! - (n —1)! z—z0

1 n—1

= lim
(n —1)! z=zo dz"~!

[(z—z0)" f(D)].

Nota: delaec. (7.2) se sigue que (2 —z9)" f(z) tiene una singularidad evitable en z ¢, por lo que muchas
veces la férmula (7.1) se escribe (con un cierto abuso de notacién) en la forma mas sencilla

1 dn—l

RCS(f;Z()) = rl)'dzn—_l

[(@—z0" 12

Z=20

Ejercicio. Si f = g/h con g y h analiticas en zg, h(zo) = "' (20) = 0y g(z0) # 0, 1" (z0) # O,
probar que f tiene un polo de orden 2 en z, con residuo

g'(z0)  2g(z0) h"(20)
W'(zo) 3 [W'(zo)]*

Solucion. La funcién f tiene claramente un polo doble en zg, por lo que podemos aplicar la férmu-
la (7.1). Por el teorema de Taylor, en un entorno reducido de z¢ es valido el desarrollo

h(z)
(z —z0)?

Res(f;z0) =2

=hy + h3(z —20) + H(2),

con 1 1
hy = Ehl/(ZO)’ hsz = gh/”(ZO) (7.3)

y H analitica en z¢ y con un cero de orden por lo menos 2 en dicho punto. Aplicando (7.1) se obtiene
entonces

Res(f;z0) = lim

Z—>20

d [ 2(2) ] _ hz g'(z0) — h3 g(zo0)
dz |2 + h3(z — 20) + H(Z) h3 '

Teniendo en cuenta la ec. (7.3) se obtiene la férmula anunciada.
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7.3 Calculo de integrales definidas

En esta seccion utilizaremos la notacion

H={zeC:Imz >0}, L={zeC:Imz <0}

para denotar los semiplanos (cerrados) superior e inferior, respectivamente.

7.3.1 /oo f(x) dx

e Condiciones:

i) f analiticaen H \ {z1,...,2n}, con z; € H \ R (es decir, f s6lo puede tener a lo sumo un
nuimero finito de singularidades en H, todas ellas fuera del eje real)

i) 3Ip>1,R>0yM > 0tq.

M
|f(Z)|<W’ VzeH, [z]| >R

n
e Resultado: |2mi ZReS(fQZk) .
k=1

(Nétese que la suma estd extendida a las singularidades de f en el semiplano superior H.)

Demostracion. Sea y, la semicircunferencia de radio r orientada positivamente, con » > R lo suficien-
temente grande para que todas las singularidades de f en H estén en el interior de y, (véase la fig. 7.1).

Yr

Y

— r

Figura 7.1: semicircunferencia y,

Alsern(yr,zr) = l parak = 1,...,n, por el teorema de los residuos se tiene:

f=2mi) Res(fizx) = ' f(x) dx + /n F(re?)irel? do. (7.4)
k=1 —r 0

Yr

Como | f(x)| < M |x|™? con p > 1 para |x| > R, la primera integral del miembro derecho converge a
f_oooo f(x) dx cuando r — oo (criterio de comparacién). En cuanto a la segunda, su médulo estd acotado
por M 7tr'=P  que tiende a 0 cuando r — oo. Haciendo r tender a infinito en (7.4) se obtiene por tanto
el resultado anunciado.
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e Notas:

i) Si f esanaliticaen L \ {z1,...,2x}, con 2 € L \ R, y se cumple la condicidn ii) de la pagina
anterior en el semiplano inferior L, entonces

/Oo S(x) dx = —2mi > Res(f:2x) |-
o k=1

El signo menos se debe a que en este hay que integrar f a lo largo de la semicircunferencia de
centro 0 y radio r en el semiplano inferior recorrida en sentido horario, y por tanto n(y,, 2x) = —1.

ii) Si f = P/Q,con P # 0y Q polinomios y Q(x) # 0 para todo x € R, entonces f cumple las
condiciones anteriores (tanto en H como en L) siy s6lo sideg Q = deg P + 2.

Ei " /°° x dx
¢ Ejemplo: .
JEMPIOt | 21 4x + 13)2
En este ejemplo
z P(z)
f2)=— 7 = :
(z2+4z+13) 0(2)
con singularidades (polos dobles) en los ceros z = —2 + 3i ¢ R del denominador Q. Como deg 0 =
4 > deg P + 2 = 3, se tiene
o0 x dx
I = = 27iR ;—2 4 31).
/_Oo 21 dx 1 13)2 ~ FriRes(fi=2+30)
La funcién f tiene un polo doble en z¢g = —2 + 3i, con residuo (cf. (7.1))
d 2 d Z 1 2(=2 + 3i) 4 4i
—I|(z—2Z Z = — = - — " = N - — -
87 T
Portanto | = —— = ——.
63 27

271
7.3.2 Integrales trigonométricas: / R(cos 0,sen ) db
0

e Condiciones: R(x, y) funcién racional de dos variables cuyo denominador no se anula en la circun-
ferencia unidad x2 + y2 = 1.

e Resultado: |2mi Z Res(f;zx)|, siendo

lzx <1

1 1 1
LY 1) (z—z7!
J@) == (2(Z+Z ). 5 (z-z2 ))
y denotando mediante z; las singularidades de f (necesariamente en nimero finito, ya que f es una
funcion racional).

Demostracion. La funcién f(z) no tiene singularidades en la circunferencia unidad y, ya que si 8 €
[0,27) entonces f (') = —ie™ " R(cos 0, sen #). Parametrizando fy f en la forma usual (z = ei?) se
obtiene

2m
/f =/ R(cos0,senf) do .
Y 0

El resultado anunciado se sigue del teorema de los residuos, ya que al ser f una funcién racional de z
tiene un nimero finito de singularidades en el interior de la circunferencia unidad. O
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27 d9
Ejemplo: _
* Hjemp /0 (5—3senb)?
En este caso
1 4iz 4iz
f@) = 27 3.2-10i 2 = i\2 :
e L L Gl R

Por tanto, la integral vale

I——S—RRes('i) con g(z)= < =
ST T e e e

El residuo es igual a

1 2 f-3-2 10 10.- 32
h/(i/?)):i -2_13-3:31 .33: 833-3:_ g3
(3-3)" (-3 (3-31) 3
L I 10m 5=
uego [ = — = —.
¢ 82~ 32
w .
7.3.3 Transformadas de Fourier: / e'“* f(x) dx
—00

e Condiciones:

i)w>0

il) f analiticaen H \ {Z1,...,2x},con 2 € H \ R (es decir, f tiene a lo sumo un niimero finito de

singularidades en el semiplano superior, y ninguna de ellas pertenece al eje real)
iii) | f(z)| = Ocuando |z| — oo en H, es decir

Ve>0,3R>0tq. [z|>R, ze H=|f(2)| <¢

n
e Resultado: |2mi Z Res (ei“’Z f(2); Zk) .
k=1

(De nuevo, la suma sélo estd extendida a las singularidades de f en el semiplano superior H.)

Demostracion. Dado € > 0, sea y el rectdngulo de vértices —x1, x2, X2 +1y1, —x1 +1y; (orientado posi-
tivamente), con xp, X2, y1 mayores que R y lo suficientemente grandes para que todas las singularidades
de f en H estén en el interior de y (fig. 7.2).

X HY, Xy,

XN.

Y

X X,

Figura 7.2: rectdngulo y
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Entonces
. n i
/ el £(z) dz = 2mi Z Res (elwzf(Z);Zk)
14 k=1

x2 o _
= / e'?* f(x) dx + i/ @t ) £ 4 iy) dy
0

—Xx1

X2 . Y1 .
_[ elw(x—l—lyl)f(x + lyl) dx _1/ elw(—x1+1y)f(_xl + ly) dy
0

—Xx1

=+ 1,— 13— 14

Si y1 se escoge lo suficientemente grande para que (x1 + x3)e”®’! < 1/w se tiene:
Y1 e P
|15 ss/ e dy=—(1—-e)<—,
0 w w

g
|I3] < & (x1 + x2)e” ! < —,
®

€ )
s < —(1—e"®") < —.
w w

Por tanto
3¢

w

‘/xz e'®* f(x) dx — 2mi Z Res (eiwzf(z);zk) <
-1 k=1

Como ¢ > 0 es arbitrario, haciendo x; y x tender a infinito por separado se demuestra que la integral
converge al resultado deseado. O
e Notas:

i) Siw <0y f cumple condiciones andlogas a ii)—iii) en el semiplano inferior L se prueba de forma
semejante que

[oo e f(x) dx = —2mi ) Res (¢!“% f(2): 2k)

o k=1

donde z1, ..., z, son las singularidades de f en L (todas ellas con parte imaginaria negativa)

i) f = P/Q,con P # 0y Q polinomios y Q(x) # 0 para todo x € R, cumple las condiciones
anteriores (tanto en H como en L) siy s6losideg O = deg P + 1.

cos(wx) 1 /Oo cos(wx)
———— dx == T
x*+x2+1 2 ) o x*+x2+1

1 o] eia)x
J = — —— dx.
@) 2/_oox4+x2+1 o

De hecho, al ser sen(wx) impar Im J(w) = 0, y por tanto /(w) = J(w). Podemos aplicar el resul-

tado anterior a la funcién racional f(z) = %(Z4 + z2 + 1)7! en el semiplano superior (f no tiene
singularidades en el eje real). Las singularidades (polos) de f se calculan resolviendo la ecuacién

o0
¢ Ejemplo: / dx = I(w), w > 0.
0

La integral es la parte real de

TCi

1 T
Z4+Z2+1:o<:>22:E(_1iiﬁ):ei% — 7 =4eT5 .
Las unicas singularidades en el semiplano superior son

T 1 T 1
21 =e3 =5(1 +iv3), za=-e 3 = 1 1iv3) = -73.
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El residuo de e!Z f(z) en cualquiera de estas singularidades zj se calcula facilmente, ya que e'“% f(z) =
8(2)/h(z) con g(zk) # 0, h(zk) = 0y h'(zx) # 0:

elwzk

1
Res(fi2k) = ~ ———5——.
(/1) = 3 257 )

De esto se deduce que

i el®z1 e—i0Z1 el®wz1
2 1 z1Qz5+1) ZiQQz; + 1) z1(2z7+ 1)

Como .
4 26%(1_““/5) 26%(i_ﬁ) 1+ \/g %(i_ﬁ)
= = = — € )
+1 1 1—
14+iv/3)iv3 V33— +3 24/3
se obtiene
ne_éw w W
I=—nImA=W(cos§+\/§sen5), w>0.
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