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Capítulo 1

Grupos Finitos

1.1 Definición y propiedades elementales

Definición 1.1. Un grupo es un conjunto G provisto de una ley de composición interna (producto)

G �G ! G

.g; h/ 7! gh

que goza de las siguientes propiedades:

1. Asociatividad:
g.hk/ D .gh/k ; 8g; h; k 2 G :

2. Elemento neutro:
9e 2 G t.q. eg D ge D g ; 8g 2 G :

3. Existencia de inverso:

8g 2 G; 9g�1 2 G t.q. g�1g D gg�1 D e :

Comentarios

� El elemento neutro se denomina también unidad.

� En la definición de grupo no se exige que el producto sea conmutativo, es decir que

gh D hg ; 8g; h 2 G :

Si se verifica la propiedad anterior, se dice que G es abeliano (o conmutativo).

� En realidad, los axiomas 2) y 3) anteriores son ligeramente redundantes. Más concretamente, se puede
probar (ejercicio) que dichos axiomas pueden reemplazarse por los siguientes:

20: 9e 2 G t.q. ge D g ; 8g 2 G (elemento neutro por la derecha)

30: 8g 2 G; 9g�1 2 G t.q. gg�1 D e (inverso por la derecha) :

� A partir de la asociatividad del producto (primer axioma), es inmediato probar la siguiente propiedad
más general: el producto g1 � � �gn de n elementos de un grupo G depende solo del orden en que figuran
dichos elementos, y no de la forma concreta en que se efectúen los productos indicados. Por ejemplo:

.g1g2/.g3g4/ D g1..g2g3/g4/ D ..g1g2/g3/g4 D � � � � g1g2g3g4 :

1



2 GRUPOS FINITOS

� De la definición de grupo se sigue inmediatamente que el elemento neutro es único. También es fácil
probar que el inverso de cualquier elemento g 2 G es único. En efecto, si g1 y g2 son ambos inversos
de g 2 G, multiplicando por la derecha ambos miembros de la igualdad

g1g D g2g . D e/

por g1 (o g2) se sigue inmediatamente que g1 D g2.

� Utilizando los axiomas de grupo, se demuestran fácilmente las siguientes identidades:(
e�1 D e

.g1 � � �gn/
�1
D g�1n � � �g

�1
1 :

Notación. Si k es un entero no negativo y g 2 G escribiremos

gk D

k factores‚…„ƒ
g � � �g ; g�k D

k factores‚ …„ ƒ
g�1 � � �g�1 ;

siendo g0 � e. Nótese que esta notación no es ambigua, debido a la asociatividad del producto de un
número arbitrario de elementos de un grupo comentada anteriormente. Con la notación anterior, para
todo i; j 2 Z se verifica

gigj D giCj :

Definición 1.2. Un grupo G es finito si G es un conjunto finito. El orden de un grupo finito G, que
denotaremos por jGj, es el número de sus elementos.

Si G D fg1; : : : ; gng es un grupo finito, su tabla de multiplicación es la matriz cuyo elemento de
matriz .i; j / es el producto gigj . En la práctica, dicha tabla de multiplicación se suele representar de la
forma siguiente:

e a b � � � g

e e a b � � � g

a a a2 ab � � � ag

b b ba b2 � � � bg
:::

:::
:::

:::
: : :

:::

g g ga gb � � � g2

Evidentemente, la fila o la columna de la tabla de multiplicación asociada al elemento neutro e (que
generalmente es la primera) consta de los elementos g1; : : : ; gn escritos en ese mismo orden. En general,
cada fila o columna de la tabla de multiplicación está formada por una cierta permutación gi1 ; : : : ; gin
de dichos elementos. En otras palabras, si g es un elemento cualquiera de G entonces los n productos
ggk o gkg (con k D 1; : : : ; n) son todos distintos. En efecto, si (por ejemplo) ggj D ggk con j ¤ k

multiplicando a la izquierda por g�1 llegaríamos a la contradicción de que gj D gk .

1.1.1 Ejemplos

Ejemplo 1.3. Evidentemente, el grupo más sencillo es el grupo trivial G D feg (único grupo de orden
1). SiG D fe; ag es un grupo de orden 2, el único producto de elementos deG que no es evidente a priori
es a2, que en principio podría ser igual a e ó a. Sin embargo, de las igualdades a2 D ae D a se seguiría
que a no posee inverso, en contradicción con los axiomas. Luego a2 D e, y la tabla de multiplicación de
G es como sigue:

e a

e e a

a a e
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Por tanto hay esencialmente1 un único grupo de orden 2, denominado grupo cíclico de orden 2, que se
suele denotar por C2. Dicho grupo es claramente abeliano. En particular, una realización muy sencilla
de C2 es el conjunto Z2 D f1;�1g con la multiplicación ordinaria como producto (e D 1, a D �1).

En general, se define el grupo cíclico de orden n como

Cn D
˚
e; a; : : : ; an�1

	
;

con el producto2

aiaj D aiCj mod n :

Es fácil ver que con este producto el conjunto Cn es un grupo abeliano. En particular, en Cn se verifican
las igualdades

an D e ; .ai /�1 D an�i :

Definición 1.4. Se dice que un grupo G está generado por un subconjunto A � G si todo elemento de
G es el producto de un número finito de elementos de A.

Si denotamos
Ak D

˚
a1 � � � ak

ˇ̌
ai 2 A ; 1 6 i 6 k

	
;

entonces

G generado por A () G D

1[
kD1

Ak :

De la definición anterior se sigue inmediatamente que Cn está generado por el elemento a. De hecho,
es fácil probar que Cn puede caracterizarse como el grupo de orden n generado por un único elemento
a (ejercicio). Nótese también que una realización concreta del grupo abstracto Cn es el conjunto de las
raíces n-ésimas de la unidad ˚

e
2k i

n

ˇ̌
k D 0; 1; : : : ; n � 1

	
;

tomando como producto el producto ordinario en C (a D e
2 i

n ). Otra realización de Cn es el grupo de
las rotaciones de ángulo 2k =n (k D 0; 1; : : : ; n � 1) alrededor de un eje cualquiera, siendo a en este
caso la rotación de ángulo 2 =n. �

Ejercicio 1. Si G es un grupo finito, probar que para todo g 2 G existe un entero k > 1 tal que
gk D e. Al menor entero que satisface esta igualdad se le denomina orden de g, y se le denota por o.g/.
Demostrar que si o.g/ D m entonces fe; g; : : : ; gm�1g D Cm.

Solución. Consideremos la serie de elementos de G

e; g; g2; : : : ; gk; gkC1; : : : :

ComoG es finito, estos elementos no pueden ser todos distintos. Sea, por tanto,m el entero más pequeño
tal que gm D gj para 0 6 j < m. Al ser gm�j D e, de la definición de m se sigue que j D 0, i.e.,
gm D e. Además, de nuevo por definición dem, las potencias gk con k D 0; : : : ; m� 1 han de ser todas
distintas, y por tanto

fe; g; : : : ; gm�1g

es un conjunto de m elementos. El producto en este conjunto es el mismo que en Cm, es decir

gigj D giCj mod m ;

al ser gm D e. �
1Con más precisión, todo grupo finito de orden 2 es isomorfo a C2, donde el concepto de isomorfismo de grupos se define

rigurosamente en la Sección 1.3.
2Recuérdese que si k; n 2 N se denota por k mod n el resto de dividir k por n. En particular, k mod n 2 f0; 1; : : : ; n � 1g.
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Ejemplo 1.5. Los conjuntos ZN , QN , RN y CN , tomando como producto de dos elementos su suma
(ordinaria), son claramente grupos abelianos (infinitos). En este caso, por tanto

a � b D aC b ; e D 0 ; a�1 D �a :

Nótese, sin embargo, que .NN ;C/ no es grupo para ningún N > 0, ya que ningún elemento distinto de
cero posee inverso.

Ejemplo 1.6. Los conjuntos F� � F n f0g, donde F D Q;R;C, son grupos abelianos (infinitos) con el
producto habitual. (En general, si F es un cuerpo el conjunto F� es un grupo abeliano.) Evidentemente,
el conjunto Z� (con el producto ordinario) no es un grupo, ya que los únicos elementos que poseen
inverso son˙1.

Ejemplo 1.7. La circunferencia unidad S1 D
˚
´ 2 C

ˇ̌
j´j D 1

	
con el producto ordinario en C es un

grupo abeliano infinito.

Ejemplo 1.8. Sea C un conjunto arbitrario (finito o infinito). El conjunto

S.C / D
˚
f W C ! C

ˇ̌
f biyectiva

	
es un grupo definiendo el producto de dos elementos f; g 2 S.C / como su composición f B g, dada por

.f B g/.x/ D f
�
g.x/

�
:

En este caso la unidad es la identidad I W C ! C , definida por I.x/ D x para todo x 2 C , y f �1 es
la aplicación inversa de f (f �1.x/ D y () x D f .y/), que existe al ser f biyectiva. Nótese que
S.C / es finito si y solo si lo es C .

Ejemplo 1.9. Sea V un espacio vectorial (de dimensión finita o infinita, real o complejo), y definamos

GL.V / D
˚
f W V ! V

ˇ̌
f lineal e invertible

	
:

Si se define de nuevo el producto de f; g 2 GL.V / mediante fg D f B g, es fácil ver que GL.V / es
un grupo (infinito, en general no abeliano) denominado grupo general lineal sobre V . Estrechamente
relacionados con los grupos GL.FN / (con F D R;C) están los grupos matriciales

GL.N;F/ D
˚
A 2MN .F/

ˇ̌
A invertible

	
;

donde MN .F/ denota el conjunto de las matrices cuadradas de orden N con elementos de matriz en F .
De hecho, veremos en la sección siguiente que GL.FN / y GL.N;F/ son isomorfos.

Ejemplo 1.10. Una traslación en RN es una aplicación �a W RN ! RN de la forma

�a.x/ D x C a ;

donde a 2 RN es un vector fijo. El conjunto

TN D
˚
�a
ˇ̌
a 2 RN

	
;

con el producto igual a la composición, es un grupo abeliano infinito. En efecto, si a; b 2 RN se tiene

.�a�b/.x/ D �a.x C b/ D x C aC b D �aCb.x/ H) �a�b D �aCb :

En particular, el elemento neutro es la aplicación identidad �0, y ��1a D ��a. Veremos más adelante que
TN es isomorfo al grupo (aditivo) RN .
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1.1.2 El grupo simétrico

Una permutación de orden n es una aplicación biyectiva � W f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng. Si �.i/ D �i ,
denotaremos la permutación � mediante el símbolo�

1 2 � � � n

�1 �2 : : : �n

�
:

Denotaremos por Sn al conjunto de todas las permutaciones de orden n. Dados dos elementos �; � 2 Sn,
se define su producto �� como la composición � B �, que evidentemente es una nueva permutación de
orden n (la composición de aplicaciones biyectivas es biyectiva). Por ejemplo,�

1 2 3 4

4 2 1 3

��
1 2 3 4

2 1 4 3

�˚
1; 2; 3; 4

	
D

�
1 2 3 4

4 2 1 3

�˚
2; 1; 4; 3

	
D
˚
2; 4; 3; 1

	
;

y por tanto �
1 2 3 4

4 2 1 3

��
1 2 3 4

2 1 4 3

�
D

�
1 2 3 4

2 4 3 1

�
:

Con esta definición el elemento neutro es la permutación identidad�
1 2 � � � n

1 2 � � � n

�
;

y ��1 es la permutación inversa de � , es decir

��1 D

�
�1 �2 : : : �n
1 2 � � � n

�
:

Por ejemplo, �
1 2 3 4

4 2 1 3

��1
D

�
4 2 1 3

1 2 3 4

�
D

�
1 2 3 4

3 2 4 1

�
:

El conjunto Sn con el producto definido anteriormente es claramente un grupo, llamado grupo simétrico
(o grupo de las permutaciones) de n objetos3. Se trata de un grupo finito de orden nŠ, no abeliano para
n > 2. (Evidentemente, el grupo S2 coincide con el grupo cíclico de orden 2,C2, y es por tanto abeliano.)

Dados k > 1 enteros distintos i1; : : : ; ik 2 f1; : : : ; ng, se define el ciclo .i1 � � � ik/ 2 Sn como la
permutación � dada por

�.i1/ D i2 ; �.i2/ D i3 ; : : : ; �.ik�1/ D ik ; �.ik/ D i1 I �.i/ D i ; 8i … fi1; : : : ; ikg:

Es evidente que .i1 � � � ik/ D .i2 i3 � � � ik i1/ D � � � D .ik i1 i2 � � � ik�1/, y que

.i1 � � � ik/
�1
D .ik ik�1 � � � i2 i1/ :

Dos ciclos .i1 � � � ik/, .j1 � � � jl/ son disjuntos si fi1; : : : ; ikg \ fj1; : : : ; jlg D ;. Evidentemente, dos
ciclos disjuntos conmutan entre sí, ya que cada uno de ellos actúa sobre un subconjunto distinto de
f1; : : : ; ng. Por ejemplo, en S4 se tiene

.143/ D .431/ D .314/ D

�
1 2 3 4

4 2 1 3

�
;

�
1 2 3 4

2 1 4 3

�
D .12/.34/ D .34/.12/ :

En el caso especial k D 1, definimos el 1-ciclo .i1/ como la aplicación identidad i1 7! i1. Con esta
notación, por ejemplo,

e D .1/.2/ � � � .n/ ; .135/ D .135/.2/.4/ 2 S5 :

Nótese que, excepto en el caso de la unidad, los ciclos de longitud 1 se suelen suprimir al expresar una
permutación como producto de ciclos.

3Nótese que Sn D S
�
f1; : : : ; ng

�
; cf. el Ejemplo 1.8.
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Proposición 1.11. Toda permutación � 2 Sn se puede expresar como un producto de ciclos disjuntos.

Demostración. En efecto, tomemos m1 2 f1; : : : ; ng y sea p > 1 el entero más grande tal que los
números

m1 ; m2 D �.m1/ ; m3 D �.m2/ ; : : : ; mp D �.mp�1/ ;

son todos distintos. Es fácil ver entonces que

�.mp/ D m1 ;

ya que si fuera �.mp/ D mj con 2 6 j 6 p se tendría

�.mp/ D �
p.m1/ D mj D �

j�1.m1/ H) �p�jC1.m1/ D mp�jC2 D m1 ;

en contra de la definición de p (al ser p � j C 2 6 p). Por tanto

� D .m1 � � � mp/�
0 ;

donde � 0 es una permutación de los restantes n � p < n números f1; : : : ; ng n fm1; : : : ; mpg (al ser �
biyectiva). Aplicando iterativamente este argumento se obtiene fácilmente el enunciado. �

� Es evidente que la descomposición de una permutación en ciclos disjuntos es única salvo por el orden
de los ciclos, ya que los elementos que forman cada ciclo son subconjuntos de f1; : : : ; ng invariantes bajo
dicha permutación que a su vez no tienen subconjuntos propios invariantes. En particular, las longitudes
(� número de elementos) de los ciclos que figuran en dicha descomposición, incluidas las de los ciclos
de longitud 1, son características de la permutación.

Ejercicio 2. Probar que el orden de una permutación � es el mínimo común múltiplo de las longitudes
de los ciclos en que se descompone � .

Ejemplo 1.12. Consideremos el grupo simétrico de 3 objetos S3, cuyos elementos son las 3Š D 6

permutaciones
e; .12/; .13/; .23/; .123/; .321/ D .123/�1 :

La tabla de multiplicación de S3 se calcula fácilmente, y resulta ser la siguiente:

e .12/ .13/ .23/ .123/ .321/

e e .12/ .13/ .23/ .123/ .321/

.12/ .12/ e .321/ .123/ .23/ .13/

.13/ .13/ .123/ e .321/ .12/ .23/

.23/ .23/ .321/ .123/ e .13/ .12/

.123/ .123/ .13/ .23/ .12/ .321/ e

.321/ .321/ .23/ .12/ .13/ e .123/

De esta tabla se sigue inmediatamente que S3 no es abeliano, ya que dicha tabla no es simétrica respecto
de la diagonal principal.

1.2 Subgrupos. Cosets. Teorema de Lagrange

Definición 1.13. Un subgrupo H de un grupo G es un subconjunto H � G que es, a su vez, un grupo
con el producto heredado de G.

En otras palabras, H � G es un subgrupo de un grupo G si:

1. 8h; h0 2 H; hh0 2 H

2. 8h 2 H; h�1 2 H
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En efecto, de las dos propiedades anteriores se sigue que si h 2 H entonces hh�1 D e 2 H . En cuanto
a la asociatividad del producto, se cumple automáticamente al verificarse en G.

� Nótese que todo subgrupo ha de contener necesariamente la unidad.

� Si H1 y H2 son subgrupos de un grupo G, su intersección H1 \H2 es a su vez subgrupo de G. Sin
embargo, la unión de dos subgrupos no es necesariamente un subgrupo. (Considérese, por ejemplo, el
caso en que G D S3, H1 D

˚
e; .12/

	
, H2 D

˚
e; .13/

	
.)

Proposición 1.14. Un subconjuntoH de un grupo G es subgrupo si es cerrado bajo la división, es decir
si 8h; h0 2 H , h0h�1 2 H (un resultado análogo es válido para h�1h0 ).

Demostración. Claramente, siH es subgrupo ha de ser cerrado bajo la división. Recíprocamente, si h es
cerrado bajo la división tomando h0 D h en el enunciado se deduce que e 2 H . Tomando a continuación
h0 D e del enunciado se sigue que H contiene los inversos de todos sus elementos. Por último, de lo
anterior se obtiene

8h; h0 2 H ; h0h D h0.h�1/�1 2 H :

�

El criterio anterior es válido tanto para grupos finitos como infinitos. Para grupos finitos, dicho crite-
rio se puede relajar sustancialmente, ya que basta con que H sea cerrado bajo el producto:

Proposición 1.15. Un subconjunto H de un grupo finito G es subgrupo si es cerrado bajo el producto,
es decir si 8h; h0 2 H , hh0 2 H .

Demostración. Por lo visto anteriormente, basta probar que para todo h 2 H el elemento inverso h�1

pertenece a H . Pero esto es inmediato, ya que si m es el orden de h se tiene

hm D e H) h�1 D hm�1 2 H;

al ser H por hipótesis cerrado bajo el producto. �

� El resultado anterior no es cierto, en general, para grupos infinitos. Por ejemplo, NN � ZN es cerrado
bajo la suma, y sin embargo no es un subgrupo (no contiene el inverso de ninguno de sus elementos).

Ejemplo 1.16. Sea G un grupo finito, y sea g un elemento cualquiera de G. El conjunto˚
e; g; : : : ; gm�1g ; con m D o.G/ ;

es un subgrupo de tipo Cm. Evidentemente, este es el menor subgrupo de G que contiene a g. Por
ejemplo, en S3 las transposiciones .12/, .13/ y .23/ son elementos de orden 2 en virtud del Ejercicio 2,
y por tanto los conjuntos

fe; .12/g ; fe; .13/g ; fe; .23/g

constituyen un subgrupo de S3 tipo C2. Análogamente, al ser el ciclo .123/ un elemento de orden 3 el
conjunto

fe; .123/; .123/2g D fe; .123/; .321/g

es un subgrupo abeliano de tipo C3.

Ejemplo 1.17. ZN (con la suma vectorial como producto) es subgrupo del grupo aditivo QN , que a
su vez es subgrupo de RN , el cual es subgrupo de CN . R� y S1 son ambos subgrupos de C� (con el
producto). El conjunto de las raíces n-ésimas de la unidad es un subgrupo de S1 (y, por tanto, de C�).



8 GRUPOS FINITOS

Ejemplo 1.18. El conjunto ˚
e; a2; a4

	
� C6

es un subgrupo de C6. En efecto, es cerrado respecto del producto (ya que a6 D e y a8 D a2 en C6).
Por la proposición anterior, ha de contener los inversos de cada uno de sus elementos. En efecto,

.a2/�1 D a4; .a4/�1 D a2 :

Evidentemente, este subgrupo (como cualquier grupo de orden 3) es una realización de C3. En efecto,
a2 tiene orden 3 en C6, ya que

.a2/2 D a4 ¤ e ; .a2/3 D a6 D e :

Ejemplo 1.19. Los conjuntos de matrices4

SL.n;F/ D
˚
A 2Mn.F/

ˇ̌
detA D 1g

O.n;F/ D
˚
A 2 GL.n;F/

ˇ̌
A�1 D AT

g

SO.n;F/ D O.n;F/ \ SL.n;F/ ;

son subgrupos de GL.n;F/ (F D R;C), mientras que

U.n/ D
˚
A 2 GL.n;C/

ˇ̌
A�1 D A�g � GL.n;C/

SU.n/ D U.n/ \ SL.n;C/ � GL.n;C/

son subgrupos de GL.n;C/. Los conjuntos anteriores se denominan, respectivamente, grupo especial
lineal, ortogonal, ortogonal especial, unitario y unitario especial.

Ejemplo 1.20. Sea G un grupo (finito o infinito) y denotemos por Z.G/ a su centro, es decir al subcon-
junto de los elementos de G que conmutan con todos los elementos de G:

Z.G/ D
˚
a 2 G

ˇ̌
ag D ga; 8g 2 G

	
:

El conjunto Z.G/ es claramente un subgrupo de G, que puede reducirse al conjunto feg (por ejemplo,
en S3). Evidentemente, Z.G/ D G si y solo si G es abeliano. Si G es un grupo finito, gi 2 Z.G/ si y
solo si la fila i de la tabla de multiplicación de G coincide con la columna i .

1.2.1 Cosets. Teorema de Lagrange

Si H es un subgrupo de un grupo G, definimos el coset (por la izquierda) asociado a un elemento
cualquiera a 2 G como el conjunto

aH �
˚
ah
ˇ̌
h 2 H

	
:

El coset por la derecha Ha se define de forma análoga. Es inmediato probar que:

1. El coset aH coincide con H si y solo si a 2 H ,

2. Si a … H , la unidad e no pertenece a aH

3. Si G es finito, H y aH tienen el mismo número de elementos para todo a 2 G, es decir5

jaH j D jH j :

4En lo que sigue denotaremos por AT y A� respectivamente la transpuesta y la adjunta (o transpuesta conjugada) de la
matriz A D .aij /16i;j6n 2Mn.C/, definidas por

.AT/ij D aj i ; .A�/ij D aj i

(donde la barra denota conjugación compleja).
5De hecho, H y aH tienen el mismo cardinal también cuando G y H son conjuntos infinitos, ya que la aplicación h 7! ah

es claramente una biyección de H en aH .
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(La última propiedad es una consecuencia inmediata del principio de simplificación.)

� Nótese, en particular, que de la segunda afirmación se sigue que el único coset de H que es subgrupo
es el propio H .

Ejemplo 1.21. Sea G D CN , que como hemos visto es un grupo con la suma. Cualquier subespacio
vectorial H � G es claramente un subgrupo de G (aunque el recíproco es claramente falso: cf. ZN ,
QN , RN ). Los cosets (por la izquierda o la derecha, ya queG es abeliano) son en este caso los conjuntos
aCH , con a 2 CN arbitrario, es decir los subespacios afines paralelos a H .

La propiedad fundamental de los cosets es la siguiente:

Proposición 1.22. Sea H subgrupo de un grupo G, y sean a; b elementos de G. Entonces los corres-
pondientes cosets aH , bH , o son iguales, o son disjuntos.

Demostración. En efecto, supongamos que aH \bH ¤ ;, y sea g 2 aH \bH . Por definición de coset,
existen dos elementos h1; h2 2 H tales que

g D ah1 D bh2 :

Entonces los cosets aH y bH son iguales, ya que

bH D a.h1h
�1
2 /H D aH

en virtud de la primera propiedad de los cosets (nótese que h1h�12 2 H , al ser este conjunto un subgrupo).
�

En virtud de la proposición anterior, siH es un subgrupo cualquiera de un grupo (finito o infinito) G
entonces G es una unión disjunta de cosets asociados al subgrupo H . Si G (y, por tanto, H ) es finito,
esto quiere decir que existenm elementos a1; : : : ; am 2 G tales que aiH \ ajH D ; para todo i ¤ j y

G D

m[
iD1

aiH :

Al ser los cosets aiH disjuntos y jaiH j D jH j, de la ecuación anterior se sigue que

jGj D mjH j :

Esto demuestra el siguiente teorema, probado por vez primera por Lagrange en 1771:

Teorema de Lagrange. Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G, el orden de H divide al de
G.

Definición 1.23. Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G, el índice de H es el número de
cosets de H , es decir (en virtud de la demostración del teorema de Lagrange) el cociente jGj=jH j.

Ejercicio 3. Probar que un grupo finito G de orden primo n es equivalente (es decir, isomorfo; cf. la
sección siguiente) a Cn.

Solución. Del teorema de Lagrange se sigue que G no posee subgrupos propios (es decir, distintos de
feg y del propio G). Si jGj D 1, el resultado se cumple trivialmente. Si jGj > 1 y g ¤ e es un elemento
cualquiera de G, el conjunto ˚

e; g; : : : ; gm�1
	
; con m D o.G/ ;

es un subgrupo de G de orden m > 1, de donde se sigue que m D n. Por tanto

G D
˚
e; g; : : : ; gn�1

	
es equivalente a Cn, al ser gn D e.
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1.3 Homomorfismos. Teorema de Cayley

Definición 1.24. Un homomorfismo entre dos gruposG yG0 es una aplicación ' W G ! G0 que verifica

'.gh/ D '.g/'.h/ ; 8g; h 2 G :

Un homomorfismo se dice fiel si es inyectivo. Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo, y un
automorfismo es un isomorfismo de un grupo G en sí mismo.

En otras palabras, un homomorfismo es una aplicaciónG ! G0 que preserva el producto, y por tanto
la estructura de grupo. En particular, dos grupos isomorfos son totalmente equivalentes desde el punto
de vista de la teoría de grupos, constituyendo dos realizaciones distintas del mismo grupo abstracto. Los
homomorfismos gozan de las siguientes propiedades elementales:

Proposición 1.25. Sea ' W G ! G0 un homomorfismo. Entonces se verifica:

1. '.e/ D e0 , siendo e0 la unidad de G0

2. '.g�1/ D '.g/�1 , 8g 2 G

Demostración.
1) Si g 2 G se tiene

'.g/ D '.ge/ D '.g/'.e/ H) '.e/ D e0 :

2) Utilizando el apartado anterior se tiene

'.g/'.g�1/ D '.gg�1/ D '.e/ D e0 H) '.g�1/ D '.g/�1 :

�

Ejemplo 1.26. El conjunto f0; 1; : : : ; n � 1g, con el producto dado por la suma módulo n:

i � j D i C j mod n ; 8i; j D 0; 1; : : : ; n � 1 ;

es un grupo abeliano (comprobarlo) que se suele denotar por6 Zn. (La unidad es el 0, y el inverso del
elemento i es n � i .) La aplicación(

' W Zn ! Cn �
˚
e; a; : : : ; an�1g

i 7! ai

es un isomorfismo de grupos. En efecto, si i; j 2 f0; 1; : : : ; n � 1g entonces i C j mod n es igual a
i C j � kn para algún entero no negativo k (de hecho, k D 0 o k D 1), y por tanto

'.i � j / D aiCj�kn D aiCj D aiaj D '.i/'.j / :

Esto demuestra que ' es un homomorfismo, y por su propia definición es una aplicación suprayectiva.
En cuanto a la inyectividad, si i; j 2 f0; 1; : : : ; n � 1g se tiene

'.i/ D '.j / () ai D aj () ai�j D e () i � j D 0 mod n () i D j ;

ya que ji � j j 6 n� 1. Del mismo modo se demuestra que el grupo de las raíces n-ésimas de la unidad,
o el de las rotaciones de ángulo 2k =n (k D 0; 1; : : : ; n � 1), son ambos isomorfos a Cn.

6En el caso n D 2, esta definición no coincide estrictamente con la definición de Z2 como el grupo multiplicativo f˙1g
que aparece en el ejemplo 1.3. Sin embargos, ambos grupos son isomorfos bajo la aplicación ' definida en este ejemplo, que
en este caso está dada por '.i/ D .�1/i (i D 0; 1).
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Ejemplo 1.27. Los grupos GL.V / y GL.N;F/ (donde F D R;C y V es un espacio vectorial sobre F
de dimensión N ) son isomorfos. Para ello, basta introducir una base B D fv1; : : : ; vN g en V y definir
' W GL.V /! GL.N;F/ mediante

'.A/ D AB ;

donde AB es la matriz del operador lineal A W V ! V en la base B. En efecto, es conocido del curso
de Álgebra lineal que la aplicación ' es biyectiva, y que si A;B 2 GL.V / entonces .AB/B D ABBB.
Nótese, sin embargo, que el isomorfismo anterior no es canónico, ya que depende de la base elegi-
da. En el caso particular V D FN hay una base canónica —la formada por los vectores de la forma
.0; : : : ; 0; 1; 0 : : : ; 0/—, y por tanto podemos identificar canónicamente GL.FN / y GL.N;F/.

Ejemplo 1.28. El grupo abeliano TN es claramente isomorfo al grupo aditivo RN , sin más que identificar
�a 2 TN con a 2 RN .

Ejemplo 1.29. Si C es un conjunto finito de n elementos, el grupo S.C / es isomorfo a Sn. En efecto,
si C D fc1; : : : ; cng la aplicación Q W Sn ! S.Cn/ que a cada permutación � 2 Sn le asocia la función
Q� W C ! C definida por Q�.ci / D c�i

es claramente un isomorfismo. (Nótese que este isomorfismo no es
canónico, ya que depende de cómo hayamos ordenado los elementos de C .)

Definición 1.30. Si ' W G ! G0, definimos su núcleo ker' y su imagen '.G/ mediante

ker' D
˚
g 2 G

ˇ̌
'.g/ D e0

	
; '.G/ D

˚
'.g/

ˇ̌
g 2 G

	
:

Proposición 1.31. Sea ' W G ! G0 un homomorfismo. Entonces se verifica:

1. El núcleo de ' es un subgrupo de G.

2. ' es fiel si y solo si ker' D feg.

3. Si H es cualquier subgrupo de G, '.H/ es un subgrupo de G0. En particular, la imagen de G es
un subgrupo de G0. Si, además, ' es fiel, el subgrupo '.H/ � G0 es isomorfo a H .

Demostración. Inmediata. �

Ejemplo 1.32. La aplicación

' W R! S1

x 7! eix

es un homomorfismo del grupo aditivo R en S1. En este caso '.R/ D S1, y

ker' D 2 Z

es efectivamente un subgrupo de R.

Ejercicio 4. Probar que R no es isomorfo a S1.

Solución. En S1, dado un número natural n > 1 existen elementos a ¤ 1 tales que an D 1 (se trata,
evidentemente, de las n � 1 raíces n-ésimas de la unidad distintas de 1). Si existiera un isomorfismo
 W S1 ! Rn entonces

an D 1 H)  .an/ D n .a/ D  .1/ D 0 H)  .a/ D 0 D  .1/ H) a D 1 ;

en contra de la definición de a.
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Ejemplo 1.33. Una transposición en Sn es por definición un ciclo de longitud 2. Es sabido que toda
permutación � 2 Sn se puede descomponer en un producto de transposiciones. Recordemos también
que, aunque la descomposición de una permutación � en producto de transposiciones no es única, sí lo
es la paridad .�1/� 2 f˙1g del número de transposiciones en que se descompone dicha permutación � .
El número .�1/� se denomina signo (o paridad) de � . Por ejemplo, un ciclo .i1 � � � il/ 2 Sn de longitud
l es el producto de l � 1 transposiciones, ya que (ejercicio)

.i1 � � � il/ D .i1il/ � � � .i1i3/.i1i2/ :

Por tanto
.�1/.i1��� il / D .�1/l�1 :

Más generalmente, si � 2 Sn se descompone en un producto de s ciclos disjuntos de longitudes l1; : : : ; ls
entonces

.�1/� D .�1/l1�1 � � � .�1/ls�1 ;

ya que de la definición de signo de una permutación se sigue inmediatamente que

.�1/�� D .�1/�.�1/� :

En virtud de la identidad anterior, la aplicación

Sn ! Z2

� 7! .�1/� ;

donde Z2 denota el grupo multiplicativo f˙1g (isomorfo a C2), es un homomorfismo de grupos. El
núcleo de este homomorfismo, que denotaremos por An, es el subconjunto de Sn formado por las per-
mutaciones pares. Por la proposición anterior, An es un subgrupo de Sn. Dada una permutación impar
cualquiera �, el coset �An es distinto de An (recuérdese que siH es un subgrupo de un grupoG y g 2 G
el coset gH coincide con H si y solo si g 2 H ), y claramente

Sn D An [ .�An/ :

En efecto, si �0 2 Sn es impar entonces �0 D �.��1�0/ 2 �An, al ser ��1�0 par (producto de permuta-
ciones impares). Por tanto An tiene índice 2 en Sn. �

Ejemplo 1.34. Un ejemplo muy importante de automorfismo es la conjugación (llamada también auto-
morfismo interno). Más precisamente, dado un elemento a 2 G la conjugación bajo dicho elemento es
la aplicación a W G ! G definida por

a.g/ D aga
�1 ; 8g 2 G :

Es claro que esta aplicación es un homomorfismo, ya que si g; h 2 G se tiene

a.gh/ D agha
�1
D .aga�1/.aha�1/ D a.g/a.h/ :

Es también claramente biyectiva, siendo su inversa la conjugación bajo a�1. Por tanto a es un automor-
fismo de G para todo a 2 G. Veremos en las secciones siguientes que la conjugación es fundamental a
la hora de entender la estructura de un grupo y, en particular, de estudiar sus representaciones.

Ejemplo 1.35. Si G es un grupo (finito o infinito), denotaremos por Aut.G/ al conjunto de los automor-
fismos de G, que es claramente un grupo respecto de la composición. La aplicación

 W G ! Aut.G/

a 7! a
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es un homomorfismo de grupos, pues

.ab/.g/ D a.bgb
�1/a�1 D .ab/g.ab/�1 D ab.g/ ; 8g 2 G ;

y por tanto .a/.b/ D .ab/. El núcleo de este homomorfismo es el centro de G, ya que

a 2 ker  () a.g/ D aga
�1
D g ; 8g 2 G () ag D ga ; 8g 2 G :

En particular, de este resultado y de la Proposición 1.31 se deduce que Z.G/ es subgrupo de G, como
ya sabíamos.

1.3.1 Teorema de Cayley

Sea G D fg1; : : : ; gng un grupo finito, y sea g 2 G uno cualquiera de sus elementos. Por lo visto en
el comentario tras la Definición 1.2, los n productos ggi (i D 1; : : : ; n) son todos distintos. Por tanto,
podemos escribir

ggi D g�.i/ ;

donde � 2 Sn es una permutación que depende de g. La aplicación

' W G ! Sn

g 7! �

definida por la fórmula anterior es un homomorfismo de grupos. En efecto, sea h otro elemento de G, y
sea � D '.h/ 2 Sn la permutación asociada a h, es decir

hgi D g�.i/ :

Entonces se tiene
.gh/gi D g.hgi / D gg�.i/ D g�.�.i// � g�B�.i/ :

Por tanto '.gh/ D � B � � �� � '.g/'.h/, lo que demuestra nuestra afirmación. El homomorfismo '
es claramente inyectivo, ya que si '.g/ D '.g0/ D � entonces

8i; : : : ; n ; ggi D g�.i/ D g
0gi H) g D g0 :

Por tanto el grupo G es isomorfo al subgrupo '.G/ de Sn, en virtud del tercer apartado de la Proposi-
ción 1.31. Queda así demostrado el siguiente teorema:

Teorema de Cayley. Todo grupo finito G es isomorfo a un subgrupo de Sn, con n D jGj.

Ejemplo 1.36. Sea D2 el grupo de las rotaciones/reflexiones que dejan invariante un rectángulo. Si los
lados de dicho rectángulo son paralelos a los ejes coordenados (cf. la Fig.1.1), este grupo consta de la
identidad más los siguientes elementos:

a D reflexión respecto del eje vertical que pasa por el centro del rectángulo

b D reflexión respecto del eje horizontal que pasa por el centro del rectángulo

c D rotación de ángulo   alrededor del centro del rectángulo.

Es evidente que a2 D b2 D c2 D e y que c D ab D ba, por lo que

D2 D
˚
e; a; b; ab

	
; con a2 D b2 D .ab/2 D e :

(Nótese que de las relaciones anteriores se sigue que ba D b�1a�1 D .ab/�1 D ab.) ¿A qué subgrupo
de S4 es isomorfo D2? Para responder a esta pregunta, nótese que cualquiera de estas transformaciones
de simetría permuta los vértices del rectángulo entre sí, y por tanto puede asimilarse a una permutación
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12

3 4

Figura 1.1: Grupo de simetrías de un rectángulo.

del conjunto f1; 2; 3; 4g. Más concretamente, si enumeramos los vértices del rectángulo tal como se
indica en la Fig. 1.1 entonces

a! .12/.34/ ; b ! .14/.23/ ; c D ab ! .13/.24/ :

Esto también se puede comprobar (algo más laboriosamente) con el argumento utilizado para probar el
teorema de Cayley. Así, por ejemplo, si llamamos

g1 D e ; g2 D a ; g3 D b ; g4 D ab

entonces

ag1 D a D g2 ; ag2 D a
2
D e D g1 ; ag3 D ab D g4 ; ag4 D a

2b D b D g3

y por tanto

a!

�
1 2 3 4

2 1 4 3

�
D .12/.34/ :

Ejercicio 5. Sea G un grupo finito de orden n, y sea g ¤ e. Probar que la descomposición en ciclos
disjuntos de la permutación � asociada a g no puede contener ningún 1-ciclo.

Solución. Esto es inmediato, ya que si � contiene el 1-ciclo .i/ entonces �.i/ D i , y por tanto

ggi D g�.i/ D gi H) g D e :

Ejercicio 6. Sea de nuevo G un grupo finito de orden n. Probar que si � es la permutación asociada a
cualquier elemento g 2 G, todos los ciclos que aparecen en la expresión de � como producto de ciclos
disjuntos tienen la misma longitud (cf. el ejemplo anterior).

Solución. Si g D e entonces � D .1/.2/ � � � .n/. Sea g ¤ e, sea � 2 Sn la permutación asociada a g, y
supongamos que

� D .i1 � � � ik/.j1 � � � jl/ � � � ; fi1; : : : ; ikg \ fj1; : : : ; jlg D ; ;

con k < l . Entonces
�k D .i1/ � � � .ik/.j1 � � � jl/

k
� � � ¤ e ;

ya que .j1 � � � jl/k ¤ e si 1 6 k < l . Esto contradice el ejercicio anterior, ya que �k es la permutación
asociada al elemento gk , y gk ¤ e al ser �k ¤ e. �

Si G es un grupo de orden primo n, del ejercicio anterior se deduce que la permutación � 2 Sn
que representa a cualquier elemento g ¤ e de G ha de ser un ciclo de orden n. Por tanto g tiene orden
n y G D fe; g; : : : ; gn�1g � Cn, como ya probamos en la sección anterior utilizando el teorema de
Lagrange.
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1.4 Clases de conjugación. Subgrupos normales. Grupo cociente.
Producto directo

1.4.1 Clases de conjugación

Dados dos elementos a; b de un grupoG, se dice que b está conjugado con a si b es la imagen de a bajo
la conjugación por algún elemento del grupo, es decir si

b D gag�1

para algún g 2 G. Escribiremos en tal caso b � a. Es fácil ver que la relación � definida de este modo
es una relación de equivalencia, es decir 8a; b; c 2 G se cumple:

1. a � a (reflexividad)

2. b � a () a � b (simetría)

3. a � b; b � c H) a � c (transitividad)

La clase de conjugación de a 2 G es la clase de equivalencia bajo la conjugación a la que pertenece
dicho elemento, es decir el conjunto Œa� dado por

Œa� D
˚
gag�1

ˇ̌
g 2 G

	
:

� Nótese que, por definición,

b 2 Œa� () b � a :

� Es claro que
Œe� D feg ;

y que a 2 Z.G/ si y solo si Œa� D fag. En particular, G es abeliano si y solo si Œa� D fag para todo
a 2 G (i.e., todas las clases de conjugación de G constan de un solo elemento).

� Utilizando las propiedades (1)-(3) que definen una relación de equivalencia, es fácil ver que

b 2 Œa� () Œa� D Œb� ;

y que b; c 2 G pertenecen a la misma clase de conjugación si y sólo si b � c.

Proposición 1.37. Un grupo cualquiera G es la unión disjunta de sus clases de conjugación. En otras
palabras,

Œa� \ Œb� ¤ ; H) Œa� D Œb� :

Demostración. En efecto,

c 2 Œa� \ Œb� H) c � a; c � b () b � c; c � a H) b � a () Œa� D Œb� :

�

Nótese, en particular, que la única clase de conjugación que es subgrupo de G es la trivial, es decir
aquella cuyo único elemento es la unidad.

Ejemplo 1.38. Si G D GL.n;C/, dos matrices invertibles A;B 2 GL.n;C/ están conjugadas si existe
una matriz invertible C 2 GL.n;C/ tal que B D CAC�1. Por tanto en este caso B � A si y solo si
A y B tienen la misma forma canónica de Jordan, salvo por el orden de los bloques asociados a cada
autovalor. (En particular, A y B han de tener los mismos autovalores, con las mismas multiplicidades.)
Desde el punto de vista de la teoría de grupos, la forma canónica de Jordan de una matriz invertible es
por tanto el representante “canónico” de su clase de conjugación.
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Ejemplo 1.39. Sea G D SO.3;R/ el grupo ortogonal especial en R3. Si R 2 SO.3;R/ es la rotación de
ángulo ˛ 2 Œ0;  � alrededor del eje v 2 R3 y T 2 SO.3;R/, entonces TRT �1 es la rotación de ángulo
˛ alrededor del eje T v. En efecto, sabemos que existe una base ortonormal positivamente orientada
fv1; v2; v3 � vg de R3 tal que

Rv1 D cos˛v1 C sen˛v2 ; Rv2 D � sen˛v1 C cos˛v2 ; Rv3 D v3 :

Si S � TRT �1 entonces S.T x/ D T .Rx/, y por tanto(
S.T v1/ D cos˛.T v1/C sen˛.T v2/ ; S.T v2/ D � sen˛.T v1/C cos˛.T v2/ ;

S.T v3/ D S.T v/ D T v3:

Como fT v1; T v2; T v3g es una base ortonormal con la misma orientación que fv1; v2; v3g (al ser T
ortogonal y detT D 1), de las ecuaciones anteriores se deduce que S D TRT �1 es efectivamente una
rotación de ángulo ˛ alrededor de T v3 � T v. Por tanto, en SO.3;R/ las clases de conjugación están
formadas por las rotaciones de un mismo ángulo ˛ 2 Œ0;  � alrededor de cualquier eje.

Estudiemos a continuación cómo son las clases de conjugación del grupo simétrico Sn. Conside-
remos, para ello, dos permutaciones �; � 2 Sn, y sea .i1 : : : ik/ uno de los ciclos disjuntos en que se
descompone � (incluyendo los ciclos de longitud 1). En primer lugar, es inmediato que la permutación
����1 preserva el conjunto

˚
�.i1/; : : : ; �.ik/

	
. Además, la acción de ����1 sobre dicho conjunto está

dada por

����1
˚
�.i1/; : : : ; �.ik/

	
D ��

˚
i1; : : : ; ik

	
D �

˚
i2; : : : ; ik; i1

	
D
˚
�.i2/; : : : ; �.ik/; �.i1/

	
D
�
�.i1/ � � � �.ik/

�˚
�.i1/; : : : ; �.ik/

	
:

Por tanto

� D .i1 � � � ik/ � � � .j1 � � � jl/ H) ����1 D
�
�.i1/ � � � �.ik/

�
� � �
�
�.j1/ � � � �.jl/

�
:

En particular, si dos permutaciones están conjugadas las longitudes de los ciclos disjuntos en que se
descomponen son las mismas. Se dice en tal caso que ambas permutaciones tienen la misma estructura
de ciclos. Recíprocamente, es claro que dos permutaciones que tienen la misma estructura de ciclos
están conjugadas. Más precisamente, si

� D .i1 � � � ik/ � � � .j1 � � � jl/ ; � 0 D .i 01 � � � i
0
k/ � � � .j

0
1 � � � j

0
l / ;

donde se sobreentiende que estamos escribiendo explícitamente los ciclos de longitud 1, por lo que
acabamos de ver � 0 D ����1, siendo (por ejemplo)

� D

�
i1 � � � ik � � � j1 � � � jl
i 01 � � � i 0

k
� � � j 01 � � � j 0

l

�
:

Por ejemplo, en S6 las permutaciones

.235/.14/ � .235/.14/.6/ ; .245/.36/ � .245/.36/.1/

están conjugadas bajo

� D

�
1 2 3 4 5 6

3 2 4 6 5 1

�
D .1346/;

o también bajo

�0 D

�
1 2 3 4 5 6

6 2 4 3 5 1

�
D .16/.34/:
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Ejemplo 1.40. Por lo visto anteriormente, las clases de conjugación de S3 son las siguientes:

feg ;
˚
.12/; .13/; .23/

	
;

˚
.123/; .321/

	
:

�

En virtud del resultado anterior, el número de clases de conjugación del grupo simétrico Sn es igual
al número de particiones del entero n. En efecto, cada estructura de ciclos está determinada por sus
longitudes l1; : : : ; ls (teniendo en cuenta los posibles ciclos de longitud 1), siendo l1C� � �C ls D n. Para
n pequeño, las particiones de n pueden hallarse de manera sencilla empezando por la que consta de un
sumando (es decir, la partición n) y descendiendo hasta la partición 1C � � � C 1 con n sumandos iguales
a 1.

Ejemplo 1.41. Las particiones de 4 son

4; 3C 1; 2C 2; 2C 1C 1; 1C 1C 1C 1 ; (1.1)

y por tanto S4 tiene 5 clases de conjugación. Por ejemplo, la clase de conjugación asociada a la partición
2C 2 está formada por los elementos

.12/.34/; .13/.24/; .14/.23/:

Ejercicio 7. Probar que el número de elementos de una clase de conjugación de Sn está dado por

nŠQn
jD1.j

nj nj Š/
;

donde nj denota el número de ciclos de longitud j . Por ejemplo, el número de elementos de las clases
de conjugación de S4 (ordenadas según la ec. (1.1)) es igual a

6; 8; 3; 6; 1 :

Ejercicio 8. El centralizador Z.a/ del elemento a 2 G es el conjunto de los elementos de G que
conmutan con a, es decir

Z.a/ D
˚
g 2 G

ˇ̌
ag D ga

	
:

1. Probar que Z.a/ es un subgrupo de G .

2. Si G es un grupo finito, probar que el cardinal de Œa� es igual al número de cosets de Z.a/. Por
tanto ˇ̌

Œa�
ˇ̌
D
jGj

jZ.a/j
:

En particular, el cardinal de cualquier clase de conjugación de un grupo finito G es un divisor del
orden del grupo.

1.4.2 Subgrupos normales

Al ser la conjugación bajo un elemento cualquiera g 2 G un automorfismo deG, siH es un subgrupo de
G su imagen gHg�1 � g.H/ es un subgrupo de G isomorfo a H (y, por tanto, con el mismo número
de elementos que H si G es finito). En general, gHg�1 ¤ H , ya que

gHg�1 D H () gH D Hg ;

y en general los cosets de H por la izquierda y por la derecha no coinciden. Por ejemplo, si G D S3,
H D fe; .12/g y g D .123/ entonces

gH D
˚
.123/; .13/

	
¤ Hg D

˚
.123/; .23/

	
:

El caso en que H es invariante bajo conjugación por cualquier elemento de G, que como veremos más
adelante tiene consecuencias importantes, merece especial atención:



18 GRUPOS FINITOS

Definición 1.42. Un subgrupo H de un grupo G es normal (o invariante) si

gHg�1 D H ; 8g 2 G :

Equivalentemente, H es un subgrupo normal si y solo si

gH D Hg ; 8g 2 G :

Si G es un grupo finito,
gHg�1 D H () gHg�1 � H ;

ya que jgHg�1j D jH j. De hecho, el resultado anterior se cumple también para grupos infinitos:

Proposición 1.43. Un subgrupo H de un grupo G es normal si y solo

gHg�1 � H ; 8g 2 G :

Solución. Basta probar que H � gHg�1, para todo g 2 G. Y, en efecto, de la condición del enunciado
se sigue que

H � g�1Hg ; 8g 2 G ;

de donde se deduce que H � gHg�1 para todo g 2 G .

Corolario 1.44. Un subgrupo H de un grupo G es normal si y solo si

h 2 H H) Œh� 2 H :

En otras palabras, un subgrupo H � G es normal si y solo si H es la unión de clases de conjugación
completas de G.

Ejemplo 1.45. Todos los subgrupos de un grupo abeliano son necesariamente normales.

Ejemplo 1.46. En S3, el único subgrupo propio normal es
˚
e; .123/; .321/

	
. En efecto, por el teorema

de Lagrange los subgrupos propios de S3 solo pueden tener orden 2 o 3. Es evidente que S3 no tiene
subgrupos normales de orden 2, ya que no hay ninguna clase de conjugación distinta de feg que conste de
un solo elemento. Por otra parte, como la única clase de conjugación de S3 que consta de dos elementos
es la formada por las permutaciones cíclicas .123/ y .321/, el único subgrupo normal de orden 3 de S3
es el indicado anteriormente.

Ejemplo 1.47. SO.n;F/ (con F D R;C) es un subgrupo de SL.n;F/. Este subgrupo no es normal, ya
que si A 2 SL.n;F/ y O 2 SO.n;F/ la matriz AOA�1 es ortogonal si y solo si

.AOA�1/T D .AT/�1OTAT
D .AOA�1/�1 D AO�1A�1 D AOTA�1 ;

lo que en general solo se cumple si A�1 D AT (es decir, si A 2 SO.n;F/). Por el contrario, SU.n/ es un
subgrupo normal de U.n/, ya que si A 2 U.n/ y U 2 SU.n/ entonces

det.AUA�1/ D detU D 1 H) AUA�1 2 SU.n/ :

Ejemplo 1.48. Un movimiento en RN es una isometría, es decir una aplicación f W RN ! RN que
verifica

jf .x/ � f .y/j D jx � yj ; 8x; y 2 RN :

Puede probarse que todo movimiento es de la forma f D TR, con R 2 O.N;R/ y T 2 TN . En otras
palabras,

f .x/ D Rx C a ; R 2 O.N;R/ ; a 2 RN :
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Es claro que el conjunto EN de todos los movimientos de RN es un grupo (no abeliano, si N > 1),
con la composición como producto. Es también evidente que los conjuntos O.N;R/ y TN (rotacio-
nes/reflexiones y traslaciones) son subgrupos de EN . ¿Son estos subgrupos normales? Evidentemente,
como todo elemento de EN es el producto de una rotación por una traslación, TN es normal si y solo si

R�aR
�1
2 TN ; 8R 2 O.N;R/; a 2 RN ;

siendo �a la traslación x 7! x C a. Esto es obvio, ya que si x 2 RN se tiene

R�aR
�1.x/ D R.R�1x C a/ D x CRa H) R�aR

�1
D �Ra 2 TN :

Por el contrario, O.N;R/ no es normal, ya que

�aR�
�1
a .x/ D R.x � a/C a D Rx C .a �Ra/ H) �aR�

�1
a D �a�RaR ;

y por tanto �aR��1a no pertenece a O.N;R/ si Ra ¤ a.

Ejercicio 9. Probar que si H es un subgrupo de índice 2 de un grupo finito G entonces H es normal.

Solución. En efecto, de la demostración del teorema de Lagrange aplicada a los cosets por la derecha de
un subgrupo H se sigue que el número de dichos cosets es también igual a jGj=jH j. Por tanto en este
caso se tiene

G D H [ aH D H [Ha :

Al ser ambas uniones disjuntas, se ha de verificar

G nH D aH D Ha ;

y por tanto H es normal. Un ejemplo del resultado anterior es el subgrupo An � Sn, necesariamente
normal por lo que acabamos de ver. Por ejemplo,

˚
e; .123/; .321/

	
es normal en S3 (cf. el Ejemplo 1.46).

Proposición 1.49. Si f W G ! G0 es un homomorfismo de grupos, el núcleo de f es un subgrupo
normal de G.

Demostración. Ya hemos visto que kerf es un subgrupo de G (cf. la Proposición 1.31). Basta por tanto
probar que para todo a 2 kerf y para todo g 2 G el elemento gag�1 pertenece a kerf . Pero esto es
obvio, ya que, al ser f homomorfismo se tiene

f .gag�1/ D f .g/f .a/f .g/�1 D f .g/e0f .g/�1 D e0:

�

Ejemplo 1.50. Ya vimos en el ejemplo anterior que An es un subgrupo normal de Sn. Otra forma de
probar esto es que An D kerf , siendo f W Sn ! Z2 el homomorfismo que a cada permutación le asocia
su signo.

Ejemplo 1.51. El centro Z.G/ de cualquier grupo G es un subgrupo normal. Esto es inmediato a partir
de la definición de Z.G/, y también se sigue de la proposición anterior, al ser Z.G/ el núcleo de la
conjugación  W G ! Aut.G/.

La imagen de un subgrupo normal bajo un homomorfismo de grupos no es, en general, un subgrupo
normal, a menos que f sea suprayectiva:

Proposición 1.52. Si H es un subgrupo normal de un grupo G y f W G ! G0 es un homomorfismo
suprayectivo, entonces f .H/ es un subgrupo normal de G0.

Demostración. Ya hemos visto en la Proposición 1.31 que f .H/ es un subgrupo de G0, por lo que basta
probar que es normal. Esto es inmediato, ya que si h 2 H y g0 D f .g/ 2 G0 entonces

g0f .h/.g0/�1 D f .g/f .h/f .g�1/ D f .ghg�1/ 2 f .H/ ;

al ser H por hipótesis normal en G. �
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1.4.3 Grupo cociente

SiH es un subgrupo de un grupoG, parece natural definir un producto entre los cosets (por la izquierda)
de H mediante la fórmula

aH � bH D .ab/H : (1.2)

¿Es esta definición correcta? Para que lo sea debemos comprobar que depende exclusivamente de los
cosets aH y bH , y no de los elementos a y b que se han seleccionado implícitamente para describir
dichos cosets. En otras palabras, debemos comprobar que

aH D a0H ; bH D b0H H) aH � bH D a0H � b0H :

o equivalentemente, teniendo en cuenta (1.2)

aH D a0H ; bH D b0H H) .ab/H D .a0b0/H : (1.3)

Para ello, nótese en primer lugar que

aH D a0H () a0 D ah1 ; bH D b0H () b0 D bh2 con h1; h2 2 H :

Por tanto
.a0b0/H D .ah1bh2/H ; (1.4)

que, como muestra el siguiente ejemplo, en general es distinto de .ab/H .

Ejemplo 1.53. Sean G D S3, H D
˚
e; .12/

	
, a D .13/, b D .23/. En este caso

aH D
˚
.13/; .123/

	
; bH D

˚
.23/; .321/

	
;

y por tanto podemos tomar
a0 D .123/; b0 D .321/ :

Entonces
ab D .13/.23/ D .321/ ; a0b0 D e ;

de donde se sigue que
.ab/H D .321/H ¤ .a0b0/H D H

(al ser .321/ … H ). �

Por lo que acabamos de ver, la condición necesaria y suficiente para que el producto “natural” de
cosets (1.2) esté bien definido es que se cumpla la condición (1.3), es decir (en virtud de (1.4))

.ah1bh2/H D .ab/H () ah1bh2 2 abH

() b�1h1bh2 2 H ; 8b 2 G; 8h1; h2 2 H: (1.5)

Esta condición se cumple automáticamente si el subgrupo H es normal; de hecho, (1.5) es equivalente
al carácter normal de H , como se deduce sin más que tomar h2 D e. Por tanto el producto de cosets de
un subgrupo H está bien definido si y solo si H es normal.

Supongamos, en vista de lo anterior, que el subgrupoH es normal, y definamos el producto de cosets
de H por la ecuación (1.2). Es fácil comprobar entonces que el conjunto

G=H D
˚
aH

ˇ̌
a 2 G

	
cuyos elementos son los cosets (por la izquierda) de H es un grupo respecto del producto que acabamos
de definir. En efecto:
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1. La propiedad asociativa es consecuencia de la asociatividad del producto en H :

.aH/.bH � cH/ � .aH/
�
.bc/H

�
D
�
a.bc/

�
H D

�
.ab/c/

�
H D

�
.ab/H

�
� cH

� .aH � bH/.cH/ :

2. La unidad de G=H es el subgrupo H , ya que

H � aH � eH � aH � .ea/H D aH ; 8a 2 G :

3. .aH/�1 D a�1H

Definición 1.54. Si H es un subgrupo normal de un grupo G, el grupo cociente de G por H es el
conjunto G=H de los cosets (por la izquierda) de H con el producto (1.2).

� Si G es un grupo finito, por el teorema de Lagrange G=H es un grupo finito de orden

jG=H j D jGj=jH j

igual al índice del subgrupo H .

Ejemplo 1.55. Sean G D Sn yH D An, que como sabemos es un subgrupo normal de Sn. En este caso
G=H consta de dos clases:

G=H D
˚
An; �An

	
;

siendo � cualquier permutación impar. Al ser �2 una permutación par, .�An/2 � �2An D An, y por
tanto la tabla de multiplicación de Sn=An es la siguiente:

An �An
An An �An
�An �An An

En particular, es evidente que Sn=An � Z2. De hecho, este isomorfismo es consecuencia inmediata del
comentario anterior, y se extiende al caso en que H es un subgrupo normal de índice 2 (ya que el único
grupo de orden 2 módulo isomorfismos es Z2).

Ejemplo 1.56. Hemos visto en el Ejemplo 1.47 que SU.n/ es un subgrupo normal de U.n/. ¿Cuál es
el grupo cociente U.n/=SU.n/? Para responder a esta pregunta, consideremos una matriz cualquiera
A 2 U.n/. De la condición A�A D 1 se sigue inmediatamente que j detAj D 1, y por tanto

detA D ei˛
2 S1

para algún ˛ 2 R. Luego

det.e�i˛=nA/ D 1 H) e�i˛=nA 2 SU.n/ H) A � SU.n/ D ei˛=nSU.n/ :

Recíprocamente, es claro que si ´ 2 S1 es un número complejo de módulo 1 la matriz ´1 pertenece a
U.n/, y define un coset ´SU.n/ 2 U.n/=SU.n/. Luego

U.n/=SU.n/ D
˚
´SU.n/

ˇ̌
´ 2 S1

	
;

siendo por definición �
´1SU.n/

��
´2SU.n/

�
D .´1´2/SU.n/ :

La aplicación f W S1 ! U.n/=SU.n/ definida por

´ 7! f .´/ D ´SU.n/
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es un homomorfismo de grupos, y es suprayectiva. Si n > 2 no es, sin embargo, inyectiva, ya que

´ 2 kerf () ´SU.n/ D SU.n/ () ´1 2 SU.n/ () ´n D 1 ;

y por tanto
kerf D

˚
1; !; : : : ; !n�1

	
� Cn ; ! � e

2 i
n :

Veremos, sin embargo, más adelante que

U.n/=SU.n/ � S1 :

Ejemplo 1.57. Sea G un grupo, y sean H1 y H2 subgrupos de G tales que H1 \ H2 D feg. Si H1
es normal y G D H1H2 (es decir, todo elemento de G es el producto de un elemento de H1 por un
elemento de H2), entonces G=H1 � H2. En efecto, los cosets de H1 son de la forma

h1h2H1 D h2.h
�1
2 h1h2/H1 D h2H1 ; hi 2 Hi ;

y por tanto G=H1 D
˚
h2H1 j h2 2 H2

	
. La aplicación f W H2 ! G=H1 definida por f .h2/ D

h2H1 es claramente un homomorfismo (por la definición de producto de cosets), y es suprayectiva por
construcción. Por otra parte, si h2 2 H2 pertenece al núcleo de f entonces

h2H1 D H1 () h2 2 H1 H) h2 2 H1 \H2 D feg H) h2 D e :

Luego f es inyectiva, y establece por tanto un isomorfismo entre H2 y G=H1.
Como se vio en el Ejemplo 1.48, el grupo EN de los movimientos de RN es el producto de sus

subgrupos H1 D TN y H2 D O.N;R/, siendo H1 normal. Es fácil ver también que TN \ O.N;R/ D
feg, ya que

Rx D x C a ; 8x 2 RN () a D 0 ; R D 1 :

Por lo que acabamos de ver, EN =TN � O.N;R/.

Proposición 1.58. Si f W G1 ! G2 es un homomorfismo de grupos, entonces G1= kerf � f .G1/.

Demostración. En primer lugar, recuérdese (Proposición 1.49) que f .G1/ es un subgrupo deG2 y kerf
es un subgrupo normal de G1, por lo que el cociente G1= kerf es un grupo con el producto (1.2). En
segundo lugar, definimos la aplicación F W G1= kerf ! f .G1/ mediante

F.g kerf / D f .g/ ; 8g 2 G1 :

Esta aplicación está bien definida, ya que

g kerf D g0 kerf () g0 D gk ; k 2 kerf

y por tanto
f .g0/ D f .gk/ D f .g/f .k/ D f .g/e0 D f .g/ ;

al ser f homomorfismo y k 2 kerf . La aplicación F es claramente suprayectiva. Es también un homo-
morfismo de grupos, ya que

F.g kerf � h kerf / D F..gh/ kerf / D f .gh/ D f .g/f .h/ D F.g kerf /F.h kerf / :

Por último, F es inyectiva:

g kerf 2 kerF () F.g kerf / D f .g/ D e0 () g 2 kerf () g kerf D kerf

(recuérdese que kerf es el elemento unidad en G= kerf ). �
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Ejemplo 1.59. Sea G D R (grupo aditivo), y consideremos el homomorfismo de R en S1 (grupo
multiplicativo) dado por x 7! eix (cf. el Ejemplo 1.32). En este caso

kerf D 2 Z ; f .R/ D S1 ;

y por tanto, en virtud del teorema anterior,

R=.2 Z/ � S1 :

(Evidentemente, el factor 2  no es esencial, es decir R=.aZ/ es también isomorfo a S1 para todo número
real a ¤ 0.) Nótese que R=.2 Z/ puede considerarse como el conjunto de los posibles argumentos de
un número complejo. En efecto, un elemento de R=.2 Z/ es un conjunto de la forma � C 2 Z, con
� 2 R (¡recuérdese que el producto en el grupo R es la suma ordinaria!), y además

� C 2 Z D � 0 C 2 Z () � 0 2 � C 2 Z () � 0 � � 2 2 Z :

Ejemplo 1.60. La aplicación det W U.n/! S1 es un homomorfismo de grupos, al ser

det.AB/ D detA � detB ; 8A;B 2Mn.C/:

El núcleo de este homomorfismo es el subgrupo SU.n/, por lo que, en virtud de la proposición anterior,

U.n/=SU.n/ � S1 :

Análogamente, el núcleo del homomorfismo det W O.n;F/ ! Z2 D f˙1g es el subgrupo SO.n;F/, y
por tanto

O.n;F/=SO.n;F/ � Z2 :

De la misma forma se demuestra que

GL.n;F/=SL.n;F/ � F� :

1.4.4 Producto directo de dos subgrupos

Definición 1.61. Sea G un grupo, y sean H1 y H2 dos subgrupos propios de G. Diremos que G es el
producto directo de sus subgruposH1 yH2, y escribiremosG D H1˝H2, si se verifican las siguientes
condiciones:

1. G D H1H2, i.e, para todo g 2 G existen h1 2 H1 y h2 2 H2 tales que g D h1h2 .

2. La descomposición anterior es única: si g D h1h2 D h01h
0
2, con hi ; h0i 2 Hi , entonces h1 D h01 y

h2 D h
0
2.

3. h1h2 D h2h1 ; 8h1 2 H1 ; h2 2 H2.

� Evidentemente, G D H1 ˝ H2 si y solo si G D H2 ˝ H1, al ser las tres condiciones anteriores
simétricas en H1 y H2. (Nótese, en efecto, que en virtud de la condición 3) G D H2H1.)

� La condición (2) es equivalente a

20) H1 \H2 D feg.

� Nótese que la condición 3) no implica que G sea abeliano, ya que no se exige que H1 o H2 sean
abelianos.

� Utilizando la propiedad 2) del producto directo, es inmediato probar que siG es finito yG D H1˝H2
entonces

jGj D jH1j jH2j :

� Es fácil ver que las condiciones 1)-3) anteriores pueden reemplazarse 1), 2) (o 20)) y 30), siendo
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30) H1 y H2 son subgrupos normales de G.

En efecto, es obvio que 1) y 3) implican 30, ya que si g D h1h2, con hi 2 Hi , entonces

gH1g
�1
D h1h2H1h

�1
2 h�11 D h1H1h

�1
1 D H1;

en virtud de la condición 3), y análogamente para gH2g�1. Para ver que 1), 20) y 30) implican 3), basta
notar que si h1 2 H1 y h2 2 H2 entonces

h1h2.h2h1/
�1
D h1h2h

�1
1 h�12 ;

y (al ser H1 y H2 normales por hipótesis)

h1h2h
�1
1 h�12 D h1.h2h

�1
1 h�12 / 2 H1 ; h1h2h

�1
1 h�12 D .h1h2h

�1
1 /h�12 2 H2 :

La condición 20) implica entonces que h1h2.h2h1/�1 D e, es decir h1h2 D h2h1.

Ejemplo 1.62. Sea G D C6, H1 D fe; a3g � C2, H2 D fe; a2; a4g � C3. Al ser

a D a3a4 ; a5 D a3a2 ;

es claro que G D H1H2, y por tanto se verifica la condición 1) de la definición del producto directo. Es
evidente que se cumple también la condición 20), y la 30) se verifica trivialmente al ser C6 abeliano. Por
tanto C6 D H1 ˝H2 � C2 ˝ C3.

Ejercicio 10. Si r; s 2 N son primos entre sí, probar que Crs � Cr ˝ Cs . [Ayuda: al ser r y s primos
entre sí, en virtud del algoritmo de Euclides existen 2 enteros p y q tales que pr C qs D 1.]

Ejemplo 1.63. Consideremos el grupo G D Dn, y sus subgrupos

H1 D
˚
e; a

	
; H2 D

˚
e; b; : : : ; bn�1

	
:

En este casoG D H1H2, y claramenteH1\H2 D feg. Sin embargo, el grupoDn es el producto directo
de sus subgrupos H1 y H2 si y solo si n D 2, ya que

ab D .ab/�1 D b�1a�1 D bn�1a D ba () n D 2 :

Ejemplo 1.64. Sean G D S3, H1 D
˚
e; .12/

	
, H2 D

˚
e; .123/; .321/

	
. Es fácil ver que en este caso

G D H1H2, ya que
.12/.123/ D .23/ ; .12/.321/ D .13/ ;

y por tanto se cumple la primera condición del producto directo. Es también obvio que se verifica la
condición 20). Sin embargo, S3 no es el producto directo de sus subgrupos H1 y H2, ya que H1 no es
normal, y por tanto no se verifica la condición 30). Equivalentemente, no se cumple la condición 3), ya
que (por ejemplo)

.12/.123/ D .23/ ; .123/.12/ D .13/ :

Lo mismo ocurre si se toma como H1 cualquiera de los otros subgrupos de orden 2 de S3, ya que S3 no
posee subgrupos normales de orden 2 (cf. el Ejemplo 1.46). Por este motivo, S3 no puede ser el producto
directo de dos de sus subgrupos. Otra forma de probar este resultado es notar que si S3 fuera el producto
directo de dos de sus subgrupos entonces S3 � C2 ˝ C3, y por tanto S3 sería abeliano.

Ejemplo 1.65. SiG D C4,H1 D fe; ag,H2 D fe; a2g, es inmediato ver que se verifican las condiciones
1), 20) y 3) anteriores. Sin embargo C4 no es el producto directo de H1 y H2, ya que H1 no es un
subgrupo.

Ejemplo 1.66. Sean G D EN , H1 D TN , H2 D O.N /. Entonces G no es el producto directo de sus
subgrupos H1 y H2, al no ser H2 normal.
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Ejemplo 1.67. Sean G D U.n/, H1 D
˚
ei˛1

ˇ̌
˛ 2 R

	
� S1, H2 D SU.n/. Claramente, tanto H1

como H2 son subgrupos de G, y ambos son normales (cf. el Ejemplo 1.47). Es claro que todo elemento
de U.n/ es el producto de un elemento de H1 y otro de H2 (cf. el Ejemplo 1.56). Sin embargo, si n > 2
U.n/ no es el producto directo de H1 con H2, ya que

H1 \H2 D
˚
ei˛1

ˇ̌
˛ 2 R ; det.ei˛1/ D 1

	
D
˚
1; !1; : : : ; !n�11

	
; ! � e

2 i
n :

Ejercicio 11. Estudiar si O.n/ D SO.n/˝ Z2, siendo Z2 D f˙1g.

Ejemplo 1.68. Consideremos el grupo G D Dn y sus subgrupos

H1 D
˚
e; a

	
; H2 D

˚
e; b; : : : ; bn�1

	
;

que claramente satisfacen las condiciones G D H1H2 y H1 \ H2 D feg . Por tanto G será igual al
producto directo H1 y H2 si y solo h1h2 D h2h1, para todo h1 2 H1 y h2 2 H2. A su vez, esta última
condición es claramente equivalente a la igualdad ab D ba. Sin embargo,

ab D .ab/�1 D b�1a�1 D bn�1a D ba () bn�1 D b () n D 2 :

Por tanto D2 D H1 ˝H2 � C2 ˝ C2, y Dn ¤ H1 ˝H2 si n > 2.

Ejercicio 12. Si G D H1 ˝H2, probar que

G=H1 � H2 ; G=H2 � H1 :

Solución. Las aplicaciones �i W G ! Hi (proyecciones) definidas7 por

�i .h1h2/ D hi

son claramente homomorfismos, siendo

ker�1 D H2 ; ker�2 D H1 :

Por tanto, en virtud de la Proposición 1.58,

G= ker�1 D G=H2 � �1.G/ D H1 ; G= ker�2 D G=H1 � �2.G/ D H2 :

1.4.5 Producto directo de dos grupos

Dados dos grupos G1 y G2, se define su producto directo como el producto cartesiano

G1 �G2 D
˚
.g1; g2/

ˇ̌
g1 2 G1; g2 2 G2

	
;

con el producto natural
.g1; g2/.h1; h2/ D .g1h1; g2h2/ :

Es inmediato verificar que G1 �G2 es efectivamente un grupo, siendo

e D .e1; e2/ ; .g1; g2/
�1
D .g�11 ; g�12 / ;

donde ei denota la unidad de Gi . Los subconjuntos

H1 � G1 � fe2g ; H2 � fe1g �G2

son obviamente subgrupos de G1 �G2. De hecho, estos subgrupos son las imágenes de los grupos G1 y
G2 bajo los homomorfismos inyectivos (inyecciones canónicas)

g1 7! .g1; e2/ ; g2 7! .e1; g2/ ;

por lo que
Hi � Gi ; i D 1; 2 :

Veamos a continuación que G1 �G2 D H1 ˝H2. Esto es inmediato, ya que:
7Estas aplicaciones están bien definidas porque, en virtud de las dos primeras propiedades del producto directo, todo ele-

mento de G se escribe de manera única como el producto de un elemento de H1 por un elemento de H2.
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1. G1 �G2 D H1H2, al ser
.g1; g2/ D .g1; e2/.e1; g2/

por definición del producto en G1 �G2.

2. H1 \H2 D f.e1; e2/g � e .

3. .g1; e2/.e1; g2/ D .e1; g2/.g1; e2/ D .g1; g2/ :

Normalmente Gi se identifica con Hi (recuérdese que son isomorfos, de forma natural), y se denota el
producto de G1 �G2 por G1 ˝G2 (con un ligero abuso de notación).

� Es inmediato generalizar el producto directo al caso en que el número de factores es un entero positivo
arbitrario.

Ejemplo 1.69. Sea F un cuerpo (y, por tanto, un grupo aditivo). Entonces F2 D F ˝ F y, en general,

FN D F ˝ � � � ˝ F„ ƒ‚ …
N

:

Ejemplo 1.70. Sea G D S1 ˝ SU.n/, y consideremos la aplicación f W G ! U.n/ dada por

.ei˛; A/ 7! ei˛A ; ˛ 2 R ; A 2 SU.n/ :

Esta aplicación es claramente suprayectiva (cf. el Ejemplo 1.56), y también es inmediato comprobar que
es un homomorfismo. ¿Cuál es su núcleo? Para responder a esta pregunta, supongamos que ei˛A D 1,
con ˛ 2 R y A 2 SU.n/. Tomando determinantes en ambos miembros de esta igualdad se obtiene

ein˛
D 1 () ei˛

D !k ; con ! D e
2 i
n ; k 2 f0; 1; : : : ; n � 1g :

Sustituyendo a continuación cada uno de estos valores de ei˛ en la igualdad ei˛A D 1 se obtiene A D
!�k1, que evidentemente pertenece a SU.n/. Por tanto

kerf D
˚
.!k; !�k1/

ˇ̌
k D 0; 1; : : : ; n � 1

	
D
˚
.1; 1/; .!; !�11/; : : : ; .!; !�11/n�1

	
� Cn :

De la Proposición 1.58 se sigue entonces que

U.n/ �
�
S1 ˝ SU.n/

�
=Cn :

1.5 Representaciones

1.5.1 Representaciones lineales

Definición 1.71. SeaG un grupo, y V un espacio vectorial complejo de dimensión finita. Una represen-
tación lineal de G en el espacio vectorial V es un homomorfismo D W G ! GL.V /. La dimensión de V
como espacio vectorial se denomina dimensión de la representación D. Una representación se dice fiel
si es inyectiva.

En otras palabras, una representación lineal de G en el espacio vectorial V es una aplicación D que
a cada elemento g 2 G le asocia una aplicación lineal invertible D.g/ W V ! V de forma que

D.gh/ D D.g/D.h/ ; 8g; h 2 G : (1.6)

Nótese que, por las propiedades de los homomorfismos, si D es una representación de G entonces

D.e/ D I ; D.g�1/ D D.g/�1 ;

siendo I W V ! V la identidad.



Representaciones 27

Proposición 1.72. Una aplicación D W G ! L.V / (donde L.V / denota el espacio de las aplicaciones
lineales de V en sí mismo) es una representación si y solo si D.e/ D I y se verifica (1.6).

Demostración. Inmediata, ya que para todo g 2 G se tiene

D.gg�1/ D D.g/D.g�1/ D D.e/ D I H) D.g/�1 D D.g�1/ H) D.g/ 2 GL.V / :

�

Definición 1.73. Una representaciones matricial de un grupo G es un homomorfismo D W G !
GL.n;C/.

Si V D Cn se identifica normalmente GL.Cn/ con GL.n;C/, equiparando una aplicación lineal A W
Cn ! Cn con su matriz en la base canónica de Cn. Mediante esta identificación, podemos considerar
las representaciones matriciales como un caso particular de las lineales.

Ejemplo 1.74. La aplicación D W G ! GL.V / dada por D.g/ D I , para todo g 2 G, es claramente
una representación de G que llamaremos trivial.

Ejemplo 1.75. Si G � GL.n;C/ es un grupo matricial, la aplicación D W G ! GL.n;C/ dada por

D.A/ D A ; 8A 2 G ;

es claramente una representación (matricial, obviamente fiel) deG llamada representación de definición
(defining representation, en inglés).

Ejemplo 1.76. Si D W G ! GL.n;C/ es una representación matricial de G, la aplicación QD W G !
GL.n;C/ definida por

QD.g/ D
�
D.g/T

��1
;

es también una representación matricial de G denominada la representación contragrediente de D.

Ejemplo 1.77. Si G D S1, la aplicación D W S1 ! GL.2;C/ definida por

D
�
ei��
D

�
cos � � sen �
sen � cos �

�
� R.�/ ; � 2 R ;

es claramente una representación. En efecto, nótese en primer lugar que D está bien definida, ya que�
ei�
D ei� 0

() � 0 D � C 2k  ; k 2 Z
�
H) R.�/ D R.� 0/ :

Además, para todo �1; �2 2 R se tiene

D
�
ei�1ei�2

�
D D

�
ei.�1C�2/

�
D R.�1 C �2/ D R.�1/R.�2/ D D

�
ei�1

�
D
�
ei�2

�
:

La representación D tiene dimensión 2, y es fiel. En efecto,

D
�
ei�1

�
D D

�
ei�2

�
() R.�1/ D R.�2/ () �1 D �2 mod 2  () ei�1 D ei�2 :

Una representación D0 de G de dimensión 3 (también fiel) está dada por

D0
�
ei��
D

�
cos � � sen � 0

sen � cos � 0

0 0 1

�
:

Nótese que las matrices de esta representación dejan invariante el subespacio W D linf.0; 0; 1/g, es
decir

D0
�
ei��W � W ; 8� 2 R :

�
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De la Proposición 1.31 se sigue inmediatamente el siguiente resultado:

Proposición 1.78. La representación D es fiel si y solo si kerD D feg.

Definición 1.79. Se dice que un grupo G es simple si no posee subgrupos normales propios, y semisim-
ple si no posee subgrupos normales abelianos propios.

Si D es una representación de un grupo G, al ser D un homomorfismo su núcleo es un subgrupo
normal de G. Si G es simple y D es una representación de G entonces o bien kerD D G, en cuyo caso
D es la representación trivial, o bien kerD D feg, en cuyo caso D es fiel. Por tanto:

Proposición 1.80. Toda representación no trivial de un grupo simple es fiel.

Ejemplo 1.81. El grupo Sn no es simple, ya que posee el subgrupo normal no trivial An. La aplicación
D W Sn ! C dada por D.�/ D .�1/� es claramente una representación (de dimensión uno) no trivial
de Sn. Esta representación no es fiel, al ser su núcleo precisamente el subgrupo normal An. El grupo S3
tampoco es semisimple, ya que en este caso A3 D

˚
e; .123/; .321/

	
es un subgrupo normal abeliano.

Ejercicio 13. ¿Es S4 semisimple?

1.5.2 Representación regular

Definición 1.82. Un álgebra sobre un cuerpo F es un espacio vectorial A sobre F provisto de un
producto

A �A! A
.a; b/ 7! ab

lineal en cada uno de sus argumentos, es decir tal que:

1. a.b C c/ D ab C ac ; .b C c/a D baC ca ; 8a; b; c 2 A (propiedad distributiva).

2. .�a/b D a.�b/ D �.ab/ ; 8a; b 2 A ; 8� 2 F :

La dimensión del álgebra A es por definición su dimensión como espacio vectorial.

En lo que sigue, supondremos siempre que F D R;C, y nos ocuparemos casi exclusivamente de
álgebras de dimensión finita. Diremos que un álgebra A es asociativa o abeliana si su producto es
respectivamente asociativo o conmutativo. Una unidad en un álgebra A es un elemento e 2 A tal que

ea D ae D a ; 8a 2 A :

Es inmediato probar que en un álgebra hay a lo sumo una unidad. Si A es un álgebra con elemento
unidad, un inverso de un elemento a 2 A es cualquier elemento b 2 A tal que

ab D ba D e :

En un álgebra asociativa A, es fácil probar que si existe el inverso de un elemento del álgebra necesa-
riamente ha de ser único; en tal caso, denotaremos el inverso de a 2 A por a�1. De la linealidad del
producto respecto de cada uno de sus argumentos se sigue inmediatamente que

a0 D 0a D 0 ; 8a 2 A ;

por lo que 0 no puede poseer inverso. Si A es un álgebra asociativa con elemento unidad, y todo elemento
de A distinto de 0 posee inverso, se dice que A es un álgebra asociativa con división. En otras palabras,
un álgebra asociativa con división es un álgebra A en que A n f0g es un grupo respecto de la multiplica-
ción. Recuérdese que un cuerpo es un álgebra asociativa con división que es además conmutativa.
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Ejemplo 1.83. El conjunto Mn.F/ (con F D R o C) es un álgebra asociativa con elemento unidad. Si
n > 2, esta álgebra no es abeliana ni es un álgebra con división.

Ejercicio 14. Sea
˚
e1; e2; e3; e4

	
la base canónica de R4, y definamos los productos

1. e1ei D eie1 D ei , para todo i D 1; : : : ; 4 .

2. e22 D e
2
3 D e

2
4 D e2e3e4 D �e1 .

a) Demostrar que las relaciones anteriores determinan un producto asociativo en R4. b) Probar que,
aunque dicho producto no es abeliano, R4 es un álgebra asociativa con división. Esta álgebra recibe el
nombre de álgebra de los cuaterniones, y se suele denotar por H.

Solución. a) Es fácil ver que las relaciones anteriores, junto con el requisito de que el producto sea
asociativo, determinan los restantes productos eiej entre pares de elementos de la base canónica con
2 6 i ¤ j 6 4. En efecto,

e2e3e
2
4 D �e2e3 D �e1e4 D �e4 H) e2e3 D e4 :

De la misma forma se demuestra que e3e4 D e2, y por tanto

e2e4 D e3e
2
4 D �e3 :

De estas relaciones se obtienen fácilmente los demás productos eiej con i; j > 2:

e3e2 D e
2
3e4 D �e4 ; e4e2 D �e3e

2
2 D e3 ; e4e3 D e2e

2
3 D �e2 :

Nótese, en particular, que
eiej D �ej ei ; 2 6 i ¤ j 6 4 : (1.7)

Extendiendo este producto por linealidad, es decir definiendo� 4X
iD1

xiei

�� 4X
jD1

yj ej

�
D

4X
i;jD1

xiyj eiej ;

obtenemos un producto definido en todo R4, respecto del cual R4 es un álgebra. Nótese que el vector e1
actúa obviamente como elemento unidad, y por tanto escribiremos a partir de ahora 1 en lugar de e1. Se
comprueba fácilmente que el producto que acabamos de definir es asociativo entre los elementos de la
base canónica. En efecto, es fácil ver a partir de la ec. (1.7) y los productos 1)-2) que basta comprobar
la igualdad .e2e3/e4 D e2.e3e4/. Dicha igualdad se verifica, ya que ambos productos son iguales a �1.
De la asociatividad del producto entre elementos de la base canónica se sigue inmediatamente que el
producto es asociativo en todo R4, y por tanto R4 es un álgebra asociativa con elemento unidad. Que no

es conmutativa es obvio, en virtud de la ec. (1.7). Por último, dado un elemento cualquiera x D
4P
iD1

xiei

y definiendo x mediante

x D x1e1 �

3X
iD1

xiei ;

entonces

xx D x21 �

4X
i;jD2

xixj eiej D x
2
1 �

4X
iD2

x2i e
2
i �

X
26i¤j64

xixj eiej D x
2
1 C

4X
iD2

x2i D kxk
2 ;

en virtud de la ec. (1.7). Del mismo modo (o simplemente teniendo en cuenta que x D x) se demuestra
que x x D kxk2 . Por tanto todo elemento x ¤ 0 tiene por inverso el elemento

x�1 D
x

kxk2
;

lo que convierte a R4 en un álgebra asociativa (no conmutativa) con división. �



30 GRUPOS FINITOS

Todo grupo finito G tiene asociada de manera natural un álgebra asociativa con elemento unidad de
dimensión igual al orden de G. En efecto, sea

G D
˚
g1; : : : ; gn

	
; n � jGj ;

y denotemos por jgi i el i -ésimo vector de la base canónica de Cn. Nótese que un elemento cualquiera
de Cn puede escribirse en la forma

nX
iD1

ai jgi i �
X
g2G

a.g/jgi ;

siendo ai � a.gi / 2 C, i D 1; : : : ; n. El álgebra del grupo G (group algebra, en inglés), que denota-
remos por A.G/, es el espacio vectorial Cn con el siguiente producto:

a D
X
g2G

a.g/jgi ; b D
X
g2G

b.g/jgi H) ab D
X
g;h2G

a.g/b.h/jghi :

Obsérvese que podemos escribir
ab D

X
g2G

c.g/jgi ;

siendo
c.g/ D

X
h;k2G
khDg

a.k/b.h/ D
X
h2G

a.gh�1/b.h/ D
X
k2G

a.k/b.k�1g/ :

Es inmediato comprobar que A.G/ es un álgebra asociativa con elemento unidad, siendo la unidad el
vector jei. También es fácil probar que A.G/ es abeliana si y solo si lo es el grupo G.

Ejemplo 1.84. Sea G D C2 � fe; ag. Entonces A.C2/ D C2, con el producto

.a0jei C a1jai/.b0jei C b1jai/ D .a0b0 C a1b1/jei C .a0b1 C a1b0/jai :

Nótese que A.C2/ no es un álgebra con división, ya que (por ejemplo)

.jei C jai/.jei � jai/ D jei � ja2i D jei � jei D 0 :

Por tanto los elementos jei ˙ jai no poseen inverso, ya que si alguno de ellos lo tuviera la igualdad
anterior implicaría que el otro elemento sería nulo. �

Si G es un grupo finito, su representación regular es la aplicación DR W G ! L
�
A.G/

�
dada por

DR.g/a D jgi a ; 8a 2 A.G/ ; 8g 2 G :

En otras palabras,
DR.g/

�X
h2G

a.h/jhi
�
D

X
h2G

a.h/jghi ; 8g 2 G :

Es claro que DR.g/ es una aplicación lineal de A.G/ en sí mismo (por la linealidad del producto de
A.G/ en cada uno de sus factores). De hecho, DR.g/ es la aplicación lineal definida en la base canónica
de A.G/ mediante

DR.g/jhi D jghi ; 8h 2 G ;

y extendida por linealidad a todo A.G/. Comprobemos que esta aplicación es efectivamente una repre-
sentación de G:

1. En primer lugar, DR.g/ 2 GL
�
A.G/

�
para todo g 2 G, ya que es inmediato comprobar que

DR.g/
�1 D DR

�
g�1

�
.
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2. En segundo lugar,
DR.gh/ D DR.g/DR.h/ ; 8g; h 2 G :

En efecto, por linealidad basta probar que ambos miembros producen el mismo resultado cuando
se aplican a los vectores de la base canónica de A.G/. Esto se verifica claramente, ya que

DR.gh/jki D j.gh/ki D jg.hk/i D DR.g/jhki D DR.g/DR.h/jki ; 8k 2 G :

� La representación regular de un grupo finito G tiene dimensión igual al orden de G, y es claramente
fiel. En efecto,

g 2 kerDR () DR.g/ D I () DR.g/jhi � jghi D jhi ; 8h 2 G

() gh D h ; 8h 2 G () g D e :

� Dado un elemento g 2 G, la actuación de DR.g/ sobre la base canónica de A.G/ está dada por

DR.g/jgj i D jggj i D jg�.j /i ; j D 1; : : : ; n ;

siendo � 2 Sn una cierta permutación (dependiente de g). De esto se sigue inmediatamente que

ŒDR.g/�ij D

˚
1; si i D �.j /

0; en cualquier otro caso;

donde hemos denotado por ŒDR.g/�ij el elemento de matriz .i; j / de la matriz de DR.g/ en la base
canónica de A.G/. En otras palabras, la matriz de DR.g/ tiene exactamente un 1 en cada fila y en cada
columna, siendo sus demás elementos de matriz iguales a cero. Teniendo en cuenta que

i D �.j / () ggj D gi () g D gig
�1
j ;

otra forma más conveniente de expresar lo anterior es la siguiente:

ŒDR.g/�ij D

˚
1; si g D gig�1j

0; en cualquier otro caso:

Por tanto, para hallar la matriz deDR.g/ en la base canónica de A.G/ basta construir la tabla de multipli-
cación deG colocando en las filas los elementos g1; : : : ; gn y en las columnas sus inversos g�11 ; : : : ; g�1n
(en el mismo orden). En virtud del comentario anterior, la matriz deDR.g/ tendrá un 1 en las posiciones
en que aparezca g en dicha tabla de multiplicación, y cero en las demás posiciones.

� De lo anterior se sigue que la representación regular de un grupo finito proporciona esencialmente la
misma información que su tabla de multiplicación. De hecho, veremos más adelante que la represen-
tación regular contiene todas las representaciones irreducibles inequivalentes de un grupo finito, en un
sentido que será precisado más adelante.

Ejemplo 1.85. Sea G D C4 D fe; a; a2; a3g, de modo que

g�11 D e ; g�12 D a
3 ; g�13 D a

2 ; g�14 D a :

La tabla de multiplicación es por tanto

e a3 a2 a

e e a3 a2 a

a a e a3 a2

a2 a2 a e a3

a3 a3 a2 a e
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Luego (identificando DR.g/ con su matriz en la base canónica de A.G/) DR.e/ D 1 y

DR.a/ D

�
0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

˘

; DR.a
2/ D

�
0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

˘

; DR.a
3/ D

�
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

˘

:

Ejercicio 15. Sea G un grupo finito. Probar que para todo g 2 G la matriz deDR.g/ en la base canónica
de A.G/ es ortogonal (y, por tanto, unitaria, ya que es real).

Solución. En efecto, si g 2 G se tiene

ŒDR.g/�ij D 1 () g D gig
�1
j () g�1 D gjg

�1
i () ŒDR.g

�1/�j i D 1 ;

y por tanto, al ser DR representación,

DR.g/
T
D DR.g

�1/ D DR.g/
�1 :

1.5.3 Equivalencia de representaciones

Definición 1.86. Dadas dos representaciones Di W G ! GL.Vi / (i D 1; 2) de un grupo G, se dice
que D1 es equivalente a D2 si existe un aplicación lineal invertible (es decir, un isomorfismo lineal)
A W V1 ! V2 tal que

D2.g/ D AD1.g/A
�1 ; 8g 2 G :

� Nótese que, al ser la aplicación lineal A en la definición anterior invertible, los espacios vectoriales V1
y V2 son necesariamente isomorfos, y en particular dimV1 D dimV2.

� La equivalencia de representaciones es claramente una relación de equivalencia.

� Si dos representaciones Di W G ! GL.Vi / (i D 1; 2) son equivalentes, para todo g 2 G los opera-
dores D1.g/ y D2.g/ están representados por la misma matriz en sendas bases de los correspondientes
espacios vectoriales V1 y V2. Más concretamente, sea B1 D fv1; : : : ; vng una base cualquiera de V1, y
denotemos por

�
dij .g/

�
16i;j6n

la matriz de D1.g/ respecto de la base B1, de modo que

D1.g/vj D

nX
iD1

dij .g/vi ; j D 1; : : : ; n :

El conjunto B2 D fu1; : : : ; ung, donde ui � Avi , es una base de V2, al ser A un isomorfismo lineal. La
acción de D2.g/ sobre esta base está dada por

D2.g/uj D AD1.g/A
�1
� Avj D A �D1.g/vj D

nX
iD1

dij .g/Avi �

nX
iD1

dij .g/ui :

Por tanto
�
dij .g/

�
16i;j6n

es también la matriz deD2.G/ en la base B2 de V2, como habíamos afirmado.

� El objetivo fundamental de la teoría de representaciones es construir todas las representaciones de un
grupo G módulo equivalencia. En otras palabras, se trata de encontrar todas las clases de equivalen-
cia distintas en el conjunto de las representaciones de G, preferiblemente señalando un representante
canónico en cada clase.

Ejemplo 1.87. Una representación de dimensión 1 solo puede ser equivalente a sí misma, ya que el pro-
ducto de números complejos es conmutativo. En otras palabras, dos representaciones distintas de dimen-
sión 1 son necesariamente inequivalentes. Lo mismo ocurre con las representaciones n-dimensionales
cuyas matrices son proporcionales a la matriz unidad.
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1.5.4 Representación compleja conjugada. Representaciones reales

SiD W G ! GL.n;C/ es una representación matricial de un grupo G, definimos la aplicaciónD W G !
Mn.C/ mediante

D.g/ D D.g/ ; 8g 2 G :

Es fácil probar que D es una representación (matricial) de G, ya que:

1. det.D.g// � det.D.g// D det.D.g// ¤ 0 H) D.g/ 2 GL.n;C/ ; 8g 2 G :

2. D.gh/ D D.gh/ D D.g/D.h/ D D.g/ D.h/ � D.g/D.h/ ; 8g; h 2 G :

La representación D se denomina compleja conjugada de D. Una representación es real si es equiva-
lente a su compleja conjugada.

Ejemplo 1.88. Consideremos la representación de definición del grupo G D U.n/, que como hemos
visto está dada por

D.U / D U ; 8U 2 U.n/ :

¿Es esta representación real? Si lo fuera, existiría una matriz A 2 GL.n;C/ tal que

U D AUA�1 ; 8U 2 U.n/ :

Pero esta igualdad no puede ser cierta para toda matriz U 2 U.n/, porque tomando U D i1 se obtendría
la contradicción �i D i. Por tanto la representación de definición de U.n/ no es real.

Si n > 3, el mismo argumento vale para la representación de definición de SU.n/, tomando en lugar
de i1 la matriz e2 i=n1.

Ejercicio 16. Probar que la representación de definición de SU.2/ es real.

Solución. Una matriz U 2 SU.2/ es de la forma

U D

�
a b

�b a

�
; con a; b 2 C ; jaj2 C jbj2 D 1 (1.8)

(ejercicio). Necesitamos encontrar una matriz

C �

�
c1 c2
c3 c4

�
tal que

UC D CU (1.9)

para toda matriz de la forma (1.8). Tomando a D i, b D 0 en (1.8) se obtiene la matriz

U D i
�
1 0

0 �1

�
;

que sustituida en (1.9) proporciona

�

�
1 0

0 �1

��
c1 c2
c3 c4

�
D

�
�c1 �c2
c3 c4

�
D

�
c1 c2
c3 c4

��
1 0

0 �1

�
D

�
c1 �c2
c3 �c4

�
H) c1 D c4 D 0 :

Tomando ahora a D 0, b D 1 en (1.8) se obtiene

U D

�
0 1

�1 0

�
; (1.10)

lo que conduce a la condición�
0 1

�1 0

��
0 c2
c3 0

�
D

�
c3 0

0 �c2

�
D

�
0 c2
c3 0

��
0 1

�1 0

�
D

�
�c2 0

0 c3

�
H) c3 D �c2 :
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Por tanto las únicas matrices que pueden cumplir (1.9) son las proporcionales a

C D

�
0 1

�1 0

�
: (1.11)

Un cálculo elemental demuestra que, en efecto, la matriz (1.11) (y, por tanto, cualquier matriz proporcio-
nal a ella) satisface efectivamente (1.9) para toda matriz U de la forma (1.8). Por tanto la representación
de definición de SU.2/ es equivalente a su compleja conjugada, como habíamos afirmado.

Ejercicio 17. Sea D W G ! GL.n;C/ una representación de un grupo G. a) Probar que si D es
equivalente a una representación D0 tal que D0.g/ 2 GL.n;R/, para todo g 2 G, entonces D es
real. b) Demostrar que la representación de definición de SU.2/ es real pero no cumple la condición
del apartado a).

Solución. a) Por hipótesis, existen A 2 GL.n;C/ y una representación D0 W G ! GL.n;C/ con
D0 D D0 tales que D D AD0A�1. Pero entonces

D D AD0A�1 D AD0.A/�1 D .AA�1/D.AA�1/�1 ;

y por tanto D es real.
b) Si la representación de definición de SU.2/ satisficiera la condición del apartado a) existiría una
matriz invertible A 2 GL.2;C/ tal que

U D .AA�1/U.AA�1/�1 ; 8U 2 SU.2/ :

En virtud del ejercicio anterior,

AA�1 D �C ; con C D

�
0 1

�1 0

�
; � 2 C ;

lo que conduce inmediatamente a una contradicción:

A D �CA H) A D �CA D j�j2C 2A D �j�j2A H) j�2j D �1 :

1.5.5 Suma y producto directos de representaciones

Suma directa de representaciones

Recordemos que un espacio vectorial V es la suma directa de dos de sus subespacios V1 y V2 si todo
vector v 2 V se puede expresar de manera única como una suma v1C v2, con vi 2 Vi . Escribiremos en
tal caso V D V1 ˚ V2. Equivalentemente,

V D V1 ˚ V2 () V D V1 C V2 ; V1 \ V2 D f0g :

Si V D V1 ˚ V2 y Bi es una base de Vi (i D 1; 2), es fácil ver que B1 [ B2 es una base de V . Cuando
V es de dimensión finita —como supondremos a lo largo de toda esta sección—, esto implica que

dim.V1 ˚ V2/ D dimV1 C dimV2 :

La definición de suma directa se extiende fácilmente a un número finito cualquiera de subespacios. Un
caso particular importante es aquél en que V es un espacio con producto escalar (complejo)8 .� ; �/. Si
W es un subespacio de V , denotaremos por W ? a su complemento ortogonal, definido por

W ? D
˚
v 2 V

ˇ̌
.v; w/ D 0 ; 8w 2 W

	
:

8Recordemos que un producto escalar .� ; �/ en un espacio vectorial complejo V es una aplicación de V � V en C que es
sesquilineal y definida positiva, es decir:

1. .´; ax C by/ D a.´; x/C b.´; y/ ; .ax C by; ´/ D a.x; ´/C b.y; ´/ ; 8x; y; ´ 2 V ; 8a; b 2 C .

2. Para todo ´ 2 C n f0g, .´; ´/ � k´k2 > 0 .



Representaciones 35

Es fácil probar entonces que
V D W ˚W ? :

Dados dos espacios vectoriales V1 y V2 sobre un mismo cuerpo F , el producto cartesiano V1 � V2
puede dotarse de una estructura de espacio vectorial definiendo

.v1; v2/C .w1; w2/ D .v1 C w1; v2 C w2/ ; �.v1; v2/ D .�v1; �v2/ ;

donde vi ; wi 2 Vi y � 2 F . Es inmediato comprobar que los conjuntos V 01 � V1 � f0g y V 02 � f0g � V2
son subespacios de V1 � V2, isomorfos a los respectivos espacios vectoriales de partida V1 y V2. Es
también fácil demostrar que V1 � V2 D V 01˚ V

0
2, de donde se deduce que V1 � V2 � V1˚ V2. Por tanto

a partir de ahora denotaremos (con un ligero abuso de notación) V1 � V2 por V1 ˚ V2, y lo llamaremos
también la suma directa de los espacios vectoriales V1 y V2. Al igual que antes, lo anterior se extiende
fácilmente a la suma directa V1 ˚ � � � ˚ Vm de un número finito arbitrario de espacios vectoriales Vi .

Si V1 y V2 son dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo F , y Ai W Vi ! Vi (i D 1; 2) son
sendas aplicaciones lineales, se define su suma directa A1 ˚ A2 W V1 ˚ V2 ! V1 ˚ V2 mediante

.A1 ˚ A2/.v1; v2/ D .A1v1; A2v2/ :

Es fácil ver que A1˚A2 es una aplicación lineal. La extensión de la definición anterior a la suma directa
de m aplicaciones lineales Ai W Vi ! Vi es inmediata:

.A1 ˚ � � � ˚ Am/.v1; : : : ; vm/ D .A1v1; : : : ; Amvm/ :

Análogamente, si un espacio vectorial V es la suma directa V1 ˚ � � � ˚ Vm de sus subespacios Vi (i D
1; : : : ; m), y Ai W Vi ! Vi es una aplicación lineal para todo i D 1; : : : ; m, la suma directa de las
aplicaciones Ai es la aplicación A1 ˚ � � � ˚ Am W V ! V definida por

.A1 ˚ � � � ˚ Am/.v1 C � � � C vm/ D A1v1 C � � � C Amvm :

(Recuérdese que si V D V1˚� � �˚Vm entonces todo vector v 2 V se escribe de manera única como una
suma v1 C � � � C vm, con vi 2 Vi .) De nuevo, es inmediato comprobar que la aplicación A1 ˚ � � � ˚Am
es lineal.

Una propiedad de la suma directa de aplicaciones lineales (en cualquiera de los dos sentidos an-
teriores, ligeramente distintos pero equivalentes) que utilizaremos frecuentemente es la siguiente. Sea
A D A1 ˚ � � � ˚ Am la suma directa de m operadores lineales Ai W Vi ! Vi , y sea Bi una base de Vi
para cada i D 1; : : : ; m. Si denotamos por ABi

la matriz de Ai en la base Bi , es inmediato comprobar
que la matriz de A en la base B D B1 [ � � � [ Bm de V1 ˚ � � � ˚ Vm está dada por

AB D

˙
AB1

0 � � � 0

0 AB2
� � � 0

:::
:::

: : :
:::

0 0 � � � ABm

�

:

En particular, nótese que la matriz AB es diagonal por bloques.
Si G es un grupo, y Di W G ! GL.Vi / (i D 1; 2) son dos representaciones de G que actúan en

sendos espacios vectoriales (complejos, de dimensión finita) Vi , definimos su suma directa D1 ˚D2 W
G ! L.V1 ˚ V2/ mediante

.D1 ˚D2/.g/ D D1.g/˚D2.g/ ; 8g 2 G :

En otras palabras, para cada g 2 G la aplicación .D1 ˚D2/.g/ se define por

.D1 ˚D2/.g/ � .v1; v2/ D .D1.g/v1;D2.g/v2/ :

Es fácil ver que D1 ˚D2 � D es una representación de G, de dimensión

dim.D1 ˚D2/ D dimD1 C dimD2 :

En efecto:
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1. D.g/ es invertible para todo g 2 G. En efecto, es inmediato comprobar que

D.g/�1 D D1.g/
�1
˚D2.g/

�1 :

2. Si g; h 2 G se tiene, al ser Di representación:

D.gh/.v1; v2/ D .D1.gh/v1;D2.gh/v2/ D .D1.g/D1.h/v1;D2.g/D2.h/v2/

D D.g/.D1.h/v1;D2.h/v2/ D D.g/D.h/.v1; v2/ :

Por lo visto anteriormente, si Bi es una base de Vi (i D 1; 2), y denotamos por Di .g/ la matriz de
Di .g/ respecto de la correspondiente base Bi , entonces la matriz D.g/ de D1.g/ ˚ D2.g/ en la base
B D B1 [ B2 de V D V1 ˚ V2 es diagonal por bloques, y está dada por

D.g/ D
�
D1.g/ 0

0 D2.g/

�
:

De forma análoga se define la suma directa D1 ˚ � � � ˚Dm de m representaciones Di W G ! GL.Vi /
de G. Si D D D1 ˚ � � � ˚Dm y Bi es una base del espacio vectorial Vi para i D 1; : : : ; m, la matriz de
D.g/ en la base B1 [ � � � [ Bm de V D V1 ˚ � � � ˚ Vm está dada por

D.g/ D

˙
D1.g/ 0 � � � 0

0 D2.g/ � � � 0
:::

:::
: : :

:::

0 0 � � � Dm.g/

�

:

Nótese, en particular, que

dim.D1 ˚ � � � ˚Dm/ D dimD1 C � � � C dimDm :

La construcción anterior es aún más sencilla en el caso de representaciones matriciales. En efecto,
si Di W G ! GL.ni ;C/ es una representación matricial de G para i D 1; : : : ; m, la suma directa
D1 ˚ � � � ˚Dm de estas representaciones es la representación D1 ˚ � � � ˚Dm W G ! GL.n;C/ (con
n � n1 C � � � C nm) definida por

.D1 ˚ � � � ˚Dm/.g/ D

˙
D1.g/ 0 � � � 0

0 D2.g/ � � � 0
:::

:::
: : :

:::

0 0 � � � Dm.g/

�

:

Producto directo de representaciones

Sean, de nuevo, V1 y V2 dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo F , de dimensiones respectivas
n1 y n2. Si B1 D fu1; : : : ; un1

g y B2 D fv1; : : : ; vn2
g son sendas bases de V1 y V2, respectivamente,

denotemos por
ui ˝ vj ; i D 1; : : : ; n1 ; j D 1; : : : ; n2 ;

a los vectores de la base canónica de Fn1n2 , ordenados (por ejemplo) siguiendo el orden lexicográfico:

u1 ˝ v1; : : : ; u1 ˝ vn2
; : : : ; un1

˝ v1; : : : ; un1
˝ vn2

: (1.12)

Dados dos vectores

u D

n1X
iD1

aiui �
X
i

aiui 2 V1 ; v D

n2X
jD1

bjuj �
X
j

bj vj 2 V2 ;
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definimos su producto directo (tensorial, de Kronecker) u˝ v mediante la fórmula

u˝ v D
X
i;j

aibjui ˝ vj 2 Fn1n2 :

El espacio Fn1n2 con base canónica (1.12) se denomina producto directo de V1 y V2, y se denota
por V1 ˝ V2. Evidentemente la definición anterior no es canónica si V1 y V2 son espacios vectoriales
arbitrarios sobre F , ya que dicha definición depende de la elección de las bases en V1 y V2. Sí lo es
(módulo la ordenación de los vectores de la base (1.12)), sin embargo, en el caso en que Vi D Fni ,
i D 1; 2. En cualquier caso, es evidente que todos los espacios V1 ˝ V2 definidos de esta forma son
isomorfos (tienen la misma dimensión).

Dados dos operadores lineales A W V1 ! V1 y B W V2 ! V2, definimos su producto directo
A˝ B W V1 ˝ V2 ! V1 ˝ V2 mediante la fórmula

.A˝ B/.ui ˝ vj / D .Aui /˝ .Bvj / ; i D 1; : : : ; n1 ; j D 1; : : : ; n2 ;

extendiendo esta definición por linealidad a todo el espacio V1 ˝ V2. El producto directo A˝ B es por
tanto un operador lineal en V1 ˝ V2. Sean

.aik/i;kD1;:::;n1
; .bjl/j;lD1;:::;n2

las respectivas matrices de los operadores A y B en las bases B1 y B2 utilizadas para definir el producto
directo V1 ˝ V2. Entonces se tiene

.A˝ B/.uk ˝ vl/ D .Auk/˝ .Bvl/ D
�X

i

aikui

�
˝

�X
j

bjlvj

�
�

X
i;j

aikbjlui ˝ vj ;

y por tanto los elementos de matriz de A˝ B en la base canónica (1.12) de V1 ˝ V2 están dados por

.A˝ B/ij;kl D aikbjl : (1.13)

Es fácil ver que, si ordenamos estos .n1n2/2 elementos de matriz siguiendo el orden lexicográfico
.1; 1/; : : : ; .1; n2/; : : : ; .n1; 1/; : : : ; .n1; n2/, la matriz de A˝ B en la base (1.12) se puede escribir por
bloques en la forma ˙

a11B � � � a1n1
B

a21B � � � a2n1
B

::: � � �
:::

an1;1B � � � an1n1
B

�

; (1.14)

donde (con un ligero abuso de notación) B denota la matriz del operador B en la base B2.
Si Di W G ! GL.Vi / (i D 1; 2) son dos representaciones de un grupo G, se define su producto

directo como la representación D1 ˝D2 W G ! GL.V1 ˝ V2/ dada por

.D1 ˝D2/.g/ D D1.g/˝D2.g/ ; 8g 2 G :

En otras palabras, .D1˝D2/.g/ es el operador lineal cuya actuación sobre la base canónica de V1˝V2
está dada por

.D1 ˝D2/.g/ � .ui ˝ vj / D
�
D1.g/ui

�
˝
�
D2.g/vj

�
:

Es inmediato comprobar que D1 ˝D2 es efectivamente una representación de G de dimensión

dim.D1 ˝D2/ D dimD1 � dimD2 ;

ya que:

1. D1.g/˝D2.g/ es invertible para todo g 2 G, ya que�
D1.g/˝D2.g/

��1
D D1.g/

�1
˝D2.g/

�1 :
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2. Para todo g; h 2 G, si D D D1 ˝D2 se tiene (al ser D1 y D2 representaciones de G)

D.gh/.ui ˝ vj / �
�
D1.gh/ui

�
˝
�
D2.gh/vj

�
D
�
D1.g/D1.h/ui

�
˝
�
D2.g/D2.h/vj

�
� D.g/

��
D1.h/ui

�
˝
�
D2.h/vj

��
� D.g/D.h/.ui ˝ vj / :

Por tanto
.D1 ˝D2/.gh/ D .D1 ˝D2/.g/ � .D1 ˝D2/.h/ ;

ya que ambos miembros coinciden sobre la base canónica de V1 ˝ V2.

Del mismo modo, si A 2 Mn1
.C/ y B 2 Mn2

.C/, definimos su producto directo A ˝ B 2

Mn1n2
.C/ como la matriz dada por la ec. (1.14). Dadas dos representaciones matriciales Di W G !

GL.ni ;C/ (i D 1; 2) de un grupo G, definimos su producto directo D1 ˝ D2 W G ! GL.n1n2;C/
mediante

.D1 ˝D2/.g/ D D1.g/˝D2.g/ :

Como en el caso de las representaciones lineales, es inmediato comprobar que D1 ˝ D2 es una repre-
sentación matricial de G de dimensión n1n2.

1.5.6 Representaciones irreducibles

Si D W G ! GL.V / es una representación de un grupo G, diremos que un subespacio W � V es
invariante bajo D si

D.g/W � W ; 8g 2 G ;

o, equivalentemente,
D.g/w 2 W ; 8g 2 G ;8w 2 W :

La representación D se dice reducible si posee algún subespacio propio invariante, e irreducible en
caso contrario.

Ejemplo 1.89. Toda representación unidimensional es irreducible, ya que un espacio vectorial de di-
mensión uno no posee subespacios propios.

Supongamos que D W G ! GL.V / es una representación reducible de un grupo G, y sea W1 � V
un subespacio no trivial invariante bajo D. Sea W2 un subespacio complementario de W1, es decir un
subespacio cualquiera de V tal que V D W1 ˚W2. Si B1 y B2 son sendas bases de W1 y W2, y g 2 G,
la matriz de D.g/ en la base B D B1 [ B2 de V es claramente de la forma

D.g/ D
�
D1.g/ A.g/

0 D2.g/

�
;

siendo A.g/ una cierta matriz n1 � n2. Es fácil ver que Di W G ! GL.ni ;C/ (i D 1; 2) es una
representación de G de dimensión ni , al ser

D.g/D.h/ D
�
D1.g/D1.h/ D1.g/A.h/C A.g/D2.h/

0 D2.g/D2.h/

�
:

Lo anterior es cierto cualquiera que sea el subespacio complementarioW2 que tomemos. El caso más
ventajoso es aquél en que W2 es también invariante bajo D, ya que entonces A.g/ D 0 para todo g 2 G
y

D.g/ D
�
D1.g/ 0

0 D2.g/

�
;

es diagonal por bloques. En tal caso V D W1˚W2, con W1 y W2 invariantes bajo D, y D D D1˚D2,
siendo Di W G ! GL.Wi / la restricción de D a Wi :

Di .g/wi D D.g/wi 2 Wi ; 8g 2 G ;8wi 2 Wi :
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Nótese que en este caso la representación D contiene exactamente la misma información que las repre-
sentaciones D1 y D2 por separado, ya que D1 y D2 determinan D (y viceversa). Esto no es así en el
caso en que W2 no es invariante bajo D, ya que entonces es necesario conocer las matrices A.g/ para
reconstruir D, además de D1 y D2.

Definición 1.90. Una representación D W G ! GL.V / de un grupo G es descomponible si V es la
suma directa de dos subespacios propios Wi (i D 1; 2/ invariantes bajo D.

Nótese que siD es una representación descomponible entoncesD D D1˚D2, siendoDi (i D 1; 2)
la restricción de D a cada uno de los subespacios invariantes Wi . Obviamente, toda representación des-
componible es automáticamente reducible, pero el recíproco no es cierto en general (cf. el Ejemplo 1.92).

Definición 1.91. La representación D es completamente reducible si D D D1 ˚ � � � ˚ Dm, siendo
cada Di una representación irreducible de G.

En otras palabras, D es completamente reducible si se descompone en suma directa de representa-
ciones irreducibles. En otras palabras,D es completamente reducible si V D W1˚ � � �˚Wm es la suma
directa de m subespacios Wi invariantes bajo la representación D, siendo la restricción de D a cada
uno de estos subespacios una representación irreducible. Nótese, en particular, que una representación
irreducible es completamente reducible (caso m D 1 de la definición).

Ejemplo 1.92. Sea G D C el grupo aditivo de los números complejos, y sea D W G ! M2.C/ la
aplicación definida por

D.´/ D

�
1 ´

0 1

�
; 8´ 2 C :

Esta aplicación es claramente una representación, ya que D.0/ D 1 y

D.´1/D.´2/ D

�
1 ´1
0 1

��
1 ´2
0 1

�
D

�
1 ´1 C ´2
0 1

�
� D.´1 � ´2/ ; 8´1; ´2 2 C

(recuérdese que en este caso e D 0 y ´1 � ´2 D ´1 C ´2). Esta representación es claramente reducible,
ya que W D linf.1; 0/g es claramente invariante bajo D.´/ para todo ´ 2 C. Sin embargo, D no es
descomponible. En efecto, si W 0 � C2 es un subespacio complementario de W entonces

W 0 D linf.a; 1/g ; con a 2 C ;

o equivalentemente
W 0 D

˚
.´1; ´2/ 2 C2

ˇ̌
´1 D a´2

	
; con a 2 C :

Pero en tal caso

D.´/.a; 1/ D .aC ´; 1/ 2 W 0 () aC ´ D a () ´ D 0 :

�

Nótese que, al no ser la representación del ejemplo anterior descomponible, tampoco es comple-
tamente reducible. Por tanto, en general hay representaciones reducibles que no son completamente
reducibles.

Definición 1.93. Una representación matricial D W G ! GL.n;C/ es unitaria si

D.g/ 2 U.n/ ; 8g 2 G :

Ejemplo 1.94. La representación D W S1 ! GL.2;C/ definida por

D.ei� / D R.�/ �

�
cos � � sen �
sen � cos �

�
; 8� 2 R

es claramente unitaria, ya que R.�/ 2 SO.2;R/ � U.2/. La representación del Ejemplo 1.92 no lo es,
ya que �

1 ´

0 1

��1
D

�
1 �´

0 1

�
D

�
1 ´

0 1

��
D

�
1 0

´ 1

�
() ´ D 0 :
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Ejemplo 1.95. En virtud del Ejercicio 15, la representación regular de cualquier grupo finito es unitaria.

El concepto de representación matricial unitaria se extiende fácilmente a representaciones lineales
D W G ! GL.V / si en el espacio vectorial complejo V hay definido un producto escalar (complejo). En
efecto, recordemos que si V está dotado de un producto escalar y A W V ! V es un operador lineal, se
define su adjunto A� W V ! V como el único operador lineal que satisface la relación

.v; Aw/ D .A�v;w/ ; 8v;w 2 V :

El operador lineal A es unitario si A� D A�1. Es fácil probar que

A unitario () .Av;Aw/ D .v; w/ ; 8v;w 2 V: (1.15)

(En efecto, si A es unitario sustituyendo v por Av en la igualdad .v; Aw/ D .A�1v;w/, válida para todo
v;w 2 V , se obtiene la ecuación (1.15). Recíprocamente, si se cumple (1.15) entonces A es invertible,
ya que

Av D 0 H) .v; w/ D 0 ; 8w 2 V H) v D 0 :

Sustituyendo de nuevo v por A�1v en (1.15) se obtiene A� D A�1.)

Definición 1.96. Una representación D W G ! GL.V / de un grupo G se denomina unitaria si D.g/ es
un operador lineal unitario para todo g 2 G.

La propiedad fundamental de las representaciones unitarias es la siguiente:

Proposición 1.97. Sea D W G ! GL.V / una representación unitaria de un grupo G. Si D es reducible,
entonces D es descomponible.

Demostración. En efecto, por hipótesis existe un subespacio propio W � V tal que

D.g/W � W ; 8g 2 G :

Para probar que D es descomponible basta probar que W ? es también invariante bajo D, ya que V D
W ˚W ? al ser (por hipótesis) V un espacio con producto escalar. Un vector v 2 V pertenece a W ? si

.w; v/ D 0 ; 8w 2 W :

Por tanto debemos probar que para todo g 2 G se tiene

.w; v/ D 0 ; 8w 2 W H) .w;D.g/v/ D 0 ; 8w 2 W :

Y, en efecto, al ser la representación D unitaria (por hipótesis) se tiene

.w;D.g/v/ D .D.g/�w; v/ D .D.g/�1w; v/ D .D.g�1/w; v/ D 0 ;

ya que D.g�1/w 2 W al ser W invariante bajo D. �

Corolario 1.98. Toda representación unitaria de un grupo G es completamente reducible.

Demostración. Sea, en efecto,D W G ! GL.V / una representación unitaria de un grupo G. El enuncia-
do es cierto si la dimensión de D es igual a 1, ya que toda representación unidimensional es irreducible.
Procediendo por inducción, supongamos que el enunciado es válido para representaciones unitarias de
dimensión menor o igual que un cierto entero positivo n, y sea dimD D n C 1. Si D es irreducible,
ya hemos terminado. En caso contrario, de la proposición anterior se deduce que D D D1 ˚ D2, con
Di W G ! GL.Wi / (i D 1; 2), dimDi 6 n y V D W1 ˚W2. Es inmediato comprobar que las represen-
taciones D1 y D2 siguen siendo unitarias, ya que para todo ui ; vi 2 Wi se tiene (al ser Di la restricción
de D a Wi )

.ui ;Di .g/vi / D
�
ui ;D.g/vi

�
D
�
D.g/�1ui ; vi

�
D
�
D.g�1/ui ; vi

�
D
�
Di .g

�1/ui ; vi
�

D
�
Di .g/

�1ui ; vi
�
H) Di .g/

�
D Di .g/

�1 :
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Por hipótesis de inducción,

Di D Di1 ˚ � � � ˚Di;mi
; i D 1; 2 ;

con Dij irreducible. Por tanto

D D D11 ˚ � � � ˚D1;m1
˚D21 ˚ � � � ˚D2;m2

se descompone en suma directa de representaciones irreducibles. �

1.5.7 Teoremas de Schur–Auerbach y de Maschke

El grupo G del Ejemplo (1.92) es un grupo infinito. Demostraremos en este apartado que si G es un
grupo finito entonces toda representación (no necesariamente unitaria) deG es completamente reducible.
Para demostrar esta propiedad fundamental de los grupos finitos, empezaremos probando el siguiente
resultado previo:

Teorema de Schur–Auerbach. Si G es un grupo finito y D W G ! GL.V / es una representación
de G en un espacio vectorial V con producto escalar, entonces D es equivalente a una representación
unitaria.

Demostración. Dados dos vectores u; v 2 V definimos

hu; vi D
1

jGj

X
g2G

�
D.g/u;D.g/v

�
: (1.16)

En otras palabras, h� ; �i es el promedio sobre el grupo del producto escalar ordinario .� ; �/. Es inmediato
comprobar que h� ; �i es un producto escalar, ya que es claramente sesquilineal y verifica

‚
hv; vi D

1

jGj

X
g2G

.D.g/v;D.g/v/ D
1

jGj

X
g2G

kD.g/vk2 > 0 ;

hv; vi D 0 () kD.g/vk D 0 ; 8g 2 G H) v D 0 ;

al ser D.g/ invertible. Es también fácil demostrar que los operadores D.g/ son unitarios respecto del
nuevo producto escalar h� ; �i. En efecto, para todo h 2 G se tiene˝

D.h/u;D.h/v
˛
D

1

jGj

X
g2G

�
D.g/D.h/u;D.g/D.h/v

�
D

1

jGj

X
g2G

�
D.gh/u;D.gh/v

�
D

1

jGj

X
k2G

�
D.k/u;D.k/v

�
D hu; vi :

Sean fu1; : : : ; ung y fv1; : : : ; vng sendas bases ortonormales de V respecto de los productos escalares
.� ; �/ y h� ; �i, respectivamente. Definimos entonces el operador lineal T W V ! V mediante

T ui D vi ; i D 1; : : : ; n :

Nótese que el operador T es invertible, siendo su inverso el operador lineal T �1 W V ! V definido por

T �1vi D ui ; i D 1; : : : ; n :

Por otra parte, si x D
nP
iD1

xiui , y D
nP
iD1

yiui son dos vectores arbitrarios de V se tiene

hT x; Tyi D

nX
i;jD1

xi yj hT ui ; T uj i D

nX
i;jD1

xi yj hvi ; vj i D

nX
i;jD1

xi yj ıij

D

nX
iD1

xi yi D .x; y/ ; (1.17)
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y por tanto
.T �1x; T �1y/ D hx; yi : (1.18)

Veamos, para finalizar, que la representación

U D T �1DT ;

equivalente a D por construcción, es unitaria respecto del producto escalar de partida. En efecto, uti-
lizando (1.17) y (1.18) y teniendo en cuenta que D.g/ es unitario respecto del nuevo producto escalar
h� ; �i se obtiene fácilmente�

U.g/x; U.g/y
�
D
�
T �1D.g/T x; T �1D.g/Ty

�
D
˝
D.g/T x;D.g/Ty

˛
D hT x; Tyi D .x; y/ :

�

Nota. Veremos en el Capítulo 3 que el resultado anterior se extiende sin dificultad a un grupo compacto
cualquiera G. En efecto, la clave de la demostración anterior es la posibilidad de definir un producto
escalar promediado sobre el grupo via la ec. (1.16), respecto del cual los operadoresD.g/ sean unitarios.
Esto siempre es posible en un grupo compacto, dado que en tal caso existe una medida d�.g/ definida
en el grupo con la propiedadZ

G

f .gh/ d�.g/ D
Z
G

f .g/ d�.g/ ; 8h 2 G : (1.19)

En tal caso, se define

hu; vi D
1

jGj

Z
G

�
D.g/u;D.g/v

�
d�.g/ ;

donde

jGj D

Z
G

d�.g/

es la medida total del grupo (finita, al ser G compacto). Entonces

hD.h/u;D.h/vi D
1

jGj

Z
G

�
D.g/D.h/u;D.g/D.h/v

�
d�.g/ D

1

jGj

Z
G

�
D.gh/u;D.gh/v

�
d�.g/

D
1

jGj

Z
G

�
D.g/u;D.g/v

�
d�.g/ D hu; vi ;

donde se ha aplicado la invariancia de la medida (ec. (1.19)) en el penúltimo paso. �

A partir del teorema anterior se demuestra fácilmente el resultado fundamental de esta sección, de-
bido a Maschke:

Teorema de Maschke. Todas las representaciones de un grupo finito G son completamente reducibles.

Demostración. Sea, en efecto, D W G ! GL.V / una representación de un grupo finito G. Al ser V un
espacio complejo de dimensión finita, es inmediato dotarle de un producto vectorial complejo definiendo

.ui ; uj / D ıij ; 1 6 i; j 6 dimV � n ;

donde
˚
u1; : : : ; un

	
es una base cualquiera de V . En virtud de la demostración del teorema de Schur–

Auerbach, la representación D es unitaria respecto del producto escalar h� ; �i construido promediando
.� ; �/ sobre el grupo. Por el Corolario (1.98), la representación D es completamente reducible. �

Nota. Al ser el teorema de Schur–Auerbach válido para grupos compactos, también lo es (con la misma
demostración) el teorema de Maschke.
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1.6 Lemas de Schur

En virtud del teorema de Maschke, para clasificar las representaciones de un grupo finito (o compacto)
G basta considerar sus representaciones irreducibles. Uno de los principales objetivos de la teoría de
representaciones es, por tanto, el de determinar si una dada representación de un grupo es irreducible.
Los criterios más efectivos de irreducibilidad se basan en tres resultados que veremos a continuación,
probados por Issai Schur en 1905 y que se conocen en la literatura como lemas de Schur. Comenzaremos
con un lema elemental previo, que es la clave para establecer los lemas de Schur:

Lema 1.99. Sean D W G ! GL.V / y D0 W G ! GL.V 0/ dos representaciones de un grupo G, y sea
A W V ! V 0 un operador lineal que entrelaza ambas representaciones, es decir tal que

AD.g/ D D0.g/A ; 8g 2 G : (1.20)

Entonces los subespacios kerA y A.V / son invariantes bajo D y D0, respectivamente.

Demostración. En efecto, si v 2 kerA entonces Av D 0, y por tanto

A �
�
D.g/v

�
D D0.g/ � .Av/ D 0 H) D.g/v 2 kerA ; 8g 2 G :

Análogamente, si v0 D Av 2 A.V / se tiene

D0.g/v0 D D0.g/ � .Av/ D A �
�
D.g/v

�
2 A.V / ; 8g 2 G :

�

Lemas de Schur. Sean D W G ! GL.V / y D0 W G ! GL.V 0/ sendas representaciones irreducibles de
un grupo G entrelazadas por un operador A W V ! V 0 (cf. la ec. (1.20)). Entonces se verifica:

1. Si dimD ¤ dimD0 entonces A D 0.

2. Si dimD D dimD0 entonces o bien A D 0, o bien D es equivalente a D0.

3. Si D D D0 (y, por tanto, V D V 0) entonces existe � 2 C tal que A D �I .

Demostración.

1) Del lema anterior y de la irreducibilidad de las representaciones D y D0 se sigue que tanto kerA
como A.V / son triviales, y por tanto9

dim kerA 2 f0; dimDg ; dimA.V / 2 f0; dimD0g : (1.21)

Pero, según un resultado bien conocido de Álgebra lineal,

dim kerAC dimA.V / D dimV � dimD : (1.22)

Al ser dimD0 ¤ dimD, de las ecuaciones (1.21)-(1.22) se sigue que

dim kerA D dimD ; dimA.V / D 0 (1.23)

o, equivalentemente, A D 0.

2) Si dimD D dimD0, las ecuaciones (1.21)-(1.22) tienen las dos posibles soluciones

.dim kerA D dimD ; dimA.V / D 0/ ; .dim kerA D 0 ; dimA.V / D dimD/ :

9Recuérdese que, por definición de dimensión de una representación, dimV D dimD y dimV 0 D dimD0.
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En el primer caso A D 0, como en el apartado anterior. En el segundo, A es a la vez inyectivo (kerA D
f0g) y suprayectivo (dimA.V / D dimD D dimD0 D dimV 0). Por tanto en este último caso A es
invertible, y de la ecuación de entrelazado (1.20) se sigue entonces que

D0 D ADA�1 ;

por lo que D0 y D son equivalentes bajo A.

3) Supongamos, por último, que D D D0. En tal caso, de (1.20) se sigue que

.A � �/D D D.A � �/ ; 8� 2 C :

En virtud del apartado anterior, o bien A � � D 0 o bien A � � es invertible. Por otra parte, es bien
conocido que todo operador en un espacio vectorial complejo posee al menos un autovalor. Si � es un
autovalor de A entonces ker.A � �/ ¤ f0g, y por tanto A � � no es invertible, de donde se deduce que
A � � D 0. �

Ejemplo 1.100. Para la validez del tercer lema de Schur es esencial que el espacio vectorial V sea
complejo (como, por otra parte, se exige en la Definición 1.71 de representación). En efecto, dicho lema
descansa en la existencia de un autovalor para cualquier operador lineal, lo cual no es cierto en un espacio
vectorial real.

Para ilustrar este punto consideremos, por ejemplo, la representación D W S1 ! GL.2;C/ del
Ejemplo 1.77, definida por

D
�
ei��
D

�
cos � � sen �
sen � cos �

�
� R.�/ ; 8� 2 R :

Si consideramos a D como una aplicación de S1 en GL.2;R/, es claro que D no admite subespacios
invariantes reales no triviales. Sin embargo, no se cumple en este caso la conclusión del tercer lema de
Schur, ya que

R.�/ D cos � 1C sen �
�
0 �1

1 0

�
� cos � 1C sen � A H) AR.�/ D R.�/A ; 8� 2 R :

La explicación de esta aparente contradicción es que D no es irreducible, ya que posee subespacios
invariantes complejos no triviales. En efecto, es fácil ver que los autovalores de R.�/ son e˙i� , siendo
sus respectivos subespacios propios

W˙ D linf.1;�i/g :

Como estos subespacios no dependen de � , son invariantes bajo todos los operadores R.�/ D D.ei� /, y
por consiguiente la representaciónD es reducible. De hecho, es claro queD es completamente reducible,
ya que

D.ei� / D .ei�IC/˚ .e�i�I�/ ;

siendo I˙ la identidad en W˙. (Es claro que las representaciones e˙i�I˙ son irreducibles, al ser unidi-
mensionales). En notación matricial,

D.ei� / D A

�
ei� 0

0 e�i�

�
A�1 ; A D

�
1 1

�i i

�
:

�

De los tres lemas de Schur, el tercero es el más importante desde el punto de vista práctico. Nótese
que dicho lema puede formularse de la forma siguiente:

Proposición 1.101. SiD W G ! GL.V / es una representación irreducible de un grupoG, y A W V ! V

es un operador que conmuta con todos los operadores D.g/, con g 2 G, entonces A es un múltiplo de
la identidad.
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Ejemplo 1.102. El tercer lema de Schur se utiliza frecuentemente para calcular el centro de muchos
grupos matriciales interesantes. Sea, por ejemplo G D U.n/. Veamos, en primer lugar, que la represen-
tación de definición de este grupo es irreducible. En efecto, supongamos que un subespacio W � Cn

fuera invariante bajo dicha representación, es decir que

U �W � W ; 8U 2 U.n/ ;

con 1 6 dimW � k < n. Si fv1; : : : ; vkg y fvkC1; : : : ; vng son sendas bases ortonormales deW yW ?,
respectivamente, al ser V D W ˚W ? el conjunto B D fv1; : : : ; vng es una base ortonormal de Cn. Sea
U la matriz definida por

Uvi D viC1 ; i D 1; : : : ; n ;

con vnC1 � v1. Como U transforma la base ortonormal B en sí misma, es una matriz unitaria. Sin
embargo, W no es invariante bajo esta matriz, ya que

U �W D lin
˚
v2; : : : ; vk; vkC1

	
6� W

(recuérdese que k < n, y por tanto vkC1 ¤ v1).
En virtud del tercer lema de Schur, las únicas matrices A 2 Mn.C/ que conmutan con todas las

matrices unitarias son los múltiplos de la identidad. En particular, si A 2 Z
�
U.n/

�
entonces

A D �1 ; A�A D j�j21 D 1 H) � 2 S1 :

Por tanto
Z
�
U.n/

�
D
˚
eix1

ˇ̌
x 2 R

	
� S1 :

�

Ejercicio 18. Demostrar, utilizando el mismo argumento, que

Z
�
SU.n/

�
D
˚
!k1

ˇ̌
k D 0; : : : ; n � 1

	
; ! � e

2 i
n :

Solución. Basta redefinir vnC1 D .�1/n�1v1 para que la matriz U del ejemplo anterior pertenezca a
SU.n/. Alternativamente, si A 2 Mn.C/ conmuta con todas las matrices de SU.n/ entonces también
conmuta con todas las de U.n/ (ejercicio), y por tanto es proporcional a la matriz unidad. En particular,
si A 2 Z

�
SU.n/

�
entonces A D �1, con �n D 1.

Si G es un grupo finito, la proposición anterior tiene el siguiente recíproco:

Proposición 1.103. Sea D W G ! GL.V / una representación de un grupo finito G, y supongamos que
los únicos operadores lineales de V en V que conmutan con todos los operadoresD.g/, con g 2 G, son
los múltiplos de la identidad. Entonces D es irreducible.

Demostración. En efecto, si D fuera reducible entonces, al ser G finito, por el teorema de Maschke D
sería descomponible. Por tanto existirían sendos subespaciosWi � V (i D 1; 2) invariantes bajoD tales
que V D W1 ˚W2 y D D D1 ˚D2, siendo Di la restricción de D a Wi . Si Ii denota la identidad en
Wi , para todo �1; �2 2 C el operador A D �1I1 ˚ �2I2 conmuta con todos los operadores D.g/ (con
g 2 G), ya que

AD.g/ � .�1I1 ˚ �2I2/
�
D1.g/˚D2.g/

�
D
�
�1D1.g/

�
˚
�
�2D2.g/

�
� D.g/A :

Esto contradice la hipótesis, ya que A no es proporcional a la identidad a menos que �1 D �2. �

Nota. Al ser el teorema de Maschke válido también para grupos compactos, el teorema anterior es válido
para grupos compactos.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del tercer lema de Schur:
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Proposición 1.104. Todas las representaciones irreducibles de un grupo abeliano son unidimensionales.

Demostración. Sea, en efecto, G un grupo abeliano, y sea D W G ! GL.V / una representación irredu-
cible de G. Si g es un elemento fijo de G se cumple

D.h/D.g/ D D.hg/ D D.gh/ D D.g/D.h/ ; 8h 2 G :

Por el tercer lema de Schur, D.g/ D �.g/I . Como esto se cumple para g 2 G arbitrario, todos los ope-
radoresD.g/ son proporcionales a la identidad, y por tanto cualquier subespacio de V es invariante bajo
D. Al ser esta representación irreducible, V no puede poseer subespacios no triviales, y por consiguiente
dimV D 1. �

Nota. Como una representación unidimensional es automáticamente irreducible, de la proposición ante-
rior se sigue que una representación de un grupo abeliano es irreducible si y solo si es unidimensional.

Corolario 1.105. Todas la representaciones irreducibles de un grupo abeliano finito son unitarias.

Demostración. Por el teorema de Schur–Auerbach, cualquier representación irreducible de un grupo
finito es equivalente a una representación unitaria, y dos representaciones unidimensionales son equi-
valentes si y solo si son idénticas. Este resultado también se puede probar de forma directa observando
que, al ser G finito, todo elemento g 2 G satisface gn D e, siendo n D jGj. De esto se sigue que toda
representación irreducible D W G ! C satisface

D.g/n D 1 H) jD.g/j D 1 :

(De hecho, de lo anterior se deduce que D.g/ es una raíz n-ésima de la unidad.) �

Nota. Evidentemente, el resultado anterior es cierto también para grupos compactos, al ser el teorema
de Schur–Auerbach válido para este tipo de grupos.

Ejemplo 1.106. Representaciones irreducibles del grupo Cn.
Sea D una representación irreducible de Cn D fe; a; : : : ; an�1g. Al ser este grupo abeliano, por la
proposición anterior sus representaciones irreducibles son necesariamente de dimensión uno, y cualquier
representación unidimensional es irreducible. Por tanto podemos identificar cada operador D.g/ W C !
C con un número complejo. Como an D e, D.a/ satisface

D.a/n D 1 H) D.a/ D e
2k i

n ; k 2 f0; : : : ; n � 1g :

Es inmediato comprobar que, si definimos

D.aj / D D.a/j D e
2jk i

n ; j D 0; : : : ; n � 1 ;

obtenemos una representación de Cn (obviamente irreducible, al ser unidimensional). Por tanto Cn tiene
exactamente n representaciones irreduciblesD.k/ (k D 0; : : : ; n�1), cada una de ellas determinada por
el correspondiente entero k en la ecuación anterior. Nótese que todas estas representaciones son unitarias
(como afirma el Corolario 1.105), ya que los números D.k/.g/ son de módulo uno.

Ejemplo 1.107. Consideremos la representación regular del grupo C3, cuya tabla de multiplicación es

e a2 a

e e a2 a

a a e a2

a2 a2 a e

Las matrices de esta representación son, por tanto,

DR.e/ D 1 ; DR.a/ D

�
0 0 1

1 0 0

0 1 0

�
; DR.a

2/ D

�
0 1 0

0 0 1

1 0 0

�
D DR.a

�1/ D DR.a/
�
D DR.a/

T :
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Evidentemente, esta representación es reducible (al no ser unidimensional). Por el teorema de Maschke,
DR debe descomponerse en la suma directa de tres representaciones irreducibles (unidimensionales), que
calcularemos a continuación. Para ello observamos, en primer lugar, que

det
�
� �DR.a/

�
D

ˇ̌̌̌
ˇ̌ � 0 �1

�1 � 0

0 �1 �

ˇ̌̌̌
ˇ̌ D �3 � 1 ;

y por tanto los autovalores de DR.a/ son las tres raíces de la unidad:

�k D e
2k i

3 ; k D 0; 1; 2 :

Por consiguiente existe una matriz invertible T 2 GL.3;C/ tal que

DR.a/ D T

�
1

e
2 i

3

e
4 i

3

�

T �1 (1.24)

y por tanto

DR.a
2/ D DR.a/

2
D T

�
1

e
4 i

3

e
2 i

3

�

T �1 : (1.25)

La matriz T se calcula fácilmente, ya que su k-ésima columna es un autovector correspondiente al
autovalor �k . De la expresión de � � DR.a/ se deduce que si u D .u1; u2; u3/ es un autovector de
DR.a/ de autovalor � entonces

u2 D �u3 ; u1 D �u2 :

Luego u ha de ser proporcional a .�2; �; 1/, y por tanto podemos tomar

T D

�
1 e

4 i
3 e

2 i
3

1 e
2 i

3 e
4 i

3

1 1 1

�

:

Si denotamos por vk la k-ésima columna de T , de las ecs. (1.24)-(1.25) se sigue que

DR.a
j /vk D e

2jk i
3 vk ; j; k D 0; 1; 2 :

Por tanto C3 D V0 ˚ V1 ˚ V2, con Vk D linfvkg invariante bajo DR, y

DR.a/ D I0 ˚
�

e
2 i

3 I1

�
˚

�
e

4 i
3 I2

�
;

siendo Ik la identidad en Vk . Como la representación (unidimensional) e
2k i

3 Ik (k D 0; 1; 2) es obvia-
mente (equivalente a) la representación irreducible D.k/ del ejemplo anterior, hemos probado que

DR D D
.0/
˚D.1/ ˚D.2/ :

En otras palabras, la representación regular de C3 contiene a cualquiera de las representaciones irredu-
cibles de dicho grupo. De hecho, veremos al final de esta sección que una propiedad análoga se verifica
para cualquier grupo finito G.
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1.7 Relaciones de ortogonalidad y completitud

Estudiaremos en esta sección las propiedades de los elementos de matriz de las representaciones irredu-
cibles de un grupo finito G. Comenzaremos con algunas cuestiones notacionales que serán útiles para
enunciar dichas propiedades.

Si G es un grupo finito y ' W G ! C es una función escalar definida en G, definimos en primer
lugar su promedio h'i mediante

h'i D
1

jGj

X
g2G

'.g/ :

Nótese que una función ' W G ! C puede identificarse con el vector ' 2 CjGj � A.G/ definido por

' D
X
g2G

'.g/jgi :

Teniendo en cuenta esta identificación, dadas dos funciones '; W G ! C es natural definir su producto
escalar mediante

h'; i D
1

jGj

X
g2G

'.g/ .g/ � h'  i : (1.26)

Si el grupo G es compacto, definimos de forma natural

h'i D
1

jGj

Z
G

'.g/ d�.g/ ;

y, como en el caso de un grupo finito,

h'; i � h'  i D
1

jGj

Z
G

'.g/ .g/ d�.g/ :

Teorema 1.108. Sean D W G ! GL.n;C/ y D0 W G ! GL.n0;C/ dos representaciones matriciales
irreducibles de un grupo finito (o compacto) G. Entonces se verifica˝

.D�1/ijD
0
kl

˛
D

ıDD0

dimD
Pkj .P

�1/il ; (1.27)

siendo

ıDD0 D

˚
1 ; D0 D PDP�1 . H) D � D0/

0 ; D 6� D0 :

Demostración. Dada una matriz X 2Mn0�n.C/, consideremos la matriz n0 � n definida por

A.X/ �
1

jGj

X
g2G

D0.g/XD.g�1/ :

Es inmediato comprobar que, cualquiera que sea la matriz X , A.X/ entrelaza las representaciones D
yD0. En efecto:

D0.h/A.X/ D
1

jGj

X
g2G

D0.h/D0.g/XD.g�1/ D
1

jGj

X
g2G

D0.hg/XD.g�1/

D
1

jGj

X
k2G

D0.k/XD.k�1h/ D
1

jGj

X
k2G

D0.hg/XD.k�1/D.h/ � A.X/D.h/ :

Si D y D0 no son equivalentes, de los dos primeros lemas de Schur se sigue que A.X/ D 0. Por tanto el
elemento de matriz .k; j / de la matriz A.X/:

akj .X/ D
1

jGj

X
g2G

X
l;i

D0.g/klxliD.g
�1/ij (1.28)
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ha de anularse para todo xli 2 C. Igualando a cero el coeficiente de xli se obtiene entonces la igualdad:

0 D
1

jGj

X
g2G

D.g�1/ijD
0.g/kl D

1

jGj

X
g2G

�
D.g/�1

�
ij
D0.g/kl �

˝
.D�1/ijD

0
kl

˛
:

Supongamos, a continuación, que D y D0 son equivalentes bajo una matriz P , es decir que

D0 D PDP�1 : (1.29)

Entonces la relación de entrelazado de D0 y D se puede escribir en la forma

D0A.X/ D A.X/P�1D0P () D0 � A.X/P�1 D A.X/P�1 �D0 :

Por el tercer lema de Schur, la matriz A.X/P�1 es proporcional a la identidad, es decir

A.X/P�1 D �.X/1 ; (1.30)

con �.X/ 2 C. La función �.X/ se calcula fácilmente tomando la traza de la ecuación anterior utilizando
la relación de entrelazado (1.29):

�.X/ dimD D tr
�
A.X/P�1/ D

1

jGj

X
g2G

tr
�
D0.g/XD.g�1/P�1

�
D

1

jGj

X
g2G

tr
�
D0.g/XP�1D0.g�1/

�
D

1

jGj

X
g2G

tr
�
D0.g�1/D0.g/XP�1

�
D

1

jGj

X
g2G

tr
�
XP�1

�
D tr

�
XP�1

�
:

Sustituyendo en la ecuación (1.30) y tomando el elemento de matriz .k; j / se obtiene

�.X/Pkj D
Pkj

dimD

X
i;l

.P�1/ilxli D akj .x/ :

Utilizando la ecuación (1.28) e igualando el coeficiente de xli en ambos miembros se llega fácilmente a
la ecuación

Pkj .P
�1/il

dimD
D

1

jGj

X
g2G

D0.g/kl
�
D.g/�1

�
ij
�
˝
.D�1/ijD

0
kl

˛
;

como queríamos demostrar. �

� Si D0 D D entonces podemos tomar P D P�1 D 1, y por tanto en este caso la ecuación (1.27) se
convierte en ˝

.D�1/ijDkl
˛
D

1

dimD
ıilıjk : (1.31)

Teorema 1.109. Sean D W G ! GL.n;C/ y D0 W G ! GL.n0;C/ dos representaciones matriciales
unitarias irreducibles de un grupo finito (o compacto) G. Entonces se verifica

˝
Dij ;D

0
kl

˛
D

ıDD0

dimD
Pki .P

�1/jl ; (1.32)

En particular, si D D D0 se tiene

˝
Dij ;Dkl

˛
D

1

dimD
ıikıjl : (1.33)
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Demostración. Basta probar la primera de estas fórmulas, que claramente implica la segunda. Para ello,
nótese que si D es unitaria entonces

D.g/�1 D D.g/� H)
�
D.g/�1

�
j i
D D.g/ij ;

y por tanto ˝
.D�1/j iD

0
kl

˛
D
˝
DijD

0
kl

˛
D
˝
Dij ;D

0
kl

˛
D

ıDD0

dimD
Pki .P

�1/jl

en virtud de la ecuación (1.27) con i y j intercambiados. �

En virtud del teorema de Schur–Auerbach, toda representación de un grupo finito (o compacto) es
equivalente a una representación unitaria. A su vez, del Corolario 1.98 (y su demostración) se sigue que
toda representación unitaria de un grupo finito (o compacto) se descompone en suma directa de repre-
sentaciones unitarias irreducibles. Por tanto, para clasificar todas las representaciones de un grupo finito
(o compacto) G basta hallar todas sus representaciones unitarias irreducibles (� RUI) no equivalen-
tes. Veremos en el resto de este capítulo que esto siempre es posible para un grupo finito. La clave para
llevar a cabo esta tarea es la proposición que acabamos de demostrar, como veremos a continuación.
Evidentemente, podemos restringirnos a representaciones matriciales, ya que toda representación lineal
es equivalente a una representación matricial.

Consideremos un conjunto finito (o compacto) cualquiera D.a/ (a D 1; : : : ; m) de RUI no equiva-
lentes de un grupo finito (o compacto) G. En virtud de la proposición anterior,

˝
D
.a/
ij ;D

.b/

kl

˛
D

1

na
ıabıikıjl ; (1.34)

siendo na � dimD.a/ . Por tanto el conjunto˚
D
.a/
ij

ˇ̌
1 6 i; j 6 na ; 1 6 a 6 m

	
(1.35)

es linealmente independiente, ya que sus elementos son ortogonales entre sí y tienen norma no nula
n
�1=2
a . De esta observación se sigue inmediatamente el siguiente resultado fundamental:

Proposición 1.110. Un grupo finito G posee un número finito d de representaciones unitarias irreduci-
bles no equivalentes. Si n1; : : : ; nd son las dimensiones de dichas representaciones,

dX
aD1

n2a 6 jGj :

Demostración. El número de RUI no equivalentes de G ha de ser finito, ya que el conjunto (1.35) es
linealmente independiente y está contenido en el espacio vectorial de dimensión finita A.G/. El miembro
derecho de la desigualdad anterior es el cardinal del conjunto (1.35) con m D d , siendo d el número de
RUI no equivalentes de G. Este número ha de ser menor o igual que la dimensión jGj del espacio A.G/,
al ser dicho conjunto linealmente independiente. �

Nota. El resultado anterior no es cierto en general para un grupo compacto. La razón por la cual la
demostración de la proposición anterior no es válida (en general) para un grupo compacto es que en este
caso no es posible identificar una función deG en C con un vector en un espacio complejo de dimensión
finita.

Por definición, llamaremos conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles (CCRUI)
de un grupo finitoG a cualquier conjunto maximal (es decir, que consta de d elementos) de RUI no equi-
valentes de G. Nótese que toda RUID del grupo G es necesariamente equivalente a una representación
D.a/ del CCRUI, ya que en caso contrario podríamos añadir D al CCRUI obteniendo un conjunto de
d C 1 RUI no equivalentes de G. Probaremos a continuación que los elementos de matriz de un CCRUI,
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además de ser linealmente independientes, forman un conjunto completo en A.G/, y por tanto se verifica
la importante igualdad

dX
aD1

n2a D jGj : (1.36)

Para ello estableceremos en primer lugar el siguiente

Lema 1.111. Si G es un grupo finito, los elementos de matriz de su representación regular forman un
conjunto completo en A.G/.

Demostración. En efecto, hemos visto en la Sección 1.5.2 que�
DR.g/

�
ij
D 1 () g D gig

�1
j ;

y
�
DR.g/

�
ij
D 0 si g ¤ gig

�1
j . De este hecho se sigue fácilmente que si ' es un vector cualquiera en

A.G/, es decir una función ' W G ! C, entonces

' D
1

jGj

jGjX
i;jD1

'.gig
�1
j /.DR/ij :

En efecto,

1

jGj

jGjX
i;jD1

'.gig
�1
j /

�
DR.g/

�
ij
D

1

jGj

X
16i;j6jGj

gig
�1
j
Dg

'.g/ D '.g/ ; 8g 2 G ;

dado que cualquier elemento g 2 G aparece exactamente un vez en cada fila (y en cada columna) de la
tabla de multiplicación de G. �

Proposición 1.112. Los elementos de matriz

D
.a/
ij ; 1 6 i; j 6 na ; 1 6 a 6 d ; (1.37)

de un conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles de un grupo finito G forman un
conjunto completo en A.G/.

Demostración. Por el teorema de Maschke, la representación regular de G se descompone en suma di-
recta de representaciones irreducibles, cada una de las cuales es equivalente a una representación unitaria
en virtud del teorema de Schur–Auerbach. Por tanto existe una matriz A 2 GL.jGj;C/ tal que

DR.g/ D A

˙
D.a1/.g/

D.a2/.g/
: : :

D.ar /.g/

�

A�1 � AB.g/A�1 ; 8g 2 G :

Tomando el elemento de matriz .i; j / de esta igualdad se obtiene�
DR.g/

�
ij
D

X
k;l

aik.A
�1/lj bkl.g/ ;

y por tanto

.DR/ij 2 lin
˚
bkl

ˇ̌
1 6 k; l 6 jGj

	
� lin

˚
D
.a/
ij

ˇ̌
1 6 i; j 6 na ; 1 6 a 6 d

	
;

ya que cada bkl no nulo es igual a un cierto elemento del conjunto (1.37). Como el conjunto de los
elementos de matriz .DR/ij es completo en A.G/, en virtud del lema anterior, también ha de serlo el
conjunto (1.37). �
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1.8 Caracteres

Los elementos de matriz Dij de una representación matricial D W G ! GL.n;C/ evidentemente cam-
bian bajo una transformación de semejanza D 7! ADA�1. En particular, dichos elementos de matriz no
son en general los mismos para dos representaciones equivalentes, lo que supone un serio inconveniente.
Por este motivo, son particularmente importantes las combinaciones de los elementos de matriz Dij que
permanecen invariantes bajo transformaciones de semejanza, y por tanto no varían al pasar de una repre-
sentación D a otra equivalente D0. La más sencilla de estas combinaciones es la traza, ya que depende
linealmente de los elementos de matriz.

Definición 1.113. Dada una representación D W G ! GL.V / de un grupo G, se define su carácter
como la aplicación �D W G ! C dada por

�D.g/ D trD.g/ ; 8g 2 G : (1.38)

Más explícitamente,

�D.g/ D

dimDX
iD1

Di i .g/ ;

donde (con un cierto abuso de notación) denotamos por Dij .g/ a los elementos de matriz de D.g/ en
una base cualquiera10 de V . Nótese que, en virtud del comentario al principio de la sección anterior, �D
puede considerarse equivalentemente como un vector de A.G/.

Ejemplo 1.114. Calcularemos en este ejemplo el carácter de la representación regular de un grupo finito
G. Para ello, basta notar que cualquiera que sea i 2 f1; : : : ; jGjg se tiene�

DR.g/
�
i i
D 1 () g D gig

�1
i D e ;

y
�
DR.g/

�
i i
D 0 si g ¤ e. Por tanto el carácter de la representación regular está dado por

�DR.e/ D jGj I �DR.g/ D 0 ; 8g ¤ e : (1.39)

De la invariancia de la traza bajo transformaciones de semejanza se sigue, como acabamos de co-
mentar, la siguiente propiedad fundamental del carácter:

Proposición 1.115. Dos representaciones equivalentes de un grupo G tienen los mismos caracteres.

En virtud de la proposición anterior, los caracteres de un CCRUI de un grupo finito G no dependen
de la elección concreta de representaciones en el CCRUI. Por tanto los caracteres de un CCRUI están
unívocamente determinados por el grupo, salvo por el orden. Veremos en el resto de esta sección que los
caracteres de un CCRUI de un grupo finito G son fundamentales para el estudio de sus representaciones.
Comenzaremos demostrando la siguiente propiedad de ortonormalidad:

Proposición 1.116. Los caracteres

�a � �D.a/ ; a D 1; : : : ; d ;

de un conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles de un grupo finito G forman un
sistema ortonormal en A.G/.

Demostración. En efecto, utilizando las relaciones de ortogonalidad (1.34) se obtiene fácilmente

h�a; �bi D

� naX
iD1

D
.a/
i i ;

nbX
jD1

D
.b/
jj

�
D

X
16i6na
16j6nb

˝
D
.a/
i i ;D

.b/
jj

˛
D
ıab

na

naX
i;jD1

ıij D
ıab

na
na D ıab :

�
10Recuérdese que la traza de un operador no depende de la base escogida para representarlo, en virtud de la identidad

elemental tr.CAC�1/ D tr.A/ .
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Una propiedad fundamental del carácter de una representación es su constancia sobre clases de
conjugación de G. En efecto,

�D.hgh
�1/ � trD.hgh�1/ D tr

�
D.h/D.g/D.h/�1

�
D trD.g/ � �D.g/ :

En otras palabras, �D es un elemento del conjunto C.G/ de todas las funciones  W G ! C constantes
sobre las clases de conjugación de G. Este conjunto es claramente un espacio vectorial, ya que una
combinación lineal de funciones constantes sobre clases de conjugación sigue siendo constante sobre
dichas clases de conjugación. Utilizando la identificación de las funciones de G en C con el álgebra del
grupo A.G/, identificaremos a partir de ahora el espacio C.G/ con un subespacio vectorial de A.G/.

Lema 1.117. La dimensión de C.G/ es igual al número de clases de conjugación de G.

En efecto, sean C1; : : : ; Cm las clases de conjugación de G, y denotemos por i (i D 1; : : : ; m) a la
función definida por

i .g/ D

˚
1 g 2 Ci

0 ; g … Ci :

Es inmediato comprobar que las funciones i pertenecen a C.G/ y forman un conjunto linealmente in-
dependiente. Por otra parte, si  2 C.G/ y denotamos por  .Ci / al valor de  sobre cualquier elemento
de la clase de conjugación Ci entonces

 D

mX
iD1

 .Ci /i H)  2 lin
˚
1; : : : ; m

	
:

Proposición 1.118. Los caracteres de un conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles
de un grupo finito G son una base ortonormal de C.G/.

Demostración. Por la Proposición 1.116, basta demostrar que los caracteres �a (a D 1; : : : ; d ) forman
un conjunto completo en C.G/. Sea, por tanto, un elemento de C.G/. En virtud de la Proposición 1.112,
podemos desarrollar  en términos de los elementos de matriz de un CCRUI de G:

 D
X
a;i;j

caijD
.a/
ij :

Al ser  constante sobre las clases de conjugación de G se tiene:

 .g/ D
1

jGj

X
h2G

 .hgh�1/ D
1

jGj

X
h2G

X
a;i;j

caijD
.a/
ij .hgh

�1/

D
1

jGj

X
h2G

X
a;i;j;k;l

caijD
.a/

ik
.h/D

.a/

kl
.g/
��
D.a/.h/

��1�
lj

D
1

jGj

X
h2G

X
a;i;j;k;l

caijD
.a/

ik
.h/D

.a/

kl
.g/D.a/.h/jl ;

donde en la última igualdad hemos utilizado el carácter unitario de las representacionesD.a/. Utilizando
las relaciones (1.34) para evaluar la suma en h 2 G se obtiene

 .g/ D
X

a;i;j;k;l

caijD
.a/

kl
.g/
˝
D
.a/

jl
;D

.a/

ik

˛ X
a;i;j;k;l

caijD
.a/

kl
.g/

1

na
ıij ıkl

D

X
a

�X
i

caii
na

�
�a.g/ H)  2 lin

˚
�1; : : : ; �d

	
:

�
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De la proposición anterior y el Lema 1.117 se deduce inmediatamente el importante

Corolario 1.119. El número de representaciones unitarias irreducibles inequivalentes de un grupo finito
G coincide con el de sus clases de conjugación.

En virtud del resultado anterior, podemos definir la tabla de caracteres de un grupo finito G como
la matriz de orden d cuyo elemento de matriz .a; b/ es el valor del carácter �a en un elemento cualquiera
de la clase de conjugación Cb , que denotaremos por �a.Cb/. Dicha tabla se suele representar en la forma
siguiente:

C1Œc1� � � � Cd Œcd �

�1 �1.C1/ � � � �1.Cd /
:::

:::
: : :

:::

�d �d .C1/ � � � �d .Cd /

donde ca denota el cardinal de la clase de conjugación Ca. Normalmente C1 D feg y �1 es el carácter
de la representación trivial de dimensión uno, por lo que la primera fila de la tabla de caracteres es
simplemente .1 � � � 1/. Análogamente, la primera columna de la tabla de caracteres está formada por las
dimensiones de las RUI inequivalentes de G, al ser

�a.e/ D tr
�
D.a/.e/

�
D tr 1 D dimD.a/ � na :

Por tanto la tabla de caracteres del grupo tiene la forma

feg C2Œc2� � � � Cd Œcd �

�1 1 1 � � � 1

�2 n2 �2.C2/ � � � �2.Cd /
:::

:::
:::

: : :
:::

�d nd �d .C1/ � � � �d .Cd /

Utilizando la notación anterior, las relaciones de ortonormalidad de los caracteres �a se pueden escribir
en la forma

dX
rD1

cr

jGj
�a.Cr/ �b.Cr/ D ıab ; 1 6 a; b 6 d :

Si definimos la matriz X 2Md .C/ mediante

xar D

r
cr

jGj
�a.Cr/ ;

las igualdades anteriores son equivalentes a la identidad

dX
rD1

xar xbr D ıab ; 1 6 a; b 6 d () XX� D 1 :

Por tanto la matriz X es unitaria. En particular, de la igualdad X�X D 1 se obtiene

ıab D .X
�X/ab D

dX
rD1

xra xrb D

p
cacb

jGj

dX
rD1

�r.Ca/�r.Cb/ ;

relación que puede escribirse como

dX
rD1

�r.Ca/�r.Cb/ D
jGj

ca
ıab : (1.40)

Esto demuestra, en particular, que las columnas de la tabla de caracteres son ortogonales entre sí.



Caracteres 55

Ejemplo 1.120. En este ejemplo construiremos la tabla de caracteres del grupo simétrico S3. Las clases
de conjugación son en este caso

C1 D feg ; C2 D
˚
.12/; .13/; .23/

	
; C3 D

˚
.123/; .321/

	
;

y por tanto S3 posee 3 RUI no equivalentes. Como la única forma de expresar jS3j D 6 como la suma de
3 cuadrados es 6 D 12 C 12 C 22, las 3 RUI no equivalentes de S3 tiene dimensiones 1, 1 y 2. Una de
estas RUI unidimensionales (que tomaremos como D.1/) ha de ser la trivial, y la otra el signo:

D.2/.�/ D .�1/� ; 8� 2 S3 :

Por tanto la tabla de caracteres de S3 es de la forma

feg C2Œ3� C3Œ2�

�1 1 1 1

�2 1 �1 1

�3 2 x y

Las incógnitas x; y 2 C se hallan fácilmente imponiendo la ortogonalidad de la primera columna con
las otras dos, de donde se sigue fácilmente que x D 0, y D �1. Alternativamente, imponiendo la
ortogonalidad del carácter �3 con �1 y �2 se obtiene

6h�1; �3i D 2C 3x C 2y D 0 ; 6h�2; �3i D 2 � 3x C 2y D 0 () x D 0 ; y D �1 :

En definitiva, la tabla de caracteres de S3 es

feg C2Œ3� C3Œ2�

�1 1 1 1
�2 1 �1 1
�3 2 0 �1

�

Hemos visto al principio de esta sección que dos representaciones equivalentes de un grupo tienen
los mismos caracteres. Si G es un grupo finito, demostraremos a continuación que el recíproco de este
resultado es también cierto. Por tanto las representaciones de un grupo finito están unívocamente deter-
minadas por sus caracteres, módulo equivalencia. Para establecer este importante resultado, probaremos
primero una serie de propiedades de los caracteres que son de gran interés en sí mismas. Comenzaremos
por el siguiente lema elemental:

Lema 1.121. Sea D W G ! GL.n;C/ una representación de un grupo G. Si D D D1 ˚ � � � ˚Dm, con
Di W G ! GL.ni ;C/, entonces

�D D

mX
iD1

�Di
:

Nota. Evidentemente, el mismo resultado vale para una representación lineal D W G ! GL.V /.

Demostración. Inmediata a partir de la definición de traza. �

De este lema y de la ortogonalidad de los caracteres de un CCRUI de un grupo finito G (Proposi-
ción 1.116) se deduce el siguiente resultado fundamental:

Proposición 1.122. Sea D W G ! GL.n;C/ una representación de un grupo finito G, y sea D.a/ W
G ! GL.na;C/ (a D 1; : : : ; d ) un conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles de G.
Entonces

D � m1D
.1/
˚ � � � ˚mdD

.d/ ; (1.41)

donde los enteros no negativos ma están dados por

ma D h�a; �Di ; a D 1; : : : ; d : (1.42)
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Nota. Por definición,
maD

.a/
� D.a/ ˚ � � � ˚D.a/„ ƒ‚ …

ma

:

Demostración. En virtud de los teoremas de Maschke y de Schur–Auerbach, cualquier representación
de un grupo finito G admite una descomposición de la forma (1.41) en términos de las representaciones
D.a/ de un CCRUI de G. Como

�D D
X
aD1

ma�a ;

multiplicando escalarmente por �a y utilizando las relaciones de ortonormalidad de los caracteres se
obtiene inmediatamente la relación (1.42). �

De la proposición anterior se siguen varios importantes corolarios:

Corolario 1.123. La descomposición (1.41) es única, salvo por el orden.

Demostración. En efecto, los enteros ma están unívocamente determinados por la representación D vía
la ec. (1.42) . �

Corolario 1.124. Dos representaciones de un grupo finito G son equivalentes si y solo si tienen los
mismos caracteres.

Demostración. Ya hemos visto que dos representaciones equivalentes de cualquier grupo tienen los mis-
mos caracteres, por lo que basta establecer el recíproco de este resultado. Sean, por tanto, dos representa-
ciones (matriciales)D yD0 de un grupo finitoG, y supongamos que �D D �D0 . De las ecs. (1.41)-(1.42)
se sigue entonces que

D � m1D
.1/
˚ � � � ˚mdD

.d/ ; D0 � m01D
.1/
˚ � � � ˚m0dD

.d/

con
ma D h�a; �Di D h�a; �D0i D m

0
a ;

y por tanto
D � m1D

.1/
˚ � � � ˚mdD

.d/
� D0 :

�

Corolario 1.125. Una representación D de un grupo finito G es irreducible si y solo si h�D; �Di D 1 .

Demostración.
H)) SiD es irreducible, en virtud del teorema de Schur–AuerbachD � D.a/ para algún a, y por tanto

�D D �a H) h�D; �Di D h�a; �ai D 1 :

(H) Supongamos que D es una representación de G con h�D; �Di D 1. En virtud de la Proposi-
ción 1.118 y de la ortonormalidad de los caracteres �a,

�D D

dX
aD1

ma�a H) h�D; �Di D

dX
aD1

jmaj
2
D

dX
aD1

m2a D 1 :

Pero los números ma son los enteros no negativos que aparecen en la descomposición (1.41) de D en
términos de las RUI D.a/. De la igualdad anterior se sigue entonces que existe a 2 f1; : : : ; dg tal que
ma D 1 y mb D 0 para b ¤ a. Por tanto D � D.a/ es irreducible. �
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Corolario 1.126. Si D.a/ (a D 1; : : : ; d ) es un conjunto completo de representaciones de un grupo
finito G entonces la representación regular de G admite la descomposición

DR D

dM
aD1

naD
.a/ ; na � dimD.a/ :

Demostración. Por el Corolario 1.122, DR admite una descomposición de la forma (1.41) con ma dado
por (1.42). Utilizando la ecuación (1.39) se obtiene fácilmente

ma D h�a; �DRi �
1

jGj

X
g2G

�a.g/ �DR.g/ D
1

jGj
�a.e/ �DR.e/ D

1

jGj
na � jGj D na :

�

En otras palabras, la representación regular de un grupo finito contiene cada una de las RUI del
grupo un número de veces igual a su dimensión.

� La Proposición 1.122 se aplica a menudo al caso en que la representación D es el producto directo de
dos representaciones D y D0. Como�

.D ˝D0/.g/
�
ij;kl
D Dik.g/D

0
jl.g/ ;

el carácter de la representación D ˝D0 está dado por

�D˝D0.g/ D
X
i;j

Œ.D ˝D0/.g/�ij;ij D
X
i;j

Di i .g/D
0
jj .g/ D

�X
i

Di i .g/
��X

j

D0jj .g/
�

D �D.g/�D0.g/ :

Por tanto el carácter del producto tensorial de dos representaciones es el producto de sus respectivos
caracteres:

�D˝D0 D �D�D0 :
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Capítulo 2

Grupos y Álgebras de Lie
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Dugundji, J. Topology, Allyn and Bacon, 1966.

2.1 Espacios topológicos

2.1.1 Preliminares

SiM es un conjunto cualquiera, denotaremos por P.M/ el conjunto de las partes deM , cuyos elementos
son los subconjuntos de M :

P.M/ D
˚
A
ˇ̌
A �M

	
:

Definición 2.1. Una topología en M es un subconjunto T � P.M/ que verifica:

1. ;;M 2 T .

2. La unión arbitraria de elementos de T pertenece a T .

3. La intersección finita de elementos de T pertenece a T .

Un espacio topológico es un conjunto M provisto de una topología T . Los elementos de la topología se
denominan conjuntos abiertos, y sus complementarios reciben el nombre de conjuntos cerrados. De esta
definición se sigue inmediatamente que la unión finita y la intersección arbitraria de conjuntos cerrados
es un conjunto cerrado.

En cualquier espacio topológico, el conjunto vacío y el conjunto totalM son simultáneamente abier-
tos y cerrados. Esto sugiere la siguiente definición:

Definición 2.2. Un espacio topológico .M; T / es conexo si los únicos subconjuntos de M que son a la
vez abiertos y cerrados son ; y M .

Ejercicio 19. Probar que M es conexo si y solo si no es la unión de dos abiertos disjuntos no vacíos.

Ejemplo 2.3. Todo espacio métrico es un espacio topológico, siendo por definición abierto cualquier
conjunto obtenido como unión de bolas abiertas. En particular, los espacios normados y euclidianos
(reales o complejos) son espacios topológicos. Por tanto Rn, Cn, Mn.R/ y Mn.C/ son espacios topoló-
gicos. Más concretamente, Mn.C/ es un espacio euclidiano con el producto escalar

.A;B/ D

nX
i;jD1

aij bij � tr.A�B/ ;

59
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cuya norma asociada es
A2 D tr.A�A/. En particular, la bola abierta de centro A � .aij /16i;j6n y

radio r está formada por las matrices Z D .´ij /16i;j6n tales que

nX
i;j;D1

ˇ̌
´ij � aij

ˇ̌2
< r2 () tr

�
.Z � A/�.Z � A/

�
< r2 :

Un entorno de un punto x en un espacio topológicoM es cualquier subconjunto deM que contiene
a un abierto que a su vez contiene a x. Es fácil ver, utilizando la segunda propiedad de la topología, que
un subconjunto A � M es abierto si y solo si es un entorno de cada uno de sus puntos. Por ejemplo, un
subconjunto de Rn (Cn,Mn.R/,Mn.C/, o de cualquier espacio métrico) es abierto si contiene una bola
abierta con centro en cada uno de sus puntos.

Definición 2.4. Un espacio topológico .M; T / es Hausdorff si dados dos puntos x; y 2 M con x ¤ y

existen sendos entornos Ux 3 x, Uy 3 y tales que Ux \ Uy D ;.

Es elemental probar que cualquier espacio métrico (en particular, normado o euclidiano) es Haus-
dorff. En particular, los espacios euclidianos Rn, Cn, Mn.R/ y Mn.C/ son Hausdorff.

Definición 2.5. Sea .M; T / un espacio topológico. Una base de la topología T es un subconjunto B � T
tal que cualquier conjunto abierto es unión de elementos de B.

Evidentemente, una topología T queda caracterizada por una cualquiera de sus bases.

Ejemplo 2.6. En Rn (Cn, Mn.R/, Mn.C/ y, en general, en cualquier espacio métrico) una base es la
formada por todas las bolas abiertas. También es base el conjunto de todas las bolas abiertas con radio
racional y centro de coordenadas racionales.1 Esta última base es un conjunto numerable, ya que Qm es
numerable. En general, se dice que un espacio topológico satisface el segundo axioma de numerabili-
dad si posee una base numerable.

Si .M; T / es un espacio topológico y A es un subconjunto de M , la topología TA inducida por M
en A (llamada también topología relativa) está formada por la intersección de los abiertos de M con A:

TA D
˚
U \ A

ˇ̌
U 2 T

	
:

Es inmediato comprobar que, en efecto, TA es una topología, y por tanto .A; TA/ es un espacio topológico.
Se dice que A, con la topología relativa heredada de M , es un subespacio (topológico) de M . Es fácil
también probar que los cerrados en la topología TA son intersección de cerrados de M con A. Nótese,
por último, que si el espacio topológicoM es Hausdorff o satisface el segundo axioma de numerabilidad
lo mismo ocurrirá con cualquier subespacio de M .

Ejemplo 2.7. Cualquier concepto que se define para un espacio topológico M se extiende a un subcon-
junto A de M sin más que considerar a dicho conjunto como un espacio topológico con la topología
inducida. Así, por ejemplo, se dice que A � M es conexo si A es conexo con la topología relativa. En
otras palabras, A � M es conexo si no es la unión disjunta de dos subconjuntos no vacíos A1; A2 � A
abiertos en A.

1En efecto, dados x 2 Rn y r > 0, basta probar que existen p 2 Q y q 2 Qn tales que x 2 Bp.q/ � Br .x/. Como Qn es
denso en Rn, hay un q 2 Qn \ Br=2.x/. Sea p 2 Q tal que kq � xk < p 6 r=2, que existe al ser Q denso en R. Entonces
x 2 Bp.q/, y para todo y 2 Bp.q/ se tiene

ky � xk 6 ky � qk C kx � qk < 2p 6 r H) y 2 Br .x/ :
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2.1.2 Continuidad. Homeomorfismos

Definición 2.8. Sean M1 y M2 dos espacios topológicos. Una función f W M1 ! M2 es continua en
un punto x de su dominio si para todo entorno V de f .x/ la imagen inversa f �1.V / es un entorno
de x. (En otras palabras, para todo entorno V de f .x/ existe un abierto U que contiene a x tal que de
f .U / � V .) Se dice que f es continua (en M1) si es continua en todos los puntos de su dominio.
Equivalentemente, f es continua si para todo abierto U2 � M2 la imagen inversa f �1.U2/ es abierto
en M1 (ejercicio). Dos espacios topológicos M1 y M2 son homeomorfos si existe un homeomorfismo
f WM1 !M2, es decir una una biyección f WM1 !M2 tal que f y f �1 son funciones continuas.

Si f es un homeomorfismo y U �M es abierto, entonces f .U / D
�
f �1

��1
.U / también es abierto

(por la continuidad de f �1). Por tanto, U es abierto en M si y solo si f .U / es abierto en M 0. Dicho de
otro modo,

T2 D f .T1/ �
˚
f .U /

ˇ̌
U 2 T1

	
y, análogamente, T1 D f �1.T2/. Por tanto, un homeomorfismo f establece una biyección no solo
entre los conjuntos M y M 0, sino también entre sus topologías T1 y T2. Por esta razón, dos espacios
topológicos homeomorfos pueden considerarse como equivalentes en sentido topológico.

Una propiedad P es topológica si es invariante bajo homeomorfismos; es decir, si siempre que un
espacio topológico posee la propiedad P entonces cualquier otro espacio topológico homeomorfo a él
también la posee. Por ejemplo, el ser de Hausdorff o el satisfacer el segundo axioma de numerabilidad
son propiedades topológicas (probarlo). Una propiedad topológica P se denomina también invariante
topológico.

Ejemplo 2.9. Es inmediato probar a partir de la definición de espacio conexo que si f W M ! M 0

es una función continua entre dos espacios topológicos entonces M conexo implica f .M/ conexo. En
particular, si f W M ! M 0 es un homeomorfismo entonces M es conexo si y solo si M 0 lo es. Por tanto
la conexión es una propiedad topológica.

Ejemplo 2.10. La aplicación f W Œ0; 2 / ! S1 dada por f .x/ D eix es continua y biyectiva. Sin
embargo no es un homeomorfismo, ya que su inversa es discontinua en el punto 1 2 S1. De hecho,
S1 no es homeomorfa a ningún intervalo, ya que S1 menos uno cualquiera de sus puntos es conexo,
mientras que un intervalo menos uno de sus puntos interiores es un conjunto disconexo (en efecto, los
únicos conjuntos conexos de la recta real son los intervalos).

Ejemplo 2.11. Los espacios Cn, Mn.R/ y Mn.C/ son respectivamente homeomorfos a R2n, Rn
2

y
R2n

2

. Por ejemplo, en el caso de Mn.C/ es evidente que la aplicación f WMn.C/! R2n
2

dada por

Z �
�
xjk C iyjk

�
16j;k6n

2Mn.C/ 7! .x11; y11; x12; y12; : : : ; xnn; ynn/ 2 R2n
2

;

es un homeomorfismo. En efecto, f es claramente biyectiva, y la imagen bajo f de una bola abierta de
radio r centrada en Z es la bola de centro f .Z/ y el mismo radio r .

Ejercicio 20. a) Probar que f WM1 !M2 es continua si y solo si f WM1 ! f .M1/ es continua, donde
f .M1/ se considera un subespacio topológico de M2. b) Demostrar que si f W M1 ! M2 es continua
también lo es la restricción f jA de f a cualquier subconjunto A �M1.

Demostración. La demostración de ambas afirmaciones se sigue fácilmente de las identidades

f �1
�
V \ f .M1/

�
D f �1.V / ;

�
f jA

��1
.V / D f �1.V / \ A :

�
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2.1.3 Compacidad

Definición 2.12. Un espacio topológico M es compacto si todo recubrimiento de M por conjuntos
abiertos contiene un subrecubrimiento finito.

Es inmediato comprobar que A �M es compacto si y solo si todo recubrimiento de A por conjuntos
abiertos de M contiene un subrecubrimiento finito.

Propiedades:

1. Un subconjunto compacto de un espacio topológico Hausdorff es cerrado.

2. Un subconjunto cerrado de un espacio topológico compacto es compacto.

3. En Rn (Cn,Mn.R/,Mn.C/) con la topología usual, un subconjunto A es compacto si y solo si es
cerrado y acotado (teorema de Heine–Borel–Lebesgue).

4. Si f W M ! M 0 es continua y M es compacto entonces f .M/ es compacto (la demostración es
inmediata a partir de la definición). En particular, la compacidad es una propiedad topológica.

Obsérvese que este resultado implica que una función f W M ! R continua en un conjunto
compacto M alcanza sus valores máximo y mínimo en M . En efecto, f .M/ � R es compacto,
y por tanto es cerrado y acotado. Por ser f .M/ acotado, existen m1 D infff .x/ j x 2 M g y
m2 D supff .x/ j x 2M g, y por ser cerrado m1 y m2 pertenecen a f .M/.

5. Teorema de Tychonoff : el producto cartesiano (arbitrario) de espacios compactos es compacto
(respecto de la topología producto).

Nota: se define el producto cartesiano de una familia (finita o infinita) de conjuntos fM˛ j ˛ 2 Ag

mediante Y
˛2A

M˛ D
˚
.x˛/˛2A

ˇ̌
x˛ 2M˛;8˛ 2 A

	
;

siendo
.x˛/˛2A D .y˛/˛2A () x˛ D y˛ ; 8˛ 2 A :

Para un producto finito2 de espacios topológicosM1�M2�� � ��Mn, la topología producto tiene como
base los conjuntos de la forma U1 � U2 � � � � � Un, donde Ui es abierto en Mi para todo 1 6 i 6 n. Por
ejemplo, la topología usual de Rn es la topología producto (n veces) de la topología usual de R.

Definición 2.13. Un espacio topológico es localmente compacto si todo punto x 2M posee un entorno
compacto.

Por ejemplo, los conjuntos Rn, Cn, Mn.R/ o Mn.C/ no son compactos pero sí localmente com-
pactos, mientras que Q (con la topología inducida por la de R) no es compacto ni localmente compacto
(ejercicio).

Definición 2.14. Una familia
˚
U˛
	
˛2A

de subconjuntos de un espacio topológico M es localmente
finita si todo punto de M admite un entorno que tiene intersección no vacía con un número finito de
conjuntos U˛.

Por ejemplo,
˚
.n; n C 2/

ˇ̌
n 2 Z

	
es un recubrimiento abierto localmente finito de R. En efecto,

si k < a < b < m, con k;m 2 Z, el intervalo .a; b/ tiene intersección con un conjunto de la forma
.n; nC 2/ a lo suma para n D k � 1; k; : : : ; m � 1.

Definición 2.15. Un refinamiento de un recubrimiento
˚
U˛
	
˛2A

de un espacio topológico M es un
recubrimiento

˚
Vˇ
	
ˇ2B

de M tal que para todo ˇ 2 B existe un ˛ 2 A tal que Vˇ � U˛.
2En el caso general, una base de la topología producto está formada por los conjuntos de la forma

Q
˛ U˛ , donde U˛ es

abierto en M˛ y U˛ DM˛ excepto para un número finito de índices ˛.
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Ejemplo 2.16. Un subrecubrimiento es un caso particular de refinamiento (B � A y ˛ D ˇ). El recu-
brimiento

˚
.n; nC 1�

ˇ̌
n 2 Z

	
de R es un refinamiento del recubrimiento del ejemplo anterior, ya que

.n; nC 1� � .n; nC 2/ para todo n 2 Z.

Definición 2.17. Un espacio topológico Hausdorff M es paracompacto si todo recubrimiento abierto
de M posee un refinamiento abierto localmente finito.

La paracompacidad es una generalización natural y muy útil de la compacidad: en efecto, un espacio
topológico es compacto si todo recubrimiento abierto posee un refinamiento abierto finito. Por tanto, todo
espacio compacto y Hausdorff es paracompacto.

Propiedades:

1. Un espacio topológico Hausdorff, localmente compacto y con una base numerable es paracom-
pacto.

Por ejemplo, los espacios Rn, Cn, Mn.R/ y Mn.C/ son paracompactos.

2. Teorema de Stone: un espacio topológico metrizable (es decir, en el que es posible definir una
métrica que induce la topología) es paracompacto. En particular, los espacios métricos (normados,
euclidianos) son paracompactos.

El conjunto Q, al ser metrizable, es paracompacto, aunque como sabemos no es localmente com-
pacto.

3. Teorema de Smirnov: un espacio topológico es metrizable si y solo si es paracompacto y local-
mente metrizable (i.e., todo punto posee un entorno metrizable).

2.1.4 Conexión

Como ya hemos visto, un subconjunto A de un espacio topológico M es conexo si A no es la unión
disjunta de dos subconjuntos abiertos (en la topología relativa) no vacíos.

Propiedades:

1. Los únicos subconjuntos conexos de R son los intervalos. En particular, R es conexo.

Q (con la topología relativa) no es conexo. En efecto, si x 2 R n Q podemos escribir Q D�
.�1; x/ \ Q

�
[
�
.x;1/ \ Q

�
. Un argumento parecido prueba que los únicos subconjuntos

conexos de Q son los “puntos”.

2. Ya se ha mencionado anteriormente que si f W M ! M 0 es continua y M es conexo, entonces
f .M/ es conexo (la demostración inmediata a partir de la definición).

Este resultado implica el conocido teorema de los valores intermedios: si f WM ! R es continua
en un espacio conexoM , dados dos valores x < y de f para todo ´ 2 .x; y/ existe p 2M tal que
f .p/ D ´. En efecto, f .M/ es conexo en R, y por tanto ha de ser un intervalo, que por hipótesis
contiene a x; y. Por tanto Œx; y� � f .M/, como habíamos afirmado.

3. La unión
S
˛2A C˛ de una familia cualquiera

˚
C˛
ˇ̌
˛ 2 A

	
de conjuntos conexos con intersecciónT

˛2A C˛ no vacía es conexa.

4. Si A es conexo y A � B � A, donde

A D
\

C�A; C cerrado

C

es el cierre de A, entonces B es conexo. En particular, A es conexo si A es conexo.
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5. El producto cartesiano
Q
˛ A˛ es conexo si y solo si cada A˛ lo es. En particular, el espacio Rn, y

por tanto también Cn, Mn.R/ y Mn.C/, son conexos.

Definición 2.18. Si M es un espacio topológico, la componente conexa C.x/ de un punto x 2M es la
unión de todos los subconjuntos conexos de M que contienen a x.

Nótese que, en virtud de la propiedad 3 de los conjuntos conexos, C.x/ es conexo para todo x 2M . De
la definición de anterior se siguen inmediatamente las siguientes propiedades:

1. Cada componente conexa C.x/ es un conjunto conexo maximal (es decir, no propiamente conte-
nido en ningún conjunto conexo).

2. El conjunto de todas las componentes conexas de M forma una partición de dicho espacio, es
decir

M D
[
x2M

C.x/ ; C.x/ \ C.y/ ¤ ; H) C.x/ D C.y/ :

En efecto, siC.x/\C.y/ ¤ ; la propiedad 3 de los conjuntos conexos implica queC.x/[C.y/ es
conexo. Por la maximalidad de C.x/ y C.y/, de esto se sigue que C.x/[C.y/ D C.x/ D C.y/.

3. Las componentes conexas son conjuntos cerrados.

En efecto, C.x/ es conexo (por la propiedad 4 de la conexión) y contiene a C.x/, lo cual implica
que C.x/ D C.x/ por el apartado 1.

Ejemplo 2.19. Las componentes conexas no tienen por qué ser abiertas. Por ejemplo, si M D Q enton-
ces C.x/ D fxg para todo x 2 Q. (Un espacio topológico en el que todas las componentes conexas se
reducen a puntos se denomina totalmente disconexo.)

El número y la estructura de las componentes conexas de un espacio topológico son invariantes topoló-
gicos:

Proposición 2.20. Si f W M ! M 0 es continua entonces la imagen de cada componente de M está
contenida en una componente de M 0. En particular, si f es un homeomorfismo entonces f

�
C.x//

�
D

C
�
f .x/

�
, y por tanto f induce una biyección (homeomorfismo) entre las componentes de M y M 0.

Otra noción importante de conexión es la conexión local:

Definición 2.21. Un espacio topológico es localmente conexo si posee una base formada por conjuntos
conexos.

Ejemplo 2.22. El espacio Rn es localmente conexo, ya que las bolas abiertas son conjuntos conexos
(cf. el Ejemplo 2.26) y forman una base de la topología. Por el mismo motivo, Cn, Mn.R/ y Mn.C/
son localmente conexos. Los conjuntos anteriores son a la vez conexos y localmente conexos. Es fácil
poner ejemplos de conjuntos localmente conexos que no son conexos (por ejemplo, Rn menos un hi-
perplano cualquiera). Hay, sin embargo, ejemplos de conjuntos conexos que no son localmente conexos.
(Evidentemente, también hay conjuntos que no son conexos ni localmente conexos, como los racionales.)

Proposición 2.23. Un espacio topológico M es localmente conexo si y solo si las componentes conexas
de cualquier abierto deM son abiertas. En particular, en un espacio localmente conexo las componentes
conexas son abiertas.

Demostración. Si las componentes conexas de cualquier abierto deM son abiertas entonces el conjunto
de las componentes conexas de todos los abiertos deM es una base de la topología cuyos elementos son
conjuntos conexos. Por tanto en tal caso M es localmente conexo. Recíprocamente, supongamos que
M es localmente conexo, sea U � M abierto, sea C una componente conexa de U , y sea x 2 C . Por
hipótesis, hay un abierto conexo A tal que x 2 A � U . Por definición de componente conexa A � C , lo
que demuestra que C es abierto (ya que es un entorno de cualquiera de sus puntos). �
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2.1.5 Conexión por arcos

Un concepto más intuitivo de conexión es la conexión por arcos, que definiremos a continuación.
Un camino (path, en inglés) en un espacio topológicoM es una aplicación continua f W Œ0; 1�!M .

Los puntos f .0/; f .1/ 2M se denominan extremos del camino f , y se dice que están unidos por dicho
camino.

Definición 2.24. Un espacio topológico M es arco-conexo (o conexo por arcos) si todo par de puntos
de M pueden unirse por un camino.

Es inmediato probar que M es arco-conexo si y solo si existe un punto x0 2 M tal que cualquier
otro punto x 2 M puede unirse a x0 por un camino. La conexión por arcos es una propiedad topológi-
ca, ya que obviamente la imagen de un espacio arco-conexo bajo una función continua es arco-conexa
(ejercicio).

Proposición 2.25. Si un espacio topológico M es arco-conexo entonces es conexo.

Demostración. Sea x0 2 M , y sea Cx la imagen de un camino que una x0 con otro punto cualquiera
x 2M . Entonces Cx es conexo (imagen del intervalo Œ0; 1� bajo una función continua), y se cumple

M D
[
x2M

Cx ; x0 2
\
x2M

Cx :

Por la propiedad 3 de los conjuntos conexos, M es conexo. �

Ejemplo 2.26. Los conjuntos Rn, Cn, Mn.R/ o Mn.C/ son claramente conexos por arcos, ya que el
segmento que une dos puntos x ¤ y del espacio es un camino (f .t/ D .1� t /xC ty). Lo mismo ocurre,
por el mismo motivo, con las bolas (abiertas o cerradas) contenidas en dichos conjuntos (o, en general,
en cualquier espacio normado).

Ejemplo 2.27. Hay conjuntos conexos que no son arco-conexos. Un ejemplo famoso es el conjunto

M D
�
f0g � Œ�1; 1�

�
[X ; X D

˚
.x; sen x�1/

ˇ̌
x 2 .0; 1�

	
;

con la topología relativa como subespacio de R2. El conjunto X es claramente conexo (imagen del
intervalo .0; 1� bajo una función continua), y por tanto M D X es conexo en virtud de la propiedad 4
de los conjuntos conexos. Sin embargo, puede probarse que no hay ningún camino (contenido en M )
que une el origen y el punto . �1; 0/. Este ejemplo demuestra también que el cierre de un conjunto
arco-conexo no es necesariamente arco-conexo, al contrario de lo que ocurre con los conjuntos conexos
(cf. la propiedad 4 de la conexión).

Proposición 2.28. La unión arbitraria de conjuntos arco-conexos con intersección no vacía es arco-
conexa.

Demostración. La demostración es inmediata, teniendo en cuenta el comentario a continuación de la
Definición 2.24). �

Definición 2.29. SiM es un espacio topológico y x 2M , la componente arco-conexa de x es la unión
de todos los subconjuntos arco-conexos de M que contienen a x.

En virtud de la proposición anterior, las componentes arco-conexas de un espacio topológico son
arco-conexas, y por tanto conexas. De esto se sigue que las componentes arco-conexas deM constituyen
una partición de las componentes conexas de dicho espacio (y, por tanto, del propio espacio M ). Sin
embargo, como se puede ver en el ejemplo anterior, las componentes arco-conexas (a diferencia de las
conexas) no son necesariamente cerradas.

Proposición 2.30. En un espacio topológico M , las siguientes propiedades son equivalentes:
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1. Cada componente arco-conexa de M es abierta (y, por tanto, cerrada).

2. Todo punto de M posee un entorno abierto arco-conexo.

Demostración.
1/ ) 2/ La componente arco-conexa de x 2 M es un entorno abierto arco-conexo de x, al ser dicha
componente abierta por hipótesis.

2/ ) 1/ Sea A una componente arco-conexa, sea x 2 A, y sea U un entorno abierto arco-conexo de
x. Por definición de componente arco-conexa, U � A. Por tanto A es abierto, ya que es un entorno de
cualquiera de sus puntos. Nótese, para finalizar, que si todas las componentes arco-conexas son abiertas
entonces también son cerradas. En efecto, el complementario de una componente arco-conexa es la unión
de las demás componentes arco-conexas de M , todas ellas abiertas por hipótesis. �

Corolario 2.31. SeaM un espacio topológico en que todo punto posee un entorno abierto arco-conexo.
Entonces las componentes conexas de M coinciden con sus componentes arco-conexas, y son por tanto
abiertas y cerradas en M .

Demostración. Sea A una componente arco-conexa de M , y sea C la componente conexa que contiene
a A. Por la proposición anterior, A es abierto y cerrado en M , y por tanto en C . Al ser C conexo y A no
vacío, de lo anterior se deduce que A D C . �

La proposición anterior nos permite demostrar fácilmente el importante resultado siguiente:

Teorema 2.32. Un espacio topológico M es arco-conexo si y solo si es conexo, y todo punto x 2 M
posee un entorno abierto arco-conexo.

Demostración. En virtud de la Proposición 2.25, basta probar que si M es conexo y todo x 2 M posee
un entorno abierto arco-conexo entonces M es arco-conexo. Esto es una consecuencia inmediata de la
proposición anterior, ya que al ser M conexo solo tiene una componente conexa (el propio M ). �

Corolario 2.33. Un subconjunto abierto de Rn, Cn, Mn.R/ o Mn.C/ es conexo si y solo si es arco-
conexo.

Demostración. Por la Proposición 2.25, basta probar que si U es un abierto conexo de Rn, Cn, Mn.R/
o Mn.C/ entonces U es arco-conexo. Y, en efecto, si x 2 U entonces (por definición de abierto) existe
r > 0 tal que Br.x/ � U . Como Br.x/ es abierto y arco-conexo, esto demuestra que todo punto de U
posee un entorno abierto arco-conexo contenido enU . Por la proposición anterior,U es arco-conexo. �

Nota. El resultado anterior es válido en cualquier espacio normado (ya que en un espacio normado las
bolas abiertas son conexas y forman una base de la topología).

2.2 Variedades topológicas y diferenciables

2.2.1 Variedades topológicas

Definición 2.34. Una variedad topológica M de dimensión n es un espacio topológico M Hausdorff
con una base numerable de abiertos tal que todo punto de M admite un entorno abierto homeomorfo a
un abierto de Rn.

En otras palabras, una variedad topológica de dimensión n es un espacio topológico Hausdorff con
una base numerable de abiertos que es localmente homeomorfo a Rn.

� Es evidente que cualquier subconjunto abierto de Rn es una variedad topológica de dimensión n. En
general, un subconjunto abierto de una variedad topológica n-dimensional (con la topología inducida)
es a su vez variedad topológica de dimensión n. Por ejemplo, cualquier abierto de Cn, Mn.R/ o Mn.C/
es una variedad topológica de dimensión respectivamente igual a 2n, n2 y 2n2.
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Ejercicio 21. Comprobar que la esfera Sn � RnC1 es una variedad topológica de dimensión n.

Solución. Para cada i D 1; : : : ; n, sea U˙i el abierto de Sn definido por

U˙i D
˚
x 2 RnC1

ˇ̌
˙xi > 0

	
\ Sn;

y definamos la función 'i W Sn ! Rn mediante

'i .x/ D .x1; : : : ; xi�1; xiC1; : : : ; xnC1/ ; 8x � .x1; : : : ; xn/ 2 S
n :

(La función 'i es la proyección sobre el plano xi D 0, identificado con Rn.) Esta función es una biyec-
ción de cada uno de los dos abiertos U˙i en la bola unidad B1.0/ � Rn, siendo su inversa la función
 ˙i W B1.0/! U˙i dada por

 ˙i .y1; : : : ; yn/ D
�
y1; : : : ; yi�1;˙

q
1 � y2; yi ; : : : ; yn

�
:

Tanto '˙i � 'i
ˇ̌
U˙

i

como su inversa  ˙i son funciones continuas. En efecto, '˙i es la restricción a U˙i
de una función continua (lineal) de RnC1 en Rn, mientras que  ˙i es continua al serlo cada una de sus
componentes. Por tanto U˙i es homeomorfo a la bola abierta B1.0/ � Rn para todo i D 1; : : : ; nC 1.
Como todo punto de Sn está en uno de los abiertos U˙i para algún i (ya que un punto x 2 Sn necesa-
riamente ha de tener alguna componente no nula), esto prueba que Sn es localmente homeomorfa a Rn.
Por otra parte, es claro que Sn es Hausdorff y posee una base numerable, al ser subespacio topológico
de Rn. Por tanto Sn es una variedad topológica, como habíamos afirmado.

Nótese sin embargo que Sn, a pesar de ser localmente homeomorfa a Rn, no es homeomorfa a ningún
abierto de Rn. En efecto, Sn es compacta (cerrada y acotada en RnC1/, y el único abierto de Rn que es
a la vez compacto (y, por tanto, cerrado) es el conjunto vacío.

Ejercicio 22. Probar que Q no es una variedad topológica.

Definición 2.35. Un subconjuntoA de un espacio topológicoM es denso siA DM , o equivalentemente
si todo abierto de M contiene algún punto de A. Un espacio topológico M es separable si contiene un
conjunto numerable denso.

Ejemplo 2.36. El espacio topológico Rn es separable, ya que Qn es numerable (producto cartesiano
finito de conjuntos numerables) y denso. Otro tanto ocurre con los espacios Cn, Mn.R/ y Mn.C/. En
general, un espacio topológico con una base numerable es separable (en efecto, tomando un punto en
cada conjunto de la base se obtiene un conjunto numerable denso).

Proposición 2.37. Las variedades topológicas son espacios topológicos localmente conexos, localmente
compactos, paracompactos, metrizables y separables. Además, las componentes conexas de una varie-
dad topológica coinciden con sus componentes arco-conexas, y son por tanto simultáneamente abiertas
y cerradas.

Demostración.

1. M es localmente compacta al ser localmente euclidiana. En efecto, sea x 2M y sea U un entorno
abierto de x isomorfo bajo ' W U ! Rn a un abierto '.U / � Rn. Si r > 0 es tal que Br

�
'.x/

�
�

K � '.U /, entonces '�1.K/ es un entorno compacto de x.

2. M es paracompacta en virtud del apartado anterior y de la primera propiedad de la paracompaci-
dad.

3. M es localmente metrizable (ya que es localmente euclidiana), y por tanto es metrizable en virtud
del teorema de Smirnov.

4. M es separable, al poseer una base numerable.
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5. M es localmente conexa al ser localmente euclidiana. En efecto, si U es un abierto deM y x 2 U ,
por definición de variedad topológica hay una abierto V que contiene a x homeomorfo bajo una
aplicación ' W V ! '.V / � Rn a un abierto '.V / de Rn. Entonces U \ V contiene a x y, al
ser un subconjunto abierto de V , es homeomorfo al abierto '.U \ V / � Rn. Si r > 0 es tal que
Br
�
'.x/

�
� '.U \ V /, el conjunto '�1

�
Br
�
'.x/

��
es un abierto conexo de U \ V � U que

contiene a x. La unión de todos estos conjuntos forma por tanto una base de la topología de M .

6. Al serM localmente euclidiana todo punto x 2M posee un entorno abierto arco-conexo (imagen
inversa de una bola abierta bajo un homeomorfismo), de donde se sigue la igualdad de las compo-
nentes conexas y arco-conexas de M y su carácter abierto y cerrado en virtud del Corolario 2.31.

�

Proposición 2.38. Un subconjunto abierto U de una variedad topológica M es conexo si y solo si es
arco-conexo.

Demostración. Al ser M localmente euclidiana, todo punto x 2 U posee un entorno abierto arco-
conexo. El enunciado se sigue entonces del Teorema 2.32. �

Proposición 2.39. Las componentes conexas de una variedad topológica forman una familia a lo sumo
numerable.

Demostración. Sea M una variedad topológica. Por la Proposición 2.37 M es separable, es decir existe
un subconjunto A D

˚
an
ˇ̌
n 2 N

	
denso en M . Si C es una componente conexa de M , por la Proposi-

ción 2.37 C es abierta, y por tanto existe n 2 N tal que an 2 C . Esto implica que C D C.an/, ya que
las componentes conexas forman una partición de M . Por tanto la familia de las componentes conexas
de M coincide con el conjunto

˚
C.an/

ˇ̌
n 2 N

	
, que es a lo sumo numerable. �

2.2.2 Variedades diferenciables

Sea M una variedad topológica n-dimensional, y sea a 2 M . Si U es un entorno abierto del punto a
homeomorfo a un abierto x.U / � Rn bajo la aplicación x W U ! x.U / � Rn, para cada p 2 U
podemos considerar el vector

x.p/ � .x1.p/; : : : ; xn.p// 2 Rn

como las coordenadas del punto p en el sistema de coordenadas .U; x/. En general, puede existir otro
entorno abierto V de a y otro homeomorfismo y W V ! y.V / � Rn, dando lugar a otro sistema de
coordenadas .V; y/ en el entorno abierto V . Los sistemas de coordenadas .U; x/ y .V; y/ están ambos
definidos en el entorno abierto U \ V del punto a 2 M , siendo en general distintos. Sin embargo, está
garantizado que las funciones cambio de coordenadas

y B x�1 W x.U \ V /! y.U \ V / ; x B y�1 W y.U \ V /! x.U \ V /

son continuas, al ser composición de funciones continuas. Cuando es posible conseguir (restringiendo
adecuadamente los entornos y las funciones coordenadas) una familia de sistemas de coordenadas alre-
dedor de cada punto deM de forma que los correspondientes cambios de coordenadas sean de clase C k

(con k un entero positivo, infinito o !, siendo por definición C! la clase de las funciones analíticas) se
dice que M es una variedad diferenciable de clase C k .

Definición 2.40. Sea M una variedad topológica de dimensión n. Una carta en M es un par .U; '/,
siendo U un abierto de M y ' W U ! '.U / � Rn un homeomorfismo. Un atlas es una familia de
cartas A D

˚
.U˛; '˛/

ˇ̌
˛ 2 A

	
cuyos dominios U˛ recubren M (es decir, M D

S
˛2A U˛). Un atlas

de clase C k es un atlas A D
˚
.U˛; '˛/

ˇ̌
˛ 2 A

	
con la siguiente propiedad: para todo ˛; ˇ 2 A tal que

U˛ \ Uˇ ¤ ;, las funciones cambio de coordenadas

'ˇ B '
�1
˛ W '˛.U˛ \ Uˇ /! 'ˇ .U˛ \ Uˇ / ; '˛ B '

�1
ˇ W 'ˇ .U˛ \ Uˇ /! '˛.U˛ \ Uˇ /
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son de clase C k . Un atlas de clase C k es maximal si no está propiamente contenido en otro atlas de
clase C k . Un atlas maximal de clase C k en una variedad topológica se denomina también estructura
diferenciable de clase C k .

� Es fácil probar que todo atlas de clase C k define un único atlas maximal de clase C k que lo contiene,
y que dos atlas de clase C k definen el mismo atlas maximal si y solo si los cambios de coordenadas entre
cartas de ambos atlas son de clase C k .

Definición 2.41. Una variedad diferenciable de clase C k y dimensión n es una variedad topológica
M de dimensión n provista de un atlas maximal de clase C k . Si k D !, la variedad M se denomina
analítica.

Nótese que para definir una estructura diferenciable de clase C k en una variedad topológica M
basta con dar un atlas de clase C k en M (ya que este atlas determina un único atlas maximal, en virtud
del comentario anterior). A partir de ahora, nos ocuparemos casi exclusivamente de las variedades de
clase C1, a las que llamaremos abreviadamente variedades diferenciables, o incluso, si no hay lugar a
confusión, variedades.

� Es evidente que cualquier subconjunto abierto U � Rn es una variedad analítica de dimensión n.
En efecto, en este caso podemos tomar un atlas f.U; '/g con una sola carta, por lo que la única función
cambio de coordenadas es la identidad de U en U . Es también obvio que un abierto cualquiera U de una
variedad diferenciable M es a su vez variedad diferenciable, de la misma dimensión que M . En efecto,
basta tomar como atlas en U el formado por los pares de la forma .U \ U˛; '˛/, siendo

˚
.U˛; '˛/

ˇ̌
˛ 2 A

	
un atlas de M .

Ejemplo 2.42. Los conjuntos GL.n;R/ y GL.n;C/ son variedades diferenciables de dimensión respec-
tivamente igual a n2 y 2n2. En efecto,

GL.n;R/ D det�1.R n f0g/ ;

siendo det W Mn.R/ � Rn
2

! R una función continua en todo punto X 2 Mn.R/ (un polinomio en
los elementos de matriz xij ). Al ser R n f0g abierto y det continua, GL.n;R/ es un abierto de Mn.R/, lo
cual prueba nuestra afirmación. Análogamente,

GL.n;C/ D det�1.R2 n f0g/ ;

donde ahora det se considera una función de Mn.C/ � R2n
2

en C � R2. Las dos componentes de esta
función son la parte real y la parte imaginaria de det.X/, y son por tanto funciones polinómicas de las
coordenadas de la matriz X (es decir, de las partes real e imaginaria de sus elementos de matriz xij ).
Esto implica, de nuevo, que det es continua y que GL.n;C/ es un abierto de Mn.C/, al ser la imagen
inversa de un abierto de R2 bajo una función continua de Mn.C/ en R2.

Ejercicio 23. Probar que la esfera Sn es una variedad diferenciable (analítica) de dimensión n.

Solución. Tomemos como atlas en Sn el definido en el Ejercicio 21. Entonces la función cambio de
coordenadas 'i B '�1j W 'j .U

"
i \ U

"0

j /! 'i .U
"
i \ U

"0

j / está dada por

.'i B '
�1
j /.x1; : : : ; xn/ D .x1; : : : ; xi�1; xiC1; : : : ; "

0
p
1 � jxj2

j
^

; : : : ; xn/

(donde se ha supuesto que, por ejemplo, i < j ), y análogamente para 'j B'�1i . Como estas aplicaciones
son claramente C1 (analíticas, de hecho) en sus respectivos dominios de definición (en los que jxj < 1),
el atlas considerado es C1 (analítico).

Proposición 2.43. SiM yN son variedades diferenciables de dimensiones respectivasm y n, el producto
cartesiano M �N (con la topología producto) es una variedad de dimensión mC n.
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Demostración. En primer lugar, es fácil probar que el producto cartesiano de variedades topológicas, con
la topología producto, es una variedad topológica. En segundo lugar, si

˚
.U˛; '˛/

ˇ̌
˛ 2 A

	
y
˚
.Vˇ ;  ˇ /

ˇ̌
ˇ 2 B

	
son las estructuras diferenciables en M y N , respectivamente, entonces es fácil comprobar que

los pares �
U˛ � Vˇ ; '˛ �  ˇ

�
; ˛ 2 A ; ˇ 2 B ;

donde �
'˛ �  ˇ

�
.x; y/ D

�
'˛.x/;  ˇ .y/

�
;

forman un atlas C1 en M �N , y por tanto definen una estructura diferenciable en dicho espacio. �

2.2.3 Subvariedades regulares

Definición 2.44. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m. Una subvariedad regular de M
de dimensión n es un subconjunto N � M con la siguiente propiedad: para todo punto a 2 N , existe
una carta .U; '/ de M que contiene al punto a tal que '.a/ D 0 y

'.U \N/ D '.U / \
˚
x 2 Rm

ˇ̌
xnC1 D � � � xm D 0

	
:

Se dice que la carta .U; '/ de M es una carta adaptada a la subvariedad N en el punto a.

Es inmediato comprobar que los pares

.U \N; Q'/; con Q' � .'1; : : : ; 'n/ ;

donde .U; '/ es cualquier carta de M adaptada a N , forman una estructura diferenciable en N (con la
topología relativa). Por tanto la subvariedad regular N es una variedad diferenciable de dimensión n.

El siguiente resultado permite probar de forma sencilla que un subconjunto M � Rp es una subva-
riedad diferenciable de Rp, y por tanto una variedad diferenciable:

Proposición 2.45. Sea f W U � Rp ! Rq una función de clase C1 en un abierto U de Rp, y sea
M D f �1.0/. Si el rango de Df.x/ es igual a k para todo x 2 M , el conjunto M (con la topología
relativa) es una subvariedad regular de Rp de dimensión n D p � k.

Demostración. Es esencialmente consecuencia del teorema de la función implícita. �

Ejemplo 2.46. Consideremos, por ejemplo, la función f W RnC1 ! R dada por f .x/ D jxj2 � 1. En
este caso U D RnC1, p D nC 1, q D 1 y M D Sn, siendo

rf .x/ D 2x ¤ 0 ; 8x 2M

(ya que rf solo se anula en el origen, que no pertenece aM ). Por tanto el rango deDf es igual a 1 para
todo x 2 M D Sn, lo que prueba que Sn es una variedad diferenciable (subvariedad regular de RnC1)
de dimensión nC 1 � 1 D n.

Ejercicio 24. Probar que los conjuntos

SL.n;F/ D
˚
X 2Mn.F/

ˇ̌
detX D 1

	
son variedades diferenciables de dimensión n2 � 1 (si F D R) o 2.n2 � 1/ (si F D C).

Solución. En ambos casos,

SL.n;F/ D f �1.0/; con f � det�1 WMn.F/ � Fn
2

! F ;

con f diferenciable (polinómica). Consideremos, en primer lugar, el caso F D R : De la fórmula para el
desarrollo del determinante por la i -ésima fila (o la j -ésima columna) se sigue inmediatamente que

@f

@xij
.X/ D Xij ;
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donde hemos denotado por Xij el adjunto del elemento de matriz xij (es decir, .�1/iCj veces el menor
de X obtenido suprimiendo la fila i y la columna j ). Como detX D 1 ¤ 0 enM D SL.n;R/, para todo

X 2 M existe .i; j / tal que
@f

@xij
.X/ ¤ 0. Por tanto rf ¤ 0 en M , y el rango de f es igual a 1 para

todo x 2M . De la proposición anterior se deduce entonces queM es una variedad de dimensión n2�1.
Consideremos, a continuación, el caso F D C. Llamando Z � X C iY 2 Mn.C/ (siendo X; Y 2

Mn.R/ las partes real e imaginaria de la matriz Z) y f � f1 C if2 (con f1 D Ref , f2 D Imf ), al
igual que antes se tiene

@f

@´ij
.Z/ D Zij :

Como detZ D 1 ¤ 0 en M D SL.n;C/, para todo Z 2 M existe .i; j / tal que
@f

@´ij
.Z/ ¤ 0.

Utilizando las ecuaciones de Cauchy–Riemann se obtiene entoncesˇ̌̌̌
@f

@´ij
.Z/

ˇ̌̌̌2
D

�
@f1

@xij

@f2

@yij
�
@f1

@yij

@f2

@xij

�
.Z/ �

@.f1; f2/

@.xij ; yij /
¤ 0 H) rankDf.Z/ D 2 :

Por tanto f tiene rango constante igual a 2 enM , de donde se sigue queM es una variedad diferenciable
de dimensión 2n2 � 2 en virtud de la proposición anterior. �

Ejercicio 25. Probar que
D det.1/ � h D tr h ; 8h 2Mn.C/ : (2.1)

Solución. Si f D det y h 2Mn.C/ se tiene:

Df.1/ � h D
d

dt

ˇ̌̌̌
tD0

f .1C th/ D
nX

jD1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

1 � � � h1j � � � 0
: : :

::: hjj
:::

: : :

0 � � � hnj � � � 1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
D

nX
jD1

hjj � tr h :

Ejercicio 26. Probar que siN1 yN2 son subvariedades regulares de sendas variedadesM1 yM2 entonces
N1 �N2 es una subvariedad regular de M1 �M2, de dimensión

dim.N1 �N2/ D dimN1 C dimN2 :

2.2.4 Funciones diferenciables

Sea f W M ! N una aplicación entre dos variedades de dimensiones m y n, respectivamente, y sea
a 2 M . Si tomamos una carta .U; '/ que contenga a a y otra carta .V;  / (en N ) que contenga a f .a/,
es natural considerar la aplicación Of entre las coordenadas de los puntos de U y los de V inducida por
f , es decir

Of D  B f B '�1 W '
�
U \ f �1.V /

�
� Rm !  

�
f .U / \ V

�
� Rn ;

siendo U \ f �1.V / un abierto de Rm. Diremos que Of es la expresión (o el representante) de f en
las coordenadas que hemos escogido alrededor de a 2 M y de f .a/ 2 N . Nótese que f es continua
(en U \ f �1.V /) si y solo si lo es Of , al ser ' y  homeomorfismos. Las consideraciones anteriores
justifican la siguiente definición:

Definición 2.47. Una función f W M ! N es diferenciable (C1) en a 2 M si existen sendas cartas
.U; '/ de M y .V;  / de N tales que a 2 U , f .a/ 2 V y Of �  B f B '�1 es C1 en '.a/. La función
f es diferenciable en un abierto U �M si es diferenciable en cada punto de U .
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� Es importante notar que la definición no depende de las cartas consideradas. En efecto, si .U1; '1/ es
otra carta tal que a 2 U \ U1 y .V1;  1/ es una carta en N con f .a/ 2 V \ V1 entonces

Of1 �  1 B f B '
�1
1 D . 1 B  

�1/ B Of B .' B '�11 /

es C1 en '1.a/, por serlo los cambios de coordenadas en virtud de la definición de variedad diferencia-
ble.

Ejercicio 27. Probar que la composición de funciones diferenciables es diferenciable.

� Una función suave en M es una función f WM ! R diferenciable (C1) en M . Denotaremos por

C1.M/ D
˚
f WM ! R

ˇ̌
f diferenciable en M

	
al espacio vectorial de las funciones suaves en M .

De la Proposición 2.45 se sigue el siguiente corolario, que nos será de utilidad más adelante:

Corolario 2.48. SeaN una subvariedad regular de una variedadM , seaM 0 una variedad diferenciable,
y sea f W M ! M 0 una función diferenciable en un punto a 2 N . Entonces la restricción f jN W N !
M 0 es también diferenciable en a.

Demostración. Sean, en efecto, .U; '/ una carta de M adaptada a N en el punto a, y sea .U \ N; Q'/
la correspondiente carta de N (recuérdese que Q' D .'1; : : : ; 'n/, siendo n D dimN ). Si .V;  / es una
carta cualquiera enM 0 con f .a/ 2 V y Of D  B f B '�1 es el representante de f respecto de las cartas
.U; '/ y .V;  /, es inmediato comprobar que

Q'�1.x1; : : : ; xn/ D '
�1.x1; : : : ; xn; 0; : : : ; 0/ :

Por tanto el representante de f jN respecto de las cartas .U \N; Q'/ y .V;  / de N y M 0 está dado por

bf jN .x1; : : : ; xn/ D . B f B '�1/.x1; : : : ; xn; 0; : : : ; 0/ � Of .x1; : : : ; xn; 0; : : : ; 0/ :

Como Of es por hipótesis diferenciable en '.a/ D 0 2 Rm (m � dimM ), lo mismo ocurre con bf jN en
Q'.a/ D 0 2 Rn. �

Ejercicio 28. Sea f W M ! M 0 (siendo M;M 0 sendas variedades diferenciables), y supongamos que
f .M/ está contenida en una subvariedad regular N de M 0. Probar que f WM !M 0 es diferenciable si
y solo si f WM ! N lo es.

Definición 2.49. Sean M , N dos variedades diferenciables. Una aplicación f W M ! N es un difeo-
morfismo si es biyectiva, y tanto f como f �1 son diferenciables (en M y N , respectivamente). Se dice
en tal caso que las variedades diferenciables M y N son difeomorfas.

Dos variedades diferenciables difeomorfas son completamente equivalentes desde el punto de vista
de la teoría de variedades diferenciables. En particular, dos variedades difeomorfas tienen la misma
dimensión. En efecto, si f WM ! N es un difeomorfismo y .U; '/, .V;  / son sendas cartas deM yN ,
respectivamente, entonces el representante Of D  Bf B'�1 de f en dichas cartas es un difeomorfismo,
y por tanto un homeomorfismo, entre los abiertos '

�
U \f �1.V /

�
� Rm y  

�
f .U /\V

�
� Rn (donde

m y n denotan respectivamente las dimensiones de M y N ). Por el teorema de invariancia del dominio3,
m ha de ser igual a n.

3Este teorema (consecuencia a su vez del teorema del punto fijo de Brouwer, según el cual toda aplicación continua de una
bola cerrada en sí misma tiene un punto fijo) afirma que si f W U � Rn ! Rn es inyectiva y continua, y U es abierto, entonces
f .U / es abierto y f W U ! f .U / es un homeomorfismo. Este resultado implica que ningún subconjunto abierto de Rm puede
ser homeomorfo a un abierto de Rn si m ¤ n. En efecto, si f W U � Rm ! V � Rn es un homeomorfismo entre dos
conjuntos abiertos y (por ejemplo) m > n podemos identificar Rn con el subespacio vectorial xnC1 D � � � D xm D 0 de Rm,
y V con un subconjunto de dicho subespacio. Esto contradice el teorema de invariancia del dominio, ya que V no es abierto en
Rm.
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2.3 Grupos topológicos y de Lie

2.3.1 Definiciones y ejemplos

Sea G un grupo, y denotemos por m W G �G ! G e i W G ! G la multiplicación y la inversa en G:

m.x; y/ D xy ; i.x/ D x�1 ; 8x; y 2 G :

Dado un elemento a 2 G, denotaremos respectivamente por La y Ra las aplicaciones de G en G dadas
por

La.x/ D ax ; Ra.x/ D xa ; 8x 2 G

(multiplicación a izquierdas o derechas por a). La aplicación

Ada D La BRa�1 D Ra�1 B La ;

o equivalentemente
Ada.x/ D axa�1 ; 8x 2 G ;

recibe el nombre de conjugación bajo el elemento a 2 G. Nótese que para todo a 2 G las aplicaciones
La, Ra y Ada son claramente biyectivas, siendo

L�1a D La�1 ; R�1a D Ra�1 ; Ad�1a D Ada�1 :

Definición 2.50. Un grupo topológico es un grupo G que es además una variedad topológica, de forma
que las aplicaciones m W G �G ! G e i W G ! G son funciones continuas.

Nótese que si G es una variedad topológica también lo es G �G (con la topología producto).

Definición 2.51. Un grupo de Lie (resp. grupo de Lie analítico) es un grupo G que es además una va-
riedad diferenciable, de forma que las aplicacionesm e i son funciones diferenciables (resp. analíticas).

� Todo grupo de Lie es obviamente un grupo topológico. De hecho, un célebre resultado de von Neu-
mann, Gleason, Montgomery y Zippin afirma que todo grupo topológico admite una estructura de grupo
de Lie analítico compatible con su topología (5º problema de Hilbert). Más aún, si G es un grupo de Lie
de clase C k , con 1 6 k 61, entonces el atlas diferenciable de G contiene un subatlas analítico.

� De la definición de grupo de Lie (resp. topológico) se sigue inmediatamente que para todo a 2 G las
aplicaciones La, Ra y Ada son difeomorfismos (respectivamente homeomorfismos) de G en sí mismo.

Ejemplo 2.52. Los grupos aditivos Rn y Cn son grupos de Lie (analíticos) de dimensiones respectivas
n y 2n. Los conjuntos R� y C� son grupos de Lie (analíticos) de dimensiones 1 y 2, respectivamente.
Por ejemplo, en el caso de Rn la multiplicación y la inversa están dadas por

m.x; y/ D x C y ; i.x/ D �x ;

y son por tanto funciones diferenciables al ser lineales. Análogamente, en el caso de R� se tiene

m.x; y/ D xy ; i.x/ D x�1 ;

que de nuevo son funciones diferenciables en sus respectivos dominios.

Ejemplo 2.53. Los grupos GL.n;F/ y SL.n;F/ son grupos de Lie, de dimensiones respectivas n2 y
n2 � 1 (si F D R) o 2n2 y 2.n2 � 1/ (si F D C). En efecto, ya hemos visto anteriormente que estos
grupos son variedades diferenciables de las dimensiones indicadas (cf. el Ejemplo 2.42 y el Ejercicio 24).
Basta probar, por tanto, que el producto y el inverso en dichos grupos son aplicaciones diferenciables.
En primer lugar, el producto es diferenciable como aplicación de Mn.F/ �Mn.F/! Mn.F/, al ser un
polinomio en los elementos de matriz de sus factores. Como GL.n;F/ es un abierto deMn.F/, de esto se
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sigue que m W GL.n;F/�GL.n;F/! GL.n;F/ es diferenciable en GL.n;F/�GL.n;F/. En segundo
lugar, los elementos de matriz de la inversa de una matriz X 2 GL.n;F/ son funciones racionales en
los elementos de matriz de X cuyo denominador (detX ) no se anula en el abierto GL.n;F/. Por tanto
i W GL.n;F/! GL.n;F/ es también diferenciable en GL.n;F/, lo que prueba que este conjunto es un
grupo de Lie. Como SL.n;F/ es una subvariedad regular de Mn.F/ (o de GL.n;F/), las aplicaciones
producto e inverso son también diferenciables en este grupo en virtud del Corolario 2.48. Esto demuestra
que SL.n;F/ es un grupo de Lie.

Probaremos a continuación que los llamados grupos matriciales clásicos son grupos de Lie. Para
estudiar estos grupos, introduciremos la siguiente notación. En primer lugar, si B 2 GL.n;F/ (donde a
partir de ahora F D R o C) es una matriz invertible fija, definimos el conjunto

G1 D
˚
X 2Mn.F/

ˇ̌
XTBX D B

	
: (2.2)

Es inmediato comprobar que G1 es un subgrupo de GL.n;F/ (y, por lo tanto, es un grupo). En efecto, si
X; Y 2 G1 se tiene

.XY /TB.XY / D Y T.XTBX/Y D Y TBY D B H) XY 2 G1 :

Por otra parte, al ser B invertible detB ¤ 0, y por tanto para todo X 2 G1 se tiene

.detX/2 D 1 H) X 2 GL.n;F/ :

Además,
XTBX D B H) B D

�
X�1

�T
BX�1 H) X�1 2 G1 :

Si F D C se define un segundo conjunto G2 mediante

G2 D
˚
X 2Mn.C/

ˇ̌
X�BX D B

	
: (2.3)

Al igual que antes, es inmediato comprobar que G2 es un subgrupo de GL.n;C/.

Proposición 2.54. Para toda matriz B 2 GL.n;F/, los grupos G1 y G2 son grupos de Lie.

Demostración. Dado que el producto m W Mn.F/ �Mn.F/ ! Mn.F/ y el inverso i W GL.n;F/ !
GL.n;F/ son aplicaciones diferenciables en sus dominios, por el Corolario 2.48 basta probar que tanto
G1 comoG2 son subvariedades regulares deMn.F/ (o, equivalentemente, de GL.n;F/). Consideremos,
en primer lugar, el grupoG1. Evidentemente,G1 D f �1.0/, siendo f WMn.F/!Mn.F/ la aplicación
dada por

f .X/ D XTBX � B � g.X/ � B :

Es evidente que esta aplicación es diferenciable, dado que los elementos de matriz de f son polinomios
de segundo grado en los de X . Basta probar, por tanto, que f tiene rango constante en G1. Equivalente-
mente (dado que el término �B es constante), debemos probar que g tiene rango constante en G1. Para
ver esto último, nótese que si A 2Mn.F/ es una matriz cualquiera entonces

g.XA/ D ATg.X/A ;

o equivalentemente
g BRA D 'A B g ;

donde 'A WMn.F/!Mn.F/ es la aplicación definida por

'A.X/ D A
TXA :

Tomando la derivada y aplicando la regla de la cadena se obtiene

Dg.XA/DRA.X/ D D'A
�
g.X/

�
Dg.X/ ; 8X 2Mn.F/ :
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Al ser tanto RA como 'A aplicaciones lineales, DRA D RA y D'A D 'A en todo punto, y por tanto

Dg.XA/RA D 'ADg.X/ ; 8A;X 2Mn.F/ :

Como RA y 'A son invertibles si A 2 GL.n;F/ (en efecto, R�1A D RA�1 , '�1A D 'A�1), de lo anterior
se sigue que

rankDg.XA/ D rankDg.X/ ; 8X 2Mn.F/ ; 8A 2 GL.n;F/ :

De esta relación con X D 1 y A 2 G1 se deduce que, efectivamente, el rango de g (y, por tanto, el de f )
es constante enG1. La demostración paraG2 es completamente análoga (basta reemplazar la transpuesta
por la adjunta en todas partes). �

Ejercicio 29. Calcular la dimensión de G1 si B es una matriz simétrica o antisimétrica.

Solución. Aunque este cálculo es sencillo utilizando el álgebra de Lie de este grupo (ver más adelante),
es instructivo realizarlo directamente aplicando la Proposición 2.45. En efecto, en virtud de dicha propo-
sición basta calcular el rango de la aplicación Df (o, equivalentemente, Dg) definida en la proposición
anterior. Como dicho rango es constante en G1, puede calcularse (por ejemplo) en la matriz identidad.
Para ello nótese que Dg.1/ � h —donde h 2 Mn.F/— es el término lineal en h en el desarrollo de
g.1C h/. De esta forma se obtiene la expresión

Dg.1/ � h D hTB C Bh ; 8h 2Mn.F/ ;

y por tanto
rankDg.1/ D dim

˚
hTB C Bh

ˇ̌
h 2Mn.F/

	
:

Para evaluar el miembro derecho, nótese que

BT
D ˙B H) .hTB C Bh/T D ˙.hTB C Bh/ ;

y por consiguiente ˚
hTB C Bh

ˇ̌
h 2Mn.F/

	
� S˙ ;

donde SC (resp. S�) denota el subespacio de las matrices simétricas (resp. antisimétricas) enMn.F/. De
hecho, ambos miembros de la ecuación anterior son iguales, ya que si A 2 S˙ y h D 1

2
B�1A entonces

hTB C Bh D
1

2
.˙A/.˙B�1/B C

1

2
A D A :

En definitiva,

rankDg.1/ D dimS˙ D

(
1
2
n.n˙ 1/ ; F D R

n.n˙ 1/ ; F D C ;

y por tanto, en virtud de la Proposición 2.45:

dimG1 D

(
1
2
n.n� 1/ ; F D R

n.n� 1/ ; F D C ;

donde el signo “�” corresponde al caso en que B es simétrica y el “C” a aquél en que es antisimétrica.
Nótese que en este último caso

BT
D �B H) detB D .�1/n detB ;

y por tanto (al ser B invertible por hipótesis) n ha de ser necesariamente par.

Ejercicio 30. Hallar la dimensión de G2 si B es una matriz autoadjunta.
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Solución. Procediendo como en el ejercicio anterior se llega a las identidades

rankDg.1/ D dim
˚
h�B C Bh

ˇ̌
h 2Mn.C/

	
D dimS ;

donde ahora S denota el subespacio de las matrices autoadjuntas de orden n. La dimensión real de dicho
espacio es

nC 2 �
1

2
n.n � 1/ D n2 ;

por lo que, en virtud de la Proposición 2.45:

dimG2 D 2n
2
� n2 D n2 :

2.3.2 Los grupos matriciales clásicos

Ya hemos visto (cf. el Ejemplo 2.53) que los grupos matriciales GL.n;F/ y SL.n;F/ son grupos de Lie.
Consideremos a continuación los siguientes conjuntos de matrices:

O.n;F/ D
˚
X 2Mn.F/

ˇ̌
XTX D 1

	
; O.n/ � O.n;R/ ;

SO.n;F/ D O.n;F/ \ SL.n;F/ ; SO.n/ � SO.n;R/ ;

O.p; q/ D
˚
X 2MpCq.R/

ˇ̌
XTBX D B

	
; B �

�
1p 0

0 �1q

�
.p; q > 1/ ;

SO.p; q/ D O.p; q/ \ SL.p C q;R/ ;

U.n/ D
˚
X 2Mn.F/

ˇ̌
X�X D 1

	
; SU.n/ D U.n/ \ SL.n;C/ ;

SP.n;F/ D
˚
X 2M2n.F/

ˇ̌
XTJX D J

	
; J �

�
0 1n
�1n 0

�
;

SP.n/ D SP.n;C/ \ U.2n/ :

De la Proposición 2.54 se deduce que O.n;F/, O.p; q/ y SP.n;F/ son grupos de Lie, denominados
respectivamente grupo ortogonal, grupo pseudoortogonal (de tipo .p; q/) y grupo simpléctico. Las
dimensiones de estos grupos son

dim O.n;C/ D n.n � 1/ ; dim O.n/ D dim O.p; q/ D
1

2
n.n � 1/ .p C q D n/ ;

dim SP.n;R/ D n.2nC 1/ ; dim SP.n;C/ D 2n.2nC 1/

(véase el Ejercicio 29). Nótese también que si X 2 O.p; q/ entonces detX D ˙1, y la continuidad
de la función det implica que SO.p; q/ es un subconjunto abierto de O.p; q/. Por tanto SO.p; q/ es
también un grupo de Lie, de dimensión igual a la de O.p; q/. Análogamente, SO.n/ es abierto en O.n/
y, por consiguiente, un grupo de Lie de dimensión igual a la de O.n/. De hecho, SO.n/ es la componente
conexa de la identidad en O.n/ (véase el Ejercicio 32).

Análogamente, del último ejercicio (con B D 1) se deduce que U.n/ es un grupo de Lie, de dimen-
sión

dimU.n/ D n2 :

Mediante una ligera modificación de este ejercicio basada en la identidad (2.1) (cf. el Ejercicio 31), se
demuestra que SU.n/ es un grupo de Lie (subvariedad regular de Mn.C/) de dimensión

dim SU.n/ D n2 � 1 :

Esta última relación se puede entender de forma heurística teniendo en cuenta que toda matriz X 2
U.n/ tiene determinante de módulo 1, por lo que la restricción adicional detX D 1 simplemente fija el
argumento de detX , y por tanto añade una sola condición real independiente a las que definen U.n/. Las
consideraciones anteriores se extienden fácilmente a los grupos pseudounitarios

U.p; q/ D
˚
X 2MpCq.C/

ˇ̌
X�BX D B

	
; SU.p; q/ D U.p; q/ \ SL.p C q;C/ ;
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con

B �

�
1p 0

0 �1q

�
;

cuyo interés práctico es sin embargo mucho menor que el de los correspondientes grupos pseudoortogo-
nales.

Consideremos, finalmente, el conjunto SP.n/, que claramente es un grupo al ser la intersección de
dos subgrupos de M2n.C/. Teniendo en cuenta que SP.n/ D f �1.0/, con f W M2n.C/ ! M2n.C/ �
M2n.C/ dada por

f .X/ D .XTJX � J;X�X � 1/ D .XTJX;X�X/ � .J; 1/ � g.X/ � .J; 1/ :

Procediendo de forma análoga a los dos ejercicios anteriores es fácil probar que

g BRA D  A B g ;

donde ahora  A WM2n.C/ �M2n.C/!M2n.C/ �M2n.C/ está dada por

 A.X; Y / D .A
TXA;A�YA/ :

Teniendo en cuenta que Dg D Df , y que tanto RA como  A son aplicaciones lineales, de esta igualdad
se deduce que

Df.XA/RA D  ADf.X/ ; 8A;X 2M2n.C/ ;

Como la aplicación  A es invertible siA lo es ( �1A D  A�1), el rango de f es constante en SP.n/. De la
Proposición 2.45 se deduce entonces que SP.n/ es una subvariedad regular de M2n.C/. Esto demuestra,
al igual que antes, que SP.n/ es un grupo de Lie. Para calcular su dimensión, en este caso es más sencillo
utilizar la identidad

dim SP.n/ D dimM2n.C/ � rankDf.1/ D dim kerDf.1/ :

De la definición de f se sigue fácilmente que

Df.1/ � h D
�
hTJ C Jh; h� C h

�
;

y por tanto
h 2 kerDf.1/ H) h� D �h :

Sea h D h1 C ih2, con h1;2 2M2n.R/ y

hT1 D �h1 ; hT2 D h2

al ser h antihermítica. Entonces

hTJ C Jh D .J h1 � h1J /C i.J h2 C h2J / D 0 () Jh1 � h1J D Jh2 C h2J D 0 :

Estas dos últimas ecuaciones se resuelven fácilmente representando h1 y h2 como supermatrices 2 � 2
con bloques en Mn.R/. Se obtiene de esta forma

h1 D

�
A1 B1
�B1 A1

�
; h2 D

�
A2 B2
B2 �A2

�
con A1;2; B1;2 2Mn.C/ matrices tales que

AT
1 D �A1 ; AT

2 D A2 ; BT
1;2 D B1;2 :

Por tanto
dim SP.n/ D n2 C n.nC 1/ D n.2nC 1/ :
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Nota. Estrictamente hablando, los grupos matriciales clásicos son SU.n/, SO.n/ y SP.n/.

Definición 2.55. Sean G y G0 dos grupos de Lie. Una aplicación f W G ! G0 es un homomorfismo de
grupos de Lie si es un homomorfismo algebraico, es decir si

f .gh/ D f .g/f .h/ ; 8g; h 2 G ;

y es además una aplicación diferenciable. Un isomorfismo de grupos de Lie es un homomorfismo de
grupos de Lie f W G ! G0 que es además un difeomorfismo. Dos grupos de Lie G y G0 son isomorfos
(como grupos de Lie) si existe un isomorfismo de grupos de Lie f W G ! G0.

Nótese que dos grupos de Lie isomorfos son isomorfos también en sentido algebraico (cf. la Defini-
ción 1.24), ya que los difeomorfismos son aplicaciones biyectivas.

Ejemplo 2.56. Consideremos dos grupos G y G0 de tipo G1 definidos por sendas matrices B y B 0, es
decir

G D
˚
X 2Mn.F/

ˇ̌
XTBX

	
; G0 D

˚
X 2Mn.F/

ˇ̌
XTB 0X

	
;

y supongamos que B 0 D C TBC con C 2 GL.n;F/. En tal caso

X 0 2 G0 () .X 0/TC TBCX 0 D B 0 D C TBC () .CX 0C�1/TB.CX 0C�1/ D B

() CX 0C�1 2 G :

Podemos entonces definir un aplicación ' W G ! G0 dada por '.X/ D C�1XC , que es claramente lineal
y biyectiva ('�1.X 0/ D CX 0C�1). Además, tanto ' como '�1 son diferenciables, al ser restricción de
aplicaciones lineales de Mn.F/ en Mn.F/. Por último, la aplicación ' es un homomorfismo algebraico,
ya que

'.XY / D C�1XYC D
�
C�1XC

��
C�1YC

�
D '.X/'.Y / :

Luego ' es un isomorfismo de grupos de Lie, y los grupos G y G0 son por tanto isomorfos.
Sea F D R, y sean B;B 0 2 GL.n;R/ dos matrices simétricas invertibles. Es sabido entonces

que la condición necesaria y suficiente para que exista una matriz invertible C 2 GL.n;R/ tal que
B 0 D C TBC es que B y B 0 tengan la misma signatura, es decir, el mismo número de autovalores
positivos y negativos. Por lo que acabamos de ver, en tal caso los correspondientes grupos G y G0 son
isomorfos. En consecuencia, si F D R yB es una matriz simétrica invertible entonces el correspondiente
grupo G1 es isomorfo a O.p; q/ para ciertos p; q 2 N. Si F D C, sin embargo, dadas dos matrices
simétricas B;B 0 2 GL.n;C/ siempre existe una matriz invertible C tal que B 0 D C TBC . Por tanto en
el caso complejo todos los grupos de tipo G1 con B simétrica son isomorfos a O.n;C/. En particular, en
este caso no tiene ningún interés definir O.p; qIC/.

Ejercicio 31. Probar que SU.n/ es un grupo de Lie de dimensión n2 � 1.

Solución. Consideremos la aplicación f WMn.C/!Mn.C/ �C definida por

f .X/ D
�
X�X; detX

�
� .1; 1/ ;

de modo que SU.n/ D f �1.0/. Procediendo como en el ejemplo anterior, se demuestra que f es
diferenciable y el rango de Df es constante en SU.n/, siendo

Df.1/ � h D
�
h� C h; tr h

�
; 8h 2Mn.C/ :

Es fácil probar que el miembro derecho de esta ecuación es igual al subespacio˚
.A; 1

2
trAC ib/

ˇ̌
A 2 S; b 2 R

	
;

siendo de nuevo S el espacio de las matrices autoadjuntas de orden n. (En efecto, si A D hC h� se tiene

tr h D
1

2
trAC

1

2
tr.h � h�/ ;
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donde el último término es imaginario puro.) Por tanto

rankDf.1/ D dimS C 1 D n2 C 1 ;

y de la Proposición 2.45 se deduce entonces que SU.n/ es una subvariedad regular de Mn.C/ de dimen-
sión

2n2 � .n2 C 1/ D n2 � 1 :

Ejercicio 32. Probar que SO.n/ es la componente conexa de la identidad en O.n/.

Solución. Sea

R.�1; : : : ; �m/ D

�
R.�1/

: : :

R.�m/

�

;

si n D 2m, o

R.�1; : : : ; �m/ D

˙
R.�1/

: : :

R.�m/

1

�

;

si n D 2mC 1, donde �i 2 R y

R.�/ �

�
cos � � sen �
sen � cos �

�
:

Nótese que R.�1; : : : ; �m/ 2 SO.n/ para todo �1; : : : �n 2 R. Toda matriz ortogonal X 2 SO.n/ es de la
forma

X D CR.�1; : : : ; �m/C
�1 ;

con C ortogonal. Un camino  W Œ0; 1�! SO.n/ que une la identidad con la matrizX está dado entonces
por

.t/ D CR.t�1; : : : ; t�m/C
�1 ; 0 6 t 6 1 :

(Nótese que .t/ es una matriz ortogonal para todo 0 6 t 6 1 al serlo C yR.t�1; : : : ; t�m/.) Esto prueba
que SO.n/ es conexo, y por tanto ha de estar contenido en la componente conexa de la identidad en O.n/.
Por otra parte, dicha componente no puede contener ninguna matriz con determinante �1. En efecto, la
imagen de la componente conexa de la identidad bajo la función det W O.n/ ! R, continua en O.n/ en
virtud de su continuidad en Mn.R/, ha de ser un conjunto conexo. Como dicha imagen está contenida
en el conjunto f�1; 1g solo puede contener uno de los dos elementos ˙1, que ha de ser obviamente el 1
dado que det 1 D 1.

Ejercicio 33. Probar que los grupos U.n/, SU.n/, O.n/, SO.n/ y SP.n/ son compactos, mientras que
GL.n;F/, SL.n;F/, O.n;C/, SO.n;C/, O.p; q/, SO.p; q/ y SP.n;F/ no lo son (si n > 2, o n > 1 en
el caso de GL.n;F/ y SP.n;F/).

Solución. Dado que todos los grupos reseñados son subespacios topológicos deMm.R/ � Rm
2

para un
número natural m apropiado, por el teorema de Heine–Borel–Lebesgue son compactos si y solo si son
cerrados y acotados en Mm.R/. En particular, GL.n;F/ no es compacto al no ser cerrado (de hecho, se
demuestra fácilmente que tampoco es acotado). En cuanto a los demás grupos matriciales considerados
en el ejercicio, es inmediato comprobar que todos ellos son cerrados, ya que son las imágenes inversas de
conjuntos cerrados adecuados bajo funciones continuas. Por tanto, dichos grupos son compactos si y solo
si son subconjuntos acotados deMm.R/. Nótese que SU.n/, O.n/ y SO.n/ son todos ellos subgrupos de
U.n/ y SP.n/ lo es de U.2n/, por lo que para demostrar que los conjuntos anteriores son acotados basta
probar este resultado para U.n/ con n arbitrario. Esto último es evidente, ya que si X 2 U.n/ entonces

kXk2 D tr.X�X/ D n :
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Del mismo modo, como SL.n;R/, SP.n;R/, SO.n;C/ y SO.p; q/ son respectivamente subgrupos de
SL.n;C/, SP.n;C/, O.n;C/ y O.p; q/, para demostrar la no compacidad de todos estos grupos basta
probar que los cuatro primeros son no acotados. En el caso de SL.n;R/ esto es evidente, ya que dicho
grupo contiene matrices de la forma

X D diag.�; ��1; 1; : : : ; 1/ ; � 2 R n f0g ;

con kXk2 D �2 C ��2 C n � 2 no acotado para �! 0 o �!˙1. Análogamente, la matriz

X D

�
0 �1n

���11n 0

�
; � 2 R n f0g ;

pertenece a SP.n;R/ y tiene norma
kXk2 D n.�2 C ��2/

arbitrariamente grande para �! 0 o �!˙1. Por otra parte, la matriz

X D

�
cosh t �i senh t
i senh t cosh t

0

0 1n�2

�
; t 2 R ;

pertenece a SO.n;C/ y

kXk2 D 2.cosh2 t C sinh2 t /C n � 2 D 4 sinh2 t C n �!
t!˙1

1 :

Finalmente, la matriz

X D

˙
cosh t � � � senh t
:::

: : :
:::

senh t � � � cosh t
0

0 1q�1

�

(donde los elementos de matriz diagonales no indicados son iguales a 1, y los extradiagonales son iguales
a cero) pertenece a SO.p; q/ y tiene norma

kXk2 D 2.cosh2 t C sinh2 t /C p C q � 2 D 4 sinh2 t C p C q �!
t!˙1

1 :

Ejercicio 34. Probar que los grupos GL.n;C/, SL.n;F/, U.n/ y SU.n/ son conexos. ¿Cuántas compo-
nentes conexas tiene GL.n;R/? [Ayuda: en el caso de SL.n;R/, se puede utilizar el hecho de que toda
matriz X 2 SL.n;R/ es el producto de una matriz real simétrica definida positiva de determinante 1 y
una matriz de SO.n/ (descomposición polar).]

Solución. Nótese antes de nada que, al ser un grupo de Lie G una variedad topológica, G es conexo si
y solo si G es arco-conexo (Proposición 2.38). Consideremos, en primer lugar, GL.n;C/. Toda matriz
X 2 GL.n;C/ es semejante a una matriz triangular superior, de modo que podemos escribir

X D C

�
�1
:::

: : :
A

0 � � � �n

�

C�1 ;

donde �i ¤ 0 para todo i al ser detX ¤ 0. Sea .t/ la matriz obtenida sustituyendo �i por �i .t/
(i D 1; : : : ; n) y A por tA, donde �i .t/ es cualquier camino en C n f0g que une 1 con �i (nótese que tal
camino existe, al ser C n f0g conexo). Entonces  es continua en Œ0; 1�,

det .t/ D �1.t/ � � ��n.t/ ¤ 0 H) .t/ 2 GL.n;C/ ;
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.0/ D 1 y .1/ D X , por lo que  es un camino en GL.n;C/ que une 1 conX . El mismo razonamiento
vale para probar la conexión de SL.n;C/, teniendo en cuenta que en este caso �n D .�1 � � ��n�1/

�1 y
tomando en consecuencia �n.t/ D

�
�1.t/ � � ��n�1.t/

��1.
En el caso de SL.n;R/, si X D PR es la descomposición polar de una matriz X 2 SL.n;R/

entonces, al ser P simétrica, definida positiva y de determinante 1, existe C 2 GL.n;R/ tal que

P D C

�
�1

: : :

�n

�

C�1 ;

con �i > 0 para todo i y �1 � � ��n D 1. Si definimos

.t/ D C

�
�1.t/

: : :

�n.t/

�

C�1R.t/ ;

donde4

�i .t/ D 1C t .�i � 1/ ; i D 1; : : : ; n � 1I �n.t/ D

n�1Y
iD1

�i .t/
�1

y t 7! R.t/ es cualquier camino en SO.n/ que une 1 con R, es fácil ver que  es un camino en SL.n;R/
que une 1 con X .

Consideremos, a continuación, el grupo U.n/. En este caso basta tener en cuenta que toda matriz
unitaria X es de la forma

X D U

�
ei�1

: : :

ei�n

�

U�1 ;

con U unitaria y �i 2 R. Por tanto

.t/ D U

�
eit�1

: : :

eit�n

�

U�1 ; 0 6 t 6 1 ;

es claramente un camino en U.n/ que une 1 con X . Finalmente, si X 2 SU.n/ entonces vale la demos-
tración anterior, teniendo en cuenta que ahora podemos tomar �n D �.�1 C � � � C �n�1/.

Veamos, por ultimo, que el grupo GL.n;R/ tiene dos componentes conexas dadas por

GL.n;R/˙ D
˚
X 2Mn.F/

ˇ̌
˙ detX > 0

	
:

En efecto, es claro que GL.n;R/ es la unión disjunta de GL.n;R/C y GL.n;R/�, y que dos matrices
X˙ 2 GL.n;R/˙ no pueden unirse por ningún camino en GL.n;R/ (por la continuidad de det y el
teorema de los valores intermedios). Basta, por tanto, probar que ambos conjuntos GL.n;R/˙ son co-
nexos. Esto es, a su vez, equivalente a la conexión de GL.n;R/C, ya que obviamente GL.n;R/� D
LAGL.n;R/C con A cualquier matriz de determinante negativo. Sea, por tanto, X 2 GL.n;R/C, y
denotemos por ı D .detX/1=n 2 RC la raíz n-ésima positiva del determinante de X . Entonces

X D ıA ; con A 2 SL.n;R/ :

Por ser A 2 SL.n;R/, existe un camino 1 W Œ0; 1�! SL.n;R/ � GL.n;R/ que une 1 con A. Análoga-
mente, al ser RC conexo existe un segundo camino 2 W Œ0; 1�! RC que une 1 con ı. Entonces la curva
 D 12 es un camino en GL.n;R/C que une 1 con X . En efecto,  es continua al serlo 1 y 2,

det .t/ D 2.t/n > 0 ; 8t 2 Œ0; 1� ;

4Nótese que si 1 6 i 6 n � 1 entonces �i .t/ D 1 � t C t�i > 0 para todo t 2 Œ0; 1�.
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y claramente
.0/ D 1 � 1 D 1 ; .1/ D ıA D X :

�
Nota. Los grupos SP.n;F/ y SP.n/ son también conexos. En el caso de SP.n/, esto se sigue fácilmente
del siguiente resultado: una matriz X 2 SP.n/ es de la forma

X D S

�
ei�1

: : :

ei�n

e�i�1

: : :

e�i�n

�

S�1 ;

con �i 2 R y S 2 SP.n/. La demostración del carácter conexo de SP.n;F/, que omitiremos, es algo más
complicada (puede hacerse, por ejemplo, por inducción sobre n, ya que SP.1;F/ D SL.1;F/ es conexo).
Nótese, en particular, que de lo anterior se deduce que las matrices simplécticas (reales o complejas)
tienen determinante 1. En efecto,

XJX D J H) detX D ˙1 ;

de donde se sigue que detX D 1 al ser det continua y SP.n;C/ conexo.

2.3.3 Grupos matriciales cerrados

Como acabamos de ver, todos los subgrupos propios de GL.n;F/ estudiados en el apartado anterior son
subconjuntos cerrados deMn.F/, y por tanto son también cerrados en GL.n;F/. Esto motiva la siguiente
definición:

Definición 2.57. Un grupo matricial (o lineal) cerrado es un subgrupo cerrado de GL.n;F/.

� Como hemos comentado más arriba, si G es un subgrupo de GL.n;F/ y G es cerrado en Mn.F/
entonces G es automáticamente un grupo matricial cerrado.

Ejercicio 35. Probar que un subconjuntoG � GL.n;F/ es cerrado en GL.n;F/ si y solo si para cualquier
sucesión .Xk/k2N de matrices Xk 2 G convergente a una matriz X 2 Mn.F/ se verifica que, o bien
X 2 G, o bien detX D 0.

Solución. En general, un subconjunto de un espacio topológico M es cerrado si y solo si contiene todos
sus puntos de acumulación (por definición, x 2 M es punto de acumulación de A � M si y solo si
todo entorno de x contiene algún elemento de A). Si M es un espacio métrico, x 2 M es punto de
acumulación de A si y solo si hay una sucesión de elementos de A que converge a x. Por tanto, un
subconjunto A de un espacio métrico M es cerrado si y solo si el límite de toda sucesión convergente de
elementos de A pertenece a A. En particular, G � GL.n;F/ es cerrado en GL.n;F/ si dada cualquier
sucesión fXkgk2N de matrices Xk 2 G convergente en GL.n;F/, es decir tal que

9 lim
k!1

Xk � X 2 GL.n;F/ ;

entonces X 2 G. En otras palabras, G es cerrado en GL.n;F/ si dada cualquier sucesión fXkgk2N , con
Xk 2 G para todo k 2 N, o bien lim

k!1
Xk no existe, o bien existe pero no pertenece a GL.n;F/ (es

decir, tiene determinante nulo), o bien existe y pertenece a G.

Los grupos matriciales que acabamos de estudiar son también subvariedades regulares de Mn.F/,
y por tanto de GL.n;F/ (ya que GL.n;F/ es abierto en Mn.F/). Esto motiva la siguiente definición
general:
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Definición 2.58. Sea G un grupo de Lie, y sea H � G. Se dice que H es un subgrupo de Lie regular
de G si: 1) H es subgrupo de G, y 2) H es subvariedad regular de G.

No es difícil demostrar (esencialmente en virtud del Corolario 2.48) que si H es un subgrupo de Lie
regular de un grupo de Lie G entonces H , con la topología relativa y la estructura diferenciable que
posee al ser subvariedad regular, es también un grupo de Lie. El siguiente resultado, fundamental en la
teoría de grupos de Lie y altamente no trivial, caracteriza los subgrupos de Lie regulares de un grupo de
Lie G de manera sorprendentemente sencilla:

Teorema del subgrupo cerrado. SeaH un subgrupo de un grupo de LieG. EntoncesH es un subgrupo
de Lie regular de G si y solo si H es cerrado en G.

Corolario 2.59. Sea G � GL.n;F/ un grupo matricial cerrado. Entonces G es un subgrupo de Lie
regular de GL.n;F/ y, por tanto, un grupo de Lie.

Ejemplo 2.60. El grupo GL.n;R/ es un subgrupo cerrado de GL.n;C/ (aunque, evidentemente, GL.n;R/
no es cerrado en Mn.C/). En efecto,

GL.n;R/ D GL.n;C/ \Mn.R/ ;

siendo Mn.R/ cerrado en Mn.C/. Para convencerse de esto último, basta notar que si fXngn2N es
una sucesión convergente de matrices reales su límite es también una matriz real. En particular, todo
subgrupo cerrado de GL.n;R/ es también un subgrupo cerrado de GL.n;C/. Por tanto un subconjunto
G � GL.n;F/ es un grupo matricial cerrado si y solo si G es un subgrupo cerrado de GL.n;C/.

Ejercicio 36. Considérese el grupo matricial

G D

��
eit 0

0 ei˛t

� ˇ̌̌̌
t 2 R

�
;

donde ˛ 2 R nQ es un número irracional. Probar que G es un grupo de Lie (isomorfo al grupo aditivo
R), pero no es cerrado en GL.2;C/. Por tanto G no es un grupo matricial cerrado, ni un subgrupo de
Lie regular de GL.2;C/. [Ayuda: puede probarse que, al ser ˛ irracional, para todo � 2 R existe una
sucesión .nk/k2N de enteros positivos tal que lim

k!1
e2 ink˛ D ei�.]

Solución. Es fácil ver que la aplicación g W R! G dada por

g.t/ D

�
eit 0

0 ei˛t

�
es biyectiva, al ser ˛ irracional. Podemos dotar a G de una topología estableciendo que un conjunto A �
G es abierto si es la imagen de un abierto de R bajo g. Es evidente que g es un homeomorfismo respecto
de la topología así definida. En particular, al ser G homeomorfo a R, G es una variedad topológica.
También es fácil dotar a G de una estructura diferenciable de una sola carta

�
G; g�1

�
, en la cual la

coordenada de una matriz g.t/ 2 G es el número real t 2 R. Por tanto G es una variedad diferenciable.
Como

g.t C s/ D g.t/g.s/ ; g.t/�1 D g.�t / ;

en la carta que acabamos de definir el producto y la inversa están representados por las aplicaciones
diferenciables

.t; s/ 7! t C s ; t 7! �t :

Por tanto G es grupo de Lie, claramente isomorfo al grupo aditivo de los reales bajo la aplicación g.
Veamos a continuación que G no es cerrado en GL.2;C/. Como ˛ es irracional, para todo � 2 R

existe una sucesión de enteros positivos nk tal que

lim
k!1

e2 ink˛ D ei� ;
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y por tanto

lim
k!1

g.2 nk/ D

�
1 0

0 ei�

�
2 GL.2;C/ :

Sin embargo, es fácil ver que la matriz del miembro derecho solo pertenece a G si y solo si

� D 2 .n˛ Cm/ ; con n;m 2 Z I

en particular, �
1 0

0 �1

�
… G :

Por tanto G no es cerrado en GL.2;C/, como habíamos afirmado.

Ejemplo 2.61. Consideremos el grupo En de los movimientos de Rn, cuyos elementos son las aplica-
ciones afines f W Rn ! Rn de la forma

f .x/ D Rx C a ; R 2 O.n/ ; a 2 Rn :

Este grupo no es un grupo matricial. Sin embargo, si identificamos Rn con el hiperplano afín de RnC1

de ecuación xnC1 D 1 entonces podemos escribir

f �

�
x

1

�
D

�
Rx C a

1

�
� Xf

�
x

1

�
;

donde Xf 2MnC1.R/ es la matriz dada por

Xf D

˙

R

a1
:::

an
0 � � � 0 1

�

�

�
R a

0 1

�
:

De esto se sigue inmediatamente que Xfg D XfXg , y por tanto En es isomorfo al subgrupo QEn de
MnC1.R/ definido por

QEn D

��
R a

0 1

� ˇ̌̌̌
R 2 O.N / ; a 2 Rn

�
:

Este grupo es claramente un grupo matricial cerrado, ya que QEn es de hecho cerrado en MnC1.R/. En
efecto, si la sucesión

Xk �

�
Rk ak
0 1

�
; Rk 2 O.n/ ; ak 2 Rn ;

converge a una matriz X 2MnC1.R/ entonces

X D

�
R a

0 1

�
; con R D lim

n!1
Rk ; a D lim

n!1
ak :

Como el límite de una sucesión de matrices ortogonales es una matriz ortogonal —ya que O.n/ es
cerrado—, X 2 QEn, lo que demuestra que QEn es cerrado. Por tanto QEn es un grupo de Lie (subvariedad
regular de GL.n;R/). Además, la aplicación ' W QEn ! O.n/ �Rn definida por

'
��
R a
0 1

��
D .R; a/

es un homeomorfismo, ya que es biyectiva y tanto ' como '�1 son claramente continuas5. Por tanto
QEn � O.n/ �Rn como variedades topológicas. En particular, la dimensión de QEn está dada por

dim QEn D dim O.n/C n D
1

2
n.n � 1/C n D

1

2
n.nC 1/ :

A partir de ahora, identificaremos habitualmente los grupos En y QEn.
5Recuérdese que si M1 y M2 son dos espacios métricos una aplicación f W M1 ! M2 es continua si y solo si para toda

sucesión fxkgk2N �M1 que converge a un punto x 2M1 la sucesión ff .xk/gk2N converge a f .x/ en M2 .
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2.4 El álgebra de Lie de un grupo matricial cerrado

2.4.1 Espacio tangente a una subvariedad regular

Si M es una variedad diferenciable (C1), una curva suave en M es una aplicación diferenciable (C1)
 W I ! M , donde I es un intervalo abierto de la recta real. En particular, si M es una subvariedad
regular de Rn toda curva suave enM es una curva suave en Rn. En efecto, si t0 2 I , a D .t0/ y .'; U /
es una carta de Rn adaptada a M en a entonces en un entorno abierto suficientemente pequeño de t0 se
tiene

.' B /.t/ D
�
. Q' B /.t/; 0 : : : ; 0

�
;

con Q' B  diferenciable. Esto implica que ' B  es diferenciable en un entorno de t0, de donde se sigue
(al ser ' un difeomorfismo) que  W I ! Rn es diferenciable en un entorno de t0.

Sea M � Rn una subvariedad regular, sea a 2 M , y sea  W I ! M una curva suave en M tal que
'.t0/ D a. El vector tangente a  en a es el vector

d
dt
.t0/ � 

0.t0/ 2 Rn ;

que por el comentario anterior está bien definido. Diremos que un vector v 2 Rn es tangente a M en a
si v es el vector tangente en el punto a a una curva suave  contenida en M .

Definición 2.62. Sea M una subvariedad regular de Rn, y sea a 2M . El espacio tangente a M en a es
el conjunto TaM de todos los vectores tangentes a M en a.

Proposición 2.63. El espacio tangente a una subvariedad regular M � Rn en un punto a 2 M es un
espacio vectorial real de dimensión dimM .

Demostración. Sea v D  0.t0/ el vector tangente en a D .t0/ a una curva suave  contenida en M .
Utilizando la notación del comentario al principio de esta sección podemos escribir

'
�
.t/

�
D . O.t/; 0; : : : ; 0/ ;

con O � Q' B  diferenciable en t0. Derivando respecto de t y haciendo t D t0 se obtiene

D'.a/ � v D
�
O 0.t0/; 0; : : : ; 0

�
H) v D D'.a/�1

�
O 0.t0/; 0; : : : ; 0

�
;

donde la invertibilidad de D'.a/ está garantizada al ser ' un difeomorfismo. Por tanto

TaM � D'.a/
�1
�
�
Rm � f0; : : : ; 0g

�
; m � dimM :

Recíprocamente, si v D D'.a/�1.w; 0; : : : ; 0/, con w 2 Rm, es inmediato comprobar que v es tangente
a la curva suave en M

t 7! '�1.tw; 0; : : : ; 0/

en el punto a D '.0/. Por tanto

TaM D D'.a/
�1
�
�
Rm � f0; : : : ; 0g

�
es un espacio vectorial de dimensión m D dimM , como habíamos afirmado. �

Ejemplo 2.64. Sea f W Rp ! Rq una aplicación diferenciable tal que Df tiene rango constante k en
M D f �1.0/. Por la Proposición 2.45, el conjunto M es una subvariedad regular de Rp de dimensión
m D p � k. Si  W I !M es una curva diferenciable y .t0/ D a 2M entonces

f
�
.t/

�
D 0 ; 8t 2 I :
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Derivando esta identidad en t D t0 obtenemos

Df.a/ �  0.t0/ D 0 ;

y por tanto
TaM � kerDf.a/ :

Pero, al ser
dim kerDf.a/ D p � rankDf.a/ D p � k D dimM D dimTaM ;

el contenido anterior es de hecho una igualdad. En otras palabras, el espacio tangente aM D f �1.0/ en
un punto cualquiera a 2M está dado por

TaM D kerDf.a/ : (2.4)

�

Si G � GL.n;F/ es un grupo matricial cerrado, por el Corolario 2.59 G es una subvariedad regular
de Mn.F/ � RdFn

2

(siendo dF � dimR F/. Por tanto, su espacio tangente en cada punto g 2 G está
bien definido y es un espacio vectorial real de dimensión igual a la del propioG. (F D C). En particular:

Definición 2.65. Si G � GL.n;F/ es un grupo matricial cerrado, denotaremos por Lie.G/ el espacio
tangente a G en la identidad.

Nótese, en particular, que dim Lie.G/ D dimG.

Notación. Si G � GL.n;F/ es un grupo matricial cerrado y X 2 Lie.G/ � TeG, denotaremos por
gX W IX ! G (con IX un intervalo abierto) cualquier curva suave en G cuyo vector tangente en la
identidad es X . Supondremos siempre, por sencillez (y sin pérdida de generalidad), que la curva está
parametrizada de forma que gX .0/ D 0, y por tanto g0X .0/ D X .

Lema 2.66. Sea A W I ! GL.n;F/ una curva suave. Entonces t 7! A.t/�1 es una curva suave, con
derivada

d
dt
A.t/�1 D �A.t/�1A0.t/A.t/�1 :

Demostración. QueA.t/�1 es diferenciable (C1) en I es consecuencia inmediata de que sus elementos
de matriz son funciones racionales de los de A.t/ con denominador no nulo. La fórmula para su derivada
se obtiene fácilmente derivando la identidad

A.t/A.t/�1 D 1 ; 8t 2 I :

�

Proposición 2.67. Si G � GL.n;F/ es un grupo matricial cerrado y X 2 Lie.G/, para todo A 2 G
la matriz AXA�1 pertenece a Lie.G/. En otras palabras, Lie.G/ es invariante bajo conjugación por
elementos de G.

Demostración. La matriz AXA�1 es el vector tangente en e a la curva suave  W IX ! G definida por

.t/ D AgX .t/A
�1 :

�

Corolario 2.68. Sea G � GL.n;F/ un grupo matricial cerrado, y sean X; Y 2 Lie.G/. Entonces el
conmutador

ŒX; Y � � XY � YX

pertenece a Lie.G/.
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Demostración. Dados dos elementos X; Y 2 Lie.G/, la aplicación

t 7! .t/ D gX .t/YgX .t/
�1 ; t 2 IX ;

es diferenciable en virtud del Lema 2.66. Por la proposición anterior, la curva  está contenida en el
subespacio vectorial Lie.G/ � Mn.F/, y por tanto su vector tangente en cualquier punto pertenece
a Lie.G/. En particular, evaluando dicho vector tangente en t D 0 mediante el Lema 2.66 obtenemos
fácilmente

 0.0/ D g0X .0/Y � Yg
0
X .0/ D XY � YX 2 Lie.G/ :

�

2.4.2 Álgebras de Lie

Definición 2.69. Un álgebra de Lie sobre un cuerpo F es un álgebra g sobre F cuyo producto, que
denotaremos por Œ � ; � �, verifica las siguientes propiedades:

1. Anticonmutatividad: Œx; y� D �Œy; x� ; 8x; y 2 g

2. Identidad de Jacobi:

Œx; Œy; ´��C Œy; Œ´; x��C Œ´; Œx; y�� D 0 ; 8x; y; ´ 2 g :

La dimensión de g como álgebra de Lie es su dimensión como espacio vectorial sobre F . Un álgebra de
Lie g es conmutativa (o abeliana) si Œx; y� D 0 para todo x; y 2 g.

Comentarios.

� Por definición de álgebra, el producto Œ � ; � �, que se denomina habitualmente corchete de Lie, es
lineal en cada uno de sus argumentos.

� La anticonmutatividad implica que

Œx; x� D 0 ; 8x 2 g :

Esta última propiedad es de hecho equivalente a la anticonmutatividad, ya que

Œx C y; x C y� D 0 D Œx; y�C Œy; x� :

� La identidad de Jacobi prescribe como difieren los elementos ŒŒx; y�; ´� y Œx; Œy; ´��, que en un
álgebra asociativa serían idénticos:

ŒŒx; y�; ´� � Œx; Œy; ´�� D ŒŒx; ´�; y� :

Definición 2.70. Si g1 y g2 son dos álgebras de Lie, una aplicación f W g1 ! g2 es un homomorfismo
si es lineal y satisface

f .Œx; y�/ D Œf .x/; f .y/� ; 8x; y 2 g1 :

Un isomorfismo de álgebras de Lie es un homomorfismo biyectivo. Las álgebras de Lie g1 y g2 son
isomorfas si existe un isomorfismo de álgebras de Lie f W g1 ! g2.

Nótese que dos álgebras de Lie isomorfas son también isomorfas como espacios vectoriales, ya que los
isomorfismos de álgebras de Lie son isomorfismos lineales.

Si A es un álgebra asociativa sobre un cuerpo F , y definimos el corchete de Lie mediante

Œa; b� D ab � ba ; 8a; b 2 A ;
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entonces
�
A; Œ � ; � �

�
� gA es un álgebra de Lie sobre F denominada álgebra de los conmutadores de

A. En efecto, es claro que Œ � ; � � es lineal en cada componente, y por tanto gA es un álgebra. Además, el
producto es claramente anticonmutativo. Por último, la identidad de Jacobi se sigue del siguiente cálculo
elemental:

Œa; Œb; c��C perm. cicl. D .abc � bca/C .cba � acb/C perm. cicl. D 0 :

Evidentemente, gA es conmutativa si y solo si lo es A. En particular, Mn.F/ con el conmutador de
matrices como corchete de Lie es un álgebra de Lie, real o compleja según sea F D R o F D C. En este
último caso (F D C), podemos considerar a Mn.C/ como un álgebra de Lie real de dimensión 2n2.

Definición 2.71. Si g es un álgebra de Lie sobre un cuerpo F , una subálgebra de g es un subespacio
h � g que es a su vez un álgebra de Lie con el corchete heredado de g.

Es evidente que un subespacio h � g es una subálgebra de Lie si y solo si

x; y 2 h H) Œx; y� 2 h :

En virtud del Corolario 2.68, si G es un grupo matricial cerrado su espacio tangente en la identidad
Lie.G/ es una subálgebra de Lie de Mn.F/, considerada como álgebra de Lie real. En particular:

Proposición 2.72. Si G es un grupo matricial cerrado, el conjunto Lie.G/ con el conmutador de matri-
ces como corchete de Lie es un álgebra de Lie real denominada álgebra de Lie del grupo G.

Nota. Si G es un grupo de Lie abstracto, es posible también definir (de forma algo distinta, pero equiva-
lente, a la anterior) un álgebra de Lie real Lie.G/ asociada a G, de la misma dimensión que G.

2.5 Subgrupos a un parámetro

La herramienta fundamental para estudiar el álgebra de Lie de un grupo de Lie es el concepto de subgrupo
a un parámetro, que definiremos a continuación.

Definición 2.73. Un subgrupo a un parámetro de un grupo de Lie G es un homomorfismo del grupo
aditivo de los números reales en G.

En otras palabras, un subgrupo a un parámetro de un grupo de Lie G es una aplicación diferenciable
g W R! G tal que

g.t/g.s/ D g.t C s/ ; 8s; t 2 R :

Nótese que si f W G1 ! G2 es un homomorfismo entonces

f .e/ D e ; f .g�1/ D f .g/�1

(cf. la Proposición 1.25). En particular, si g W R! G es un subgrupo a un parámetro se verifica

g.0/ D 1 ; g.t/�1 D g.�t / :

Obsérvese también que el conjunto g.R/, al ser la imagen de un grupo (R) bajo un homomorfismo,
es efectivamente un subgrupo de G (Proposición 1.31). (De ahí la denominación de subgrupo a un
parámetro.)

Nota. Se puede probar que un homomorfismo continuo g W R ! G (donde G es un grupo de Lie) es
automáticamente diferenciable.
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Estudiaremos a continuación la estructura de los subgrupos a un parámetro de un grupo matricial ce-
rrado G. Para ello será fundamental la función exponencial matricial exp W Mn.C/! Mn.C/, definida
por

exp.A/ � eA D
1X
kD0

Ak

kŠ
; 8A 2Mn.C/ ;

donde A0 � 1. Se demuestra (basta aplicar el criterio M de Weierstrass) que la serie anterior converge
absolutamente para toda matriz A 2 Mn.C/. La exponencial matricial tiene las siguientes propiedades,
que enunciaremos sin demostración:

1. exp WMn.C/!Mn.C/ es una aplicación C1 (donde Mn.C/ se identifica con R2n
2

).

2.
d

dt
etA D AetA D etAA ; 8t 2 R ; A 2Mn.C/:

3. Para todo t; s 2 R y para toda matriz A 2Mn.C/ se verifica

etAesA D e.tCs/A :

En particular, eA es invertible para toda matriz A 2Mn.C/, siendo�
eA
��1
D e�A :

4. ŒA; B� D 0 H)
�
eA; eB

�
D 0 ; 8A;B 2Mn.C/ :

5. det.eA/ D etrA ; 8A 2Mn.C/ :

6. Para todo A 2Mn.C/ y C 2 GL.n;C/ se verifica

.eA/T D eA
T
; .eA/� D eA

�

; C eAC�1 D eCAC
�1

:

Ejercicio 37. Utilizando la desigualdad de Cauchy–Schwarz, probar que

kABk 6 kAkkBk ; 8A;B 2Mn.C/ :

Deducir que kAnk 6 kAkn, para todo n 2 N, y por tantoeA
 6 ekAk ; 8A 2Mn.C/ :

Ejercicio 38. Probar que D exp.0/ es la identidad. Deducir que hay sendos entornos abiertos U de 0 y
V de 1 en Mn.C/ tales que exp W U ! V es biyectiva, con inversa exp�1 � log W V ! U derivable en
V , siendo D log.1/ la identidad. Ayuda: si f W Rn ! Rm es diferenciable en a 2 Rn y h 2 Rn,

Df.a/ � h D
d

dt

ˇ̌̌̌
tD0

f .aC th/ :

Solución. Si h 2Mn.C/, utilizando la fórmula de la ayuda se obtiene

D exp.0/ � h D
d

dt

ˇ̌̌̌
tD0

eth D heth
ˇ̌̌
tD0
D h ;

y por tantoD exp.0/ es la identidad I WMn.C/!Mn.C/. Por el teorema de la función inversa, existen
sendos entornos abiertos U de 0 y V de e0 D 1 en Mn.C/ tales que exp W U ! V es biyectiva, con
inversa exp�1 � log W V ! U derivable en V . Además, la derivada de log en una matriz A 2 V está
dada por

D log.A/ D Œ.D exp/.logA/��1 H) D log.1/ D ŒD exp.0/��1 D I :
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Nota. Puede probarse que la componente conexa de la unidad en un grupo de Lie G está generada por
un entorno cualquiera de la unidad. Como GL.n;C/ es conexo, aplicando este resultado al entorno V
del ejercicio anterior se deduce inmediatamente que toda matriz X 2 GL.n;C/ se puede expresar en la
forma

X D eA1 � � � eAm ;

con Ai 2Mn.C/ para i D 1; : : : ; m (por supuesto, m depende de la matriz X ) .

Proposición 2.74. Sea g W R ! G un subgrupo a un parámetro de un grupo matricial cerrado G.
Entonces

g.t/ D etA ; con A D g0.0/ 2 Lie.G/ :

Demostración. Al ser g subgrupo a un parámetro, para todo s; t 2 R se tiene

g.t C s/ D g.s/g.t/ :

Derivando esta relación respecto de s y haciendo s D 0 se obtiene

g0.t/ D Ag.t/ ; con A � g0.0/ :

La ecuación anterior es un sistema lineal de primer orden en la matriz g.t/ con coeficientes constantes.
Por tanto

g.t/ D etAg.0/ D etA ;

ya que g.0/ D 1. Nótese, para finalizar, que A D g0.0/ pertenece a Lie.G/, al ser el vector tangente a la
curva suave g W R! G en la identidad. �

Una consecuencia inmediata de la segunda propiedad de la exponencial matricial es que si etA 2 G
para todo t 2 R entonces A 2 Lie.G/; en otras palabras,˚

A 2Mn.F/
ˇ̌

etA 2 G ; 8t 2 R
	
� Lie.G/ : (2.5)

De hecho, el contenido anterior es una igualdad. Para establecer este importante resultado, necesitaremos
probar dos lemas previos.

Lema 2.75. Sea A W N !Mn.C/ tal que A.k/ D O.k�2/ para k !1. Entonces

lim
k!1

�
1C A.k/

�k
D 1 :

Demostración. Utilizando la fórmula del binomio de Newton se obtiene

.1C A/k � 1 D
kX
lD1

k.k � 1/ � � � .k � l C 1/
Al

lŠ
H)

.1C A/k � 1
 6 kX

lD1

.kkAk/l

lŠ
;

donde hemos tenido en cuenta que kAlk 6 kAkl . Al ser A.k/ D O.k�2/, existe M > 0 tal que

kkAk 6
M

k

para k suficientemente grande, y por tanto

.1C A/k � 1
 6 kX

lD1

.M=k/l

lŠ
6 eM=k � 1 �!

k!1
0 :

�
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Lema 2.76. Sea g W R!Mn.C/ una curva suave tal que g.0/ D 1. Entonces para todo t 2 R se tiene

lim
k!1
k2N

g.t=k/k D etA ; A � g0.0/ :

Demostración. Al ser A D g0.0/ se tiene

g.s/ D esA CO.s2/ ;

y por tanto para todo t 2 R fijo y k 2 N se verifica

g.t=k/k D
�
etA=k CO.k�2/

�k
D etA

�
1C e�tA=kO.k�2/

�k
: (2.6)

Como
lim
k!1

e�tA=k D 1

por la continuidad de la función exponencial,
e�tA=k

 está acotada para k !1. Por tanto

e�tA=kO.k�2/ D O.k�2/ ;

y el resultado anunciado se sigue de (2.6) y del lema anterior. �

Corolario 2.77. Si G �Mn.F/ es un grupo matricial cerrado entonces

Lie.G/ D
˚
A 2Mn.F/

ˇ̌
etA 2 G ; 8t 2 R

	
: (2.7)

Demostración. En virtud de (2.5), basta probar que

Lie.G/ �
˚
A 2Mn.F/

ˇ̌
etA 2 G ; 8t 2 R

	
:

Sea, por tanto, A 2 Lie.G/, y consideremos una curva suave gA W IA ! G tal que gA.0/ D 1 y
g0A.0/ D A. Como gA.t=k/k 2 G para todo t 2 IA y para todo k 2 N, por el lema anterior

lim
k!1

gA.t=k/
k
D etA 2 GL.n;F/ :

Como G es cerrado en GL.n;F/, etA ha de pertenecer a G para todo t 2 IA. Por otra parte, al ser IA
abierto y 0 2 IA existe " > 0 tal que .�"; "/ � IA. Si t es cualquier número real, hay un número natural
N tal que t=N 2 .�"; "/, y por tanto

t

N
2 .�"; "/ � IA H) etA=N 2 G H) etA D .etA=N /N 2 G :

�

� Es importante notar que eA puede pertenecer a un grupo matricial cerrado G aun cuando A no per-
tenezca a Lie.G/. Así, por ejemplo, si k 2 Z n f0g la matriz A D 2 ik1 satisface eA D 1 2 G para
cualquier grupo G � GL.n;C/. Sin embargo, es fácil ver que A no pertenece al álgebra de Lie de los
grupos SL.n;C/, O.n;C/, SU.n/, SP.n;F/ o SP.n/ (cf. la sección siguiente).

Del Corolario (2.77) y de la tercera propiedad de la exponencial matricial se deduce que si A 2
Lie.G/ entonces la aplicación t 7! etA es un subgrupo a un parámetro del grupo G. Combinando esta
observación con la Proposición 2.74 se obtiene el siguiente resultado:

Proposición 2.78. Una aplicación g W R ! G es un subgrupo a un parámetro de un grupo matricial
cerrado G si y solo si g.t/ D etA, con A 2 Lie.G/ .
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2.5.1 Álgebras de Lie de los grupos matriciales clásicos

El Corolario anterior permite calcular de forma muy sencilla el álgebra de Lie de los grupos matriciales
clásicos estudiados en la Sección 2.3.2.

Consideremos, en primer lugar, el grupo GL.n;F/. En este caso

gl.n;F/ � Lie
�
GL.n;F/

�
D
˚
A 2Mn.F/

ˇ̌
etA 2 GL.n;F/ ; 8t 2 R

	
DMn.F/ ;

ya que la exponencial de una matriz es siempre invertible (cf. la tercera propiedad de la exponencial
matricial). En el caso de SL.n;R/, al ser

det etA D et trA
D 1 ; 8t 2 R () trA D 0 .A 2Mn.R//

se tiene
sl.n;R/ � Lie

�
SL.n;R/

�
D
˚
A 2Mn.R/

ˇ̌
trA D 0

	
:

El caso complejo es similar, ya que si A 2Mn.C/ se tiene

det etA D et trA
D 0 ; 8t 2 R () t trA 2 2 iZ ; 8t () trA D 0 :

Por tanto
sl.n;C/ � Lie

�
SL.n;C/

�
D
˚
A 2Mn.C/

ˇ̌
trA D 0

	
:

Calculemos a continuación el álgebra de Lie del grupo G1 definido por la ec. (2.2), que de acuerdo
con el Corolario 2.77 está dado por

g1 � Lie.G1/ D
˚
A 2Mn.F/

ˇ̌
etA

T
BetA D B ; 8t 2 R

	
: (2.8)

Derivando respecto de t la relación
etA

T
BetA D B

y haciendo t D 0 se obtiene fácilmente

ATB C BA D 0 : (2.9)

Por tanto
g1 �

˚
A 2Mn.F/

ˇ̌
ATB C BA D 0

	
:

Recíprocamente, si una matriz A 2Mn.F/ satisface la relación (2.9) entonces para todo t 2 R se tiene

AT
D �BAB�1 H) etA

T
BetA D e�tBAB

�1

BetA D Be�tAB�1BetA D Be�tAetA D B ;

donde hemos utilizado las propiedades 3 y 6 de la exponencial matricial. Por tanto

ATB C BA D 0 H) A 2 g1 ;

de donde se sigue que
g1 D

˚
A 2Mn.F/

ˇ̌
ATB C BA D 0

	
: (2.10)

En particular, las álgebras de Lie de los grupos O.n;F/, O.p; q/ y SP.n;F/ están dadas respectivamente
por

Lie
�
O.n;F/

�
D
˚
A 2Mn.F/

ˇ̌
AT
D �A

	
� o.n/ ;

Lie
�
O.p; q/

�
D
˚
A 2Mn.F/

ˇ̌
ATB C AB D 0

	
� o.p; q/ ; B D

�
1p 0

0 �1q

�
;

Lie
�
SP.n;F/

�
D
˚
A 2Mn.F/

ˇ̌
ATJ C AJ D 0

	
� sp.n;F/ ; J D

�
0 1n
�1n 0

�
:
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Como SO.n;F/ y SO.p; q/ son subgrupos abiertos respectivamente de O.n;F/ y O.p; q/, sus álgebras
de Lie so.n;F/ y so.p; q/ coinciden respectivamente con o.n;F/ y o.p; q/, es decir

so.n;F/ D o.n;F/ ; so.p; q/ D o.p; q/ :

Análogamente, el álgebra de Lie del grupo G2 definido por (2.3) está dada por

g2 � Lie.G2/ D
˚
A 2Mn.C/

ˇ̌
A�B C BA D 0

	
:

En particular, el álgebra de Lie u.n/ del grupo unitario U.n/ es el conjunto

u.n/ D
˚
A 2Mn.C/

ˇ̌
A� D �A

	
:

Consideremos, por último, los grupos SU.n/ y SP.n/.

Lema 2.79. Sean G1 y G2 sendos grupos matriciales cerrados. Entonces G D G1 \ G2 es un grupo
matricial cerrado, y su álgebra de Lie está dada por

Lie.G/ D Lie.G1/ \ Lie.G2/ :

Demostración. En efecto, al ser G1 y G2 cerrados en GL.n;F/ también lo es G D G1 \ G2. Por tanto
G es un grupo matricial cerrado. Por otra parte,

Lie.G/ D
˚
A 2Mn.C/

ˇ̌
etA 2 G1 \G2 ; 8t 2 R

	
D
˚
A 2Mn.C/

ˇ̌
etA 2 G1 ; 8t 2 R

	
\
˚
A 2Mn.C/

ˇ̌
etA 2 G2 ; 8t 2 R

	
D Lie.G1/ \ Lie.G2/ :

�

Al ser SU.n/ D U.n/ \ SL.n;C/ y SP.n/ D SP.n;C/ \ U.2n/, en virtud del lema anterior sus
respectivas álgebras de Lie su.n/ y sp.n/ están dadas por

su.n/ D u.n/ \ sl.n;C/ D
˚
A 2Mn.C/

ˇ̌
A� D �A ; trA D 0

	
;

sp.n/ D sp.n;C/ \ u.n/ D
˚
A 2Mn.C/

ˇ̌
ATJ C JA D 0 ; A� D �A

	
:

Las caracterizaciones anteriores de las álgebras de Lie de los grupos clásicos se pueden utilizar para
calcular fácilmente su dimensión. Por ejemplo, la dimensión del grupo SU.n/ coincide con la del espacio
su.n/ de las matrices antiautoadjuntas de traza nula. Dicha dimensión se calcula fácilmente observando
que toda matriz antiautoadjunta A 2Mn.C/ se puede escribir en la forma

A D
X

16j<k6n

�
ajk.Ejk �Ekj /C ibjk.Ejk CEkj /

�
C i

nX
jD1

cjEjj ; ajk ; bjk ; cj 2 R :

(En la expresión anterior, Eij denota la matriz de orden n con todos los elementos nulos excepto un 1 en
la intersección de la fila i con la columna j .) Imponiendo la condición de traza nula se obtiene

cnn D �

n�1X
jD1

cjj ;

y en consecuencia

A D
X

16j<k6n

�
ajk.Ejk �Ekj /C ibjk.Ejk CEkj /

�
C i

n�1X
jD1

cj .Ejj �Enn/ :
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Por tanto su.n/ está generado por las n2 � 1 matrices

Ejk �Ekj ; i.Ejk CEkj / ; El l �Enn ; 1 6 j < k 6 n ; 1 6 l 6 n � 1 :

Es fácil ver que estas matrices son linealmente independientes, y por tanto forman una base de su.n/.
Por consiguiente

dim SU.n/ D dim su.n/ D n2 � 1 ;

como ya sabíamos.

Ejemplo 2.80. Consideremos el conjunto G0 de las transformaciones f W R2 ! R2 de la forma

f .t; x/ D .t C a; �x C vt C b/ ; a; b; v;2 R ; � 2 R� :

Si representamos los puntos de R2 mediante vectores columna
�
t
x
1

�
2 R3, la aplicación f se identifica

con la transformación �
t

x

1

�
7!

�
1 0 a

v � b

0 0 1

��
t

x

1

�
� A.a; b; v; �/

�
t

x

1

�
;

con A.a; b; v; �/ 2M3.R/. Por tanto podemos identificar G0 con el conjunto

G D
˚
A.a; b; v; �/

ˇ̌
.a; b; v; �/ 2 R3 �R�

	
�M3.R/ :

Este conjunto es un subgrupo de GL.3;R/, ya que
�
1 0 a

v � b

0 0 1

��
1 0 a0

v0 �0 b0

0 0 1

�
D

�
1 0 aC a0

v C �v0 ��0 va0 C �b0 C b

0 0 1

�
;

y por tanto
�
A.a; b; v; �/A.a0; b0; v0; �0/ D A.aC a0; b C �b0 C va0; v C �v0; ��0/ 2 G ;

A.a; b; v; �/�1 D A

�
� a;
�b C va

�
;�
v

�
;
1

�

�
2 G :

Como G es claramente cerrado en M3.R/, es un grupo matricial cerrado y, por tanto, un grupo de Lie.
El grupo G es la imagen de R3 �R� bajo la aplicación ' W R3 �R� ! G definida por

'.a; b; v; �/ D A.a; b; v; �/ ;

cuya inversa '�1 W G ! R3 �R� está dada por

'�1
�
A.a; b; v; �/

�
D .a; b; v; �/ :

Las aplicaciones ' y '�1 son ambas continuas. En efecto, si la sucesión f.an; bn; vn; �n/gn2N �

R3�R� converge a .a; b; v; �/ 2 R3�R� es evidente que A.an; bn; vn; �n/! A.a; b; v; �/, por lo que
' es continua. Análogamente, si fA.an; bn; vn; �n/gn2N � G converge a una matriz A.a; b; v; �/ 2 G
entonces

a D lim
n!1

an ; b D lim
n!1

bn ; v D lim
n!1

vn ; � D lim
n!1

�n ¤ 0 ;

y en consecuencia
lim
n!1

'�1
�
A.an; bn; vn; �n/

�
D '�1

�
A.a; b; v; �/

�
:

Luego '�1 también es continua, y ' es un homeomorfismo. El grupo G es por tanto homeomorfo al
abierto R3 �R� � R4, de donde se sigue que

dimG D 4 :
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Como R3 � R� es no compacto y tiene dos componentes conexas (R3 � RC y R3 � R�), G es no
compacto y tiene dos componentes conexas G˙ dadas por

G˙ D
˚
A.a; b; v; �/

ˇ̌
˙� > 0

	
D
˚
A 2 G

ˇ̌
˙ detA > 0

	
:

Evidentemente GC, la componente conexa de la identidad, es un subconjunto abierto de G y por tanto
es un grupo de Lie de dimensión 4.

Hallemos a continuación el álgebra de Lie de G. En primer lugar, sea

t 7! A
�
a.t/; b.t/; v.t/; �.t/

�
cualquier curva en G que pase por la identidad en t D 0 (es decir, a.0/ D b.0/ D v.0/ D 0, �.0/ D 1),
y llamemos

˛ D a0.0/ ; ˇ D b0.0/ ; � D v0.0/ ; � D �0.0/ :

Entonces

d
dt

ˇ̌̌̌
tD0

A
�
a.t/; b.t/; v.t/; �.t/

�
�

�
0 0 ˛

� � ˇ

0 0 0

�
2 Lie.G/ ;

y por tanto

Lie.G/ �

(0@0 0 ˛

� � ˇ

0 0 0

1A ˇ̌̌̌ .˛; ˇ; �; �/ 2 R4
)
:

Recíprocamente, dados .˛; ˇ; �; �/ 2 R4 la aplicación

t 7! A
�
˛t; ˇt; �t; e�t

�
es una curva en G que pasa por la identidad en t D 0, y su vector tangente en la identidad es la matriz0@0 0 ˛

� � ˇ

0 0 0

1A. Por tanto

Lie.G/ D

(0@0 0 ˛

� � ˇ

0 0 0

1A ˇ̌̌̌ .˛; ˇ; �; �/ 2 R4
)
D linfE13; E21; E22; E23g :

Una base de Lie.G/ es, por tanto, la formada por las matrices

T D E13 ; K D E21 ; D D E22 ; P D E23 : (2.11)

Las relaciones de conmutación de los elementos de esta base se calculan fácilmente teniendo en cuenta
que

EijEkl D ıjkEil :

De esta forma se comprueba que los únicos conmutadores no nulos están dados por

ŒT;K� D �P ; ŒK;D� D �K ; ŒD;P � D P

y sus opuestos.
Estudiemos, a continuación, los grupos a un parámetro generados por los elementos de la base (2.11).

Al ser
T 2 D K2 D P 2 D 0 ;

de la definición de la exponencial se sigue que

etT D 1CtT D A.t; 0; 0; 1/ ; etK D 1CtK D A.0; 0; t; 1/ ; etP D 1CtP D A.0; t; 0; 1/ : (2.12)
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Por otra parte, al ser D diagonal se tiene

etD D

�
1 0 0

0 et 0

0 0 1

�
D A.0; 0; 0; et / : (2.13)

Es inmediato comprobar (utilizando, por ejemplo, la identificación de G con G0) que

A.a; b; v; �/ D A.a; 0; 0; 1/A.b; 0; 0; 1/A.0; 0; v; 1/A.0; 0; 0; �/ :

De las ecs. (2.12)-(2.13) se sigue entonces que todo elemento de la componente conexa con la identidad
de G se puede expresar en la forma

A.a; b; v; �/ D eaT ebP evKe.log�/D :
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