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Capitulo 1

Grupos Finitos

1.1 Definicion y propiedades elementales
Definicion 1.1. Un grupo es un conjunto G provisto de una ley de composicion interna (producto)

GxG—>G
(g.h) — gh

que goza de las siguientes propiedades:

1. Asociatividad.:
g(hk) = (gh)k, Vg, h,keG.

2. Elemento neutro:
decG tq eg=ge=g, VgeG.

3. Existencia de inverso:

VgeG, g7 eGtq glg=gg =e.

Comentarios

e El elemento neutro se denomina también unidad.

e En la definicién de grupo no se exige que el producto sea conmutativo, es decir que
gh=hg, Vg.heG.

Si se verifica la propiedad anterior, se dice que G es abeliano (o conmutativo).

e En realidad, los axiomas 2) y 3) anteriores son ligeramente redundantes. M4s concretamente, se puede
probar (ejercicio) que dichos axiomas pueden reemplazarse por los siguientes:

2. 3eeGtq ge=g, Vgei (elemento neutro por la derecha)

3. VgeG, g7 eG tq ggl =e (inverso por la derecha) .

e A partir de la asociatividad del producto (primer axioma), es inmediato probar la siguiente propiedad
mads general: el producto g; - -+ g, de n elementos de un grupo G depende solo del orden en que figuran
dichos elementos, y no de la forma concreta en que se efectien los productos indicados. Por ejemplo:

(8182)(g384) = g1((8283)g4) = ((182)83)84 = -+ = 1828384 -

1



2 GRuUPOS FINITOS

e De la definicién de grupo se sigue inmediatamente que el elemento neutro es iinico. También es facil
probar que el inverso de cualquier elemento g € G es uinico. En efecto, si g1 y g2 son ambos inversos
de g € G, multiplicando por la derecha ambos miembros de la igualdad

g18 =gg(=e)
por g1 (0 g2) se sigue inmediatamente que g; = g».
e Utilizando los axiomas de grupo, se demuestran facilmente las siguientes identidades:

e l=¢
(g1-gn) ' =gyt g7t

Notacion. Si k es un entero no negativo y g € G escribiremos

k factores

k factores .
k _ —/— -k _ _—1 -1
g —_— g.--g s g _g .--g s

siendo g = e. Nétese que esta notacién no es ambigua, debido a la asociatividad del producto de un
nimero arbitrario de elementos de un grupo comentada anteriormente. Con la notacién anterior, para
todo i, j € Z se verifica

g'gl =g,
Definicion 1.2. Un grupo G es finito si G es un conjunto finito. El orden de un grupo finito G, que
denotaremos por |G|, es el nimero de sus elementos.

Si G = {g1,...,8n} es un grupo finito, su tabla de multiplicacién es la matriz cuyo elemento de
matriz (i, j) es el producto g;g;. En la prictica, dicha tabla de multiplicacion se suele representar de la
forma siguiente:

e a b Y g
ele a b - g
ala a* ab --- ag
b|b ba b> --- bg
I : .b B 3
g8 8a & g
Evidentemente, la fila o la columna de la tabla de multiplicacién asociada al elemento neutro e (que
generalmente es la primera) consta de los elementos g1, . . ., g, escritos en ese mismo orden. En general,
cada fila o columna de la tabla de multiplicacién estd formada por una cierta permutacion g;,., ..., &i,

de dichos elementos. En otras palabras, si g es un elemento cualquiera de G entonces los n productos
88k 0 gkg (conk = 1,...,n) son todos distintos. En efecto, si (por ejemplo) gg; = ggk con j # k
multiplicando a la izquierda por g~ ! llegariamos a la contradiccién de que g = &k-

1.1.1 Ejemplos

Ejemplo 1.3. Evidentemente, el grupo mas sencillo es el grupo trivial G = {e} (Gnico grupo de orden
1). Si G = {e,a} es un grupo de orden 2, el tinico producto de elementos de G que no es evidente a priori
es a2, que en principio podrfa ser igual a e 6 a. Sin embargo, de las igualdades a®> = ae = a se seguiria
que a no posee inverso, en contradiccién con los axiomas. Luego a? = e, y la tabla de multiplicacién de
G es como sigue:
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Por tanto hay esencialmente! un tnico grupo de orden 2, denominado grupo ciclico de orden 2, que se
suele denotar por C;. Dicho grupo es claramente abeliano. En particular, una realizacién muy sencilla
de C; es el conjunto Z, = {1, —1} con la multiplicacién ordinaria como producto (e = 1,a = —1).

En general, se define el grupo ciclico de orden n como

C, = {e,a,...,a"_l},

con el producto?

dlal = az—i—; mod n )
Es fécil ver que con este producto el conjunto C, es un grupo abeliano. En particular, en C, se verifican
las igualdades

a" = e, (@) '=a"".

Definicion 1.4. Se dice que un grupo G esta generado por un subconjunto A C G si todo elemento de
G es el producto de un nimero finito de elementos de A.

Si denotamos
Ak={a1---ak|a,~ eA, 1<i Sk},

entonces

o0
G generadopor A <— G = U Ak
k=1

De la definicién anterior se sigue inmediatamente que C, estd generado por el elemento a. De hecho,
es facil probar que C,, puede caracterizarse como el grupo de orden n generado por un tnico elemento
a (ejercicio). Notese también que una realizacién concreta del grupo abstracto C, es el conjunto de las
raices n-ésimas de la unidad -

{e™n }kzO,l,...,n—l},

tomando como producto el producto ordinario en C (¢ = e n ). Otra realizacion de Cy, es el grupo de
las rotaciones de dngulo 2kw/n (k = 0,1,...,n — 1) alrededor de un eje cualquiera, siendo a en este
caso la rotacién de angulo 27t/ n. O

Ejercicio 1. Si G es un grupo finito, probar que para todo g € G existe un entero k > 1 tal que
gk = e. Al menor entero que satisface esta igualdad se le denomina orden de g, y se le denota por o(g).

Demostrar que si 0(g) = m entonces {e, g,...,g" '} = Cp.

Solucion. Consideremos la serie de elementos de G

e, g g% ... .gt gL

Como G es finito, estos elementos no pueden ser todos distintos. Sea, por tanto, m el entero més pequefio
tal que g = g/ para0 < j < m. Al ser g/ = e, de la definicién de m se sigue que j = 0, i.e.,
g™ = e. Ademas, de nuevo por definicién de m, las potencias gk conk =0,...,m—1 han de ser todas
distintas, y por tanto

{e.g,....g™" 1y

es un conjunto de m elementos. El producto en este conjunto es el mismo que en Cj,, es decir
i,] _ ,i+jmodm
ggl =g ,

al ser g =e. O

!Con mis precisién, todo grupo finito de orden 2 es isomorfo a Co, donde el concepto de isomorfismo de grupos se define
rigurosamente en la Seccién 1.3.
ZRecuérdese que si k,n € N se denota por k mod n el resto de dividir k por n. En particular, k mod n € {0,1,...,n —1}.
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Ejemplo 1.5. Los conjuntos Z, QV, RY y C¥, tomando como producto de dos elementos su suma
(ordinaria), son claramente grupos abelianos (infinitos). En este caso, por tanto

a-b=a+b, e=0, a = -—a.

Noétese, sin embargo, que (N, +) no es grupo para ningin N > 0, ya que ningtn elemento distinto de
Cero posee inverso.

Ejemplo 1.6. Los conjuntos F* = FF \ {0}, donde F = Q, R, C, son grupos abelianos (infinitos) con el
producto habitual. (En general, si F es un cuerpo el conjunto F* es un grupo abeliano.) Evidentemente,
el conjunto Z* (con el producto ordinario) no es un grupo, ya que los tnicos elementos que poseen
inverso son £1.

Ejemplo 1.7. La circunferencia unidad S' = {z eC | |z| = 1} con el producto ordinario en C es un
grupo abeliano infinito.

Ejemplo 1.8. Sea C un conjunto arbitrario (finito o infinito). EI conjunto
S(C) = {f :C—>C } fbiyectiva}
es un grupo definiendo el producto de dos elementos f, g € S(C) como su composicion f o g, dada por
(fog)(x) = f(gx)).

En este caso la unidad es la identidad / : C — C, definida por I(x) = x paratodo x € C,y f~!es
la aplicacién inversade f (f~!'(x) = y <= x = f(y)), que existe al ser f biyectiva. Nétese que
S(C) es finito si y solo siloes C.

Ejemplo 1.9. Sea IV un espacio vectorial (de dimension finita o infinita, real o complejo), y definamos
GL(V) ={f : V — V| f lineal ¢ invertible}.

Si se define de nuevo el producto de f, g € GL(V) mediante fg = f o g, es fécil ver que GL(V) es
un grupo (infinito, en general no abeliano) denominado grupo general lineal sobre V. Estrechamente
relacionados con los grupos GL(F¥) (con F = R, C) estan los grupos matriciales

GL(N.F) = {A € My(F) | A invertible},

donde My (IF) denota el conjunto de las matrices cuadradas de orden N con elementos de matriz en .
De hecho, veremos en la seccién siguiente que GL(FY) y GL(N, F) son isomorfos.

Ejemplo 1.10. Una traslacién en RN es una aplicacién 7, : RY — R¥ de la forma
Ta(x) =x+a,
donde a € R es un vector fijo. El conjunto
Tn ={ra ‘aeRN},
con el producto igual a la composicién, es un grupo abeliano infinito. En efecto, si a, b € R se tiene
(ta®)(X) = talx + D) =x +a+b=1,15(x) =  TaTh = Tats.

En particular, el elemento neutro es la aplicacion identidad 7o, y 7, I = ¢_,. Veremos mis adelante que
Tn es isomorfo al grupo (aditivo) RV,
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1.1.2 El grupo simétrico

Una permutacion de orden n es una aplicacion biyectiva o : {1,...,n} — {1,...,n}. Sio(i) = oj,
denotaremos la permutacién o mediante el simbolo

1 2 -« »n
o1 02 ... on)

Denotaremos por Sy al conjunto de todas las permutaciones de orden n. Dados dos elementos o, p € S,
se define su producto op como la composicién ¢ o p, que evidentemente es una nueva permutacion de
orden n (la composicién de aplicaciones biyectivas es biyectiva). Por ejemplo,

1 2 3 4\(1 2 3 4 1 2 3 4
(4 21 3)(2 14 3){1’2’3’4}=(4 21 3){2’1’4’3}:{2’4’3’1%

y por tanto
I 2 3 4\(1 2 3 4\ (1 2 3 4
4 21 3)\2 1 4 3] \2 4 3 1)

Con esta definicion el elemento neutro es la permutacién identidad

1 2 -« n
1 2 .- n)’

y 0! es la permutacién inversa de o, es decir
ol _ (01 02 - On
1 2 -« nl)
123 47" (4213 (1234
4 2 1 3 S\l 2 3 4) \3 2 4 1)

El conjunto S, con el producto definido anteriormente es claramente un grupo, llamado grupo simétrico
(0 grupo de las permutaciones) de n objetos’. Se trata de un grupo finito de orden 7!, no abeliano para
n > 2. (Evidentemente, el grupo S> coincide con el grupo ciclico de orden 2, C3, y es por tanto abeliano.)

Dados k > 1 enteros distintos iy,...,i; € {1,...,n}, se define el ciclo (i --- i) € S, como la
permutacién o dada por

Por ejemplo,

O(i1)=i2, 0(i2)=i3, ,U(ik_1)=ik, O(ik)=i1; O'(i)=i, Vi¢{i1,...,ik}.
Es evidente que (iy --- ix) = (ipi3--- ixi1) = -+ = (igiriz--- ix—1),y que
(- i)™ = (rig—y - i2i1).

Dos ciclos (i1 --- ix), (j1--- j;) son disjuntos si {iy,...,ix} N {j1,...,ji} = 0. Evidentemente, dos
ciclos disjuntos conmutan entre si, ya que cada uno de ellos actia sobre un subconjunto distinto de
{1,...,n}. Por ejemplo, en S4 se tiene

(143) = (431) = (314) = (41‘ ; :i g), (; ? i §) = (12)(34) = (34)(12) .

En el caso especial k = 1, definimos el 1-ciclo (i1) como la aplicacién identidad i; + i;. Con esta
notacidn, por ejemplo,

e=12)---(n), (135 =(135(2)4) € Ss.

Notese que, excepto en el caso de la unidad, los ciclos de longitud 1 se suelen suprimir al expresar una
permutacién como producto de ciclos.

3Nétese que S, = S({1,..., n}); cf. el Ejemplo 1.8.
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Proposicion 1.11. Toda permutacion o € S, se puede expresar como un producto de ciclos disjuntos.

Demostracion. En efecto, tomemos m; € {l,...,n} y sea p = 1 el entero mds grande tal que los
nimeros
my, my=o0(my), mz=o(ma), ... ,mp=0(mp_1),

son todos distintos. Es facil ver entonces que
o(mp) =my,
ya que si fuera o(mp) = mj con2 < j < p se tendria
o(mp) =0P(my) =mj =c/""m)) = o Tt (m)=mp_ji2=m,
en contra de la definicién de p (al ser p — j + 2 < p). Por tanto
o = (my---mp)a’,

donde ¢’ es una permutacién de los restantes n — p < n nimeros {1,...,n} \ {my,...,mp} (al ser o
biyectiva). Aplicando iterativamente este argumento se obtiene facilmente el enunciado. O

e Es evidente que la descomposicién de una permutacion en ciclos disjuntos es tinica salvo por el orden
de los ciclos, ya que los elementos que forman cada ciclo son subconjuntos de {1, . .., n} invariantes bajo
dicha permutacién que a su vez no tienen subconjuntos propios invariantes. En particular, las longitudes
(= numero de elementos) de los ciclos que figuran en dicha descomposicién, incluidas las de los ciclos
de longitud 1, son caracteristicas de la permutacién.

Ejercicio 2. Probar que el orden de una permutacién o es el minimo comin multiplo de las longitudes
de los ciclos en que se descompone o.

Ejemplo 1.12. Consideremos el grupo simétrico de 3 objetos S3, cuyos elementos son las 3! = 6
permutaciones
e. (12, (13), (23), (123), (321) =(123)"".

La tabla de multiplicacién de S3 se calcula facilmente, y resulta ser la siguiente:

e (12) (13) (23) (123) (321)
e e (12) (13) (23) (123) (320)
(12) | (12) e (321) (123) (23) (13)
(13) | (13) (123) e (321) (12) (23)
(23) | (23) (321) (123) e  (13) (12
(123) | (123) (13) (23) (12) (321) e
(321) | 321) (23) (12) (13) e  (123)

De esta tabla se sigue inmediatamente que S3 no es abeliano, ya que dicha tabla no es simétrica respecto
de la diagonal principal.

1.2 Subgrupos. Cosets. Teorema de Lagrange

Definicion 1.13. Un subgrupo H de un grupo G es un subconjunto H C G que es, a su vez, un grupo
con el producto heredado de G.

En otras palabras, H C G es un subgrupo de un grupo G si:
1. Vh,h' € H, hh' € H
2.VheH, h'eH
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En efecto, de las dos propiedades anteriores se sigue que si 4 € H entonces hh~! = e € H.En cuanto
a la asociatividad del producto, se cumple automaticamente al verificarse en G.

e Notese que todo subgrupo ha de contener necesariamente la unidad.

e Si Hy y H; son subgrupos de un grupo G, su interseccion H; N H; es a su vez subgrupo de G. Sin
embargo, la union de dos subgrupos no es necesariamente un subgrupo. (Considérese, por ejemplo, el
casoenque G = S3, Hy = {e,(12)}, H> = {e.(13)}.)

Proposicion 1.14. Un subconjunto H de un grupo G es subgrupo si es cerrado bajo la division, es decir
siVh,W' € H, Wh™! € H (un resultado andlogo es vdlido para h='h').

Demostracion. Claramente, si H es subgrupo ha de ser cerrado bajo la divisién. Reciprocamente, si /1 es
cerrado bajo la division tomando 4’ = & en el enunciado se deduce que e € H. Tomando a continuacién
h' = e del enunciado se sigue que H contiene los inversos de todos sus elementos. Por tltimo, de lo
anterior se obtiene

Vi, e H, "h=HWHh"YH"'eH.
O

El criterio anterior es vélido tanto para grupos finitos como infinitos. Para grupos finitos, dicho crite-
rio se puede relajar sustancialmente, ya que basta con que H sea cerrado bajo el producto:

Proposicion 1.15. Un subconjunto H de un grupo finito G es subgrupo si es cerrado bajo el producto,
esdecirsiVh,h' € H, hh' € H.

Demostracion. Por lo visto anteriormente, basta probar que para todo # € H el elemento inverso /™!
pertenece a H . Pero esto es inmediato, ya que si m es el orden de / se tiene

W =e = hl=nm"1leH,

al ser H por hipétesis cerrado bajo el producto. O

e El resultado anterior no es cierto, en general, para grupos infinitos. Por ejemplo, NV < Z¥ es cerrado
bajo la suma, y sin embargo no es un subgrupo (no contiene el inverso de ninguno de sus elementos).

Ejemplo 1.16. Sea G un grupo finito, y sea g un elemento cualquiera de G. El conjunto

{e,g,...,gm_l}, con m = 0(G),
es un subgrupo de tipo C,,. Evidentemente, este es el menor subgrupo de G que contiene a g. Por
ejemplo, en S3 las transposiciones (12), (13) y (23) son elementos de orden 2 en virtud del Ejercicio 2,

y por tanto los conjuntos

le.(12)},  H{e.(13)}.  {e.(23)}

constituyen un subgrupo de S3 tipo C,. Andlogamente, al ser el ciclo (123) un elemento de orden 3 el
conjunto

{e, (123), (123)%} = {e, (123), (321)}

es un subgrupo abeliano de tipo C3.

Ejemplo 1.17. Z" (con la suma vectorial como producto) es subgrupo del grupo aditivo Q¥ , que a
su vez es subgrupo de RY, el cual es subgrupo de CV. R* y S son ambos subgrupos de C* (con el
producto). El conjunto de las raices n-ésimas de la unidad es un subgrupo de S! (y, por tanto, de C*).
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Ejemplo 1.18. EI conjunto
{e,az,a4} C Cg

es un subgrupo de Cg. En efecto, es cerrado respecto del producto (ya que a® = e y a® = a? en Cg).

Por la proposicién anterior, ha de contener los inversos de cada uno de sus elementos. En efecto,
(a2)—1 — a4’ (a4)—1 — a2‘

Evidentemente, este subgrupo (como cualquier grupo de orden 3) es una realizacién de C3. En efecto,
a? tiene orden 3 en Cg, ya que

@?=a*+#e, @3’ =a%=e.

Ejemplo 1.19. Los conjuntos de matrices”

SL(n,F) = {4 € My(F) | det A = 1}
O(n.F)={A€GL(n.F)| A" = 4"}
SO(n,F) =0(n,F)nSL#,F),
son subgrupos de GL(n,F) (F = R, C), mientras que
U(n) = {4 € GL(n,C) | A™' = AT} C GL(n.C)
SU(n) = U(m) N SL(n,C) Cc GL(n,C)

son subgrupos de GL(n, C). Los conjuntos anteriores se denominan, respectivamente, grupo especial
lineal, ortogonal, ortogonal especial, unitario y unitario especial.

Ejemplo 1.20. Sea G un grupo (finito o infinito) y denotemos por Z(G) a su centro, es decir al subcon-
junto de los elementos de G que conmutan con todos los elementos de G:

Z(G)=1{aeG |ag =ga, VgeG}.

El conjunto Z(G) es claramente un subgrupo de G, que puede reducirse al conjunto {e} (por ejemplo,
en S3). Evidentemente, Z(G) = G si y solo si G es abeliano. Si G es un grupo finito, g; € Z(G) siy
solo si la fila i de la tabla de multiplicacién de G coincide con la columna i.

1.2.1 Cosets. Teorema de Lagrange

Si H es un subgrupo de un grupo G, definimos el coset (por la izquierda) asociado a un elemento
cualquiera a € G como el conjunto
aH = {ah|he H}.

El coset por la derecha Ha se define de forma andloga. Es inmediato probar que:
1. El coset aH coincide con H siy solosia € H,
2. Sia ¢ H,launidad e no pertenece a aH

3. Si G es finito, H y aH tienen el mismo nimero de elementos para todo a € G, es decir

laH| = |H].

“En lo que sigue denotaremos por AT y AT respectivamente la transpuesta y la adjunta (o transpuesta conjugada) de la
matriz A = (aj;)1<i,j<n € Mn(C), definidas por

ANij =a;i.  (AYy =a;
(donde 1a barra denota conjugacién compleja).

SDe hecho, H y aH tienen el mismo cardinal también cuando G y H son conjuntos infinitos, ya que la aplicacién i + ah
es claramente una biyecciéon de H enaH.
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(La dltima propiedad es una consecuencia inmediata del principio de simplificacion.)

e Notese, en particular, que de la segunda afirmacién se sigue que el tnico coset de H que es subgrupo
es el propio H.

Ejemplo 1.21. Sea G = C¥, que como hemos visto es un grupo con la suma. Cualquier subespacio
vectorial H C G es claramente un subgrupo de G (aunque el reciproco es claramente falso: cf. ZV,
QN,RM). Los cosets (por la izquierda o la derecha, ya que G es abeliano) son en este caso los conjuntos
a+ H,cona € CV arbitrario, es decir los subespacios afines paralelos a H.

La propiedad fundamental de los cosets es la siguiente:

Proposicion 1.22. Sea H subgrupo de un grupo G, y sean a, b elementos de G. Entonces los corres-
pondientes cosets aH, bH, o son iguales, o son disjuntos.

Demostracion. En efecto, supongamos que a H NbH # @,y sea g € aH NbH . Por definicién de coset,
existen dos elementos &1, hy € H tales que

g = ah1 = bhz .
Entonces los cosets a H y bH son iguales, ya que
bH = a(hihy ) H = aH

en virtud de la primera propiedad de los cosets (nétese que /11 h;l € H, al ser este conjunto un subgrupo).
O

En virtud de la proposicién anterior, si H es un subgrupo cualquiera de un grupo (finito o infinito) G
entonces G es una union disjunta de cosets asociados al subgrupo H. Si G (y, por tanto, H) es finito,

esto quiere decir que existen m elementos ay,...,a, € G talesquea; H Na; H = @ paratodoi # jy
m
G = U aiH
i=1
Al ser los cosets a; H disjuntos y |a; H| = | H|, de la ecuacidn anterior se sigue que
|G| =m|H|.

Esto demuestra el siguiente teorema, probado por vez primera por Lagrange en 1771:

Teorema de Lagrange. Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G, el orden de H divide al de
G.

Definicion 1.23. Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G, el indice de H es el nimero de
cosets de H, es decir (en virtud de la demostracion del teorema de Lagrange) el cociente |G |/|H |.

Ejercicio 3. Probar que un grupo finito G de orden primo n es equivalente (es decir, isomorfo; cf. la
seccion siguiente) a Cj,.

Solucion. Del teorema de Lagrange se sigue que G no posee subgrupos propios (es decir, distintos de
{e} y del propio G). Si |G| = 1, el resultado se cumple trivialmente. Si |G| > 1y g # e es un elemento
cualquiera de G, el conjunto

{e,g,...,g"’_l}, con m=o0(G),
es un subgrupo de G de orden m > 1, de donde se sigue que m = n. Por tanto

G={e,g,...,g"_l}

es equivalente a Cy,, al ser g” = e.
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1.3 Homomorfismos. Teorema de Cayley

Definicion 1.24. Un homomorfismo entre dos grupos G y G’ es una aplicacién ¢ : G — G’ que verifica

p(gh) = p(g)e(h), Vg.heG.

Un homomorfismo se dice fiel si es inyectivo. Un isomorfismo es un homomorfismo biyectivo, y un
automorfismo es un isomorfismo de un grupo G en si mismo.

En otras palabras, un homomorfismo es una aplicacion G — G’ que preserva el producto, y por tanto
la estructura de grupo. En particular, dos grupos isomorfos son totalmente equivalentes desde el punto
de vista de la teoria de grupos, constituyendo dos realizaciones distintas del mismo grupo abstracto. Los
homomorfismos gozan de las siguientes propiedades elementales:

Proposicion 1.25. Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo. Entonces se verifica:
1. p(e) = €', siendo e’ la unidad de G’
2. p(g)=9¢(e ' VgeG

Demostracion.
1) Si g € G setiene

9(g) = p(ge) = p(g)ple) = ple)=¢".

2) Utilizando el apartado anterior se tiene

o(@eg H=0@g H=9pC)=¢ = g H=9@".

Ejemplo 1.26. El conjunto {0, 1,...,n — 1}, con el producto dado por la suma médulo #:
i-j=i4+jmodn, Vi,j=0,1,....,n—1,

es un grupo abeliano (comprobarlo) que se suele denotar por® Z,,. (La unidad es el 0, y el inverso del
elemento i es n — i.) La aplicacién

©: Ly — Cy = {e,a,...,an_l}
i—a
es un isomorfismo de grupos. En efecto, si i, j € {0,1,...,n — 1} entonces i + j mod n es igual a

i + j — kn para algiin entero no negativo k (de hecho, k = 0 0 k = 1), y por tanto

i+j—kn

o(i-j)=a =a't =d'a’ = p(i)e(j).

Esto demuestra que ¢ es un homomorfismo, y por su propia definicién es una aplicacién suprayectiva.
En cuanto a la inyectividad, si 7, j € {0,1,...,n — 1} se tiene

(i) =9¢(j) & d=a < ddV=e < i-j=0modn <+ i=j,

yaque |i — j| < n — 1. Del mismo modo se demuestra que el grupo de las raices n-ésimas de la unidad,
o el de las rotaciones de angulo 2knt/n (k = 0,1,...,n — 1), son ambos isomorfos a Cy,.

En el caso n = 2, esta definicién no coincide estrictamente con la definicién de Z, como el grupo multiplicativo {1}
que aparece en el ejemplo 1.3. Sin embargos, ambos grupos son isomorfos bajo la aplicacion ¢ definida en este ejemplo, que
en este caso estd dada por ¢(i) = (—=1)* (i =0, 1).
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Ejemplo 1.27. Los grupos GL(V) y GL(N,F) (donde F = R, C y V es un espacio vectorial sobre F
de dimension N) son isomorfos. Para ello, basta introducir una base B = {vq,...,vy} en V y definir
¢ : GL(V) — GL(&, F) mediante

p(A) = 4p,

donde Ap es la matriz del operador lineal A : V' — V en la base B. En efecto, es conocido del curso
de Algebra lineal que la aplicacién ¢ es biyectiva, y que si 4, B € GL(V) entonces (AB)s = ApB3.
Notese, sin embargo, que el isomorfismo anterior no es candnico, ya que depende de la base elegi-
da. En el caso particular ¥ = F¥ hay una base canénica —la formada por los vectores de la forma
©,...,0,1,0...,0)—, y por tanto podemos identificar canénicamente GL(IFN )y GL(N, F).

Ejemplo 1.28. El grupo abeliano Ty es claramente isomorfo al grupo aditivo RY, sin més que identificar
7, € Ty cona € RV

Ejemplo 1.29. Si C es un conjunto finito de n elementos, el grupo S(C) es isomorfo a S,. En efecto,
siC ={cy,...,cn} laaplicacion ~: S, — S(Cy) que a cada permutacion o € S, le asocia la funcion
0 : C — C definida por 6 (c;) = cg; es claramente un isomorfismo. (Nétese que este isomorfismo no es

candnico, ya que depende de cémo hayamos ordenado los elementos de C.)
Definicion 1.30. Si ¢ : G — G’, definimos su niicleo ker ¢ y su imagen ¢(G) mediante
kerg={geGlo(@=¢}. @G)=1{p)]|gecGC}.
Proposicion 1.31. Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo. Entonces se verifica:
1. El niicleo de ¢ es un subgrupo de G.
2. @ es fiel siy solo si kerp = {e}.

3. Si H es cualgquier subgrupo de G, ¢(H) es un subgrupo de G'. En particular, la imagen de G es
un subgrupo de G'. Si, ademads, ¢ es fiel, el subgrupo ¢(H) C G’ es isomorfo a H.

Demostracion. Inmediata. O
Ejemplo 1.32. La aplicacién

¢:R—S!

x > el
es un homomorfismo del grupo aditivo R en S!. En este caso ¢(R) = S,y
kero = 2nZ
es efectivamente un subgrupo de R.

Ejercicio 4. Probar que R no es isomorfoa S!.

Solucién. En S', dado un nimero natural n > 1 existen elementos a # 1 tales que a” = 1 (se trata,
evidentemente, de las n — 1 raices n-ésimas de la unidad distintas de 1). Si existiera un isomorfismo
¥ : ST — R” entonces

a'"=1 = yYyd)=ny@=yv(1)=0 — yY@@=0=y(l) — a=1,

en contra de la definicién de a.
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Ejemplo 1.33. Una transposicion en S, es por definicion un ciclo de longitud 2. Es sabido que toda
permutacién o € S, se puede descomponer en un producto de transposiciones. Recordemos también
que, aunque la descomposicién de una permutacién o en producto de transposiciones no es Unica, si lo
es la paridad (—1)° € {£1} del nimero de transposiciones en que se descompone dicha permutacién o.
El nimero (—1)° se denomina signo (o paridad) de ¢. Por ejemplo, un ciclo (i1 --- i;) € S, de longitud
[ es el producto de [ — 1 transposiciones, ya que (ejercicio)

(i1 i) = (i1ig) -+~ (i1i3) (iri2) -

Por tanto

(_1)(i1-~-i1) — (_l)l—l ]
Mas generalmente, si o € Sj, se descompone en un producto de s ciclos disjuntos de longitudes /1, ..., [s
entonces

(=17 = (D" (DA
ya que de la definicion de signo de una permutacion se sigue inmediatamente que
(—1)7 = (=1)P(=1)° .
En virtud de la identidad anterior, la aplicacién

Sn — Zz
o (—1)7,
donde Z, denota el grupo multiplicativo {£1} (isomorfo a C5), es un homomorfismo de grupos. El
nicleo de este homomorfismo, que denotaremos por A, es el subconjunto de S, formado por las per-
mutaciones pares. Por la proposicién anterior, A, es un subgrupo de S,. Dada una permutacién impar

cualquiera p, el coset pA, es distinto de A, (recuérdese que si H es un subgrupodeungrupoGy g € G
el coset gH coincide con H siy solosi g € H), y claramente

Sn = An U (pAn) .

En efecto, si p’ € Sy, es impar entonces p’ = p(p~'p’) € pAp, al ser p~1p’ par (producto de permuta-
ciones impares). Por tanto A, tiene indice 2 en S,. O

Ejemplo 1.34. Un ejemplo muy importante de automorfismo es la conjugacion (llamada también auto-
morfismo interno). Més precisamente, dado un elemento @ € G la conjugacion bajo dicho elemento es
la aplicacién y, : G — G definida por

va(g) = aga_1 , VgeG.

Es claro que esta aplicacion es un homomorfismo, ya que si g, 7 € G se tiene

Ya(gh) = agha™" = (aga™")(aha™") = ya(g)va(h).

Es también claramente biyectiva, siendo su inversa la conjugacién bajo a~!. Por tanto y, es un automor-
fismo de G para todo @ € G. Veremos en las secciones siguientes que la conjugacion es fundamental a
la hora de entender la estructura de un grupo y, en particular, de estudiar sus representaciones.

Ejemplo 1.35. Si G es un grupo (finito o infinito), denotaremos por Aut(G) al conjunto de los automor-
fismos de G, que es claramente un grupo respecto de la composicién. La aplicacién

y: G — Aut(G)

at— Ya
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es un homomorfismo de grupos, pues

(Yavp)(g) = albgh™")a™! = (ab)g(ab)™ = yap(g), VgeG,
y por tanto y(a)y(b) = y(ab). El nicleo de este homomorfismo es el centro de G, ya que

1

ackery < ys(g)=aga =g, VgeG < ag=ga, Vgei.

En particular, de este resultado y de la Proposicion 1.31 se deduce que Z(G) es subgrupo de G, como
ya sabiamos.

1.3.1 Teorema de Cayley

Sea G = {g1.,...,g&n} un grupo finito, y sea g € G uno cualquiera de sus elementos. Por lo visto en
el comentario tras la Definicién 1.2, los n productos gg; (i = 1,...,n) son todos distintos. Por tanto,
podemos escribir

88i = 8o(i)»

donde o € S, es una permutacién que depende de g. La aplicacién

0:G— 8,

g0

definida por la férmula anterior es un homomorfismo de grupos. En efecto, sea / otro elemento de G, y
sea p = @(h) € S, la permutacion asociada a k, es decir

hgi = goa) -

Entonces se tiene
(gh)gi = g(hgi) = g8p(i) = 8o (p(i)) = &oopli) -

Por tanto ¢(gh) = 0 o p = op = ¢(g)¢(h), lo que demuestra nuestra afirmacién. El homomorfismo ¢
es claramente inyectivo, ya que si ¢(g) = ¢(g’) = o entonces

Vi,....n, g8 =8 =88 — 8=2¢.

Por tanto el grupo G es isomorfo al subgrupo ¢(G) de Sy, en virtud del tercer apartado de la Proposi-
cién 1.31. Queda asi demostrado el siguiente teorema:

Teorema de Cayley. Todo grupo finito G es isomorfo a un subgrupo de Sy, con n = |G|.

Ejemplo 1.36. Sea D5 el grupo de las rotaciones/reflexiones que dejan invariante un rectangulo. Si los
lados de dicho rectdngulo son paralelos a los ejes coordenados (cf. la Fig.1.1), este grupo consta de la
identidad maés los siguientes elementos:

a = reflexién respecto del eje vertical que pasa por el centro del rectdngulo

b = reflexion respecto del eje horizontal que pasa por el centro del rectingulo

¢ = rotacién de dngulo w alrededor del centro del rectangulo.

2

Es evidente que a? = b? = ¢? = e y que ¢ = ab = ba, por lo que

D, = {e,a,b,ab}, con a®> =b% = (ab)2 =e.

(Nétese que de las relaciones anteriores se sigue que ba = b~ 'a~! = (ab)™! = ab.) {A qué subgrupo
de S4 es isomorfo D, ? Para responder a esta pregunta, nétese que cualquiera de estas transformaciones
de simetria permuta los vértices del rectdngulo entre si, y por tanto puede asimilarse a una permutacién
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Figura 1.1: Grupo de simetrias de un rectangulo.

del conjunto {1, 2, 3,4}. Mds concretamente, si enumeramos los vértices del rectingulo tal como se
indica en la Fig. 1.1 entonces

a— (12)(34), b — (14)(23), c=ab — (13)(24).

Esto también se puede comprobar (algo mas laboriosamente) con el argumento utilizado para probar el
teorema de Cayley. Asi, por ejemplo, si llamamos

g1=e, g2=a, g3=>b, g4 = ab
entonces
agy =a =g, agr=a’*=e =g, ags =ab = g4, ags=a*h=b=g3
y por tanto

o (123 ) =

Ejercicio 5. Sea G un grupo finito de orden n, y sea g # e. Probar que la descomposicién en ciclos
disjuntos de la permutacién o asociada a g no puede contener ningin 1-ciclo.

Solucion. Esto es inmediato, ya que si o contiene el 1-ciclo (i) entonces o (i) = i, y por tanto

88i = 8c(i) =8 — g=e¢e.

Ejercicio 6. Sea de nuevo G un grupo finito de orden n. Probar que si o es la permutacién asociada a
cualquier elemento g € G, todos los ciclos que aparecen en la expresion de o como producto de ciclos
disjuntos tienen la misma longitud (cf. el ejemplo anterior).

Solucion. Si g = e entonces 0 = (1)(2)---(n). Sea g # e, seao € S, la permutacién asociada a g, y
supongamos que
o=@ iU jos A i N4 Jib =9,
con k < [. Entonces
of = (i) G- ) F e,

yaque (j--- jl)k # esil <k < [. Esto contradice el ejercicio anterior, ya que ¢* es la permutacion
asociada al elemento g¥, y g% +# e al ser o # e. O

k

Si G es un grupo de orden primo n, del ejercicio anterior se deduce que la permutacién o € Sy
que representa a cualquier elemento g # e de G ha de ser un ciclo de orden 7. Por tanto g tiene orden
nyG = {e,g,....,g" '} ~ C,, como ya probamos en la seccién anterior utilizando el teorema de
Lagrange.
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1.4 Clases de conjugacion. Subgrupos normales. Grupo cociente.
Producto directo
1.4.1 Clases de conjugacion

Dados dos elementos a, b de un grupo G, se dice que b estd conjugado con a si b es la imagen de a bajo
la conjugacion por algin elemento del grupo, es decir si

b= gag™!

para algin g € G. Escribiremos en tal caso b ~ a. Es facil ver que la relaciéon ~ definida de este modo
es una relacion de equivalencia, es decir Va, b, c € G se cumple:

1. a ~ a (reflexividad)

2. b~a <= a ~ b (simetria)

3.a~b, b~c = a ~ c (transitividad)
La clase de conjugacion de a € G es la clase de equivalencia bajo la conjugacién a la que pertenece
dicho elemento, es decir el conjunto [a] dado por

[a] = {gag_1 }g € G}.
e Notese que, por definicion,
belal] <= b~a.
e Esclaro que
e] = {e}.

yquea € Z(G) siy solo si [a] = {a}. En particular, G es abeliano si y solo si [a] = {a} para todo
a € G (i.e., todas las clases de conjugacién de G constan de un solo elemento).

e Utilizando las propiedades (1)-(3) que definen una relacién de equivalencia, es facil ver que
b €la] <= [a] = [b],
y que b, ¢ € G pertenecen a la misma clase de conjugacion siy sélosi b ~ c.

Proposicion 1.37. Un grupo cualquiera G es la union disjunta de sus clases de conjugacion. En otras
palabras,

[alN[b] #8 = la] = [b].
Demostracion. En efecto,
celalNp] = c~a, c~b < b~c, c~a — b~a < J[a] =[h].
O

Nétese, en particular, que la tnica clase de conjugacién que es subgrupo de G es la trivial, es decir
aquella cuyo unico elemento es la unidad.

Ejemplo 1.38. Si G = GL(n, C), dos matrices invertibles A, B € GL(n, C) estdn conjugadas si existe
una matriz invertible C € GL(n, C) tal que B = CAC~!. Por tanto en este caso B ~ A si y solo si
Ay B tienen la misma forma candnica de Jordan, salvo por el orden de los bloques asociados a cada
autovalor. (En particular, A y B han de tener los mismos autovalores, con las mismas multiplicidades.)
Desde el punto de vista de la teoria de grupos, la forma canénica de Jordan de una matriz invertible es
por tanto el representante “candénico” de su clase de conjugacién.
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Ejemplo 1.39. Sea G = SO(3, R) el grupo ortogonal especial en R3. Si R € SO(3, R) es la rotacién de
angulo o € [0, 7] alrededor del eje v € R3y T € SO(3,R), entonces TRT ! es la rotacién de dngulo
« alrededor del eje Tv. En efecto, sabemos que existe una base ortonormal positivamente orientada
{v1,v2,v3 = v} de R3 tal que

Rvy =cosavy +senxvy, Rvy =—senavi+cosavy, Rvz=v3.
Si S = TRT ! entonces S(Tx) = T(Rx), y por tanto
S(Tvy) =cosa(Tvy) +sena(Tvy), S(Tvy) = —sena(Tvy) + cosa(Tvs),
S(Tvz) = S(Tv) = Tvs.

Como {Tvy,Tva, Tvs} es una base ortonormal con la misma orientaciéon que {vy, v2,v3} (al ser T
ortogonal y det 7 = 1), de las ecuaciones anteriores se deduce que S = TRT ! es efectivamente una
rotacion de angulo « alrededor de Tvz = Tv. Por tanto, en SO(3, R) las clases de conjugacion estdn
formadas por las rotaciones de un mismo dngulo o € [0, 7] alrededor de cualquier eje.

Estudiemos a continuacién cémo son las clases de conjugacion del grupo simétrico S, . Conside-
remos, para ello, dos permutaciones o, p € Sy, y sea (i1 ... ix) uno de los ciclos disjuntos en que se
descompone o (incluyendo los ciclos de longitud 1). En primer lugar, es inmediato que la permutacién
pop~ ! preserva el conjunto {p(il), cee, p(ik)}. Ademds, la accién de pop~! sobre dicho conjunto estd
dada por

pop~ Hp(in).....pli)} = polit.....ix} = pliz.....ik. i1} = {p(i2).. ... p(iK). p(i1)}
= (p@1) -+ p(r)){pG), .. .. pix)}.

Por tanto
o=(i1 i) Grjn) = pop ' = (o) plix)) - (0G1) - (D).

En particular, si dos permutaciones estdn conjugadas las longitudes de los ciclos disjuntos en que se
descomponen son las mismas. Se dice en tal caso que ambas permutaciones tienen la misma estructura
de ciclos. Reciprocamente, es claro que dos permutaciones que tienen la misma estructura de ciclos
estdn conjugadas. Mds precisamente, si

o= ix) -1 j1), ‘7/:(i{"'il/c)"'(jl/"'jl/)’

donde se sobreentiende que estamos escribiendo explicitamente los ciclos de longitud 1, por lo que
acabamos de ver 0’ = pop~!, siendo (por ejemplo)

p:(il R R Jl)
TR O [T 1 A
Por ejemplo, en S¢ las permutaciones
(235)(14) = (235)(14)(6), (245)(36) = (245)(36)(1)

estdn conjugadas bajo

o)
I
N
LW
NN
A~ W
(o) QN
WK W
— O\

) = (1346),

o también bajo

(@)}

) = (16)(34).

—
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Ejemplo 1.40. Por lo visto anteriormente, las clases de conjugacién de S3 son las siguientes:

{e}, {(12), (13), (23)}. {(123), (321)} .
O

En virtud del resultado anterior, el niimero de clases de conjugacion del grupo simétrico Sy, es igual
al niimero de particiones del entero n. En efecto, cada estructura de ciclos estd determinada por sus
longitudes /1, .. ., [s (teniendo en cuenta los posibles ciclos de longitud 1), siendo /1 +---+ s = n. Para
n pequeilo, las particiones de n pueden hallarse de manera sencilla empezando por la que consta de un
sumando (es decir, la particién n) y descendiendo hasta la particién 1 + - -+ + 1 con n sumandos iguales
al.

Ejemplo 1.41. Las particiones de 4 son
4, 341, 242, 24141, 1+14+1+4+1, (1.1

y por tanto Sy tiene 5 clases de conjugacion. Por ejemplo, la clase de conjugacion asociada a la particion
2 + 2 esta formada por los elementos

(12)(34).  (13)(24), (14)(23).
Ejercicio 7. Probar que el nimero de elementos de una clase de conjugacion de S, estd dado por
n!

donde n; denota el nimero de ciclos de longitud ;. Por ejemplo, el nimero de elementos de las clases
de conjugacién de S4 (ordenadas segtin la ec. (1.1)) es igual a

6, & 3, 6, 1.

Ejercicio 8. El centralizador Z(a) del elemento @ € G es el conjunto de los elementos de G que
conmutan con a, es decir

Z(a)z{geG‘agzga}.
1. Probar que Z(a) es un subgrupo de G .

2. Si G es un grupo finito, probar que el cardinal de [a] es igual al nimero de cosets de Z(a). Por

tanto G|

la]] = -

el 1Z(a)]
En particular, el cardinal de cualquier clase de conjugacion de un grupo finito G es un divisor del
orden del grupo.

1.4.2 Subgrupos normales

Al ser la conjugacién bajo un elemento cualquiera g € G un automorfismo de G, si H es un subgrupo de
G suimagen gHg™! = y,(H) es un subgrupo de G isomorfo a H (y, por tanto, con el mismo nimero
de elementos que H si G es finito). En general, gHg ™! # H, ya que

gHg ' =H <= gH = Hg,

y en general los cosets de H por la izquierda y por la derecha no coinciden. Por ejemplo, si G = S3,
H = {e,(12)} y g = (123) entonces

gH = {(123),(13)} # Hg = {(123), (23)}.

El caso en que H es invariante bajo conjugacion por cualquier elemento de G, que como veremos mas
adelante tiene consecuencias importantes, merece especial atencidn:
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Definicion 1.42. Un subgrupo H de un grupo G es normal (o invariante) si
gHg '=H, VgeG.
Equivalentemente, H es un subgrupo normal si y solo si
gH =Hg, VgeG.

Si G es un grupo finito,
gHg'=H < gHg'CH,

ya que |gHg~!| = |H|. De hecho, el resultado anterior se cumple también para grupos infinitos:
Proposicion 1.43. Un subgrupo H de un grupo G es normal si y solo
gHg ' CH., VgeG.

Solucion. Basta probar que H C gH g~ !

se sigue que

,paratodo g € G. Y, en efecto, de la condicién del enunciado

HcCg 'Hg., VgegG,
de donde se deduce que H C gHg ™! paratodo g € G .

Corolario 1.44. Un subgrupo H de un grupo G es normal si y solo si
heH — |[hleH.

En otras palabras, un subgrupo H C G es normal si y solo si H es la union de clases de conjugacion
completas de G.

Ejemplo 1.45. Todos los subgrupos de un grupo abeliano son necesariamente normales.

Ejemplo 1.46. En S3, el tnico subgrupo propio normal es {e, (123), (321)}. En efecto, por el teorema
de Lagrange los subgrupos propios de S3 solo pueden tener orden 2 o 3. Es evidente que S3 no tiene
subgrupos normales de orden 2, ya que no hay ninguna clase de conjugacion distinta de {e} que conste de
un solo elemento. Por otra parte, como la tnica clase de conjugacién de S3 que consta de dos elementos
es la formada por las permutaciones ciclicas (123) y (321), el tnico subgrupo normal de orden 3 de S5
es el indicado anteriormente.

Ejemplo 1.47. SO(n,F) (con F = R, C) es un subgrupo de SL(n, IF). Este subgrupo no es normal, ya
quesi A € SL(n,F)y O € SO(n,F) lamatriz AOA™! es ortogonal si y solo si

(404 HT = ANH)T10TAT = (4047 )1 = 407147 = 407471,

lo que en general solo se cumple si A~! = AT (es decir, si A € SO(n, F)). Por el contrario, SU(n) es un
subgrupo normal de U(n), yaque si A € U(n) y U € SU(n) entonces

det(AUA™ ) =detU =1 = AUA™! e SU®).

Ejemplo 1.48. Un movimiento en RN es una isometria, es decir una aplicacién f : RN — RV que
verifica

f@) = fO=|x—yl. Vx,yeRN.

Puede probarse que todo movimiento es de la forma f = TR,con R € O(N,R) y T € Ty. En otras
palabras,
f(x)=Rx +a, R e O(N,R), a e RV,
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Es claro que el conjunto Ex de todos los movimientos de R es un grupo (no abeliano, si N > 1),
con la composiciéon como producto. Es también evidente que los conjuntos O(N,R) y Tn (rotacio-
nes/reflexiones y traslaciones) son subgrupos de Ep. ;Son estos subgrupos normales? Evidentemente,
como todo elemento de En es el producto de una rotacién por una traslacion, 7 es normal si y solo si

Rt,R~' e Ty, VR € O(N,R), aeRV,
siendo 7, la traslacién x — x + a. Esto es obvio, ya que si x € R¥ se tiene
RraR_l(x) = R(R_lx +a)=x+Ra = RTaR_l =TRrqa € TN .
Por el contrario, O(N, R) no es normal, ya que
raRra_l(x) =R(x—a)+a=Rx+ (a—Ra) — raRra_l = T;—RaR,
y por tanto 7, Rt ! no pertenece a O(N, R) si Ra # a.

Ejercicio 9. Probar que si H es un subgrupo de indice 2 de un grupo finito G entonces H es normal.

Solucion. En efecto, de 1a demostracidn del teorema de Lagrange aplicada a los cosets por la derecha de
un subgrupo H se sigue que el nimero de dichos cosets es también igual a |G|/|H|. Por tanto en este
caso se tiene

G=HUaH =HUHa.

Al ser ambas uniones disjuntas, se ha de verificar
G\ H =aH = Ha,

y por tanto H es normal. Un ejemplo del resultado anterior es el subgrupo 4, C Sy, necesariamente
normal por lo que acabamos de ver. Por ejemplo, {e, (123), (321)} es normal en S3 (cf. el Ejemplo 1.46).

Proposicion 1.49. Si /' : G — G’ es un homomorfismo de grupos, el nicleo de f es un subgrupo
normal de G.

Demostracion. Ya hemos visto que ker f es un subgrupo de G (cf. la Proposicién 1.31). Basta por tanto
probar que para todo a € ker f y para todo g € G el elemento gag™! pertenece a ker f. Pero esto es
obvio, ya que, al ser f homomorfismo se tiene

flgag™) = f@f@f(@) " = flge f(e)™ =¢.
O

Ejemplo 1.50. Ya vimos en el ejemplo anterior que A, es un subgrupo normal de S,. Otra forma de
probar esto es que A, = ker f, siendo f : S, — Z, el homomorfismo que a cada permutacion le asocia
su signo.

Ejemplo 1.51. El centro Z(G) de cualquier grupo G es un subgrupo normal. Esto es inmediato a partir
de la definicién de Z(G), y también se sigue de la proposicion anterior, al ser Z(G) el nicleo de la
conjugaciéon y : G — Aut(G).

La imagen de un subgrupo normal bajo un homomorfismo de grupos no es, en general, un subgrupo
normal, a menos que f sea suprayectiva:

Proposicion 1.52. Si H es un subgrupo normal de un grupo G y f : G — G’ es un homomorfismo
suprayectivo, entonces f(H) es un subgrupo normal de G'.

Demostracion. Ya hemos visto en la Proposicion 1.31 que f(H) es un subgrupo de G, por lo que basta
probar que es normal. Esto es inmediato, yaque sih € Hy g’ = f(g) € G’ entonces

g 1™ = f@ffg™h) = flghg™) e f(H),

al ser H por hipétesis normal en G. O
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1.4.3 Grupo cociente

Si H es un subgrupo de un grupo G, parece natural definir un producto entre los cosets (por la izquierda)
de H mediante la férmula
aH -bH = (ab)H . (1.2)

(Es esta definicidn correcta? Para que lo sea debemos comprobar que depende exclusivamente de los
cosets aH y bH, y no de los elementos a y b que se han seleccionado implicitamente para describir
dichos cosets. En otras palabras, debemos comprobar que

aH=dH, bH=bVH =— aH -bH=dH-b'H.
o equivalentemente, teniendo en cuenta (1.2)
aH=dH, bH=bH = (ab)H = (d'b")H. (1.3)
Para ello, nétese en primer lugar que
aH =dH <= d =ahy, bH =b'H < b’ =bh, con hi,h, € H.

Por tanto

(Cl,b/)H = (ahlbhz)H s (1.4)
que, como muestra el siguiente ejemplo, en general es distinto de (ab) H .
Ejemplo 1.53. Sean G = S3, H = {e, (12)}, a = (13), b = (23). En este caso

aH = {(13), (123)}, bH = {(23), (321)},
y por tanto podemos tomar
a’ = (123), b = (321).
Entonces
ab = (13)(23) = (321), ab =e,
de donde se sigue que
(ab)H = (321)H # (d'b')H = H

(al ser (321) ¢ H). d

Por lo que acabamos de ver, la condicion necesaria y suficiente para que el producto “natural” de
cosets (1.2) esté bien definido es que se cumpla la condicién (1.3), es decir (en virtud de (1.4))

(ah1bhy)H = (ab)H <= ahbh, € abH
< b 'hibh, e H, VYbeG, VYhy,hye H. (1.5

Esta condicién se cumple automdticamente si el subgrupo H es normal; de hecho, (1.5) es equivalente
al cardcter normal de H, como se deduce sin mas que tomar 1, = e. Por tanto el producto de cosets de
un subgrupo H estd bien definido si y solo si H es normal.

Supongamos, en vista de lo anterior, que el subgrupo H es normal, y definamos el producto de cosets
de H por la ecuacion (1.2). Es facil comprobar entonces que el conjunto

G/H = {aH |a € G}

cuyos elementos son los cosets (por la izquierda) de H es un grupo respecto del producto que acabamos
de definir. En efecto:
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1. La propiedad asociativa es consecuencia de la asociatividad del producto en H:

(aH)(bH -cH) = (aH)((bc)H) = (a(bc))H = ((ab)c))H = ((ab)H) -cH
= (aH -bH)(cH) .

2. Launidad de G/H es el subgrupo H, ya que

H-aH =eH -aH = (ea)H = aH , VYaeG.

3. aH) '=a'H

Definicion 1.54. Si H es un subgrupo normal de un grupo G, el grupo cociente de G por H es el
conjunto G/H de los cosets (por la izquierda) de H con el producto (1.2).

e Si G es un grupo finito, por el teorema de Lagrange G/H es un grupo finito de orden
|G/H| = |G|/|H]|
igual al indice del subgrupo H.

Ejemplo 1.55. Sean G = S, y H = A, que como sabemos es un subgrupo normal de S. En este caso
G/H consta de dos clases:
G/H = {An,oAn},

siendo o cualquier permutacién impar. Al ser 02 una permutacion par, (04,)?> = 024, = A,y por

tanto la tabla de multiplicacién de S; /A, es la siguiente:

| Ay oA,
A, | 4, oAy
oA, | 04, Ap

En particular, es evidente que S, /A, =~ Z». De hecho, este isomorfismo es consecuencia inmediata del
comentario anterior, y se extiende al caso en que H es un subgrupo normal de indice 2 (ya que el tinico
grupo de orden 2 mddulo isomorfismos es Z5).

Ejemplo 1.56. Hemos visto en el Ejemplo 1.47 que SU(n) es un subgrupo normal de U(n). ;Cudl es
el grupo cociente U(n)/SU(n)? Para responder a esta pregunta, consideremos una matriz cualquiera
A € U(n). De la condicién ATA = 1 se sigue inmediatamente que | det A| = 1, y por tanto

detA =¢ e §!
para algin « € R. Luego
dete™™®"A) =1 = e "4eSUMN) = A-SU@n)=_eY"SUM).

Reciprocamente, es claro que si z € S! es un nimero complejo de médulo 1 la matriz z1 pertenece a
U(n), y define un coset zSU(n) € U(n)/SU(n). Luego

U(n)/SU(n) = {zSU(n) |z € '},

siendo por definicién
(z21SU(n))(z2SU(n)) = (z122)SU(n).

La aplicacién f : S' — U(n)/SU(n) definida por

z+ f(z) = zSU(n)
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es un homomorfismo de grupos, y es suprayectiva. Si n = 2 no es, sin embargo, inyectiva, ya que
zekerf < zSU@m) =SU(n) < z1e€SU(n) < 7" =1,

y por tanto
kerf={1,a),...,a)”_1}%Cn, w=en .

Veremos, sin embargo, mds adelante que
U(n)/SU(n) ~ St.

Ejemplo 1.57. Sea G un grupo, y sean H; y H, subgrupos de G tales que Hy N Hy = {e}. Si H;
es normal y G = Hjy H» (es decir, todo elemento de G es el producto de un elemento de H; por un
elemento de H), entonces G/H; ~ H». En efecto, los cosets de H son de la forma

hihyHy = ho(hy ' hiha)Hy = hoHy , hi € H; ,

y por tanto G/H, = {h2H1 | hy € Hz}. La aplicacién f : Hy — G/H; definida por f(h;) =
hy Hq es claramente un homomorfismo (por la definicién de producto de cosets), y es suprayectiva por
construccion. Por otra parte, si i, € Hy pertenece al niicleo de f entonces

hhHi=H, <— hyeH — heH NHy={}, — hy=c¢.

Luego f es inyectiva, y establece por tanto un isomorfismo entre H, y G/H;.
Como se vio en el Ejemplo 1.48, el grupo Ex de los movimientos de RY es el producto de sus
subgrupos Hy = Ty y Hy = O(N, R), siendo H; normal. Es facil ver también que Ty N O(N,R) =

{e}, ya que
Rx=x+a, Vx e RV — a=0, R=1.

Por lo que acabamos de ver, Ex /Ty =~ O(N, R).
Proposicion 1.58. Si f : G; — Gy es un homomorfismo de grupos, entonces G/ ker f =~ f(Gy).

Demostracion. En primer lugar, recuérdese (Proposicion 1.49) que f(G1) es un subgrupo de G, y ker f
es un subgrupo normal de G, por lo que el cociente G/ ker f es un grupo con el producto (1.2). En
segundo lugar, definimos la aplicacion F : G/ ker f — f(G1) mediante

F(gker f) = f(g).  VgeG.
Esta aplicacién estd bien definida, ya que
gker f =g'kerf < g' =gk, keckerf

y por tanto
1&g = flghk) = f(e) f(k) = f(g)e' = f(g).

al ser f homomorfismo y k € ker f. La aplicacién F es claramente suprayectiva. Es también un homo-
morfismo de grupos, ya que

F(gker f -hker f) = F((gh)ker f) = f(gh) = f(g)f(h) = F(gker f)F(hker f).
Por dltimo, F' es inyectiva:
gker f ekerF <= F(gkerf)= f(g)=¢ <= geckerf <= gkerf =kerf

(recuérdese que ker f es el elemento unidad en G/ ker f). O
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Ejemplo 1.59. Sea G = R (grupo aditivo), y consideremos el homomorfismo de R en S! (grupo
multiplicativo) dado por x > e'* (cf. el Ejemplo 1.32). En este caso

ker f = 2nZ, fR)=S!,
y por tanto, en virtud del teorema anterior,
R/(2nZ) ~ S'.

(Evidentemente, el factor 21 no es esencial, es decir R/(aZ) es también isomorfo a S; para todo nimero
real a # 0.) Notese que R/(21Z) puede considerarse como el conjunto de los posibles argumentos de
un nimero complejo. En efecto, un elemento de R/(21Z) es un conjunto de la forma 8 + 277, con
0 € R (jrecuérdese que el producto en el grupo R es la suma ordinaria!), y ademads

0+2nZ =0"+217 <+ 60 e€0+2nZ <+ 0 —0ec2nZ.
Ejemplo 1.60. La aplicacién det : U(n) — S! es un homomorfismo de grupos, al ser
det(AB) = detA-detB, VA, B e M, (C).
El nicleo de este homomorfismo es el subgrupo SU(n), por lo que, en virtud de la proposicién anterior,
U(n)/SUn) ~ St.

Andlogamente, el nicleo del homomorfismo det : O(n,[F) — Z, = {1} es el subgrupo SO(n,F), y
por tanto
On,F)/SO(n,F) ~ Z, .

De la misma forma se demuestra que

GL(n,F)/SL(n,F) ~F*.

1.4.4 Producto directo de dos subgrupos

Definicion 1.61. Sea G un grupo, y sean H; y H, dos subgrupos propios de G. Diremos que G es el
producto directo de sus subgrupos H; y H»,y escribiremos G = H; ® H>, si se verifican las siguientes
condiciones:

1. G = H{Hy,ie,paratodo g € G existen h; € Hy y hy € Hp talesque g = hih;.
2. La descomposicion anterior es unica: si § = hihy = h'{h}, con h;, h; € H;, entonces hy = h''y
hy = hl,.
3. h1h2=h2]’l1, Vhl € Hy, thHz.
e Evidentemente, G = H; ® H; siy solosi G = Hp ® Hj, al ser las tres condiciones anteriores
simétricas en H; y H». (Nétese, en efecto, que en virtud de la condicién 3) G = H> H;.)

e La condicién (2) es equivalente a

2/) H1 N H2 = {6}
e Notese que la condicidn 3) no implica que G sea abeliano, ya que no se exige que H; o H, sean
abelianos.

e Utilizando la propiedad 2) del producto directo, es inmediato probar que si G es finitoy G = H; ® H»
entonces
|G| = |Hi||H2|.

e Es facil ver que las condiciones 1)-3) anteriores pueden reemplazarse 1), 2) (0 2)) y 3’), siendo
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3"y H; 'y H; son subgrupos normales de G.
En efecto, es obvio que 1) y 3) implican 3, ya que si g = hiha, con h; € H;, entonces
ngg_l = hlthlhglhl_l = /’llthl_l = Hl,

en virtud de la condicién 3), y andlogamente para gH»g~!. Para ver que 1), 2') y 3’) implican 3), basta
notar que si k1 € Hy y hp € H; entonces

hiha(hahy)™! = hihahy'hy ',
y (al ser Hy y H, normales por hipétesis)
hihahT'ho Y = hy(hahT'hoYy € Hy,  hihoh{'hy' = (hihoh YRy € Hy .
La condicién 2') implica entonces que h1ha(hohi)™! = e, es decir h1hy = hah;.

Ejemplo 1.62. Sea G = Cg, Hy = {e,a3} ~ C», Hy = {e,a? a*} ~ C3. Al ser

es claro que G = Hj H», y por tanto se verifica la condicién 1) de la definicién del producto directo. Es
evidente que se cumple también la condicién 2'), y la 3) se verifica trivialmente al ser Cg abeliano. Por
tanto Ce = H1 ® Hy ~ C, ® C3.

Ejercicio 10. Sir,s € N son primos entre si, probar que Crs ~ Cr ® Cs. [Ayuda: al ser r y s primos
entre si, en virtud del algoritmo de Euclides existen 2 enteros p y g tales que pr + gs = 1.]

Ejemplo 1.63. Consideremos el grupo G = Dy, y sus subgrupos
H1={e,a}, H2={e,b,...,b”_l}.

Eneste caso G = Hy H», y claramente H; N Hy = {e}. Sin embargo, el grupo Dy, es el producto directo
de sus subgrupos H; y H, siy solo sin = 2, ya que

ab=(@b) '=b"Ya ' =" la=ba — n=2.

Ejemplo 1.64. Sean G = S3, H| = {e, (12)}, H, = {e, (123), (321)}. Es facil ver que en este caso
G = HyH», yaque
(12)(123) = (23), (12)(321) = (13),

y por tanto se cumple la primera condicién del producto directo. Es también obvio que se verifica la
condicién 2’). Sin embargo, S3 no es el producto directo de sus subgrupos Hy y H», ya que Hy no es
normal, y por tanto no se verifica la condicién 3’). Equivalentemente, no se cumple la condicion 3), ya
que (por ejemplo)

(12)(123) = (23), (123)(12) = (13).

Lo mismo ocurre si se toma como H; cualquiera de los otros subgrupos de orden 2 de S3, ya que S3 no
posee subgrupos normales de orden 2 (cf. el Ejemplo 1.46). Por este motivo, S3 no puede ser el producto
directo de dos de sus subgrupos. Otra forma de probar este resultado es notar que si S3 fuera el producto
directo de dos de sus subgrupos entonces S3 ~ C, ® C3, y por tanto S3 seria abeliano.

Ejemplo 1.65. Si G = C4, Hy = {e,a}, H, = {e,a?}, es inmediato ver que se verifican las condiciones
1), 2/) y 3) anteriores. Sin embargo Cy4 no es el producto directo de H; y Ha, ya que H; no es un
subgrupo.

Ejemplo 1.66. Sean G = Eyn, Hy = Ty, H» = O(N). Entonces G no es el producto directo de sus
subgrupos H1 y H», al no ser H, normal.
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Ejemplo 1.67. Sean G = U(n), H; = {ei“]l } o € ]R} ~ S!, H, = SU(n). Claramente, tanto H;
como H> son subgrupos de G, y ambos son normales (cf. el Ejemplo 1.47). Es claro que todo elemento
de U(n) es el producto de un elemento de H; y otro de H; (cf. el Ejemplo 1.56). Sin embargo, sin = 2
U(n) no es el producto directo de Hy con H», ya que

HiNHy = {eia]l }oz e R, det(e“1) = 1} = {]l,a)]l,...,a)"_lll}, w=en .
Ejercicio 11. Estudiar si O(n) = SO(n) ® Z,, siendo Z, = {£1}.
Ejemplo 1.68. Consideremos el grupo G = D;, y sus subgrupos
H1={e,a}, H2={e,b,...,b"_1},

que claramente satisfacen las condiciones G = H 1 Hy y Hy N Hy = {e}. Por tanto G serd igual al
producto directo Hy y Hj siy solo hihy = hohy, paratodo iy € Hy y hy € Hs. A su vez, esta tltima
condicion es claramente equivalente a la igualdad ab = ba. Sin embargo,

ab=(@b)y '=bp"la'=p"Ya=ba — H"'=b — n=2.
Portanto D, = H1 @ Hy ~ C, ® C2,y D, # Hy ® Hysin > 2.
Ejercicio 12. Si G = H; ® H,, probar que
G/Hi ~ H,, G/Hy ~ H; .

Solucion. Las aplicaciones m; : G — H; (proyecciones) definidas’ por

wi(h1h2) = hi
son claramente homomorfismos, siendo
kermy = H,, kerm, = Hy .
Por tanto, en virtud de la Proposicién 1.58,
G/kermy = G/Hy ~ m1(G) = Hy, G/kerm, = G/Hy =~ n2(G) = Hy.

1.4.5 Producto directo de dos grupos
Dados dos grupos G1 y G2, se define su producto directo como el producto cartesiano
G1 x Gy = {(g1.82) | g1 € G1.82 € G2},

con el producto natural
(81,82)(h1, h2) = (g1h1, g2h2) .
Es inmediato verificar que G; x G5 es efectivamente un grupo, siendo

e=(e1e2). (g8 = (erh "),
donde e; denota la unidad de G;. Los subconjuntos
Hy = Gy x{ea}, Hy ={e1} x G

son obviamente subgrupos de G x G,. De hecho, estos subgrupos son las imagenes de los grupos G1 y
G, bajo los homomorfismos inyectivos (inyecciones candnicas)

g1+ (g1.€2), g2+ (e1,82),

por lo que
H; ~ G;, i=1,2.

Veamos a continuacién que G; x G, = Hy ® H». Esto es inmediato, ya que:

7Estas aplicaciones estin bien definidas porque, en virtud de las dos primeras propiedades del producto directo, todo ele-
mento de G se escribe de manera #inica como el producto de un elemento de H; por un elemento de H».
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1. G1 X G2 = H1H2,a1 ser
(g1,82) = (g1.e2)(e1.82)

por definicién del producto en G x G».
2. HHN Hy = {(e1,e2)} =e.

3. (g1,e2)(e1,82) = (e1,82)(g1.€2) = (g1.82) -

Normalmente G; se identifica con H; (recuérdese que son isomorfos, de forma natural), y se denota el
producto de G1 x G, por G; ® G, (con un ligero abuso de notacidn).

e Esinmediato generalizar el producto directo al caso en que el nimero de factores es un entero positivo
arbitrario.

Ejemplo 1.69. Sea IF un cuerpo (y, por tanto, un grupo aditivo). Entonces F2 = F ® I y, en general,

FN:IF®...®F.
—— ——
N

Ejemplo 1.70. Sea G = S! ® SU(n), y consideremos la aplicacién f : G — U(n) dada por
(€% A)—>e%d, aecR, AeSU@n).

Esta aplicacién es claramente suprayectiva (cf. el Ejemplo 1.56), y también es inmediato comprobar que
es un homomorfismo. ;Cudl es su nicleo? Para responder a esta pregunta, supongamos que ¢'*A4 = 1,
cona € Ry A € SU(n). Tomando determinantes en ambos miembros de esta igualdad se obtiene

e =1 = %=k, con w=cen, ke{0,1,...,n—1}.

Sustituyendo a continuacién cada uno de estos valores de ¢ en la igualdad e * A = 1 se obtiene A =
w~¥1, que evidentemente pertenece a SU(z). Por tanto

ker f = {(a)k,a)_k]l) | k=0,1,....,n— 1} = {(1,]1),(a),a)_l]l),...,(a),a)_lll)”_l} ~ Cy,.
De la Proposicién 1.58 se sigue entonces que

U(n) =~ (S' ® SU(n))/Cy .

1.5 Representaciones

1.5.1 Representaciones lineales

Definicion 1.71. Sea G un grupo, y V un espacio vectorial complejo de dimension finita. Una represen-
tacion lineal de G en el espacio vectorial V' es un homomorfismo D : G — GL(V'). La dimensién de V
como espacio vectorial se denomina dimension de la representacién D. Una representacion se dice fiel
si es inyectiva.

En otras palabras, una representacién lineal de G en el espacio vectorial V' es una aplicacién D que
a cada elemento g € G le asocia una aplicacion lineal invertible D(g) : V — V de forma que

D(gh) = D(g)D(h), Vg heG. (1.6)
Noétese que, por las propiedades de los homomorfismos, si D es una representacién de G entonces
De)=1. D@ H=DE",

siendo I : V — V laidentidad.
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Proposicion 1.72. Una aplicacion D : G — L(V') (donde L(V) denota el espacio de las aplicaciones
lineales de V' en si mismo) es una representacion si 'y solo si D(e) = I y se verifica (1.6).

Demostracion. Inmediata, ya que para todo g € G se tiene
D(gg™)=D@D( ) =Dl)=1 = D@ '=DEg ") = D(geGL(}).
O

Definicion 1.73. Una representaciones matricial de un grupo G es un homomorfismo D : G —
GL(n,C).

Si V = C" se identifica normalmente GL(C") con GL(n, C), equiparando una aplicacion lineal A :
C"™ — C" con su matriz en la base canénica de C”. Mediante esta identificacién, podemos considerar
las representaciones matriciales como un caso particular de las lineales.

Ejemplo 1.74. La aplicacién D : G — GL(V') dada por D(g) = I, para todo g € G, es claramente
una representacion de G que llamaremos trivial.

Ejemplo 1.75. Si G C GL(n, C) es un grupo matricial, 1a aplicaciéon D : G — GL(n, C) dada por
D(A) = A, VAeG,

es claramente una representacion (matricial, obviamente fiel) de G llamada representacién de definicion
(defining representation, en inglés).

Ejemplo 1.76. Si D : G — GL(n, C) es una representacién matricial de G, la aplicacién D : G —
GL(n, C) definida por

~ T —1
D(g) = (D(®") .
es también una representacion matricial de G denominada la representacion contragrediente de D.

Ejemplo 1.77. Si G = S, la aplicacién D : S! — GL(2, C) definida por

D(eie):(COSG —sen@)ER(Q)’ feR.

senf cosf

es claramente una representacion. En efecto, nétese en primer lugar que D estd bien definida, ya que
(ei9 —el? = 0 =0+ 2kn, ke Z) —  R(0) = R(®).
Ademas, para todo 61, 6> € R se tiene
D(e%e%) = D(e!®1192)) = R(61 + 62) = R(61)R(62) = D(e'1) D (e!%).
La representaciéon D tiene dimensién 2, y es fiel. En efecto,
D(eiel) = D(eiez) = R(0)) =R(#) < 0 =6 mod2n < e =¢f2.
Una representacion D’ de G de dimensién 3 (también fiel) estd dada por

' cosd —senf O
D/(ele) =|senf® cosf O
0 0 1

Notese que las matrices de esta representacion dejan invariante el subespacio W = 1in{(0,0, 1)}, es
decir _
D'(EYWcw, VheR.
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De la Proposicién 1.31 se sigue inmediatamente el siguiente resultado:
Proposicion 1.78. La representacion D es fiel siy solo si ker D = {e}.

Definicion 1.79. Se dice que un grupo G es simple si no posee subgrupos normales propios, y semisim-
ple si no posee subgrupos normales abelianos propios.

Si D es una representacion de un grupo G, al ser D un homomorfismo su nicleo es un subgrupo
normal de G. Si G es simple y D es una representacion de G entonces o bien ker D = G, en cuyo caso
D es la representacion trivial, o bien ker D = {e}, en cuyo caso D es fiel. Por tanto:

Proposicion 1.80. Toda representacion no trivial de un grupo simple es fiel.

Ejemplo 1.81. El grupo S, no es simple, ya que posee el subgrupo normal no trivial A,. La aplicacién
D : S, — C dada por D(o) = (—1)? es claramente una representacién (de dimensién uno) no trivial
de S,. Esta representacion no es fiel, al ser su niicleo precisamente el subgrupo normal A,. El grupo S3
tampoco es semisimple, ya que en este caso A3 = {e, (123), (321)} es un subgrupo normal abeliano.

Ejercicio 13. jEs S4 semisimple?

1.5.2 Representacion regular

Definicion 1.82. Un algebra sobre un cuerpo F es un espacio vectorial A sobre F provisto de un
producto

AxA— A
(a,b) — ab

lineal en cada uno de sus argumentos, es decir tal que:
1.alb+c)=ab+ac, (b+c)a=ba-+ca, VYa,b,c € A (propiedad distributiva).
2. (Aa)b = a(Ab) = A(ab), Ya,be A, VA eF.

La dimensién del dlgebra A es por definicién su dimensién como espacio vectorial.

En lo que sigue, supondremos siempre que ' = R, C, y nos ocuparemos casi exclusivamente de
algebras de dimensién finita. Diremos que un dlgebra A es asociativa o abeliana si su producto es
respectivamente asociativo o conmutativo. Una unidad en un dlgebra A es un elemento e € A tal que

ea =ae =a, Yae A.

Es inmediato probar que en un dlgebra hay a lo sumo una unidad. Si A es un dlgebra con elemento
unidad, un inverso de un elemento a € A es cualquier elemento b € A tal que

ab =ba =e.

En un dlgebra asociativa A, es facil probar que si existe el inverso de un elemento del dlgebra necesa-
riamente ha de ser tnico; en tal caso, denotaremos el inverso de a € A por a~!. De la linealidad del
producto respecto de cada uno de sus argumentos se sigue inmediatamente que

a0 =0a =0, VYae A,

por lo que 0 no puede poseer inverso. Si .4 es un dlgebra asociativa con elemento unidad, y todo elemento
de A distinto de 0 posee inverso, se dice que A es un algebra asociativa con divisién. En otras palabras,
un dlgebra asociativa con division es un algebra A en que A \ {0} es un grupo respecto de la multiplica-
cién. Recuérdese que un cuerpo es un dlgebra asociativa con division que es ademds conmutativa.
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Ejemplo 1.83. El conjunto M, () (con F = R o C) es un dlgebra asociativa con elemento unidad. Si
n = 2, esta algebra no es abeliana ni es un dlgebra con division.

Ejercicio 14. Sea {el ,€2,e3, 64} la base candnica de R*, y definamos los productos

1. eje; = eje; =e;,paratodoi =1,...,4.
2 _ 2 _ 2 _
2. e5 =e3 =ej = ezezeq = —ey.

a) Demostrar que las relaciones anteriores determinan un producto asociativo en R*. b) Probar que,
aunque dicho producto no es abeliano, R* es un dlgebra asociativa con divisién. Esta dlgebra recibe el
nombre de dlgebra de los cuaterniones, y se suele denotar por H.

Solucion. a) Es fécil ver que las relaciones anteriores, junto con el requisito de que el producto sea
asociativo, determinan los restantes productos e;e; entre pares de elementos de la base candnica con
2 <i # j < 4. Enefecto,

eze3e2 = —e903 = —€1€64 = —€4 — €33 = ée4.
De la misma forma se demuestra que eze4 = e, y por tanto
— 2 _
€264 = €3¢, = —€3.
De estas relaciones se obtienen facilmente los demds productos e;e; con i, j = 2:
— 52, _ 2 _ _ 2 _
€3€p = €3€4 = —€4, €46y = —€3€, = €3, €4€3 = €2€3 = —€3.
Nétese, en particular, que
ejej = —eje;, 2<i#j <4, (L.7)

Extendiendo este producto por linealidad, es decir definiendo

4 4 4
(inei)(Zyjej> = Z Xiyjeié; ,
J=1 [

i=1 i,j=1

obtenemos un producto definido en todo R*, respecto del cual R* es un dlgebra. Nétese que el vector ey
actiia obviamente como elemento unidad, y por tanto escribiremos a partir de ahora 1 en lugar de e;. Se
comprueba facilmente que el producto que acabamos de definir es asociativo entre los elementos de la
base canénica. En efecto, es facil ver a partir de la ec. (1.7) y los productos 1)-2) que basta comprobar
la igualdad (eze3)eqs = ex(eszeq). Dicha igualdad se verifica, ya que ambos productos son iguales a —1.
De la asociatividad del producto entre elementos de la base canénica se sigue inmediatamente que el

producto es asociativo en todo R#, y por tanto R* es un 4lgebra asociativa con elemento unidad. Que no
4
es conmutativa es obvio, en virtud de la ec. (1.7). Por dltimo, dado un elemento cualquiera x = ) x;e;
i=1
y definiendo X mediante

3
X =Xx1e1 — E Xiej ,

i=1

entonces
4 4 4
- 2 2 2.2 2 2 2
XX =x7 — E XiXjejej; = X7 — E xjej — E XiXjejej; = x7 + E x;i = x|,
i,j=2 i=2 2<i£j<4 i=2

en virtud de la ec. (1.7). Del mismo modo (o simplemente teniendo en cuenta que X = x) se demuestra
que X x = ||x||?. Por tanto todo elemento x # 0 tiene por inverso el elemento

-1 x

=0,
[[x]l

lo que convierte a R* en un dlgebra asociativa (no conmutativa) con division. O
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Todo grupo finito G tiene asociada de manera natural un dlgebra asociativa con elemento unidad de
dimensién igual al orden de G. En efecto, sea

G={g1,...,gn}, n=|G]|,

y denotemos por |g;) el i-ésimo vector de la base candnica de C”. Nétese que un elemento cualquiera
de C" puede escribirse en la forma

Y ailgi) =) a@lg),
i=1 geG

siendo a; = a(g;) € C,i = 1,...,n. El algebra del grupo G (group algebra, en inglés), que denota-
remos por A(G), es el espacio vectorial C" con el siguiente producto:

a=>Ya(@lg). b=> b@lg) = ab= ) a(@bh)gh).

geG geG g.,heG

Obsérvese que podemos escribir

ab= Y c(g)lg).
geG
siendo
c(@ = Y akyp(h)="7 a(gh™Hb(h) =) a(k)b(k'g).
}]zc,}llcig heG keG

Es inmediato comprobar que A(G) es un dlgebra asociativa con elemento unidad, siendo la unidad el
vector |e). También es facil probar que .A(G) es abeliana si y solo si lo es el grupo G.

Ejemplo 1.84. Sea G = C, = {e, a}. Entonces .A(C,) = C?2, con el producto
(aole) + aila))(bole) + bila)) = (aobo + aibi)le) + (aob1 + aibo)la) .
Nétese que A(C3) no es un dlgebra con division, ya que (por ejemplo)

(le) +la))(le) — la)) = le) —|a®) = le) —|e) = 0.

Por tanto los elementos |e) £ |a) no poseen inverso, ya que si alguno de ellos lo tuviera la igualdad
anterior implicaria que el otro elemento seria nulo. O

Si G es un grupo finito, su representacion regular es la aplicacion Dg : G — E(A(G)) dada por
Dr(g)a =1g)a, Va e A(G), VgegG.

En otras palabras,

Dr(®)( Y athl)) =D athlgh),  VgeG.
heG heG
Es claro que Dgr(g) es una aplicacion lineal de A(G) en si mismo (por la linealidad del producto de
A(G) en cada uno de sus factores). De hecho, Dr(g) es la aplicacion lineal definida en la base canénica
de A(G) mediante
Dr(g)lh) = |gh).  VheG,

y extendida por linealidad a todo .A(G). Comprobemos que esta aplicacién es efectivamente una repre-
sentacion de G:

1. En primer lugar, Dg(g) € GL(A(G)) para todo ¢ € G, ya que es inmediato comprobar que
Dr(g)~' = Dr(g7").
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2. En segundo lugar,
Dr(gh) = Dr(g)Dr(h), Vg.heG.

En efecto, por linealidad basta probar que ambos miembros producen el mismo resultado cuando
se aplican a los vectores de la base canénica de A(G). Esto se verifica claramente, ya que

Dr(gh)lk) = [(gh)k) = |g(hk)) = Dr(g)|hk) = Dr(g)Dr(h)|k).  VkeG.

e La representacion regular de un grupo finito G tiene dimensién igual al orden de G, y es claramente
fiel. En efecto,
gekerDr < Dr(g)=1 < Dr(g)Ih)=|gh)=1|h), YheG
& gh=h, YheG <+— g=e.

e Dado un elemento g € G, la actuacién de Dr(g) sobre la base canénica de A(G) estd dada por

Dr(g)lgj) = 1g&j) = |ga(j)) » j=1....n,

siendo o € S, una cierta permutacién (dependiente de g). De esto se sigue inmediatamente que

1, sii =0(j)
[Dr(@)]ij = |
0, en cualquier otro caso,

donde hemos denotado por [Dr(g)]i; el elemento de matriz (i, j) de la matriz de Dr(g) en la base
canénica de A(G). En otras palabras, la matriz de Dr(g) tiene exactamente un 1 en cada fila y en cada
columna, siendo sus demds elementos de matriz iguales a cero. Teniendo en cuenta que

i=0(j) < gg =8 < g=¢gg&; .

otra forma mds conveniente de expresar lo anterior es la siguiente:

I sig=gig;"
[Dr(&)]ij = .
0, en cualquier otro caso.

Por tanto, para hallar la matriz de Dg(g) en la base candnica de A(G) basta construir la tabla de multipli-
cacion de G colocando en las filas los elementos g1, . .., g, y en las columnas sus inversos gl_l, s &n 1
(en el mismo orden). En virtud del comentario anterior, la matriz de Dg(g) tendrd un 1 en las posiciones
en que aparezca g en dicha tabla de multiplicacion, y cero en las demds posiciones.

e De lo anterior se sigue que la representacién regular de un grupo finito proporciona esencialmente la
misma informacién que su tabla de multiplicacion. De hecho, veremos mds adelante que la represen-
tacién regular contiene todas las representaciones irreducibles inequivalentes de un grupo finito, en un
sentido que serd precisado més adelante.

Ejemplo 1.85. Sea G = C4 = {e,a,a?,a>}, de modo que

-1 _ -1 _ 3 -1 _ 2 -1 _
gl =e, g2 =a, g3 =a , g4 =da.

La tabla de multiplicacién es por tanto

e a*® a®> a
e | e a® a®> a
a|la e a* a?
a’>|a*> a e a3
a’> | a®> a®> a e
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Luego (identificando Dgr(g) con su matriz en la base canénica de A(G)) Dr(e) =1y

000 1 001 0 0100
(1000 > [0 0 01 5 _[o00 10
Dr@)=1¢o 1 o o] Pr@=|; g ¢ o] Pr@)=1g ¢ ¢ 1
001 0 0100 100 0

Ejercicio 15. Sea G un grupo finito. Probar que para todo g € G la matriz de Dr(g) en la base canénica
de A(G) es ortogonal (y, por tanto, unitaria, ya que es real).

Solucion. En efecto, si g € G se tiene

1

[Dr(®)ij =1 < g=gg <= g ' =gig' < [Dr(gHi=1.

y por tanto, al ser Dr representacion,

Dr(g)" = Dr(g™") = Dr(g)~".

1.5.3 Equivalencia de representaciones

Definicion 1.86. Dadas dos representaciones D; : G — GL(V;) (i = 1,2) de un grupo G, se dice
que D; es equivalente a D5 si existe un aplicacién lineal invertible (es decir, un isomorfismo lineal)
A: Vi — Vs tal que

Dy(g) = AD1(g)A™',  VgeG.

e Notese que, al ser la aplicacion lineal A en la definicién anterior invertible, los espacios vectoriales 1
y V> son necesariamente isomorfos, y en particular dim V; = dim V5.

e La equivalencia de representaciones es claramente una relacion de equivalencia.

e Si dos representaciones D; : G — GL(V;) (i = 1,2) son equivalentes, para todo g € G los opera-
dores D1(g) y D2(g) estdn representados por la misma matriz en sendas bases de los correspondientes
espacios vectoriales V1 y V,. Mds concretamente, sea B; = {vy,..., V,} una base cualquiera de V7, y
denotemos por (di I (g)) la matriz de D;(g) respecto de la base By, de modo que

1<i,j<n

n
Di(gv; =Y dij(@vi,  j=1,....n.

i=1

El conjunto By = {u1,...,u,}, donde u; = Av;, es una base de V5, al ser A un isomorfismo lineal. La
accion de D, (g) sobre esta base estd dada por

Da(g)uj = AD1(9)A™" - Av; = A-Dy(g)vj = Y _ dij(g)Avi = Y dij()u; .

Por tanto (d,- I (g)) es también la matriz de D,(G) en la base 35 de V>, como habiamos afirmado.

1<i,j<n
e E] objetivo fundamental de la teoria de representaciones es construir fodas las representaciones de un
grupo G médulo equivalencia. En otras palabras, se trata de encontrar fodas las clases de equivalen-
cia distintas en el conjunto de las representaciones de G, preferiblemente sefialando un representante
candnico en cada clase.

Ejemplo 1.87. Una representacion de dimension 1 solo puede ser equivalente a si misma, ya que el pro-
ducto de nimeros complejos es conmutativo. En otras palabras, dos representaciones distintas de dimen-
sion 1 son necesariamente inequivalentes. Lo mismo ocurre con las representaciones n-dimensionales
cuyas matrices son proporcionales a la matriz unidad.
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1.5.4 Representacion compleja conjugada. Representaciones reales

Si D : G — GL(n, C) es una representacién matricial de un grupo G, definimos la aplicacién D : G —
M,,(C) mediante o
D(g)=D(g), Vgei.

Es facil probar que D es una representacién (matricial) de G, ya que:

1. det(D(g)) = det(D(g)) = det(D(g)) #0 = D(g)eGL(®n,C), VgeG.

2. D(gh) = D(gh) = D(g)D(h) = D(¢) D(h) = D(g) D(h). ~ Vg.heG.

La representacién D se denomina compleja conjugada de D. Una representacion es real si es equiva-
lente a su compleja conjugada.

Ejemplo 1.88. Consideremos la representacién de definicién del grupo G = U(n), que como hemos
visto estd dada por
DWU)=U, YU € U(n).

(Es esta representacion real? Si lo fuera, existiria una matriz A € GL(n, C) tal que
U = AUA™!, YU € Un).

Pero esta igualdad no puede ser cierta para toda matriz U € U(n), porque tomando U = il se obtendria
la contradiccion —i = i. Por tanto la representacion de definicion de U(n) no es real.

Sin = 3, el mismo argumento vale para la representacion de definicién de SU(n), tomando en lugar
de il la matriz e2™/71,

Ejercicio 16. Probar que la representacion de definicion de SU(2) es real.

Solucion. Una matriz U € SU(2) es de la forma

b
U= (_“E a)’ con a,beC, |a*>+|b*=1 (1.8)
(ejercicio). Necesitamos encontrar una matriz
C = (6‘1 62)
C3 C4g
tal que o
uc =Ccu (1.9)

para foda matriz de la forma (1.8). Tomando ¢ = i, b = 0 en (1.8) se obtiene la matriz

(1 0
U= 1(0 _1) ,
que sustituida en (1.9) proporciona

_1 O\ [(c1 o> _ (1 —ce2\ _ (a1 < 1 0 _ (1 —c2 e =cs=0.
0 —1 c3 C4 C3 C4 C3 C4 0 —1 c3 —C4

Tomando ahoraa = 0, b = 1 en (1.8) se obtiene

0 1
U = (_1 0), (1.10)
lo que conduce a la condicién

0 I\(O0 c2) (3 0\ (0 ¢ 01—_C20:>C——C
—1 0/\es 0) VL0 =) " \ezs 0J\=1 0] "\ 0 o 3= 702
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Por tanto las inicas matrices que pueden cumplir (1.9) son las proporcionales a

0 1
C=(_1 0). (1.11)

Un célculo elemental demuestra que, en efecto, la matriz (1.11) (y, por tanto, cualquier matriz proporcio-
nal a ella) satisface efectivamente (1.9) para toda matriz U de la forma (1.8). Por tanto la representacién
de definicién de SU(2) es equivalente a su compleja conjugada, como habiamos afirmado.

Ejercicio 17. Sea D : G — GL(n,C) una representaciéon de un grupo G. a) Probar que si D es
equivalente a una representacion D’ tal que D’(g) € GL(n,R), para todo g € G, entonces D es
real. b) Demostrar que la representacién de definicién de SU(2) es real pero no cumple la condicién
del apartado a).

Solucién. a) Por hipotesis, existen A € GL(n,C) y una representacién D" : G — GL(n,C) con
D’ = D' tales que D = AD’A~!. Pero entonces

D =AD'A"1 = AD'(A)" ' = (AA™HD(AA™H L,

y por tanto D es real.
b) Si la representacion de definicion de SU(2) satisficiera la condicidn del apartado a) existirfa una
matriz invertible A € GL(2, C) tal que

U = (AA"HuAa—Ht, YU € SU(2).

En virtud del ejercicio anterior,

Aal=ac, conCz(_(l) (1)) recC,

lo que conduce inmediatamente a una contradiccion:

A=ACA = A=ACA=12C?4=—-|AP4 = [A\?|=-1.

1.5.5 Suma y producto directos de representaciones
Suma directa de representaciones

Recordemos que un espacio vectorial V' es la suma directa de dos de sus subespacios V1 y V5 si todo
vector v € V se puede expresar de manera tinica como una suma v + vp, con v; € V;. Escribiremos en
tal caso V' = V7 @ V,. Equivalentemente,

V=Vi®V, < V=Vi+V, VinV ={0}.

SiV =V, ®V,yB;esunabasede V; (i = 1,2), es facil ver que B; U B5 es una base de V. Cuando
V es de dimensidn finita —como supondremos a lo largo de toda esta seccidon—, esto implica que

dim(V; & V) =dimVy +dim V5 .

La definicién de suma directa se extiende facilmente a un niimero finifo cualquiera de subespacios. Un
caso particular importante es aquél en que V es un espacio con producto escalar (complejo)® (-,-). Si
W es un subespacio de V, denotaremos por W+ a su complemento ortogonal, definido por

Wt={veV|ww =0, YweWw}.

8Recordemos que un producto escalar (-, -) en un espacio vectorial complejo V es una aplicacién de V x V en C que es
sesquilineal y definida positiva, es decir:

I. (z.ax +by) =a(z,x) + b(z.y), (ax+by.z)=a(x.2) +b(y.2), VYx.y.z€V, Ya,hbeC.
2. Paratodoz € C \ {0}, (z.2) = [z]|> > 0.
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Es facil probar entonces que
V=wWew.

Dados dos espacios vectoriales V7 y V, sobre un mismo cuerpo F, el producto cartesiano V; x V5
puede dotarse de una estructura de espacio vectorial definiendo

(v1,v2) + (w1, w2) = (v1 + wy,v2 + w2), A(v1,v2) = (Avy, Ava),

donde v;, w; € V; y A € F. Es inmediato comprobar que los conjuntos V] = V; x {0}y V, = {0} x V>
son subespacios de V; x V,, isomorfos a los respectivos espacios vectoriales de partida V7 y V. Es
también facil demostrar que V1 x V, = Vl/ @® V,, de donde se deduce que V7 x V5 &~ V7 @ V5. Por tanto
a partir de ahora denotaremos (con un ligero abuso de notacién) Vi x V, por Vi @ V5, y lo llamaremos
también la suma directa de los espacios vectoriales V; y V5. Al igual que antes, lo anterior se extiende
facilmente a la suma directa V] & --- @ V}, de un nimero finito arbitrario de espacios vectoriales V;.

Si V1 y V> son dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo F,y 4; : V; — V; (i = 1,2) son
sendas aplicaciones lineales, se define su suma directa A; @ A, : V1 & Vo> — V; & V, mediante

(A1 @ Az)(v1,v2) = (A1v1, A2v2) .

Es facil ver que A; @ A, es una aplicacion lineal. La extension de la definicidn anterior a la suma directa
de m aplicaciones lineales A; : V; — V; es inmediata:

(Al @"'@Am)(vl,...,vm) = (Alvl,...,Amvm).

Andlogamente, si un espacio vectorial V' es la suma directa V7 @ --- @ V}, de sus subespacios V; (i =
1,...,m),y A; : V; — V; es una aplicacién lineal para todo i = 1,...,m, la suma directa de las
aplicaciones A; es la aplicacion Ay @ --- @ Ay, : V — V definida por

(A1 @@ Ap) (V1 + -+ vm) = 4101+ + Apvm .

(Recuérdese que si V = V1 & --- DV, entonces todo vector v € V' se escribe de manera iinica como una
suma vy + --- 4+ vy, con v; € V;.) De nuevo, es inmediato comprobar que la aplicacion A1 & --- @ Ay,
es lineal.

Una propiedad de la suma directa de aplicaciones lineales (en cualquiera de los dos sentidos an-
teriores, ligeramente distintos pero equivalentes) que utilizaremos frecuentemente es la siguiente. Sea
A=A & - ® A, la suma directa de m operadores lineales A; : V; — V;, y sea I3; una base de V;

paracadai = 1,...,m. Si denotamos por Ap; la matriz de A; en la base B;, es inmediato comprobar
que lamatrizde Aenlabase B=ByU---UBy, de V) & --- d Vjy, estd dada por
Ag, 0 -+ 0
0 A, - 0
A= . . :
0 0 - Ag,

En particular, nétese que la matriz Ag es diagonal por bloques.

Si G es un grupo, y D; : G — GL(V;) (i = 1,2) son dos representaciones de G que actian en
sendos espacios vectoriales (complejos, de dimension finita) V;, definimos su suma directa D; & D5 :
G — L(V1 & V) mediante

(D1 @ D2)(g) = D1(g) ® D2(g), VgeG.
En otras palabras, para cada g € G la aplicacién (D1 & D»)(g) se define por
(D1 ® D2)(g) - (vi,v2) = (D1(g)v1, D2(g)v2).
Es facil ver que D1 @& D, = D es una representacion de G, de dimension
dim(D; & D3) = dim Dy + dim D .

En efecto:
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1. D(g) es invertible para todo g € G. En efecto, es inmediato comprobar que
D(g)™' = Di(e)~ @ Da(g)".

2. Sig,h € G se tiene, al ser D; representacion:

D(gh)(v1,v2) = (D1(gh)v1, D2(gh)v2) = (D1(g)D1(h)v1, D2(g) D2 (h)v2)
= D(g)(D1(h)v1, Da(h)va) = D(g)D(h)(v1,v2).

Por lo visto anteriormente, si I3; es una base de V; (i = 1,2), y denotamos por D;(g) la matriz de
D;(g) respecto de la correspondiente base 3;, entonces la matriz D(g) de D;1(g) & D2(g) en la base
B =By UByde V =V; & V, es diagonal por bloques, y estd dada por

_(D1(g) O
Dle) = ( 0 Dz(g))'

De forma andloga se define la suma directa Dy & --- @& D,, de m representaciones D; : G — GL(V;)
de G.SiD =D; &---® Dy, y B; es una base del espacio vectorial V; parai = 1, ..., m, la matriz de
D(g)enlabase BiU---UBy,deV =V & :-- DV, estd dada por

Die) 0 - 0
D 0
D(g) = ' 2:(g) | :
0 0 o+ Dm(g)

Nétese, en particular, que
dim(D1 @ ---® Dy) =dim Dy + -+ +dim Dy, .

La construccién anterior es ain mds sencilla en el caso de representaciones matriciales. En efecto,
si D; : G — GL(n;,C) es una representacion matricial de G parai = 1,...,m, la suma directa
D1 & --- @& Dy, de estas representaciones es la representacion D1 & --- & Dy, : G — GL(n,C) (con
n=ny+ -+ ny) definida por

Dig) 0 0
0 D 0
DiooDmo=| | 2T
0 0 o+ Dm(g)

Producto directo de representaciones

Sean, de nuevo, V7 y V, dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo I, de dimensiones respectivas
nyyna. SiBy = {u1,....,un, 3y B2 = {v1,...,vs,} son sendas bases de V1 y V>, respectivamente,
denotemos por

u; ® vy, i=1,....,n1, j=1,...,n2,

a los vectores de la base candnica de F”1"2_ ordenados (por ejemplo) siguiendo el orden lexicogrdfico:
UL QUL ..., UL QUpy ... s U, QUL ..., Uy @ Uy, . (1.12)

Dados dos vectores

ni n»
MZZaiuiEZaiuieVl, U=ijuj52ijj€V2,
i j=1 J

i=1
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definimos su producto directo (tensorial, de Kronecker) ¥ ® v mediante la férmula

URUV = Zaibjui Qvj € F""2,
i,j

El espacio F”1"2 con base candnica (1.12) se denomina producto directo de V; y V5, y se denota
por V1 ® V,. Evidentemente la definicién anterior no es canonica si V1 y V, son espacios vectoriales
arbitrarios sobre IF, ya que dicha definicién depende de la eleccion de las bases en V7 y V5. Si lo es
(médulo la ordenacién de los vectores de la base (1.12)), sin embargo, en el caso en que V; = F”,
i = 1,2. En cualquier caso, es evidente que todos los espacios V; ® V5 definidos de esta forma son
isomorfos (tienen la misma dimension).

Dados dos operadores lineales A : V; — Vi y B : Vo — V,, definimos su producto directo
AQ® B : Vi ®Vy, - Vi & Vo mediante la férmula

(A® B)(u; ® vj) = (Au;) ® (Bvj), i=1,....,n1, j=1,...,n2,

extendiendo esta definicién por linealidad a todo el espacio V; ® V». El producto directo A ® B es por
tanto un operador lineal en V1 ® V,. Sean

ik)ik=1,..., nio jl)jl=1,..., ny
(aik) (bj1)

las respectivas matrices de los operadores A y B en las bases By y B, utilizadas para definir el producto
directo V7 ® V5. Entonces se tiene

(4® B)ug ® ) = (Aug) ® (Bup) = (Y aius) ® (D bjivy) = Y aiwbjiui @ vy
i J i,j

y por tanto los elementos de matriz de A ® B en la base candnica (1.12) de V7 ® V> estan dados por
(A® B)ijk1 = airbj; . (1.13)

Es fécil ver que, si ordenamos estos (11715)? elementos de matriz siguiendo el orden lexicografico
1,1),...,(0,n2),...,(n1,1),...,(n1,n3), lamatrizde A ® B en la base (1.12) se puede escribir por
bloques en la forma

a11B alnlB
a21B asz

) , (1.14)
anl,lB anlnlB

donde (con un ligero abuso de notacién) B denota la matriz del operador B en la base 5.
Si D;j : G — GL(V;) (i = 1,2) son dos representaciones de un grupo G, se define su producto
directo como la representaciéon D1 ® D, : G — GL(V; ® V3) dada por

(D1 ® D2)(g) = D1(g) ® Da(g), VgeG.

En otras palabras, (D1 ® D3)(g) es el operador lineal cuya actuacion sobre la base canénica de V) ® V5
estd dada por

(D1 ® D2)(g) - (ui ® vj) = (D1(g)ui) ® (D2(g)vj)-.

Es inmediato comprobar que D1 ® D5 es efectivamente una representacion de G de dimensién
dim(D; ® D;) = dim D - dim D5,
ya que:

1. D1(g) ® D1(g) es invertible para todo g € G, ya que

[D1(g) ® D2(g)] ' = Di(9)™' ® Da(g)~".
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2. Paratodo g,h € G,si D = D1 ® D5 se tiene (al ser D1 y D5 representaciones de G)

D(gh)(u; ® vj) = (D1(gh)u;) ® (D2(gh)vj) = (D1(g)D1(h)ui) ® (D2(g)D2(h)vj)
= D([(D1(hu;) ® (D2(h)vj)] = D(g)D(h)(ui ® v;) .

Por tanto
(D1 ® D3)(gh) = (D1 ® D2)(g) - (D1 ® D2)(h),

ya que ambos miembros coinciden sobre la base canénica de V; ® V5.

Del mismo modo, si A € M,,(C) y B € My,(C), definimos su producto directo A ® B €
My, 1, (C) como la matriz dada por la ec. (1.14). Dadas dos representaciones matriciales D; : G —
GL(n;,C) (i = 1,2) de un grupo G, definimos su producto directo D1 ® D> : G — GL(n1n,,C)
mediante

(D1 ® D2)(g) = Di1(g) ® D2(g).

Como en el caso de las representaciones lineales, es inmediato comprobar que D1 ® D, es una repre-
sentacion matricial de G de dimensién n1n5.

1.5.6 Representaciones irreducibles

Si D : G — GL(V) es una representacion de un grupo G, diremos que un subespacio W C V es
invariante bajo D si
D)W cCcw, VgeG,

0, equivalentemente,
D(gyw e W, VgeG,YVweW.

La representacién D se dice reducible si posee algiin subespacio propio invariante, e irreducible en
caso contrario.

Ejemplo 1.89. Toda representacién unidimensional es irreducible, ya que un espacio vectorial de di-
mensién uno no posee subespacios propios.

Supongamos que D : G — GL(V) es una representacion reducible de un grupo G,y sea Wy C V
un subespacio no trivial invariante bajo D. Sea W, un subespacio complementario de W1, es decir un
subespacio cualquiera de V tal que V = W) & W5. Si B; y B; son sendas bases de W y W,y g € G,
la matriz de D(g) en labase B = B; U B, de V es claramente de la forma

_(D1(g) A(g)
D@—(ﬁ) Q@Q,

siendo A(g) una cierta matriz ny x np. Es facil ver que D; : G — GL(#;,C) (i = 1,2) es una
representacién de G de dimension n;, al ser

_ (Di()Di(h) Di(g)A(h) + A(g)Da(h)
”@”m‘(l 0 DyDsl) )

Lo anterior es cierto cualquiera que sea el subespacio complementario W, que tomemos. El caso mds
ventajoso es aquél en que W5 es también invariante bajo D, ya que entonces A(g) = O paratodo g € G

y
_ (Di(9) 0
D@—(ﬁ) Q@Q,

es diagonal por bloques. En tal caso V = Wj @ W5, con W y W, invariantes bajo D,y D = D1 & D,
siendo D; : G — GL(W;) la restricciéon de D a W;:

Di(g)wi = D(g)wi € W;, VgeG,Yw; € W;.
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Noétese que en este caso la representacién D contiene exactamente la misma informacion que las repre-
sentaciones D1 y Dj por separado, ya que Dy y D, determinan D (y viceversa). Esto no es asi en el
caso en que W, no es invariante bajo D, ya que entonces es necesario conocer las matrices A(g) para
reconstruir D, ademads de D; y D5.

Definicion 1.90. Una representacion D : G — GL(V) de un grupo G es descomponible si V' es la
suma directa de dos subespacios propios W; (i = 1,2) invariantes bajo D.

Notese que si D es una representacion descomponible entonces D = D & D;, siendo D; (i = 1,2)
la restriccién de D a cada uno de los subespacios invariantes W;. Obviamente, toda representacion des-
componible es automaticamente reducible, pero el reciproco no es cierto en general (cf. el Ejemplo 1.92).

Definicion 1.91. La representaciéon D es completamente reducible si D = Dy & --- & D, siendo
cada D; una representacion irreducible de G.

En otras palabras, D es completamente reducible si se descompone en suma directa de representa-
ciones irreducibles. En otras palabras, D es completamente reducible si V = W; & --- @& W, es la suma
directa de m subespacios W; invariantes bajo la representacion D, siendo la restriccion de D a cada
uno de estos subespacios una representacion irreducible. Nétese, en particular, que una representacion
irreducible es completamente reducible (caso m = 1 de la definicién).

Ejemplo 1.92. Sea G = C el grupo aditivo de los nimeros complejos, y sea D : G — M>(C) la
aplicacién definida por
I z

par=(y }). veec.

Esta aplicacién es claramente una representacion, yaque D(0) = 1y

1 z 1 z 1 z1+4+z2
D(Z1)D(Z2)=(O 11)(0 f)=(0 Y 2)zD(zl-zZ), Vz1.22 € C

(recuérdese que en este caso e = 0y z1 - 22 = Z1 + Z2). Esta representacion es claramente reducible,
ya que W = lin{(1,0)} es claramente invariante bajo D(z) para todo z € C. Sin embargo, D no es
descomponible. En efecto, si W’ C C? es un subespacio complementario de W entonces

W' = lin{(a, 1)}, con a € C,

o0 equivalentemente
W' ={(z1.22) € C*| 21 = aza}, con a €C.

Pero en tal caso
Di)a,)=(a+z,1)eW < a+z=a < z=0.
O

Nétese que, al no ser la representacion del ejemplo anterior descomponible, tampoco es comple-
tamente reducible. Por tanto, en general hay representaciones reducibles que no son completamente
reducibles.

Definicion 1.93. Una representacion matricial D : G — GL(n, C) es unitaria si
D(g) e Un), VgeG.
Ejemplo 1.94. La representacién D : S — GL(2, C) definida por

cos —senf
senf cos6

DE?) = R(H) = ( ) ., VHeR

es claramente unitaria, ya que R(6) € SO(2,R) C U(2). La representacion del Ejemplo 1.92 no lo es,

ya que
-1 +
1 z 1 —z 1 z 1 0
(0 1) _(0 1)_(0 1)_(2 1) — 2=0.
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Ejemplo 1.95. En virtud del Ejercicio 15, la representacion regular de cualquier grupo finito es unitaria.

El concepto de representacion matricial unitaria se extiende facilmente a representaciones lineales
D : G — GL(V) si en el espacio vectorial complejo V' hay definido un producto escalar (complejo). En
efecto, recordemos que si V' estd dotado de un producto escalary A : V' — V es un operador lineal, se
define su adjunto AT : V' — V como el tnico operador lineal que satisface la relacién

(v, Aw) = (ATv,w), Yo,we V.
El operador lineal A es unitario si AT = A~ Es fécil probar que
A unitario < (Av,Aw) = (v,w), VYv,weV. (1.15)

(En efecto, si A es unitario sustituyendo v por Av en la igualdad (v, Aw) = (A~ v, w), vilida para todo
v,w € V, se obtiene la ecuacioén (1.15). Reciprocamente, si se cumple (1.15) entonces A es invertible,

ya que
Av=0 — (@w,w)=0, YweV — v=0.

Sustituyendo de nuevo v por A~y en (1.15) se obtiene At = A7L)

Definicion 1.96. Una representacion D : G — GL(V') de un grupo G se denomina unitaria si D(g) es
un operador lineal unitario para todo g € G.

La propiedad fundamental de las representaciones unitarias es la siguiente:

Proposicion 1.97. Sea D : G — GL(V') una representacion unitaria de un grupo G. Si D es reducible,
entonces D es descomponible.

Demostracion. En efecto, por hipdtesis existe un subespacio propio W C V tal que
Dgw cw, VgeG.

Para probar que D es descomponible basta probar que W+ es también invariante bajo D, ya que V =
W @ W+ al ser (por hipétesis) V un espacio con producto escalar. Un vector v € V pertenece a W si

(w,v) =0, Ywe W.
Por tanto debemos probar que para todo g € G se tiene
(w,v) =0, YweW == (w,D(g)v) =0, VYwelW.
Y, en efecto, al ser la representacién D unitaria (por hipdtesis) se tiene

(w. D(g)v) = (D(g) w.v) = (D(g)™'w.v) = (D(g™Hw.v) =0,
yaque D(g~')w € W al ser W invariante bajo D. O

Corolario 1.98. Toda representacion unitaria de un grupo G es completamente reducible.

Demostracion. Sea, en efecto, D : G — GL(V') una representacion unitaria de un grupo G. El enuncia-
do es cierto si la dimensién de D es igual a 1, ya que toda representacién unidimensional es irreducible.
Procediendo por induccién, supongamos que el enunciado es valido para representaciones unitarias de
dimensién menor o igual que un cierto entero positivo 7, y sea dim D = n + 1. Si D es irreducible,
ya hemos terminado. En caso contrario, de la proposicién anterior se deduce que D = D1 & D>, con
D;i :G—-GLW;)(@ =1,2),dimD; <nyV = W; & W,. Es inmediato comprobar que las represen-
taciones D1y D, siguen siendo unitarias, ya que para todo u;, v; € W; se tiene (al ser D; la restriccion
de DaW;)

(ui, Di(g)vi) = (ui, D(g)v;i) = (D(g) tuivi) = (D(g Hui, vi) = (Di(g™ Hui, v;)
= (Di(g) 'ui,v;) = Di(g)' =Di(e)7".
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Por hipétesis de induccién,
Di =Dij1® - ®Dijm , i=1.2,
con Dj;j irreducible. Por tanto
D=Du1® - ®Diym ®D21 ®---® Do,

se descompone en suma directa de representaciones irreducibles. O

1.5.7 Teoremas de Schur-Auerbach y de Maschke

El grupo G del Ejemplo (1.92) es un grupo infinito. Demostraremos en este apartado que si G es un
grupo finito entonces toda representacion (no necesariamente unitaria) de G es completamente reducible.
Para demostrar esta propiedad fundamental de los grupos finitos, empezaremos probando el siguiente
resultado previo:

Teorema de Schur-Auerbach. Si G es un grupo finito y D : G — GL(V) es una representacion
de G en un espacio vectorial V con producto escalar, entonces D es equivalente a una representacion
unitaria.

Demostracion. Dados dos vectores u, v € V definimos
(w.v) = o =Y (Diou. D(gy). (1.16)
geG

En otras palabras, (-, -} es el promedio sobre el grupo del producto escalar ordinario (-, -). Es inmediato
comprobar que (-, -) es un producto escalar, ya que es claramente sesquilineal y verifica

> (D(@)v. D(g)v) = |G| > IDGw|? =

geG geG

(v, v)
IGI

(v,v) =0 <«<— |D(@vV]| =0, VgeG — v=0,

al ser D(g) invertible. Es también facil demostrar que los operadores D(g) son unitarios respecto del
nuevo producto escalar (-, -). En efecto, paratodo & € G se tiene

(D(hyu, D(hyv) = |(;| > (D(@)D (. D(g)D(h)v) = |(;| > (D(ghyu, D(gh)v)

geG geG
1
6] keG
Sean {uy,...,un} y {v1,...,v,} sendas bases ortonormales de V respecto de los productos escalares

(-,9) y (-,-), respectivamente. Definimos entonces el operador lineal 7 : V' — V mediante
Tu; = v;, i=1,...,n.
Nétese que el operador T es invertible, siendo su inverso el operador lineal 7! : V' — V definido por

T_lvi:ui, i=1,...,n.

n n
Por otra parte, si x = ) x;u;, y = Y y;u; son dos vectores arbitrarios de V' se tiene
i=1 i=1

n n n
(Tx,Ty) = Y Xiyj(Twi.Tuj) = > Xiyj(viovi) = Y %iybij
=1 ij=1 ij=1

=) Xy = (), (1.17)

i=1
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Yy por tanto
(T, T7ly) = (x,y). (1.18)

Veamos, para finalizar, que la representacion
U=T7"'DT,

equivalente a D por construccidn, es unitaria respecto del producto escalar de partida. En efecto, uti-
lizando (1.17) y (1.18) y teniendo en cuenta que D(g) es unitario respecto del nuevo producto escalar
(-, ) se obtiene facilmente

(U(g)x,U(g)y) = (T7'D(g)Tx, T 'D(g)Ty) = (D(g)Tx. D(g)Ty) = (Tx,Ty) = (x.y).
O

Nota. Veremos en el Capitulo 3 que el resultado anterior se extiende sin dificultad a un grupo compacto
cualquiera G. En efecto, la clave de la demostracion anterior es la posibilidad de definir un producto
escalar promediado sobre el grupo via la ec. (1.16), respecto del cual los operadores D(g) sean unitarios.
Esto siempre es posible en un grupo compacto, dado que en tal caso existe una medida dyp(g) definida
en el grupo con la propiedad

t/ﬂﬂNM@=/f@NM@, VheG. (1.19)
G G
En tal caso, se define
1
am=me@w@me

donde
|®=/W@
G

es la medida total del grupo (finita, al ser G compacto). Entonces
1 1
(D(hu, D(h)v) = @/G(D(g)D(h)u,D(g)D(h)v)dM(g) = W/G(D(gh)u,l)(gh)v) dpu(g)
= i L (0@ D@w) due) = tu.v).

donde se ha aplicado la invariancia de la medida (ec. (1.19)) en el peniltimo paso. O

A partir del teorema anterior se demuestra ficilmente el resultado fundamental de esta seccidn, de-
bido a Maschke:

Teorema de Maschke. Todas las representaciones de un grupo finito G son completamente reducibles.

Demostracion. Sea, en efecto, D : G — GL(V') una representacién de un grupo finito G. Al ser V' un
espacio complejo de dimensidn finita, es inmediato dotarle de un producto vectorial complejo definiendo

(i uj) = 6ij, 1<i,j<dmV =n,

donde {ul, - un} es una base cualquiera de V. En virtud de la demostracién del teorema de Schur—
Auerbach, la representaciéon D es unitaria respecto del producto escalar (-, -) construido promediando
(-, ) sobre el grupo. Por el Corolario (1.98), 1a representacién D es completamente reducible. O

Nota. Al ser el teorema de Schur—Auerbach vélido para grupos compactos, también lo es (con la misma
demostracion) el teorema de Maschke.
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1.6 Lemas de Schur

En virtud del teorema de Maschke, para clasificar las representaciones de un grupo finito (0 compacto)
G basta considerar sus representaciones irreducibles. Uno de los principales objetivos de la teoria de
representaciones es, por tanto, el de determinar si una dada representacion de un grupo es irreducible.
Los criterios més efectivos de irreducibilidad se basan en tres resultados que veremos a continuacion,
probados por Issai Schur en 1905 y que se conocen en la literatura como lemas de Schur. Comenzaremos
con un lema elemental previo, que es la clave para establecer los lemas de Schur:

Lema 1.99. Sean D : G — GL(V) y D’ : G — GL(V") dos representaciones de un grupo G, y sea
AV — V' un operador lineal que entrelaza ambas representaciones, es decir tal que

AD(g) = D'(g)A, VgeiG. (1.20)
Entonces los subespacios ker A y A(V') son invariantes bajo D y D’, respectivamente.
Demostracion. En efecto, si v € ker 4 entonces Av = 0, y por tanto
A-(D(gv) =D'(g)-(Av) =0 = D(gvekerd, VgeG.
Anélogamente, si v/ = Av € A(V) se tiene
D'(g)v' = D'(g)- (Av) = A - (D(g)v) e A(V), VgeG.
O

Lemas de Schur. Sean D : G — GL(V) y D' : G — GL(V") sendas representaciones irreducibles de
un grupo G entrelazadas por un operador A : V. — V' (cf. la ec. (1.20)). Entonces se verifica:

1. Si dim D # dim D’ entonces A = 0.
2. Si dim D = dim D’ entonces o bien A = 0, o bien D es equivalente a D’.
3. Si D = D’ (y, por tanto, V' = V') entonces existe A € C tal que 4 = AI.

Demostracion.

1) Del lema anterior y de la irreducibilidad de las representaciones D y D’ se sigue que tanto ker A
como A(V) son triviales, y por tanto’

dimker A € {0,dim D}, dim A(V) € {0,dim D'} . (1.21)
Pero, segtin un resultado bien conocido de Algebra lineal,
dimker A + dim A(V) =dimV =dim D . (1.22)
Al ser dim D’ # dim D, de las ecuaciones (1.21)-(1.22) se sigue que
dimker4 = dim D, dimA(V) =0 (1.23)

o, equivalentemente, A = 0.

2) Sidim D = dim D’, las ecuaciones (1.21)-(1.22) tienen las dos posibles soluciones

(dimkerA =dim D, dimA(V) =0), (dimkerA =0, dimA(V)=dimD).

9Recuérdese que, por definicién de dimensién de una representacién, dim V = dim D y dim V/ = dim D’.
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En el primer caso A = 0, como en el apartado anterior. En el segundo, A4 es a la vez inyectivo (ker 4 =
{0}) y suprayectivo (dim A(V) = dim D = dim D’ = dim V). Por tanto en este dltimo caso A es
invertible, y de la ecuacién de entrelazado (1.20) se sigue entonces que

D' = ADA™,
por lo que D’ y D son equivalentes bajo A.

3) Supongamos, por tltimo, que D = D’. En tal caso, de (1.20) se sigue que
(A—AM)D =D(A-21), VieC.

En virtud del apartado anterior, o bien A — A = 0 o bien A — A es invertible. Por otra parte, es bien
conocido que todo operador en un espacio vectorial complejo posee al menos un autovalor. Si A es un
autovalor de A entonces ker(A — A) # {0}, y por tanto A — A no es invertible, de donde se deduce que
A—L=0. d

Ejemplo 1.100. Para la validez del tercer lema de Schur es esencial que el espacio vectorial V' sea
complejo (como, por otra parte, se exige en la Definicién 1.71 de representacion). En efecto, dicho lema
descansa en la existencia de un autovalor para cualquier operador lineal, lo cual no es cierto en un espacio
vectorial real.

Para ilustrar este punto consideremos, por ejemplo, la representacion D : S' — GL(2,C) del
Ejemplo 1.77, definida por

igy _ (cos® —senf) _
D(e)_(sen9 C089)_1%(9), vl eR.

Si consideramos a D como una aplicacién de S! en GL(2,R), es claro que D no admite subespacios
invariantes reales no triviales. Sin embargo, no se cumple en este caso la conclusion del tercer lema de
Schur, ya que

R(@)zcos@]l—i—sen@((l) _(1))50059]l+sen9A = AR(9) = R(H)A, VO eR.

La explicacion de esta aparente contradiccion es que D no es irreducible, ya que posee subespacios
invariantes complejos no triviales. En efecto, es facil ver que los autovalores de R(6) son e siendo
sus respectivos subespacios propios

Wy = lin{(1, Fi)}.

Como estos subespacios no dependen de 8, son invariantes bajo fodos los operadores R(9) = D(e'?), y
por consiguiente la representacion D es reducible. De hecho, es claro que D es completamente reducible,
ya que _ ‘
D) = 1y @ (e771-).
siendo /4 la identidad en W... (Es claro que las representaciones ety + son irreducibles, al ser unidi-
mensionales). En notacidon matricial,
11
-1 i)’

i e 0 —
D(e'?) = A( 0 e_ie)A o4

De los tres lemas de Schur, el tercero es el mas importante desde el punto de vista practico. Nétese
que dicho lema puede formularse de la forma siguiente:

O

Proposicion 1.101. Si D : G — GL(V) es una representacion irreducible de un grupo G,y A : V — V
es un operador que conmuta con todos los operadores D(g), con g € G, entonces A es un miiltiplo de
la identidad.
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Ejemplo 1.102. El tercer lema de Schur se utiliza frecuentemente para calcular el centro de muchos
grupos matriciales interesantes. Sea, por ejemplo G = U(n). Veamos, en primer lugar, que la represen-
tacion de definicién de este grupo es irreducible. En efecto, supongamos que un subespacio W C C”
fuera invariante bajo dicha representacion, es decir que

u-wcw, YU € U(n),

conl <dimW =k <n.Si{vi,..., 0}y {Vks1.--..vn} son sendas bases ortonormales de Wy W+,
respectivamente, al ser V = W @ W el conjunto B = {v1, ..., v,} es una base ortonormal de C”. Sea
U la matriz definida por

Uvi = vj41, i=1,....n,

con v,4+1 = v1. Como U transforma la base ortonormal 5 en si misma, es una matriz unitaria. Sin
embargo, W no es invariante bajo esta matriz, ya que

U-W =lin{va,.... 0. Vkt1} & W

(recuérdese que k < n,y por tanto vg 41 # v1).
En virtud del tercer lema de Schur, las tnicas matrices A € M, (C) que conmutan con todas las
matrices unitarias son los multiplos de la identidad. En particular, si A € Z (U(n)) entonces

A=A1, ATA=?1=1 = 1resl.

Por tanto _
Z(U(n)) = {e"1|x e R} = S'.

Ejercicio 18. Demostrar, utilizando el mismo argumento, que

27

Z(SUm)) = {o*1|k=0,....n -1}, w=en .

Solucién. Basta redefinir v,4+1 = (—1)*"!v; para que la matriz U del ejemplo anterior pertenezca a
SU(n). Alternativamente, si A € M,(C) conmuta con todas las matrices de SU(n) entonces también
conmuta con todas las de U(n) (ejercicio), y por tanto es proporcional a la matriz unidad. En particular,
side Z(SU(n)) entonces A = A1, con A" = 1.

Si G es un grupo finito, la proposicion anterior tiene el siguiente reciproco:
Proposicion 1.103. Sea D : G — GL(V) una representacion de un grupo finito G, y supongamos que

los tinicos operadores lineales de V en V que conmutan con todos los operadores D(g), con g € G, son
los miiltiplos de la identidad. Entonces D es irreducible.

Demostracion. En efecto, si D fuera reducible entonces, al ser G finito, por el teorema de Maschke D
serfa descomponible. Por tanto existirian sendos subespacios W; C V (i = 1,2) invariantes bajo D tales
que V=W & W,y D = D1 & D, siendo D; la restricciéon de D a W;. Si I; denota la identidad en
W;, para todo A1,A, € C el operador A = A1 & Ay > conmuta con todos los operadores D(g) (con
g € G),yaque

AD(g) = (111 ® 2212)(D1(g) ® D2(g)) = (A1D1(2)) @ (A2D2(g)) = D()A4.
Esto contradice la hipétesis, ya que A no es proporcional a la identidad a menos que A1 = A5. O

Nota. Al ser el teorema de Maschke valido también para grupos compactos, el teorema anterior es valido
para grupos compactos.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del tercer lema de Schur:
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Proposicion 1.104. Todas las representaciones irreducibles de un grupo abeliano son unidimensionales.

Demostracion. Sea, en efecto, G un grupo abeliano, y sea D : G — GL(V') una representacion irredu-
cible de G. Si g es un elemento fijo de G se cumple

D(h)D(g) = D(hg) = D(gh) = D(g)D(h),  VheG.

Por el tercer lema de Schur, D(g) = A(g)I . Como esto se cumple para g € G arbitrario, todos los ope-
radores D(g) son proporcionales a la identidad, y por tanto cualquier subespacio de V' es invariante bajo
D. Al ser esta representacion irreducible, V' no puede poseer subespacios no triviales, y por consiguiente
dimV = 1. O

Nota. Como una representacion unidimensional es automéaticamente irreducible, de la proposicion ante-
rior se sigue que una representacion de un grupo abeliano es irreducible si'y solo si es unidimensional.

Corolario 1.105. Todas la representaciones irreducibles de un grupo abeliano finito son unitarias.

Demostracion. Por el teorema de Schur—Auerbach, cualquier representacion irreducible de un grupo
finito es equivalente a una representacion unitaria, y dos representaciones unidimensionales son equi-
valentes si y solo si son idénticas. Este resultado también se puede probar de forma directa observando
que, al ser G finito, todo elemento g € G satisface g" = e, siendo n = |G|. De esto se sigue que toda
representacion irreducible D : G — C satisface

D" =1 = [D(g|=1.
(De hecho, de lo anterior se deduce que D(g) es una raiz n-ésima de la unidad.) O

Nota. Evidentemente, el resultado anterior es cierto también para grupos compactos, al ser el teorema
de Schur—Auerbach vélido para este tipo de grupos.

Ejemplo 1.106. Representaciones irreducibles del grupo C,.

Sea D una representacion irreducible de C,, = {e,a,...,a" !}. Al ser este grupo abeliano, por la
proposicién anterior sus representaciones irreducibles son necesariamente de dimension uno, y cualquier
representacion unidimensional es irreducible. Por tanto podemos identificar cada operador D(g) : C —
C con un niimero complejo. Como a” = e, D(a) satisface

D@'=1 =— D@=cn, kel0,....n—1}.
Es inmediato comprobar que, si definimos
D(aj)zD(a)jzezjr]fm, j=0,...,n—1,

obtenemos una representacién de C, (obviamente irreducible, al ser unidimensional). Por tanto C,, tiene
exactamente n representaciones irreducibles D®) (k =0,...,n—1), cada una de ellas determinada por
el correspondiente entero k en la ecuacion anterior. Nétese que todas estas representaciones son unitarias
(como afirma el Corolario 1.105), ya que los nimeros D(k)(g) son de médulo uno.

Ejemplo 1.107. Consideremos la representacion regular del grupo Cs, cuya tabla de multiplicacion es

e a a
e | e a* a
a e a?
a’ | a®> a e
Las matrices de esta representacién son, por tanto,
0 0 1 010
Dr(e)=1, Dr@=[1 0 0], Dr@=[0 0 1]|=Dr(@")=Dr(a)’ = Dr(a)".
010 1 00
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Evidentemente, esta representacion es reducible (al no ser unidimensional). Por el teorema de Maschke,
Dg debe descomponerse en la suma directa de tres representaciones irreducibles (unidimensionales), que
calcularemos a continuacién. Para ello observamos, en primer lugar, que

0 —1
det(A —Dr(@) =|-1 A 0 =1>-1,
0 -1 A

y por tanto los autovalores de Dg(a) son las tres raices de la unidad:

2kt

Ar=e s, k=012.

Por consiguiente existe una matriz invertible 7 € GL(3, C) tal que

1
Dr(a)=T| & 7! (1.24)
7
y por tanto
1
Dr(a®) = Dr(a)? =T| &% 771, (1.25)

2mi
e’ 3
La matriz T se calcula ficilmente, ya que su k-ésima columna es un autovector correspondiente al
autovalor Ax. De la expresion de A — Dgr(a) se deduce que si u = (u1,un,u3) es un autovector de
Dg(a) de autovalor A entonces

u2=)tu3, u1=)&u2.
Luego u ha de ser proporcional a (A2, A, 1), y por tanto podemos tomar

4n 21

i i
3 3
27i T
3 3

N

[
T: e
1 1

€
€

[ —

Si denotamos por vy la k-ésima columna de 7', de las ecs. (1.24)-(1.25) se sigue que

2jkmi

Dr(a’)vg =e~ 3 v, Jok=0,1,2.

Por tanto C3 = Vo @ Vi @ V>, con Vi = lin{vg} invariante bajo Dg, y
27 4mi
Dr(a) = Ip & (e 3 11) ® (e 3 12),

siendo [ la identidad en V. Como la representacién (unidimensional) 25 r (k =0,1,2) es obvia-
mente (equivalente a) la representacién irreducible D®) del ejemplo anterior, hemos probado que

Dg = p© ® DWW g p®@
En otras palabras, la representacion regular de C3 contiene a cualquiera de las representaciones irredu-

cibles de dicho grupo. De hecho, veremos al final de esta seccidon que una propiedad andloga se verifica
para cualquier grupo finito G.
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1.7 Relaciones de ortogonalidad y completitud

Estudiaremos en esta seccion las propiedades de los elementos de matriz de las representaciones irredu-
cibles de un grupo finito G. Comenzaremos con algunas cuestiones notacionales que serdn utiles para
enunciar dichas propiedades.

Si G es un grupo finitoy ¢ : G — C es una funcion escalar definida en G, definimos en primer
lugar su promedio (@) mediante

() > ().
IGI haer
Notese que una funcién ¢ : G — C puede identificarse con el vector ¢ € clel = A(G) definido por
o= 0l
geG

Teniendo en cuenta esta identificacion, dadas dos funciones ¢, ¥ : G — C es natural definir su producto
escalar mediante

v =5 Z 0 V(g = (@V). (1.26)

| geG

Si el grupo G es compacto, definimos de forma natural

1
0 = & /G o(8) du(g).

y, como en el caso de un grupo finito,

N Qg
(o) = @09) = & | o Ve dute).

Teorema 1.108. Sean D : G — GL(n,C) y D' : G — GL(n’, C) dos representaciones matriciales
irreducibles de un grupo finito (o compacto) G. Entonces se verifica

Spp’

T PP i (1.27)

(D71 Dyy) =

siendo
1, D'=PDP™' (= D~ D)
$pp’ =
0, D#D.

Demostracion. Dada una matriz X € My/xp (C), consideremos la matriz n’ x n definida por
AX) = |— > D'(®)XxD(g™h.
geG

Es inmediato comprobar que, cualquiera que sea la matriz X, A(X) entrelaza las representaciones D
yD’. En efecto:

D'(WAX)=— > D'()D'(e)XD(g")=— > D'(hg)XD(g™")
|G| geG |G| geG
|G| > D'(k)XD(k™'h) = |G| > D'(hg)XD(k~")D(h) = A(X)D(h).
keG keG

Si D y D’ no son equivalentes, de los dos primeros lemas de Schur se sigue que A(X) = 0. Por tanto el
elemento de matriz (k, j) de la matriz A(X):

ag;(X) = |ZZD (k11 D(g™ )i (1.28)

geG [,i
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ha de anularse para todo x;; € C. Igualando a cero el coeficiente de x;; se obtiene entonces la igualdad:

0= ﬁ > D(g™"i D' (ki = |clf'_| > [P@7]; D" (@) = {(D7Hi; D).
2€G geG

Supongamos, a continuacién, que D y D’ son equivalentes bajo una matriz P, es decir que
D' = PDP!. (1.29)
Entonces la relacion de entrelazado de D’y D se puede escribir en la forma
D'AX)=AX)P'D'P «— D -AX)P '=4Xx)P~!.D'.
Por el tercer lema de Schur, la matriz A(X) P! es proporcional a la identidad, es decir
AX)P~L =21(X)1, (1.30)

con A(X) € C.Lafuncién A(X) se calcula ficilmente tomando la traza de la ecuacion anterior utilizando
la relacion de entrelazado (1.29):

AMX)dimD = tr (A(X)P™") = ﬁ > w(D'(e9)XD(g HP)
geG
- L > w(D'(@XP'D'(g7h) = L > w(D'(eHD'()xP )
|G| geG |G| geG
1 _ _
= G S w(xP ) =w(xP).
geG

Sustituyendo en la ecuacién (1.30) y tomando el elemento de matriz (k, j) se obtiene

Py

w5 2P = g (x).
il

AX)Pyj =

Utilizando la ecuacidn (1.28) e igualando el coeficiente de x;; en ambos miembros se llega facilmente a
la ecuacién .
P (P™7)i 1 / -17 — (-1 /
D TGl Y D(@u[D@]; = (D7 Dyy),

geG

como queriamos demostrar. O

e Si D’ = D entonces podemos tomar P = P~! = 1, y por tanto en este caso la ecuacién (1.27) se
convierte en

(DY) Dri) =

107k - 1.31
dimDSll(g]k (L.31)

Teorema 1.109. Sean D : G — GL(n,C) y D' : G — GL(n', C) dos representaciones matriciales
unitarias irreducibles de un grupo finito (o compacto) G. Entonces se verifica

Spp _
(Dij» Dig) = 5 —5 Pei (P~ (1.32)

En particular, si D = D’ se tiene

1

(Dij. D) = Sik8j1 - (1.33)
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Demostracion. Basta probar la primera de estas férmulas, que claramente implica la segunda. Para ello,
nétese que si D es unitaria entonces

D) ' =D = [D@)7']; =D

y por tanto
_ — Sppr _
(D71 Dyy) = (Dij D) = (Dij, Dy} = == Pri (P71

en virtud de la ecuacién (1.27) con i y j intercambiados. O

En virtud del teorema de Schur—Auerbach, toda representacién de un grupo finito (o compacto) es
equivalente a una representacion unitaria. A su vez, del Corolario 1.98 (y su demostracién) se sigue que
toda representacion unitaria de un grupo finito (o compacto) se descompone en suma directa de repre-
sentaciones unitarias irreducibles. Por tanto, para clasificar todas las representaciones de un grupo finito
(o compacto) G basta hallar todas sus representaciones unitarias irreducibles (= RUI) no equivalen-
tes. Veremos en el resto de este capitulo que esto siempre es posible para un grupo finito. La clave para
llevar a cabo esta tarea es la proposicién que acabamos de demostrar, como veremos a continuacion.
Evidentemente, podemos restringirnos a representaciones matriciales, ya que toda representacion lineal
es equivalente a una representacion matricial.

Consideremos un conjunto finito (0 compacto) cualquiera D@ (a = 1,...,m) de RUI no equiva-
lentes de un grupo finito (o compacto) G. En virtud de la proposicién anterior,

@ o)y _ 1
(Di;'l ’Dkl ) = E(Sabgik(g]‘l s (134)

siendo ng = dim D@ . Por tanto el conjunto

/N

(D |1<ij<na.1<a<m) (1.35)

es linealmente independiente, ya que sus elementos son ortogonales entre si y tienen norma no nula

—-1/2 . L . .
ng /2 De esta observacion se sigue inmediatamente el siguiente resultado fundamental:

Proposicion 1.110. Un grupo finito G posee un niimero finito d de representaciones unitarias irreduci-

bles no equivalentes. Siny, ...,ng son las dimensiones de dichas representaciones,
d
2
E n, <|G|.
a=1

Demostracion. El nimero de RUI no equivalentes de G ha de ser finito, ya que el conjunto (1.35) es
linealmente independiente y estd contenido en el espacio vectorial de dimensién finita A(G). El miembro
derecho de la desigualdad anterior es el cardinal del conjunto (1.35) con m = d, siendo d el nimero de
RUI no equivalentes de G . Este nimero ha de ser menor o igual que la dimensién |G| del espacio A(G),
al ser dicho conjunto linealmente independiente. O

Nota. El resultado anterior no es cierto en general para un grupo compacto. La razén por la cual la
demostracién de la proposicién anterior no es valida (en general) para un grupo compacto es que en este
caso no es posible identificar una funcién de G en C con un vector en un espacio complejo de dimensién
finita.

Por definicion, llamaremos conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles (CCRUI)
de un grupo finito G a cualquier conjunto maximal (es decir, que consta de d elementos) de RUI no equi-
valentes de G. Notese que toda RUI D del grupo G es necesariamente equivalente a una representacion
D@ del CCRUI, ya que en caso contrario podriamos afiadir D al CCRUI obteniendo un conjunto de
d + 1 RUI no equivalentes de G. Probaremos a continuacién que los elementos de matriz de un CCRUI,
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ademds de ser linealmente independientes, forman un conjunto completo en A(G), y por tanto se verifica
la importante igualdad

d
> nk=1G|. (1.36)
a=1

Para ello estableceremos en primer lugar el siguiente

Lema 1.111. Si G es un grupo finito, los elementos de matriz de su representacion regular forman un
conjunto completo en A(G).

Demostracion. En efecto, hemos visto en la Seccién 1.5.2 que
[Dr(2)]; =1 = g=zgig;".

y [DR(g)]l.j =0sig # g gj_l. De este hecho se sigue facilmente que si ¢ es un vector cualquiera en
A(G), es decir una funcién ¢ : G — C, entonces

|G|

1 _
Y =136 > o(gigi (DR -
i,j=1
En efecto,
- 1
i,j=1 1<i,j<|G|
gig;'=¢

dado que cualquier elemento g € G aparece exactamente un vez en cada fila (y en cada columna) de la
tabla de multiplicacion de G. O

Proposicion 1.112. Los elementos de matriz
D, 1<ij<ng. 1<a<d, (1.37)

de un conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles de un grupo finito G forman un
conjunto completo en A(G).

Demostracion. Por el teorema de Maschke, la representacion regular de G se descompone en suma di-
recta de representaciones irreducibles, cada una de las cuales es equivalente a una representacion unitaria
en virtud del teorema de Schur—Auerbach. Por tanto existe una matriz A € GL(|G|, C) tal que

D@ (g)
D (@2)
Dr(g) = A ®) . A7l = AB(g)A™!, VgeG.
D(ar)(g)

Tomando el elemento de matriz (i, j) de esta igualdad se obtiene

[Dr(e)];; = D air(A)ijbri(g)
k,l

y por tanto
(DR)ij € linfbyy |1 <k, 1< |G|} Clin{D | 1<i.j <na. 1<a<d)},

ya que cada by; no nulo es igual a un cierto elemento del conjunto (1.37). Como el conjunto de los
elementos de matriz (Dg);; es completo en A(G), en virtud del lema anterior, también ha de serlo el
conjunto (1.37). O
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1.8 Caracteres

Los elementos de matriz D;; de una representacién matricial D : G — GL(n, C) evidentemente cam-
bian bajo una transformacién de semejanza D — ADA™!. En particular, dichos elementos de matriz no
son en general los mismos para dos representaciones equivalentes, lo que supone un serio inconveniente.
Por este motivo, son particularmente importantes las combinaciones de los elementos de matriz D;; que
permanecen invariantes bajo transformaciones de semejanza, y por tanto no varian al pasar de una repre-
sentacion D a otra equivalente D’. La més sencilla de estas combinaciones es la traza, ya que depende
linealmente de los elementos de matriz.

Definicion 1.113. Dada una representaciéon D : G — GL(V') de un grupo G, se define su caracter
como la aplicacién yp : G — C dada por

xp(g) =t D(g), VgeG. (1.38)

Mas explicitamente,
dim D

() = D Dii(g).
i=1
donde (con un cierto abuso de notacién) denotamos por D;;(g) a los elementos de matriz de D(g) en
una base cualquiera'® de V. Nétese que, en virtud del comentario al principio de la seccién anterior, y p
puede considerarse equivalentemente como un vector de A(G).

Ejemplo 1.114. Calcularemos en este ejemplo el cardcter de la representacion regular de un grupo finito
G. Para ello, basta notar que cualquiera que seai € {1,..., |G|} se tiene

[Dr(®)];; =1 &= g=sig ' =e,
y [DR(g)]ii = 0si g # e. Por tanto el caricter de la representacion regular esta dado por
xpe(e) = |G[;  xpp(g) =0, Vg#e. (1.39)

De la invariancia de la traza bajo transformaciones de semejanza se sigue, como acabamos de co-
mentar, la siguiente propiedad fundamental del caracter:

Proposicion 1.115. Dos representaciones equivalentes de un grupo G tienen los mismos caracteres.

En virtud de la proposicién anterior, los caracteres de un CCRUI de un grupo finito G no dependen
de la eleccién concreta de representaciones en el CCRUI Por tanto los caracteres de un CCRUI estdn
univocamente determinados por el grupo, salvo por el orden. Veremos en el resto de esta seccion que los
caracteres de un CCRUI de un grupo finito G son fundamentales para el estudio de sus representaciones.
Comenzaremos demostrando la siguiente propiedad de ortonormalidad:

Proposicion 1.116. Los caracteres
Xa = Xpw@, a=1,....d,

de un conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles de un grupo finito G forman un
sistema ortonormal en A(G).

Demostracion. En efecto, utilizando las relaciones de ortogonalidad (1.34) se obtiene facilmente

Na np § ng S
(Xa. 1b) = <ZD§,‘-”,Z D}j’)> = Y (D DP) =" N 8y = " Lna = 8.
a

i=1 =1 1<i<ng i,j=1 a
1<j<np

O

10Recuérdese que la traza de un operador no depende de la base escogida para representarlo, en virtud de la identidad
elemental tr(CAC ™) = tr(4).
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Una propiedad fundamental del cardcter de una representacion es su constancia sobre clases de
conjugacion de G. En efecto,

xp(hgh™) = uw D(hgh™") = (D(W)D(g) D()™") = w D(g) = xp(g).

En otras palabras, yp es un elemento del conjunto C(G) de todas las funciones ¥ : G — C constantes
sobre las clases de conjugacién de G. Este conjunto es claramente un espacio vectorial, ya que una
combinacién lineal de funciones constantes sobre clases de conjugacién sigue siendo constante sobre
dichas clases de conjugacion. Utilizando la identificacién de las funciones de G en C con el dlgebra del
grupo A(G), identificaremos a partir de ahora el espacio C(G) con un subespacio vectorial de A(G).

Lema 1.117. La dimension de C(G) es igual al niimero de clases de conjugacion de G.

En efecto, sean C1, . .., Cy, las clases de conjugacion de G, y denotemos por y; (i = 1,...,m)ala
funcién definida por
1 ge(
vi(g) =
0, g¢C.

Es inmediato comprobar que las funciones y; pertenecen a C(G) y forman un conjunto linealmente in-
dependiente. Por otra parte, si ¥ € C(G) y denotamos por ¥ (C;) al valor de ¥ sobre cualquier elemento
de la clase de conjugacién C; entonces

Y= y(Cyi = yYelin{yi....ym}.

i=1
Proposicion 1.118. Los caracteres de un conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles

de un grupo finito G son una base ortonormal de C(G).

Demostracion. Por la Proposicion 1.116, basta demostrar que los caracteres y, (@ = 1,...,d) forman
un conjunto completo en C(G). Sea, por tanto, ¥ un elemento de C(G). En virtud de la Proposicion 1.112,
podemos desarrollar ¥ en términos de los elementos de matriz de un CCRUI de G

Y= Z cl]D(a).

a,i,j

Al ser ¥ constante sobre las clases de conjugacion de G se tiene:

v(g) = |G| Zwaa WY = |G| > > D (hgh™)

heGa,i,j

:_Z Y DR WDG@[(D@W) T,

heGaz,Jkl

=—Z Y &DW (DS () D@(h);

heGaz,Jkl

donde en la dltima igualdad hemos utilizado el caracter unitario de las representaciones D (@ Utilizando
las relaciones (1.34) para evaluar la suma en i € G se obtiene

v =Yy D@D . DY) c,]D;‘;;)(g) =iy
ayi:j’kal a,i j kl
a

(i

")xa(g) = yelin{yi,....xa}-
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De la proposicion anterior y el Lema 1.117 se deduce inmediatamente el importante

Corolario 1.119. El niimero de representaciones unitarias irreducibles inequivalentes de un grupo finito
G coincide con el de sus clases de conjugacion.

En virtud del resultado anterior, podemos definir la tabla de caracteres de un grupo finito G como
la matriz de orden d cuyo elemento de matriz (a, b) es el valor del caricter y, en un elemento cualquiera
de la clase de conjugacion Cp, que denotaremos por y,(Cp). Dicha tabla se suele representar en la forma
siguiente:

| Cilea] -+ Cyled]
x| x1(C) - x1(Cy)
X.d Xd(.cl) Xd(bd)

donde ¢, denota el cardinal de la clase de conjugacién C,. Normalmente C; = {e} y y; es el cardcter
de la representacién trivial de dimensién uno, por lo que la primera fila de la tabla de caracteres es
simplemente (1---1). Andlogamente, la primera columna de la tabla de caracteres estd formada por las
dimensiones de las RUI inequivalentes de G, al ser

Yale) =tr [D(“)(e)] =trl=dimD®@ =n,.

Por tanto la tabla de caracteres del grupo tiene la forma

fe}  Cilea] -+ Cyleq]
¥1 | 1 1 1
12 | n2 x2(Ca) oo x2(Cy)
X.d n;z Xd(‘Cl) Xd(‘Cd)

Utilizando la notacién anterior, las relaciones de ortonormalidad de los caracteres y, se pueden escribir
en la forma

d
C PR
2 g X @ (€)= b, I<ab<d.
r=1

Si definimos la matriz X € M;(C) mediante

C
Xar = ‘/Erl)(a(cr),

las igualdades anteriores son equivalentes a la identidad

d
Y Xarxpr =8ap. l<abs<sd < XX'=1.

r=1

Por tanto la matriz X es unitaria. En particular, de la igualdad X TX = 1 se obtiene

d d
_ VCaCh x\—~—~
Sap = XTX)ap =) Xrax,p = | (‘;I > % (Ca)xr(Cp) .
r=1 r=1
relacién que puede escribirse como
(o G|
> xr(Ca)xr(Cy) = — bap - (1.40)

a

r=1

Esto demuestra, en particular, que las columnas de la tabla de caracteres son ortogonales entre si.
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Ejemplo 1.120. En este ejemplo construiremos la tabla de caracteres del grupo simétrico S3. Las clases
de conjugacién son en este caso

Ci = {e}, Cy = {(12), (13). (23)}, C3 = {(123), (321)},

y por tanto S3 posee 3 RUI no equivalentes. Como la tnica forma de expresar |S3| = 6 como la suma de
3 cuadrados es 6 = 12 + 12 4 22, las 3 RUI no equivalentes de S3 tiene dimensiones 1, 1 y 2. Una de
estas RUI unidimensionales (que tomaremos como DMy ha de ser la trivial, y la otra el signo:

DP()=(-1)°, VoeSs.
Por tanto la tabla de caracteres de S3 es de la forma

[ {e} G[3] G3[2]
X1 1 1 1
X2 1 —1 1
x| 2 x y

Las incégnitas x, y € C se hallan facilmente imponiendo la ortogonalidad de la primera columna con
las otras dos, de donde se sigue facilmente que x = 0, y = —1. Alternativamente, imponiendo la
ortogonalidad del caracter y3 con y1 y x2 se obtiene

6(x1, x3) =24+3x+2y =0, 6{(y2,x3)=2-3x+2y=0 <+ x=0, y=-1.
En definitiva, la tabla de caracteres de S3 es

[ {e} G[3]1 G32]

X1 1 1 1
x| 1 -1
X3 2 0 —1

O

Hemos visto al principio de esta seccién que dos representaciones equivalentes de un grupo tienen
los mismos caracteres. Si G es un grupo finito, demostraremos a continuacién que el reciproco de este
resultado es también cierto. Por tanto las representaciones de un grupo finito estdn univocamente deter-
minadas por sus caracteres, modulo equivalencia. Para establecer este importante resultado, probaremos
primero una serie de propiedades de los caracteres que son de gran interés en si mismas. Comenzaremos
por el siguiente lema elemental:

Lema 1.121. Sea D : G — GL(n, C) una representacion de un grupo G. Si D = D1 @ --- & Dy, con
D; : G — GL(n;, C), entonces
m
AD =Y XD, -

i=1

Nota. Evidentemente, el mismo resultado vale para una representacién lineal D : G — GL(V).
Demostracion. Inmediata a partir de la definicién de traza. O

De este lema y de la ortogonalidad de los caracteres de un CCRUI de un grupo finito G (Proposi-
cién 1.116) se deduce el siguiente resultado fundamental:

Proposicién 1.122. Sea D : G — GL(n, C) una representacion de un grupo finito G, y sea D@ :
G — GL(n4,C) (a = 1,...,d) un conjunto completo de representaciones unitarias irreducibles de G.
Entonces

D~mDV & ---®myD@D (1.41)

donde los enteros no negativos mg estdan dados por

mg = {Xa, XD) » a=1,...,d. (1.42)
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Nota. Por definicion,
maD@ =p@Dg...¢ D@ |

mq

Demostracion. En virtud de los teoremas de Maschke y de Schur—Auerbach, cualquier representacién
de un grupo finito G admite una descomposicién de la forma (1.41) en términos de las representaciones
D@ de un CCRUI de G. Como

XD = Zma)(a ,
=1

multiplicando escalarmente por y, y utilizando las relaciones de ortonormalidad de los caracteres se
obtiene inmediatamente la relacion (1.42). O

De la proposicién anterior se siguen varios importantes corolarios:
Corolario 1.123. La descomposicion (1.41) es unica, salvo por el orden.

Demostracion. En efecto, los enteros m, estdn univocamente determinados por la representacién D via
laec. (1.42). O

Corolario 1.124. Dos representaciones de un grupo finito G son equivalentes si y solo si tienen los
mismos caracteres.

Demostracion. Ya hemos visto que dos representaciones equivalentes de cualquier grupo tienen los mis-
mos caracteres, por lo que basta establecer el reciproco de este resultado. Sean, por tanto, dos representa-
ciones (matriciales) D y D’ de un grupo finito G, y supongamos que yp = yp-. Delas ecs. (1.41)-(1.42)
se sigue entonces que

D~mDV g - -dmyD?P D' ~mDVeg...@m/,D?D

con
Ma = (Xa, XD) = (Xa, XD’} = mly,

y por tanto
D~mDV & ---e&m;D®P ~ D',

O
Corolario 1.125. Una representacion D de un grupo finito G es irreducible si y solo si {yp, yp) = 1.

Demostracion.
=) Si D es irreducible, en virtud del teorema de Schur—Auerbach D ~ D@ para algtin a, y por tanto

XD =Xa = {(xp.xD)=(XaXa)=1.

<=) Supongamos que D es una representacion de G con (yp, yp) = 1. En virtud de la Proposi-
cién 1.118 y de la ortonormalidad de los caracteres yg4,

d d d
D= Maxa == ((p.xp)=Y |ma>=> ml=1.
a=1 =1 =1

Pero los nimeros m, son los enteros no negativos que aparecen en la descomposicién (1.41) de D en
términos de las RUI D@ De la igualdad anterior se sigue entonces que existe a € {1,...,d} tal que
mg = 1ymy = 0parab # a. Por tanto D ~ D@ es irreducible. O
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Corolario 1.126. Si D@ (a = 1,...,d) es un conjunto completo de representaciones de un grupo
finito G entonces la representacion regular de G admite la descomposicion

d
Dg = @nal)(“), ng =dim D@

Demostracion. Por el Corolario 1.122, Dg admite una descomposicion de la forma (1.41) con m, dado
por (1.42). Utilizando la ecuacidén (1.39) se obtiene facilmente

Mg = (Xa, XDg) = Xa(e)XDR(e) — g |G| =ng.

| > %a(®) xpe(8) =

|G geG

O

En otras palabras, la representacion regular de un grupo finito contiene cada una de las RUI del
grupo un niimero de veces igual a su dimension.

e La Proposicién 1.122 se aplica a menudo al caso en que la representacién D es el producto directo de
dos representaciones D y D’. Como

[(D ® D')@)],y 41 = Dir()D)y(8).

el cardcter de la representacion D ® D’ estd dado por

xpep(2) = YD ® D))y = . Dii@) D} (2) = (3 Dii(0) (Y D)y ()
i,j i,j i J
= xp(&)xp(g).

Por tanto el cardcter del producto tensorial de dos representaciones es el producto de sus respectivos
caracteres:

XD®D’ = XD XD’ -
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Capitulo 2

Grupos y Algebras de Lie
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2.1 Espacios topoldgicos

2.1.1 Preliminares

Si M es un conjunto cualquiera, denotaremos por P (M) el conjunto de las partes de M, cuyos elementos
son los subconjuntos de M :
PM)={A|ACM}.

Definicion 2.1. Una topologia en M es un subconjunto 7 C P (M) que verifica:
1. 3, M €T.
2. Launién arbitraria de elementos de T pertenece a 7 .
3. La interseccion finita de elementos de T pertenece a T .

Un espacio topolégico es un conjunto M provisto de una topologia 7. Los elementos de la topologia se
denominan conjuntos abiertos, y sus complementarios reciben el nombre de conjuntos cerrados. De esta
definicién se sigue inmediatamente que la unioén finita y la interseccion arbitraria de conjuntos cerrados
es un conjunto cerrado.

En cualquier espacio topoldgico, el conjunto vacio y el conjunto total M son simultdneamente abier-
tos y cerrados. Esto sugiere la siguiente definicion:

Definicion 2.2. Un espacio topoldgico (M, T) es conexo si los Gnicos subconjuntos de M que son a la
vez abiertos y cerrados son @y M.

Ejercicio 19. Probar que M es conexo si y solo si no es la unién de dos abiertos disjuntos no vacios.

Ejemplo 2.3. Todo espacio métrico es un espacio topoldgico, siendo por definicién abierto cualquier
conjunto obtenido como unién de bolas abiertas. En particular, los espacios normados y euclidianos
(reales o complejos) son espacios topoldgicos. Por tanto R”, C"*, M, (R) y M, (C) son espacios topol6-
gicos. Mds concretamente, M, (C) es un espacio euclidiano con el producto escalar

n
(A.B)= Y _ a@jbij =t(ATB),
i,j=1

59
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. 2 . .
cuya norma asociada es HA H = tr(AYA). En particular, la bola abierta de centro A = (a;j)1<i,j<n ¥
radio r estd formada por las matrices Z = (Z;;)1<i,j<n tales que

n
3oz —ai]? <r? = uw[(Zz-(Z -] <2
ij=1

Un entorno de un punto x en un espacio topoldgico M es cualquier subconjunto de M que contiene
a un abierto que a su vez contiene a x. Es facil ver, utilizando la segunda propiedad de la topologia, que
un subconjunto A C M es abierto si y solo si es un entorno de cada uno de sus puntos. Por ejemplo, un
subconjunto de R” (C"*, M, (R), M, (C), o de cualquier espacio métrico) es abierto si contiene una bola
abierta con centro en cada uno de sus puntos.

Definicion 2.4. Un espacio topoldgico (M, T) es Hausdorff si dados dos puntos x,y € M con x # y
existen sendos entornos Uy > x, Uy, > y tales que Uy N Uy, = 0.

Es elemental probar que cualquier espacio métrico (en particular, normado o euclidiano) es Haus-
dorff. En particular, los espacios euclidianos R”, C"*, M, (R) y M, (C) son Hausdorff.

Definicion 2.5. Sea (M, T') un espacio topoldgico. Una base de la topologia 7 es un subconjunto B C T
tal que cualquier conjunto abierto es unién de elementos de 5.

Evidentemente, una topologia 7 queda caracterizada por una cualquiera de sus bases.

Ejemplo 2.6. En R” (C", M,(R), M, (C) y, en general, en cualquier espacio métrico) una base es la
formada por todas las bolas abiertas. También es base el conjunto de todas las bolas abiertas con radio
racional y centro de coordenadas racionales.! Esta tltima base es un conjunto numerable, ya que Q™ es
numerable. En general, se dice que un espacio topoldgico satisface el segundo axioma de numerabili-
dad si posee una base numerable.

Si (M, T) es un espacio topolégico y A es un subconjunto de M, la topologia 74 inducida por M
en A (llamada también topologia relativa) esta formada por la interseccion de los abiertos de M con A:

Ta={UNA|UEeT}.

Es inmediato comprobar que, en efecto, T4 es una topologia, y por tanto (A4, T4) es un espacio topoldgico.
Se dice que A, con la topologia relativa heredada de M, es un subespacio (topolégico) de M. Es facil
también probar que los cerrados en la topologia T4 son interseccion de cerrados de M con A. Noétese,
por udltimo, que si el espacio topoldgico M es Hausdorff o satisface el segundo axioma de numerabilidad
lo mismo ocurrird con cualquier subespacio de M .

Ejemplo 2.7. Cualquier concepto que se define para un espacio topoldgico M se extiende a un subcon-
junto A de M sin mas que considerar a dicho conjunto como un espacio topolégico con la topologia
inducida. Asi, por ejemplo, se dice que A C M es conexo si A es conexo con la topologia relativa. En
otras palabras, A C M es conexo si no es la unién disjunta de dos subconjuntos no vacios Ay, A, C A
abiertos en A.

En efecto, dados x € R” y r > 0, basta probar que existen p € Q y ¢ € Q" tales que x € By (q) C Br(x). Como Q" es
denso en R”, hay un ¢ € Q" N B, /5(x). Sea p € Q tal que ||g — x|| < p < r/2, que existe al ser Q denso en R. Entonces
X € Bp(q), y paratodo y € Bp(q) se tiene

ly=xll<lly—ql+lx—qll<2p<r = ye€B(x).
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2.1.2 Continuidad. Homeomorfismos

Definicion 2.8. Sean M, y M, dos espacios topolégicos. Una funcién f : M; — M> es continua en
un punto x de su dominio si para todo entorno V de f(x) la imagen inversa f~1(}/) es un entorno
de x. (En otras palabras, para todo entorno V' de f(x) existe un abierto U que contiene a x tal que de
f(U) C V.) Se dice que f es continua (en M) si es continua en todos los puntos de su dominio.
Equivalentemente, f es continua si para todo abierto Uy C M, la imagen inversa f ~1(U) es abierto
en M; (ejercicio). Dos espacios topolégicos M1 y M» son homeomorfos si existe un homeomorfismo
f : My — My, es decir una una biyeccion f : My — My talque f y f~! son funciones continuas.

Si f es un homeomorfismoy U C M es abierto, entonces f(U) = ( f _1)_1 (U) también es abierto
(por la continuidad de f~1). Por tanto, U es abierto en M siy solosi f(U) es abierto en M’. Dicho de
otro modo,

T = f(T) ={f(U)| U € Ti}

y, andlogamente, 7; = f~!(72). Por tanto, un homeomorfismo f establece una biyeccién no solo
entre los conjuntos M y M’, sino también entre sus fopologias Ty y T>. Por esta razon, dos espacios
topoldgicos homeomorfos pueden considerarse como equivalentes en sentido topoldgico.

Una propiedad P es topolodgica si es invariante bajo homeomorfismos; es decir, si siempre que un
espacio topoldgico posee la propiedad P entonces cualquier otro espacio topolégico homeomorfo a €l
también la posee. Por ejemplo, el ser de Hausdorff o el satisfacer el segundo axioma de numerabilidad
son propiedades topoldgicas (probarlo). Una propiedad topolégica P se denomina también invariante
topoldgico.

Ejemplo 2.9. Es inmediato probar a partir de la definicién de espacio conexo que si f : M — M’
es una funcion continua entre dos espacios topolégicos entonces M conexo implica f (M) conexo. En
particular, si f : M — M’ es un homeomorfismo entonces M es conexo si y solo si M’ lo es. Por tanto
la conexion es una propiedad topoldgica.

Ejemplo 2.10. La aplicacién f : [0,21) — S! dada por f(x) = e™* es continua y biyectiva. Sin
embargo no es un homeomorfismo, ya que su inversa es discontinua en el punto 1 € S!. De hecho,
S no es homeomorfa a ningtin intervalo, ya que S! menos uno cualquiera de sus puntos es conexo,
mientras que un intervalo menos uno de sus puntos interiores es un conjunto disconexo (en efecto, los
unicos conjuntos conexos de la recta real son los intervalos).

Ejemplo 2.11. Los espacios C"*, M, (R) y M, (C) son respectivamente homeomorfos a R?", R"? y
R2"* Por ejemplo, en el caso de M, (C) es evidente que la aplicacién f : M, (C) — R2"* dada por

. 2
Z = (xjx + 1yjk)1$j’k$n € Myu(C) > (X11, Y11, X125 Y12+ - - - s Xnn» Ynn) € R*"

es un homeomorfismo. En efecto, f es claramente biyectiva, y la imagen bajo f de una bola abierta de
radio r centrada en Z es la bola de centro f(Z) y el mismo radio r.

Ejercicio 20. a) Probar que f : M1 — M> es continuasiy solosi f : M; — f(M;) es continua, donde

f (M) se considera un subespacio topoldgico de M. b) Demostrar que si f : M; — M> es continua
también lo es la restriccion f|4 de f a cualquier subconjunto A C M.

Demostracion. La demostracion de ambas afirmaciones se sigue facilmente de las identidades

V) = £V, (fl)T ) = ) n AL
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2.1.3 Compacidad

Definicion 2.12. Un espacio topolégico M es compacto si todo recubrimiento de M por conjuntos
abiertos contiene un subrecubrimiento finito.

Es inmediato comprobar que A C M es compacto si y solo si todo recubrimiento de A por conjuntos
abiertos de M contiene un subrecubrimiento finito.

Propiedades:
1. Un subconjunto compacto de un espacio topoldgico Hausdorff es cerrado.
2. Un subconjunto cerrado de un espacio topolégico compacto es compacto.

3. EnR" (C", M,,(R), M,(C)) con la topologia usual, un subconjunto A es compacto si y solo si es
cerrado y acotado (teorema de Heine—Borel-Lebesgue).

4. Si f : M — M’ es continuay M es compacto entonces f (M) es compacto (la demostracion es
inmediata a partir de la definicién). En particular, la compacidad es una propiedad topoldgica.

Obsérvese que este resultado implica que una funcion f : M — R continua en un conjunto
compacto M alcanza sus valores mdximo y minimo en M. En efecto, f(M) C R es compacto,
y por tanto es cerrado y acotado. Por ser f(M) acotado, existen m; = inf{f(x) | x € M}y
my = sup{ f(x) | x € M}, y por ser cerrado m y my pertenecen a f(M).

5. Teorema de Tychonoff: el producto cartesiano (arbitrario) de espacios compactos es compacto
(respecto de la topologia producto).

Nota: se define el producto cartesiano de una familia (finita o infinita) de conjuntos {My | @ € A}
mediante
1_[ My = {(xot)aeA | Xy € My, Va € A},

a€A
siendo
(Xa)acd = Va)acd = Xo¢ = Ya, Yo € A.

Para un producto ﬁm'to2 de espacios topoldgicos M1 x My x---x My, la topologia producto tiene como
base los conjuntos de la forma U; x U, x --- x Uy, donde U; es abierto en M; paratodo 1 < i < n. Por
ejemplo, la topologia usual de R” es la topologia producto (n veces) de la topologia usual de R.

Definicion 2.13. Un espacio topoldgico es localmente compacto si todo punto x € M posee un entorno
compacto.

Por ejemplo, los conjuntos R”, C”, M,(R) o M, (C) no son compactos pero si localmente com-
pactos, mientras que QQ (con la topologia inducida por la de R) no es compacto ni localmente compacto
(ejercicio).

Definicion 2.14. Una familia {Uoc}a <4 de subconjuntos de un espacio topolégico M es localmente
finita si todo punto de M admite un entorno que tiene interseccién no vacia con un nimero finito de
conjuntos Uy.

Por ejemplo, {(n, n+2) } n e Z} es un recubrimiento abierto localmente finito de R. En efecto,
sik <a <b < m,conk,m € Z, el intervalo (a, b) tiene interseccion con un conjunto de la forma
(n,n+2)alosumaparan =k —1,k, ..., m—1.

Definicion 2.15. Un refinamiento de un recubrimiento {Ua}a <4 de un espacio topolégico M es un

recubrimiento {Vﬂ} peB de M tal que paratodo B € B existe una € A tal que Vg C Uj.

2En el caso general, una base de la topologia producto estd formada por los conjuntos de la forma [1g Ua, donde Uy es
abierto en My y Uy = My excepto para un nimero finito de indices .
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Ejemplo 2.16. Un subrecubrimiento es un caso particular de refinamiento (B C Ay o = B). El recu-
brimiento {(n, n+ 1] ‘ ne Z} de R es un refinamiento del recubrimiento del ejemplo anterior, ya que
(n,n+ 1] C (n,n +2) paratodon € Z.

Definicion 2.17. Un espacio topoldgico Hausdorff M es paracompacto si todo recubrimiento abierto
de M posee un refinamiento abierto localmente finito.

La paracompacidad es una generalizacion natural y muy ttil de la compacidad: en efecto, un espacio
topoldgico es compacto si todo recubrimiento abierto posee un refinamiento abierto finito. Por tanto, todo
espacio compacto y Hausdorff es paracompacto.

Propiedades:

1.

Un espacio topologico Hausdorff, localmente compacto y con una base numerable es paracom-
pacto.

Por ejemplo, los espacios R"?, C", M,,(R) y M, (C) son paracompactos.
Teorema de Stone: un espacio topoldgico metrizable (es decir, en el que es posible definir una

métrica que induce la topologia) es paracompacto. En particular, los espacios métricos (normados,
euclidianos) son paracompactos.

El conjunto Q, al ser metrizable, es paracompacto, aunque como sabemos no es localmente com-
pacto.

. Teorema de Smirnov: un espacio topoldgico es metrizable si y solo si es paracompacto y local-

mente metrizable (i.e., todo punto posee un entorno metrizable).

2.1.4 Conexion

Como ya hemos visto, un subconjunto A de un espacio topolégico M es conexo si A no es la unién
disjunta de dos subconjuntos abiertos (en la topologia relativa) no vacios.

Propiedades:

1.

Los unicos subconjuntos conexos de R son los intervalos. En particular, R es conexo.

Q (con la topologia relativa) no es conexo. En efecto, si x € R \ Q podemos escribir Q =
((=00,x) N Q) U ((x,00) N Q). Un argumento parecido prueba que los Gnicos subconjuntos
conexos de QQ son los “puntos”.

Ya se ha mencionado anteriormente que si f : M — M’ es continua y M es conexo, entonces
f(M) es conexo (la demostracién inmediata a partir de la definicién).

Este resultado implica el conocido teorema de los valores intermedios: si f : M — R es continua
en un espacio conexo M, dados dos valores x < y de f paratodo z € (x, y) existe p € M tal que
f(p) = z. Enefecto, f(M) es conexo en R, y por tanto ha de ser un intervalo, que por hipdtesis
contiene a x, y. Por tanto [x, y] C f(M), como habiamos afirmado.

. Launién | J,e 4 Co de una familia cualquiera {Cy ‘ a € A} de conjuntos conexos con interseccion

(weca Ca nO vacia es conexa.

Si A esconexoy A C B C A, donde

A= () ¢

CDA, C cerrado

es el cierre de A, entonces B es conexo. En particular, A es conexo si A es conexo.
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5. El producto cartesiano [ [, Aq es conexo siy solo si cada Aq lo es. En particular, el espacio R”, y
por tanto también C”, M, (R) y M, (C), son conexos.

Definicion 2.18. Si M es un espacio topoldgico, la componente conexa C(x) de un punto x € M es la
unién de todos los subconjuntos conexos de M que contienen a x.

Notese que, en virtud de la propiedad 3 de los conjuntos conexos, C(x) es conexo para todo x € M. De
la definicién de anterior se siguen inmediatamente las siguientes propiedades:

1. Cada componente conexa C(x) es un conjunto conexo maximal (es decir, no propiamente conte-
nido en ningln conjunto conexo).

2. El conjunto de todas las componentes conexas de M forma una particion de dicho espacio, es
decir
M=[]Cw. CONCH#0 = C)=C).
xeEM

En efecto, si C(x)NC(y) # @ lapropiedad 3 de los conjuntos conexos implica que C(x)UC(y) es
conexo. Por la maximalidad de C(x) y C(y), de esto se sigue que C(x) U C(y) = C(x) = C(y).
3. Las componentes conexas son conjuntos cerrados.

En efecto, C(x) es conexo (por la propiedad 4 de la conexion) y contiene a C(x), lo cual implica
que C(x) = C(x) por el apartado 1.

Ejemplo 2.19. Las componentes conexas no tienen por qué ser abiertas. Por ejemplo, si M = QQ enton-
ces C(x) = {x} para todo x € Q. (Un espacio topoldgico en el que todas las componentes conexas se
reducen a puntos se denomina totalmente disconexo.)

El ndmero y la estructura de las componentes conexas de un espacio topoldgico son invariantes topolo-
gicos:

Proposicion 2.20. Si f : M — M’ es continua entonces la imagen de cada componente de M estd
contenida en una componente de M'. En particular, si f es un homeomorfismo entonces f (C (x))) =
C ( f (x)), y por tanto f induce una biyeccion (homeomorfismo) entre las componentes de M y M.

Otra nocién importante de conexion es la conexion local:

Definicion 2.21. Un espacio topoldgico es localmente conexo si posee una base formada por conjuntos
conexos.

Ejemplo 2.22. El espacio R” es localmente conexo, ya que las bolas abiertas son conjuntos conexos
(cf. el Ejemplo 2.26) y forman una base de la topologia. Por el mismo motivo, C"*, M, (R) y M, (C)
son localmente conexos. Los conjuntos anteriores son a la vez conexos y localmente conexos. Es facil
poner ejemplos de conjuntos localmente conexos que no son conexos (por ejemplo, R” menos un hi-
perplano cualquiera). Hay, sin embargo, ejemplos de conjuntos conexos que no son localmente conexos.
(Evidentemente, también hay conjuntos que no son conexos ni localmente conexos, como los racionales.)

Proposicion 2.23. Un espacio topoldgico M es localmente conexo siy solo si las componentes conexas
de cualquier abierto de M son abiertas. En particular, en un espacio localmente conexo las componentes
conexas son abiertas.

Demostracion. Si las componentes conexas de cualquier abierto de M son abiertas entonces el conjunto
de las componentes conexas de todos los abiertos de M es una base de la topologia cuyos elementos son
conjuntos conexos. Por tanto en tal caso M es localmente conexo. Reciprocamente, supongamos que
M es localmente conexo, sea U C M abierto, sea C una componente conexa de U, y sea x € C. Por
hipétesis, hay un abierto conexo A tal que x € A C U. Por definicién de componente conexa A C C, lo
que demuestra que C es abierto (ya que es un entorno de cualquiera de sus puntos). O
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2.1.5 Conexioén por arcos

Un concepto més intuitivo de conexion es la conexidn por arcos, que definiremos a continuacion.

Un camino (path, en inglés) en un espacio topoldgico M es una aplicacion continua f :[0,1] — M.
Los puntos f(0), f(1) € M se denominan extremos del camino f, y se dice que estdn unidos por dicho
camino.

Definicion 2.24. Un espacio topolégico M es arco-conexo (o conexo por arcos) si todo par de puntos
de M pueden unirse por un camino.

Es inmediato probar que M es arco-conexo si y solo si existe un punto xo € M tal que cualquier
otro punto x € M puede unirse a x¢ por un camino. La conexién por arcos es una propiedad topoldgi-
ca, ya que obviamente la imagen de un espacio arco-conexo bajo una funcién continua es arco-conexa
(ejercicio).

Proposicion 2.25. Si un espacio topolégico M es arco-conexo entonces es conexo.

Demostracion. Sea xg € M,y sea Cy la imagen de un camino que una xg con otro punto cualquiera
x € M. Entonces Cy es conexo (imagen del intervalo [0, 1] bajo una funcién continua), y se cumple

M=UCx, Xoemcx-

xXeM xeM

Por la propiedad 3 de los conjuntos conexos, M es conexo. O

Ejemplo 2.26. Los conjuntos R”, C"*, M, (R) o M,(C) son claramente conexos por arcos, ya que el
segmento que une dos puntos x # y del espacio es un camino ( f(¢) = (1 —¢)x +¢y). Lo mismo ocurre,
por el mismo motivo, con las bolas (abiertas o cerradas) contenidas en dichos conjuntos (o, en general,
en cualquier espacio normado).

Ejemplo 2.27. Hay conjuntos conexos que no son arco-conexos. Un ejemplo famoso es el conjunto
M= ({0} x[-1L1])UX, X = {(x,senx™1) | x € (0,1]},

con la topologia relativa como subespacio de R2. El conjunto X es claramente conexo (imagen del
intervalo (0, 1] bajo una funcién continua), y por tanto M = X es conexo en virtud de la propiedad 4
de los conjuntos conexos. Sin embargo, puede probarse que no hay ningtin camino (contenido en M)
que une el origen y el punto (1!, 0). Este ejemplo demuestra también que el cierre de un conjunto
arco-conexo no es necesariamente arco-conexo, al contrario de lo que ocurre con los conjuntos conexos
(cf. la propiedad 4 de la conexién).

Proposicion 2.28. La union arbitraria de conjuntos arco-conexos con interseccion no vacia es arco-
conexa.

Demostracion. La demostracion es inmediata, teniendo en cuenta el comentario a continuacion de la
Definicién 2.24). O

Definicion 2.29. Si M es un espacio topolégico y x € M, la componente arco-conexa de x es la unién
de todos los subconjuntos arco-conexos de M que contienen a x.

En virtud de la proposicién anterior, las componentes arco-conexas de un espacio topolégico son
arco-conexas, y por tanto conexas. De esto se sigue que las componentes arco-conexas de M constituyen
una particion de las componentes conexas de dicho espacio (y, por tanto, del propio espacio M). Sin
embargo, como se puede ver en el ejemplo anterior, las componentes arco-conexas (a diferencia de las
conexas) 7o son necesariamente cerradas.

Proposicion 2.30. En un espacio topoldgico M, las siguientes propiedades son equivalentes:
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1. Cada componente arco-conexa de M es abierta (y, por tanto, cerrada).

2. Todo punto de M posee un entorno abierto arco-conexo.

Demostracion.
1) = 2) La componente arco-conexa de x € M es un entorno abierto arco-conexo de x, al ser dicha
componente abierta por hipétesis.

2) = 1) Sea A una componente arco-conexa, sea x € A, y sea U un entorno abierto arco-conexo de
x. Por definicién de componente arco-conexa, U C A. Por tanto A es abierto, ya que es un entorno de
cualquiera de sus puntos. Nétese, para finalizar, que si todas las componentes arco-conexas son abiertas
entonces también son cerradas. En efecto, el complementario de una componente arco-conexa es la unién
de las demds componentes arco-conexas de M, todas ellas abiertas por hipdtesis. O

Corolario 2.31. Sea M un espacio topologico en que todo punto posee un entorno abierto arco-conexo.
Entonces las componentes conexas de M coinciden con sus componentes arco-conexas, y Son por tanto
abiertas y cerradas en M.

Demostracion. Sea A una componente arco-conexa de M, y sea C la componente conexa que contiene
a A. Por la proposicién anterior, A es abierto y cerrado en M, y por tanto en C. Al ser C conexo y A no
vacio, de lo anterior se deduce que A = C. d

La proposicion anterior nos permite demostrar facilmente el importante resultado siguiente:

Teorema 2.32. Un espacio topologico M es arco-conexo si y solo si es conexo, y todo punto x € M
posee un entorno abierto arco-conexo.

Demostracion. En virtud de la Proposicién 2.25, basta probar que si M es conexo y todo x € M posee
un entorno abierto arco-conexo entonces M es arco-conexo. Esto es una consecuencia inmediata de la
proposicion anterior, ya que al ser M conexo solo tiene una componente conexa (el propio M). O

Corolario 2.33. Un subconjunto abierto de R", C", M,(R) o M,(C) es conexo si y solo si es arco-
conexo.

Demostracion. Por la Proposicion 2.25, basta probar que si U es un abierto conexo de R”, C”, M, (R)
0 M, (C) entonces U es arco-conexo. Y, en efecto, si x € U entonces (por definicién de abierto) existe
r > 0tal que B,(x) C U. Como B,(x) es abierto y arco-conexo, esto demuestra que todo punto de U
posee un entorno abierto arco-conexo contenido en U . Por la proposicién anterior, U es arco-conexo. [

Nota. El resultado anterior es valido en cualquier espacio normado (ya que en un espacio normado las
bolas abiertas son conexas y forman una base de la topologia).

2.2 Variedades topoldgicas y diferenciables

2.2.1 Variedades topolégicas

Definicion 2.34. Una variedad topolégica M de dimension 7 es un espacio topolégico M Hausdorff
con una base numerable de abiertos tal que todo punto de M admite un entorno abierto homeomorfo a
un abierto de R".

En otras palabras, una variedad topoldgica de dimensién n es un espacio topolégico Hausdorff con
una base numerable de abiertos que es localmente homeomorfo a R”".

e Es evidente que cualquier subconjunto abierto de R” es una variedad topolégica de dimension n. En
general, un subconjunto abierto de una variedad topolégica n-dimensional (con la topologia inducida)
es a su vez variedad topoldgica de dimensién n. Por ejemplo, cualquier abierto de C”, M, (R) o M, (C)
es una variedad topoldgica de dimensién respectivamente igual a 2n, n? y 2n2.
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Ejercicio 21. Comprobar que la esfera S” C R”*! es una variedad topoldgica de dimensién 7.

Solucion. Paracadai = 1,...,n,sea Ul.jE el abierto de S” definido por

4

UF = {x e R"M | £x; > 0} n S,
y definamos la funcién ¢; : S” — R” mediante

Oi(X) = (X1, s Xie 1 X1 o v -2 Xn+1) s Vx = (x1,....x5) € S".

(La funcion ¢; es la proyeccién sobre el plano x; = 0, identificado con R”.) Esta funcién es una biyec-
cion de cada uno de los dos abiertos Uii en la bola unidad B;(0) C R”, siendo su inversa la funcién
vE : B1(0) — U7 dada por

Tanto ¢ = ¢;|,,+ como su inversa ¥+ son funciones continuas. En efecto, ¢ es la restriccién a U+
i U: i i 1
1

de una funcién continua (lineal) de R”**! en R”, mientras que wii es continua al serlo cada una de sus
componentes. Por tanto Uii es homeomorfo a la bola abierta B1(0) C R” paratodoi = 1,...,n + 1.
Como todo punto de S” estd en uno de los abiertos Ul.jE para algin i (ya que un punto x € S” necesa-
riamente ha de tener alguna componente no nula), esto prueba que S” es localmente homeomorfa a R”.
Por otra parte, es claro que S” es Hausdorff y posee una base numerable, al ser subespacio topoldgico
de R”. Por tanto S” es una variedad topolégica, como habiamos afirmado.

Nétese sin embargo que S”, a pesar de ser localmente homeomorfa a R”, no es homeomorfa a ningtin
abierto de R”. En efecto, S” es compacta (cerrada y acotada en R 1), y el tinico abierto de R” que es
a la vez compacto (y, por tanto, cerrado) es el conjunto vacio.

Ejercicio 22. Probar que Q no es una variedad topolégica.

Definicién 2.35. Un subconjunto A de un espacio topolégico M es denso si A = M, o equivalentemente
si todo abierto de M contiene algin punto de A. Un espacio topoldgico M es separable si contiene un
conjunto numerable denso.

Ejemplo 2.36. El espacio topoldgico R” es separable, ya que Q" es numerable (producto cartesiano
finito de conjuntos numerables) y denso. Otro tanto ocurre con los espacios C”, M, (R) y M, (C). En
general, un espacio topolégico con una base numerable es separable (en efecto, tomando un punto en
cada conjunto de la base se obtiene un conjunto numerable denso).

Proposicion 2.37. Las variedades topoldgicas son espacios topoldgicos localmente conexos, localmente
compactos, paracompactos, metrizables y separables. Ademads, las componentes conexas de una varie-
dad topologica coinciden con sus componentes arco-conexas, y son por tanto simultdneamente abiertas
y cerradas.

Demostracion.

1. M es localmente compacta al ser localmente euclidiana. En efecto, sea x € M y sea U un entorno
abierto de x isomorfo bajo ¢ : U — R” a un abierto ¢(U) C R". Sir > 0 estal que B, ((p(x)) =
K C ¢(U), entonces ¢~ 1 (K) es un entorno compacto de x.

2. M es paracompacta en virtud del apartado anterior y de la primera propiedad de la paracompaci-
dad.

3. M es localmente metrizable (ya que es localmente euclidiana), y por tanto es metrizable en virtud
del teorema de Smirnov.

4. M es separable, al poseer una base numerable.
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5. M es localmente conexa al ser localmente euclidiana. En efecto, si U es un abiertode M y x € U,
por definicién de variedad topoldgica hay una abierto V' que contiene a x homeomorfo bajo una
aplicacion ¢ : V' — ¢(V) C R” a un abierto ¢(V') de R". Entonces U N V contiene a x y, al
ser un subconjunto abierto de V', es homeomorfo al abierto (U N V) C R™. Sir > 0 es tal que
B, ((p(x)) C ¢(U N'V), el conjunto (p_l(B, ((p(x))) es un abierto conexode U NV C U que
contiene a x. La unién de todos estos conjuntos forma por tanto una base de la topologia de M.

6. Al ser M localmente euclidiana todo punto x € M posee un entorno abierto arco-conexo (imagen
inversa de una bola abierta bajo un homeomorfismo), de donde se sigue la igualdad de las compo-
nentes conexas y arco-conexas de M y su carécter abierto y cerrado en virtud del Corolario 2.31.

O

Proposicion 2.38. Un subconjunto abierto U de una variedad topolégica M es conexo si y solo si es
arco-conexo.

Demostracion. Al ser M localmente euclidiana, todo punto x € U posee un entorno abierto arco-
conexo. El enunciado se sigue entonces del Teorema 2.32. O

Proposicion 2.39. Las componentes conexas de una variedad topoldgica forman una familia a lo sumo
numerable.

Demostracion. Sea M una variedad topoldgica. Por la Proposicidon 2.37 M es separable, es decir existe
un subconjunto 4 = {an ! ne N} denso en M. Si C es una componente conexa de M, por la Proposi-
cioén 2.37 C es abierta, y por tanto existe n € N tal que a, € C. Esto implica que C = C(a,), ya que
las componentes conexas forman una particién de M. Por tanto la familia de las componentes conexas
de M coincide con el conjunto { C(an) | ne N}, que es a lo sumo numerable. O

2.2.2 Variedades diferenciables

Sea M una variedad topoldgica n-dimensional, y sea a € M. Si U es un entorno abierto del punto a
homeomorfo a un abierto x(U) C R” bajo la aplicacién x : U — x(U) C R”, paracada p € U
podemos considerar el vector

x(p) = (x1(p),....xn(p)) €R”

como las coordenadas del punto p en el sistema de coordenadas (U, x). En general, puede existir otro
entorno abierto V' de a y otro homeomorfismo y : V — y(V) C R”, dando lugar a otro sistema de
coordenadas (V, y) en el entorno abierto V. Los sistemas de coordenadas (U, x) y (V, y) estan ambos
definidos en el entorno abierto U N V del punto a € M, siendo en general distintos. Sin embargo, estd
garantizado que las funciones cambio de coordenadas

yox Lix(UNV)—yUNYV), xoy liyUNV)—>x(UNV)

son continuas, al ser composicion de funciones continuas. Cuando es posible conseguir (restringiendo
adecuadamente los entornos y las funciones coordenadas) una familia de sistemas de coordenadas alre-
dedor de cada punto de M de forma que los correspondientes cambios de coordenadas sean de clase C k
(con k un entero positivo, infinito o w, siendo por definicion C® la clase de las funciones analiticas) se
dice que M es una variedad diferenciable de clase C*.

Definicion 2.40. Sea M una variedad topoldgica de dimensién n. Una carta en M es un par (U, @),
siendo U un abiertode M y ¢ : U — ¢(U) C R” un homeomorfismo. Un atlas es una familia de
cartas A = {(Ua, Vo) ‘ o€ A} cuyos dominios Uy recubren M (es decir, M = |J,c 4 Uqs)- Un atlas
de clase C¥ es un atlas A = {(Uo,, Oa) ‘ o€ A} con la siguiente propiedad: para todo «, 8 € A tal que
Uy N'Ug # 0, las funciones cambio de coordenadas

0 o0y 1 0aUa NUp) > 0p(Ua NUp). a9y : @p(Us N Up) — pa(Uy N Up)
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son de clase C¥. Un atlas de clase C¥ es maximal si no estd propiamente contenido en otro atlas de
clase C¥. Un atlas maximal de clase C¥ en una variedad topolégica se denomina también estructura
diferenciable de clase C*.

e Es fécil probar que todo atlas de clase C¥ define un tinico atlas maximal de clase C* que lo contiene,
y que dos atlas de clase C k definen el mismo atlas maximal si y solo si los cambios de coordenadas entre
cartas de ambos atlas son de clase C*.

Definicion 2.41. Una variedad diferenciable de clase C¥ y dimensi6n n es una variedad topolégica
M de dimensién n provista de un atlas maximal de clase C¥. Si k = w, la variedad M se denomina
analitica.

Noétese que para definir una estructura diferenciable de clase C k en una variedad topolégica M
basta con dar un atlas de clase C¥ en M (ya que este atlas determina un tnico atlas maximal, en virtud
del comentario anterior). A partir de ahora, nos ocuparemos casi exclusivamente de las variedades de
clase C®°, a las que llamaremos abreviadamente variedades diferenciables, o incluso, si no hay lugar a
confusion, variedades.

e Es evidente que cualquier subconjunto abierto U C R” es una variedad analitica de dimensién 7.
En efecto, en este caso podemos tomar un atlas {(U, ¢)} con una sola carta, por lo que la tinica funcién
cambio de coordenadas es la identidad de U en U. Es también obvio que un abierto cualquiera U de una
variedad diferenciable M es a su vez variedad diferenciable, de la misma dimensién que M. En efecto,
basta tomar como atlas en U el formado por los pares de la forma (U N Uy, ¢y ), siendo {(Ua, M)
o€ A} un atlas de M.

Ejemplo 2.42. Los conjuntos GL(n, R) y GL(#n, C) son variedades diferenciables de dimensién respec-
tivamente igual a n2 y 2n?. En efecto,

GL(n,R) = det” " (R \ {0}),

siendo det : M,(R) ~ R"> — R una funcién continua en todo punto X € My,(R) (un polinomio en
los elementos de matriz x;;). Al ser R \ {0} abierto y det continua, GL(n, R) es un abierto de M, (R), lo
cual prueba nuestra afirmacion. Andlogamente,

GL(n,C) = det” ' (R?\ {0}),

donde ahora det se considera una funcién de M, (C) ~ R2"* en C ~ R2. Las dos componentes de esta
funcidn son la parte real y la parte imaginaria de det(X), y son por tanto funciones polinémicas de las
coordenadas de la matriz X (es decir, de las partes real e imaginaria de sus elementos de matriz x;;).
Esto implica, de nuevo, que det es continua y que GL(#n, C) es un abierto de M, (C), al ser la imagen
inversa de un abierto de R? bajo una funcién continua de M, (C) en R2.

Ejercicio 23. Probar que la esfera S” es una variedad diferenciable (analitica) de dimension #.

Solucion. Tomemos como atlas en S” el definido en el Ejercicio 21. Entonces la funcién cambio de
coordenadas ¢; o (pj_l cei(UF N UJ?/) - @i(UfF N Ujsl) esta dada por

(@i o<pj_1)(x1,...,xn) = (X1s.e ey Xie 1, Xig1s--. 8 V1= |X|2, .00, xn)

J
(donde se ha supuesto que, por ejemplo, i < j), y andlogamente para ¢; o ¢, 1. Como estas aplicaciones
son claramente C °° (analiticas, de hecho) en sus respectivos dominios de definicion (en los que |x| < 1),
el atlas considerado es C°° (analitico).

Proposicion 2.43. Si M y N son variedades diferenciables de dimensiones respectivas m y n, el producto
cartesiano M x N (con la topologia producto) es una variedad de dimension m + n.
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Demostracion. En primer lugar, es facil probar que el producto cartesiano de variedades topoldgicas, con
la topologfa producto, es una variedad topoldgica. En segundo lugar, si {(Us. ¢a) | € A} y {(Vp, ¥p) |
B e B} son las estructuras diferenciables en M y N, respectivamente, entonces es ficil comprobar que
los pares
(Ue x Vg, 0u xV¥g), a€A, BEB,
donde
(¢ x Vp)(x.7) = (¢a(x). Y5 () ,

forman un atlas C*° en M x N,y por tanto definen una estructura diferenciable en dicho espacio. [

2.2.3 Subvariedades regulares

Definicion 2.44. Sea M una variedad diferenciable de dimensién m. Una subvariedad regular de M
de dimensién n es un subconjunto N C M con la siguiente propiedad: para todo punto a € N, existe
una carta (U, ¢) de M que contiene al punto a tal que ¢(a) =0y

o(UNN)=pU)N{x eR™ | xp41 ="+ xm = 0}.
Se dice que la carta (U, ¢) de M es una carta adaptada a la subvariedad N en el punto a.

Es inmediato comprobar que los pares

(UNN,ep), con ¢ = (Q1,---,¢n),

donde (U, ¢) es cualquier carta de M adaptada a N, forman una estructura diferenciable en N (con la
topologia relativa). Por tanto la subvariedad regular N es una variedad diferenciable de dimensién n.

El siguiente resultado permite probar de forma sencilla que un subconjunto M C R? es una subva-
riedad diferenciable de R?, y por tanto una variedad diferenciable:

Proposicion 2.45. Sea f : U C R? — R? una funcién de clase C° en un abierto U de R?, y sea
M = f710). Si el rango de Df(x) es igual a k para todo x € M, el conjunto M (con la topologia
relativa) es una subvariedad regular de R? de dimensiocnn = p — k.

Demostracion. Es esencialmente consecuencia del teorema de la funcion implicita. O

Ejemplo 2.46. Consideremos, por ejemplo, la funcién f : R?*! — R dada por f(x) = |x|?> — 1. En
estecasoU =R p=n+1,9g=1 y M = S§", siendo

Vf(x) =2x #0, VxeM

(yaque V f solo se anula en el origen, que no pertenece a M). Por tanto el rango de Df es igual a 1 para
todo x € M = S™, lo que prueba que S” es una variedad diferenciable (subvariedad regular de R”*1)
de dimensiéonn +1—1 =n.

Ejercicio 24. Probar que los conjuntos
SL(n.F) = {X € My(F) | det X = 1}

son variedades diferenciables de dimensién n2 — 1 (siF = R) o 2(n2 —1)(siF =C).

Solucion. En ambos casos,
SL(,F) = f~1(0),  con f =det—1: My(F) ~F" - F,

con f diferenciable (polinémica). Consideremos, en primer lugar, el caso F = R . De la férmula para el
desarrollo del determinante por la i -ésima fila (o la j-ésima columna) se sigue inmediatamente que

of

0x;j

(X) = Xij,
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donde hemos denotado por X;; el adjunto del elemento de matriz x;; (es decir, (=1)*7 veces el menor
de X obtenido suprimiendo la filai y la columna j). Comodet X = 1 #% Oen M = SL(n, R), para todo

(X) # 0. Por tanto Vf # Oen M,y el rango de f esigual a 1 para

X € M existe (i, j) tal que of

3)6,' i

todo x € M. De la proposicién anterior se deduce entonces que M es una variedad de dimensién n% — 1.

Consideremos, a continuacion, el caso ' = C. Llamando Z = X +iY € M,(C) (siendo X, Y €

M, (R) las partes real e imaginaria de lamatriz Z)y f = f1 +if2 (con f1 = Re f, f2 = Im f), al
igual que antes se tiene

of
Z)="Zjj.
o of
ComodetZ =1 # 0en M = SL(n,C), para todo Z € M existe (i, j) tal que 3 (Z) £ 0.
Zij

Utilizando las ecuaciones de Cauchy—Riemann se obtiene entonces

f
—(Z
BZij(

)

#0 = rankDf(Z)=2.

2 B (8f1 2 df 3f2) 7) = (f1, f2)
0xij Oyij  Oyij 0xij —0(xij, yij)

Por tanto f tiene rango constante igual a 2 en M, de donde se sigue que M es una variedad diferenciable
de dimensién 2n2 — 2 en virtud de la proposicién anterior. O

Ejercicio 25. Probar que
Ddet(l)-h =trh, Vhe M,(C). (2.1)

Solucion. Si f = dety h € M,(C) se tiene:

1 hyj 0
d n T n
Df()h = — fA+thy=>"| hyj =Y hj=th.
=0 j=1 . j=1
0 hnj 1

Ejercicio 26. Probar que si N1y N, son subvariedades regulares de sendas variedades M7 y M entonces
N1 x N3 es una subvariedad regular de My x M>, de dimensién

dim(N1 X Nz) = dile + dimNz .

2.2.4 Funciones diferenciables

Sea f : M — N una aplicacién entre dos variedades de dimensiones m y n, respectivamente, y sea
a € M. Si tomamos una carta (U, ¢) que contenga a a y otra carta (V, ) (en N) que contenga a f(a),
es natural considerar la aplicacién f entre las coordenadas de los puntos de U y los de V inducida por
f, es decir

F=vefouip(UN V) CRY >y (W) N V) CR,

siendo U N f~1(V) un abierto de R™. Diremos que f es la expresion (o el representante) de f en
las coordenadas que hemos escogido alrededor de ¢ € M y de f(a) € N. Notese que f es continua
(en U N f~1(V)) siy solo silo es f , al ser ¢ y ¥ homeomorfismos. Las consideraciones anteriores
justifican la siguiente definicion:

Definicion 2.47. Una funcién f : M — N es diferenciaple (C®*®) ena € M si existen sendas cartas
(U,p)de M y (V,¥)de N talesquea € U, f(a) e Vy f =y o fop~!esC®eng(a). Lafuncién
f es diferenciable en un abierto U C M si es diferenciable en cada punto de U.
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e Es importante notar que la definicion no depende de las cartas consideradas. En efecto, si (Uy, ¢1) es
otracartatalquea € U N Uy y (V1, V1) esunacartaen N con f(a) € V NV entonces

fisviofoerl=Wioy o folpogrh)

es C* en ¢1(a), por serlo los cambios de coordenadas en virtud de la definicién de variedad diferencia-
ble.

Ejercicio 27. Probar que la composicién de funciones diferenciables es diferenciable.
e Una funcién suave en M es una funcién f : M — R diferenciable (C°°) en M. Denotaremos por
C¥M)={f:M—>R } f diferenciable en M}

al espacio vectorial de las funciones suaves en M.

De la Proposicion 2.45 se sigue el siguiente corolario, que nos serd de utilidad més adelante:

Corolario 2.48. Sea N una subvariedad regular de una variedad M, sea M’ una variedad diferenciable,
ysea f : M — M’ una funcién diferenciable en un punto a € N. Entonces la restriccion |y : N —
M’ es también diferenciable en a.

Demostracion. Sean, en efecto, (U, ¢) una carta de M adaptada a N en el punto a, y sea (U N N, @)
la correspondiente carta de N (recuérdese que ¢ = (¢1,...,¢y), siendon = dim N). Si (V, ¥) es una
carta cualquieraen M’ con f(a) € V'y f = Yo fop ! esel representante de f respecto de las cartas
U, )y (V,¥), es inmediato comprobar que

(ﬁ_l(xl,...,xn) =g0_1(x1,...,xn,0,...,0).

Por tanto el representante de f |y respecto de las cartas (U NN, @)y (V,y) de N y M’ esta dado por

FINGL e ixn) = (W o foo N1 %0 0,0 0) = f(X1snrs X0, 0,...,0).

Como f es por hipétesis diferenciable en p(a) = 0 € R™ (m = dim M), lo mismo ocurre con ﬂ]\v en
¢(a) =0eR". O

Ejercicio 28. Sea f : M — M’ (siendo M, M’ sendas variedades diferenciables), y supongamos que
f (M) estéd contenida en una subvariedad regular N de M’. Probar que f : M — M’ es diferenciable si
ysolosi f: M — N loes.

Definicion 2.49. Sean M, N dos variedades diferenciables. Una aplicaciéon f : M — N es un difeo-
morfismo si es biyectiva, y tanto f como f ! son diferenciables (en M y N, respectivamente). Se dice
en tal caso que las variedades diferenciables M y N son difeomorfas.

Dos variedades diferenciables difeomorfas son completamente equivalentes desde el punto de vista
de la teoria de variedades diferenciables. En particular, dos variedades difeomorfas tienen la misma
dimension. En efecto, si f : M — N es un difeomorfismo y (U, ¢), (V, ¥) son sendas cartasde M y N,
respectivamente, entonces el representante f = ¥ o f o~ ! de f en dichas cartas es un difeomorfismo,
y por tanto un homeomorfismo, entre los abiertos (p(U nf-1 (V)) CR™y 1/f(f(U) N V) C R” (donde
m y n denotan respectivamente las dimensiones de M y N). Por el teorema de invariancia del dominio®,

m ha de ser igual a n.

3Este teorema (consecuencia a su vez del teorema del punto fijo de Brouwer, segiin el cual toda aplicacién continua de una
bola cerrada en si misma tiene un punto fijo) afirma que si f : U C R" — R” es inyectiva y continua, y U es abierto, entonces
f(U)esabiertoy f : U — f(U) es un homeomorfismo. Este resultado implica que ningiin subconjunto abierto de R™ puede
ser homeomorfo a un abierto de R"™ si m # n. En efecto, si f : U C R™ — V C R” es un homeomorfismo entre dos
conjuntos abiertos y (por ejemplo) m > n podemos identificar R” con el subespacio vectorial xy+1 = -+ = x5 = 0 de R™,
y V con un subconjunto de dicho subespacio. Esto contradice el teorema de invariancia del dominio, ya que V' no es abierto en
R™.
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2.3 Grupos topolégicos y de Lie

2.3.1 Definiciones y ejemplos

Sea G un grupo, y denotemos porm : G x G — G e i : G — G la multiplicacién y la inversa en G:
m(x,y)=xy, i(x)=x"', Vx,yeG.

Dado un elemento a € G, denotaremos respectivamente por L, y R, las aplicaciones de G en G dadas
por
Ly(x) =ax, Rgz(x)=xa, VxeG

(multiplicacién a izquierdas o derechas por a). La aplicacién
Adg =LgoR,~1 =R,~10L,4,

o equivalentemente
Ad,(x) = axa” ', Vx e G,

recibe el nombre de conjugacion bajo el elemento a € G. Noétese que para todo a € G las aplicaciones
L4, R, y Ad, son claramente biyectivas, siendo

L' =Le.  RG'=Rer.  Adg'=Adg.

Definicion 2.50. Un grupo topoldgico es un grupo G que es ademas una variedad topoldgica, de forma
que las aplicaciones m : G x G — G e i : G — G son funciones continuas.

Nétese que si G es una variedad topolégica también lo es G x G (con la topologia producto).

Definicion 2.51. Un grupo de Lie (resp. grupo de Lie analitico) es un grupo G que es ademds una va-
riedad diferenciable, de forma que las aplicaciones m e i son funciones diferenciables (resp. analiticas).

e Todo grupo de Lie es obviamente un grupo topoldgico. De hecho, un célebre resultado de von Neu-
mann, Gleason, Montgomery y Zippin afirma que todo grupo topolégico admite una estructura de grupo
de Lie analitico compatible con su topologia (5° problema de Hilbert). Méas atn, si G es un grupo de Lie
de clase C¥, con 1 < k < oo, entonces el atlas diferenciable de G contiene un subatlas analitico.

e De la definicion de grupo de Lie (resp. topolégico) se sigue inmediatamente que para todo a € G las
aplicaciones L,, R, y Ad, son difeomorfismos (respectivamente homeomorfismos) de G en si mismo.

Ejemplo 2.52. Los grupos aditivos R” y C” son grupos de Lie (analiticos) de dimensiones respectivas
n'y 2n. Los conjuntos R* y C* son grupos de Lie (analiticos) de dimensiones 1 y 2, respectivamente.
Por ejemplo, en el caso de R” la multiplicacién y la inversa estan dadas por

m(x,y)=x+y, i(x) =—x,

y son por tanto funciones diferenciables al ser lineales. Andlogamente, en el caso de R* se tiene

m(x,y) =xy, i(x) =x_1,

que de nuevo son funciones diferenciables en sus respectivos dominios.

Ejemplo 2.53. Los grupos GL(n,F) y SL(n,F) son grupos de Lie, de dimensiones respectivas n? y
n? —1GiF = R)o2n?y2n?—1) (i F = C). En efecto, ya hemos visto anteriormente que estos
grupos son variedades diferenciables de las dimensiones indicadas (cf. el Ejemplo 2.42 y el Ejercicio 24).
Basta probar, por tanto, que el producto y el inverso en dichos grupos son aplicaciones diferenciables.
En primer lugar, el producto es diferenciable como aplicaciéon de My, (F) x M, (F) — M, (IF), al ser un
polinomio en los elementos de matriz de sus factores. Como GL(%, IF) es un abierto de M, (IF), de esto se



74 GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE

sigue que m : GL(n,F) x GL(n,F) — GL(n, IF) es diferenciable en GL(n,F) x GL(n, F). En segundo
lugar, los elementos de matriz de la inversa de una matriz X € GL(n,F) son funciones racionales en
los elementos de matriz de X cuyo denominador (det X') no se anula en el abierto GL(n, [F). Por tanto
i : GL(n,F) — GL(n,F) es también diferenciable en GL(n, IF), lo que prueba que este conjunto es un
grupo de Lie. Como SL(n, F) es una subvariedad regular de M, (FF) (o de GL(n, IF)), las aplicaciones
producto e inverso son también diferenciables en este grupo en virtud del Corolario 2.48. Esto demuestra
que SL(n, F) es un grupo de Lie.

Probaremos a continuacion que los llamados grupos matriciales cldsicos son grupos de Lie. Para
estudiar estos grupos, introduciremos la siguiente notacién. En primer lugar, si B € GL(n, F) (donde a
partir de ahora F = R o C) es una matriz invertible fija, definimos el conjunto

G =1{X € M,(F)| X"BX = B}. (2.2)

Es inmediato comprobar que G es un subgrupo de GL(n, F) (y, por lo tanto, es un grupo). En efecto, si
X,Y € G setiene

(XY)"B(XY)=Y"(X"BX)Y =Y'BY =B =— XY €G,.
Por otra parte, al ser B invertible det B # 0, y por tanto para todo X € G se tiene
(detX)>’=1 = X eGL(@n.F).

Ademds,
X'BX=B — B=X1H'BXx7! — Xx'eG.

SiF = C se define un segundo conjunto G, mediante
G> = {X € My(C) | X"BX = B}. (2.3)
Al igual que antes, es inmediato comprobar que G, es un subgrupo de GL(n, C).

Proposicion 2.54. Para toda matriz B € GL(n,F), los grupos G1 y G, son grupos de Lie.

Demostracion. Dado que el producto m : M, (F) x M,,(F) - M,(F) y el inverso i : GL(n,F) —
GL(n,F) son aplicaciones diferenciables en sus dominios, por el Corolario 2.48 basta probar que tanto
G1 como Gy son subvariedades regulares de M, (IF) (o, equivalentemente, de GL(n, IF')). Consideremos,
en primer lugar, el grupo G . Evidentemente, G; = f~1(0), siendo f : M, (F) — M, (FF) la aplicacién
dada por
f(X)=X"BX —B=g(X)-B.

Es evidente que esta aplicacion es diferenciable, dado que los elementos de matriz de f son polinomios
de segundo grado en los de X . Basta probar, por tanto, que f tiene rango constante en G1. Equivalente-
mente (dado que el término — B es constante), debemos probar que g tiene rango constante en G;. Para
ver esto ultimo, nétese que si A € M, (IF) es una matriz cualquiera entonces

g(XA) = ATg(X)A,

o equivalentemente
goR4=9a0g,
donde ¢4 : M, (F) — M, (FF) es la aplicacién definida por
oa(X) = ATXA.

Tomando la derivada y aplicando la regla de la cadena se obtiene

Dg(XA)DR4(X) = Dps(g(X))Dg(X), VX € My(F).
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Al ser tanto R4 como ¢4 aplicaciones lineales, DR4 = R4y Dpyg = @4 en todo punto, y por tanto

Como R4 y ¢4 son invertibles si A € GL(n,F) (en efecto, RZI = Ry-1, gozl = @4-1), de lo anterior
se sigue que

rank Dg(XA) = rank Dg(X), VX e M,(F), YA eGL(n,F).

De estarelaciéon con X = 1y A € G se deduce que, efectivamente, el rango de g (y, por tanto, el de f)
es constante en G1. La demostracion para G, es completamente andloga (basta reemplazar la transpuesta
por la adjunta en todas partes). O
Ejercicio 29. Calcular la dimension de G si B es una matriz simétrica o antisimétrica.

Solucion. Aunque este célculo es sencillo utilizando el dlgebra de Lie de este grupo (ver mds adelante),
es instructivo realizarlo directamente aplicando la Proposicion 2.45. En efecto, en virtud de dicha propo-
sicion basta calcular el rango de la aplicaciéon Df (o, equivalentemente, Dg) definida en la proposicion
anterior. Como dicho rango es constante en G1, puede calcularse (por ejemplo) en la matriz identidad.
Para ello nétese que Dg(1l) - h —donde h € M, (IF)— es el término lineal en /4 en el desarrollo de
g(1 + h). De esta forma se obtiene la expresién

Dg(1l)-h=h"B + Bh, Vh € My,(F),

y por tanto
rank Dg(1) = dim{h"B + Bh | h € M, (F)}.

Para evaluar el miembro derecho, nétese que
B"=4+B = (h"B+ Bh)" = £(h"B + Bh),

y por consiguiente
{h"B + Bh |h € My(F)} C S<,

donde Sy (resp. S—) denota el subespacio de las matrices simétricas (resp. antisimétricas) en M, (IF). De
hecho, ambos miembros de la ecuacién anterior son iguales, yaquesi A € Sy yh = %B_IA entonces

1 1
h'B + Bh = E(iA)(iB_l)B +oA=A.

En definitiva,
% nn=x1), F

nn+1), F

R
C,

rank Dg(1) = dim S+ =

y por tanto, en virtud de la Proposicién 2.45:

inmnF1l), F=R
nn¥F1), F=C,

dim G, =

9

donde el signo corresponde al caso en que B es simétrica y el “+” a aquél en que es antisimétrica.
Nétese que en este dltimo caso

B"=-B = detB=(—1)"detB,

y por tanto (al ser B invertible por hipdtesis) n ha de ser necesariamente par.

Ejercicio 30. Hallar la dimensién de G, si B es una matriz autoadjunta.
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Solucion. Procediendo como en el ejercicio anterior se llega a las identidades
rank Dg(1) = dim{h"B + Bh | h € M,(C)} = dim S ,
donde ahora S denota el subespacio de las matrices autoadjuntas de orden n. La dimensioén real de dicho
espacio es
n—|—2-%n(n—1) =n?,
por lo que, en virtud de la Proposicién 2.45:

dim G, =2n? —n? =n2.

2.3.2 Los grupos matriciales clasicos

Ya hemos visto (cf. el Ejemplo 2.53) que los grupos matriciales GL(n,F) y SL(n, IF) son grupos de Lie.
Consideremos a continuacion los siguientes conjuntos de matrices:
O(n,F) ={X € My(F) | XX =1}, O(n) = O(n,R),
SO(n,F) =00, F)NSL(n,F), SO(n) =SO(n,R),
1 0
O(p.q) ={X e My q@R)|X"BX =B}, B= (6’ —qu) (p.g=z1),

SO(p.q) = O(p,q) NSL(p +¢4.R),

Un)={X e M,(F) | X'X =1},  SU() = U(n) NSL(n,C),
SP(n.F) = {X € My,(F) | XTIX =7},  J= (—(1)1 ]161) ,

SP(n) = SP(n,C) N U(2n).

De la Proposicion 2.54 se deduce que O(n,F), O(p,q) y SP(n,F) son grupos de Lie, denominados
respectivamente grupo ortogonal, grupo pseudoortogonal (de tipo (p, q)) y grupo simpléctico. Las
dimensiones de estos grupos son

1
dimO(n,C) =n(n—1), dimO(n) = dimO(p, q) = En(n -1 (p+q=n),
dimSP(n,R) =n(2n +1), dimSP(n,C) =2n(2n +1)

(véase el Ejercicio 29). Noétese también que si X € O(p, g) entonces det X = =1, y la continuidad
de la funcién det implica que SO(p, ¢) es un subconjunto abierto de O(p, gq). Por tanto SO(p, g) es
también un grupo de Lie, de dimensién igual a la de O(p, g¢). Analogamente, SO(n) es abierto en O(n)
y, por consiguiente, un grupo de Lie de dimensién igual a la de O(n). De hecho, SO(n) es la componente
conexa de la identidad en O(n) (véase el Ejercicio 32).

Andlogamente, del dltimo ejercicio (con B = 1) se deduce que U(n) es un grupo de Lie, de dimen-
sién

dimU(n) = n?.

Mediante una ligera modificacién de este ejercicio basada en la identidad (2.1) (cf. el Ejercicio 31), se
demuestra que SU(#n) es un grupo de Lie (subvariedad regular de M, (C)) de dimension

dimSU®@n) = n? —1.

Esta dltima relacién se puede entender de forma heuristica teniendo en cuenta que toda matriz X €
U(n) tiene determinante de médulo 1, por lo que la restriccion adicional det X = 1 simplemente fija el
argumento de det X, y por tanto afiade una sola condicién real independiente a las que definen U(n). Las
consideraciones anteriores se extienden facilmente a los grupos pseudounitarios

U(p.q) = {X € Mp14(C)| XTBX = B},  SU(p,q) = U(p,q) NSL(p +¢.C),
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(1, ©
v=(¢ )

cuyo interés practico es sin embargo mucho menor que el de los correspondientes grupos pseudoortogo-
nales.

Consideremos, finalmente, el conjunto SP(n), que claramente es un grupo al ser la interseccion de
dos subgrupos de M», (C). Teniendo en cuenta que SP(n) = f~1(0), con f : M,(C) — M5,(C) x
M, (C) dada por

con

fX)=X"IX-J.XTXxX-1D)=XTIX, XTX)—(J. ) =g(X)—(J,1).
Procediendo de forma andloga a los dos ejercicios anteriores es facil probar que
goRa=Vacg,
donde ahora ¥4 : M2, (C) X M2, (C) = M>,(C) x M5, (C) esta dada por
Va(X.Y) = (ATXA, ATYA) .

Teniendo en cuenta que Dg = Df, y que tanto R4 como ¥4 son aplicaciones lineales, de esta igualdad
se deduce que
Df(XA)R4a = yaDf(X), VA, X € M2, (C),

Como la aplicacion 4 es invertible si A lo es (WA_I = Y4-1),elrango de f es constante en SP(n). De la
Proposicion 2.45 se deduce entonces que SP(n) es una subvariedad regular de M»,(C). Esto demuestra,
al igual que antes, que SP(n) es un grupo de Lie. Para calcular su dimension, en este caso es mds sencillo
utilizar la identidad

dim SP(n) = dim M5, (C) — rank Df (1) = dimker Df(1).
De la definicién de f se sigue facilmente que
Df(1)-h = (h"J + Jh,h" + 1),

y por tanto
hekerDf(1) = h'=—h.

Seah = hy +iha,conhiz € M2, (R)y
hI = —hy, h; = hy
al ser & antihermitica. Entonces
WJ4+Jh={h —hJ)+i(Jhy+hyJ) =0 << Jhi—hiJ =Jhy+hyJ =0.

Estas dos tdltimas ecuaciones se resuelven facilmente representando /1 y h como supermatrices 2 x 2
con bloques en M, (R). Se obtiene de esta forma

b — Ay By by — Ay By
V= \-B1 4,)° 2= \B, -4,
con Aj 2, By 2 € M, (C) matrices tales que

A-{ =—-A, A; = Az, BI,z = B12.

Por tanto
dimSP(n) = n?> +n(n+1) =n2n + 1).
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Nota. Estrictamente hablando, los grupos matriciales cldsicos son SU(#n), SO(n) y SP(n).

Definicion 2.55. Sean G y G’ dos grupos de Lie. Una aplicacién f : G — G’ es un homomorfismo de
grupos de Lie si es un homomorfismo algebraico, es decir si

f(gh) = f(g)f(h), Vg.heG,

y es ademads una aplicacién diferenciable. Un isomorfismo de grupos de Lie es un homomorfismo de
grupos de Lie f : G — G’ que es ademds un difeomorfismo. Dos grupos de Lie G y G’ son isomorfos
(como grupos de Lie) si existe un isomorfismo de grupos de Lie f : G — G'.

Nétese que dos grupos de Lie isomorfos son isomorfos también en sentido algebraico (cf. la Defini-
cién 1.24), ya que los difeomorfismos son aplicaciones biyectivas.

Ejemplo 2.56. Consideremos dos grupos G y G’ de tipo G definidos por sendas matrices B y B’, es
decir
G=1{XeM(F)|X"BX}, G ={XeM(F)|XBX},

y supongamos que B’ = CTBC con C € GL(n,F). En tal caso
X' €G < (X)'C'BCX'=B' =C"BC < (cx'c™H"B(cX'c™Y) =B
& CX'C'eG.

Podemos entonces definir un aplicacién ¢ : G — G’ dadapor ¢(X) = C 1 XC, que es claramente lineal
y biyectiva (¢p~1(X’) = CX’C~1). Ademis, tanto ¢ como ¢! son diferenciables, al ser restriccién de
aplicaciones lineales de M, (IF) en M, (IF). Por dltimo, la aplicacién ¢ es un homomorfismo algebraico,
ya que

o(XY)=C7'XYC = (C7'XC)(CT'YC) = p(X)p(Y).
Luego ¢ es un isomorfismo de grupos de Lie, y los grupos G y G’ son por tanto isomorfos.

Sea F = R,y sean B, B’ € GL(n,R) dos matrices simétricas invertibles. Es sabido entonces
que la condicién necesaria y suficiente para que exista una matriz invertible C € GL(n,R) tal que
B’ = CTBC es que B y B’ tengan la misma signatura, es decir, el mismo nimero de autovalores
positivos y negativos. Por lo que acabamos de ver, en tal caso los correspondientes grupos G y G’ son
isomorfos. En consecuencia, si F = R y B es una matriz simétrica invertible entonces el correspondiente
grupo G es isomorfo a O(p, q) para ciertos p,q € N. Si F = C, sin embargo, dadas dos matrices
simétricas B, B’ € GL(n, C) siempre existe una matriz invertible C tal que B’ = CTBC. Por tanto en
el caso complejo todos los grupos de tipo G con B simétrica son isomorfos a O(n, C). En particular, en
este caso no tiene ningtn interés definir O(p, ¢; C).

Ejercicio 31. Probar que SU(n) es un grupo de Lie de dimensién n% — 1.

Solucion. Consideremos la aplicacién f : M, (C) — M, (C) x C definida por
f(X) = (XTX,detX) — (1,1),

de modo que SU(n) = f~1(0). Procediendo como en el ejemplo anterior, se demuestra que f es
diferenciable y el rango de Df es constante en SU(#n), siendo

Df()-h = (h" + h,th), Vh € M,(C).
Es fécil probar que el miembro derecho de esta ecuacion es igual al subespacio
{(A.3rA+ib)| A€ S, beR},

siendo de nuevo S el espacio de las matrices autoadjuntas de orden 7. (En efecto, si A = h + h' se tiene

1 1
trh = 5 tr4 + 3 tr(h—hT),
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donde el dltimo término es imaginario puro.) Por tanto
rank Df(1) = dimS +1=n>+1,

y de la Proposicion 2.45 se deduce entonces que SU(n) es una subvariedad regular de M, (C) de dimen-
sién

22— m?+1)=n>-1.
Ejercicio 32. Probar que SO(n) es la componente conexa de la identidad en O(n).

Solucion. Sea
R(6h)

R, ....0m) = :
R(Om)

sin =2m,o0
R(6h)

R(O1,....0m) = R(6,)

sin =2m + 1,donde §; e Ry
R() = (cos@ —sen@).

senf cosf

Noétese que R(01,...,6,) € SO(n) paratodo 61, ... 6, € R. Toda matriz ortogonal X € SO(n) es de la
forma
X =CR(6:,....0,)C L,

con C ortogonal. Un camino y : [0, 1] = SO(n) que une la identidad con la matriz X estd dado entonces
por
y(t) = CR(t0y,....t6,)C L, 0<r<l.

(Noétese que y(¢) es una matriz ortogonal paratodo 0 < ¢ < l al serlo C y R(t6y,...,10,).) Esto prueba
que SO(n) es conexo, y por tanto ha de estar contenido en la componente conexa de la identidad en O(n).
Por otra parte, dicha componente no puede contener ninguna matriz con determinante —1. En efecto, la
imagen de la componente conexa de la identidad bajo la funcién det : O(n) — R, continua en O(n) en
virtud de su continuidad en M, (R), ha de ser un conjunto conexo. Como dicha imagen esta contenida
en el conjunto {—1, 1} solo puede contener uno de los dos elementos 41, que ha de ser obviamente el 1
dado que det1 = 1.

Ejercicio 33. Probar que los grupos U(n), SU(n), O(n), SO(n) y SP(n) son compactos, mientras que
GL(n,F), SL(n,IF), O(n,C), SO(n,C), O(p,q), SO(p,q) y SP(n,F)noloson (sin = 2,0n = 1 en
el caso de GL(n,F) y SP(n, IF)).

Solucion. Dado que todos los grupos resefiados son subespacios topolégicos de My, (R) ~ R™ para un
nimero natural m apropiado, por el teorema de Heine—Borel-Lebesgue son compactos si y solo si son
cerrados y acotados en My, (R). En particular, GL(n, IF) no es compacto al no ser cerrado (de hecho, se
demuestra facilmente que tampoco es acotado). En cuanto a los demds grupos matriciales considerados
en el ejercicio, es inmediato comprobar que todos ellos son cerrados, ya que son las imigenes inversas de
conjuntos cerrados adecuados bajo funciones continuas. Por tanto, dichos grupos son compactos si y solo
si son subconjuntos acotados de M, (R). Nétese que SU(n), O(n) y SO(n) son todos ellos subgrupos de
U(n) y SP(n) lo es de U(2n), por lo que para demostrar que los conjuntos anteriores son acotados basta
probar este resultado para U(n) con n arbitrario. Esto dltimo es evidente, ya que si X € U(n) entonces

I1XI12=tw(XTX)=n.
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Del mismo modo, como SL(n, R), SP(n,R), SO(n,C) y SO(p, g) son respectivamente subgrupos de
SL(n,C), SP(n,C), O(n,C) y O(p, q), para demostrar la no compacidad de todos estos grupos basta
probar que los cuatro primeros son no acotados. En el caso de SL(n, R) esto es evidente, ya que dicho
grupo contiene matrices de la forma

X =diag(A, A7 1,...,1), A eR\{0},

con || X||> = A%2 + 172 4+ n — 2 no acotado para A — 0 0 A — Fo00. Andlogamente, la matriz

X:(aﬁwnky)’ A e R\ {0},
pertenece a SP(n, R) y tiene norma
IX1I1> = n(2% +A72)
arbitrariamente grande para A — 0 0 A — F00. Por otra parte, la matriz
cosht —isenht

X = isenht? cosht
0 | 1n—2

pertenece a SO(n,C) y

| X||? = 2(cosh?¢ + sinh®¢) +n —2 = 4sinh’t +n —> o0.
t—=+o00
Finalmente, la matriz
cosht --- senht

X — . .
senht --- cosht

(donde los elementos de matriz diagonales no indicados son iguales a 1, y los extradiagonales son iguales
a cero) pertenece a SO(p, g) y tiene norma

| X)|? = 2(cosh?t +sinh?t) + p+q —2 = 4sinh®’t + p+q¢ — .
t—+o0
Ejercicio 34. Probar que los grupos GL(n, C), SL(n, ), U(n) y SU(n) son conexos. ;Cudntas compo-
nentes conexas tiene GL(n, R)? [Ayuda: en el caso de SL(n, R), se puede utilizar el hecho de que toda
matriz X € SL(n,R) es el producto de una matriz real simétrica definida positiva de determinante 1y
una matriz de SO(n) (descomposicion polar).]

Solucion. Nétese antes de nada que, al ser un grupo de Lie G una variedad topolégica, G es conexo si
y solo si G es arco-conexo (Proposicién 2.38). Consideremos, en primer lugar, GL(n, C). Toda matriz
X € GL(n, C) es semejante a una matriz triangular superior, de modo que podemos escribir

A1 A
Xx=c|: -, ct,
0 - A,
donde A; # 0 para todo i al ser det X # 0. Sea y(¢) la matriz obtenida sustituyendo A; por A;(¢)

i=1,...,n)y AportA, donde A;(¢) es cualquier camino en C \ {0} que une 1 con A; (nétese que tal
camino existe, al ser C \ {0} conexo). Entonces y es continua en [0, 1],

dety(r) = A1(t)---An(1) #0 = y(t) € GL(n.C),
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y(0) =1y y(1) = X, por lo que y es un camino en GL(#n, C) que une 1 con X. El mismo razonamiento
vale para probar la conexién de SL(n, C), teniendo en cuenta que en este caso A, = (A1---A,—1)" 'y
tomando en consecuencia A, (t) = (kl () - An—1 (t))_l.

En el caso de SL(n,R), si X = PR es la descomposicion polar de una matriz X € SL(n,R)
entonces, al ser P simétrica, definida positiva y de determinante 1, existe C € GL(n, R) tal que

A1
P=C - ct,
An
con A; > Oparatodoi y Aq---A, = 1. Si definimos
A1(2)
y(t)=C C7'R(),
An(2)

donde*

n—1
M) =1+tQi—1, i=1L...n—1  A@O=]]rx®O"

i=1
y t — R(t) es cualquier camino en SO(n) que une 1 con R, es fécil ver que y es un camino en SL(#n, R)
que une 1 con X.

Consideremos, a continuacién, el grupo U(n). En este caso basta tener en cuenta que toda matriz
unitaria X es de la forma
ei91

X=U Ut

con U unitariay 6; € R. Por tanto
eit 01

y(t)=U Ut 0<t<l1,
eit0n

es claramente un camino en U(n) que une 1 con X. Finalmente, si X € SU(n) entonces vale la demos-
tracion anterior, teniendo en cuenta que ahora podemos tomar 6, = —(6; + -+ + 6,—1).
Veamos, por ultimo, que el grupo GL(n, R) tiene dos componentes conexas dadas por

GL(,R)+ = {X € M,(F) | £detX >0} .

En efecto, es claro que GL(7, R) es la unién disjunta de GL(n, R)+ y GL(n, R)—, y que dos matrices
X+ € GL(n,R)+ no pueden unirse por ningiin camino en GL(7, R) (por la continuidad de det y el
teorema de los valores intermedios). Basta, por tanto, probar que ambos conjuntos GL(#n, R)+ son co-
nexos. Esto es, a su vez, equivalente a la conexién de GL(n, R)4, ya que obviamente GL(n, R)_ =
LAGL(n,R)4+ con A cualquier matriz de determinante negativo. Sea, por tanto, X € GL(n,R)4, y
denotemos por § = (det X)'/” € R, la raiz n-ésima positiva del determinante de X . Entonces

X =464, con A € SL(n,R).

Por ser A € SL(n, R), existe un camino y; : [0, 1] = SL(n, R) C GL(n, R) que une 1 con A. Andloga-
mente, al ser R4 conexo existe un segundo camino y; : [0, 1] = R4 que une 1 con §. Entonces la curva
y = y1¥2 es un camino en GL(n, R)4+ que une 1 con X. En efecto, y es continua al serlo y;1 y y2,

dety(t) = y2()" > 0, Vi e[0,1],

4Nétese que si 1 <i <n — 1entonces A;(f) =1 —1+tA; > 0 paratodot € [0, 1].
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y claramente
y)=1-1=1, y(l)=8A=X.

O

Nota. Los grupos SP(n,F) y SP(n) son también conexos. En el caso de SP(n), esto se sigue facilmente
del siguiente resultado: una matriz X € SP(n) es de la forma

ei01

e—iQn

cond; € Ry S € SP(n). La demostracién del cardcter conexo de SP(n, IF), que omitiremos, es algo mds
complicada (puede hacerse, por ejemplo, por induccién sobre 1, ya que SP(1,F) = SL(1, F) es conexo).
Notese, en particular, que de lo anterior se deduce que las matrices simplécticas (reales o complejas)
tienen determinante 1. En efecto,

X'X=J = detX =41,

de donde se sigue que det X = 1 al ser det continua y SP(#n, C) conexo.

2.3.3 Grupos matriciales cerrados

Como acabamos de ver, todos los subgrupos propios de GL(7, IF) estudiados en el apartado anterior son
subconjuntos cerrados de M, (IF), y por tanto son también cerrados en GL(n, IF'). Esto motiva la siguiente
definicién:

Definicion 2.57. Un grupo matricial (o lineal) cerrado es un subgrupo cerrado de GL(n, ).

e Como hemos comentado mds arriba, si G es un subgrupo de GL(n,F) y G es cerrado en M, (F)
entonces G es automdticamente un grupo matricial cerrado.

Ejercicio 35. Probar que un subconjunto G C GL(n, F) es cerrado en GL(n, IF) si y solo si para cualquier
sucesion (X )ren de matrices X; € G convergente a una matriz X € M, (IF) se verifica que, o bien
X € G,obiendet X = 0.

Solucion. En general, un subconjunto de un espacio topolégico M es cerrado si y solo si contiene todos
sus puntos de acumulacion (por definiciéon, x € M es punto de acumulaciéon de A C M si y solo si
todo entorno de x contiene algiin elemento de A). Si M es un espacio métrico, x € M es punto de
acumulacién de A si y solo si hay una sucesion de elementos de A que converge a x. Por tanto, un
subconjunto 4 de un espacio métrico M es cerrado si y solo si el limite de toda sucesion convergente de
elementos de A pertenece a A. En particular, G C GL(n,F) es cerrado en GL(n, F) si dada cualquier
sucesion { Xy }ren de matrices X € G convergente en GL(n, IF), es decir tal que

3 lim X; = X € GL(n,F),
k—o00
entonces X € G. En otras palabras, G es cerrado en GL(n, IF) si dada cualquier sucesion { X }ren, con
X € G paratodo k € N, o bien lim Xj no existe, o bien existe pero no pertenece a GL(n, F) (es

k—o0
decir, tiene determinante nulo), o bien existe y pertenece a G.
Los grupos matriciales que acabamos de estudiar son también subvariedades regulares de My (IF),
y por tanto de GL(#n, ) (ya que GL(n,F) es abierto en M, (IF)). Esto motiva la siguiente definicién
general:
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Definicion 2.58. Sea G un grupo de Lie, y sea H C G. Se dice que H es un subgrupo de Lie regular
de G si: 1) H es subgrupo de G,y 2) H es subvariedad regular de G.

No es dificil demostrar (esencialmente en virtud del Corolario 2.48) que si H es un subgrupo de Lie
regular de un grupo de Lie G entonces H, con la fopologia relativa y la estructura diferenciable que
posee al ser subvariedad regular, es también un grupo de Lie. El siguiente resultado, fundamental en la
teoria de grupos de Lie y altamente no trivial, caracteriza los subgrupos de Lie regulares de un grupo de
Lie G de manera sorprendentemente sencilla:

Teorema del subgrupo cerrado. Sea H un subgrupo de un grupo de Lie G. Entonces H es un subgrupo
de Lie regular de G siy solo si H es cerrado en G.

Corolario 2.59. Sea G C GL(n,F) un grupo matricial cerrado. Entonces G es un subgrupo de Lie
regular de GL(n, ) y, por tanto, un grupo de Lie.

Ejemplo 2.60. El grupo GL(7, R) es un subgrupo cerrado de GL(n, C) (aunque, evidentemente, GL(n, R)
no es cerrado en M, (C)). En efecto,

GL(n,R) = GL(n,C) N M, (R),

siendo M, (R) cerrado en M, (C). Para convencerse de esto dltimo, basta notar que si {X,},eN €S
una sucesion convergente de matrices reales su limite es también una matriz real. En particular, todo
subgrupo cerrado de GL(n, R) es también un subgrupo cerrado de GL(7, C). Por tanto un subconjunto
G C GL(n,F) es un grupo matricial cerrado si y solo si G es un subgrupo cerrado de GL(n, C).

Ejercicio 36. Considérese el grupo matricial

el 0
- 2)

donde @ € R \ Q es un niimero irracional. Probar que G es un grupo de Lie (isomorfo al grupo aditivo
R), pero no es cerrado en GL(2, C). Por tanto G no es un grupo matricial cerrado, ni un subgrupo de
Lie regular de GL(2, C). [Ayuda: puede probarse que, al ser ¢ irracional, para todo A € R existe una

sucesion (ng)ren de enteros positivos tal que lim e2™7® = ¢it
k—o00

Solucion. Es facil ver que la aplicacién g : R — G dada por

it
0= (5 o)

es biyectiva, al ser « irracional. Podemos dotar a G de una topologia estableciendo que un conjunto A C
G es abierto si es la imagen de un abierto de R bajo g. Es evidente que g es un homeomorfismo respecto
de la topologia asi definida. En particular, al ser G homeomorfo a R, G es una variedad topoldgica.
También es facil dotar a G de una estructura diferenciable de una sola carta (G, g_l), en la cual la
coordenada de una matriz g(¢) € G es el nimero real ¢ € R. Por tanto G es una variedad diferenciable.
Como

teR},

gt +s)=2g)gls), g)y ' =g(-1),

en la carta que acabamos de definir el producto y la inversa estdn representados por las aplicaciones
diferenciables
t,s)—~>t+s, t > —t.

Por tanto G es grupo de Lie, claramente isomorfo al grupo aditivo de los reales bajo la aplicacién g.
Veamos a continuacién que G no es cerrado en GL(2, C). Como « es irracional, para todo A € R
existe una sucesion de enteros positivos ny tal que

lim eZmnka — eM ,

k—o00



84 GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE

y por tanto
. 1 0
kll)rr;o g2mng) = (0 eﬂ) € GL(2,C).
Sin embargo, es facil ver que la matriz del miembro derecho solo pertenece a G si y solo si

A =2n(na +m), con nmeZ;

((1) _01)¢G.

Por tanto G no es cerrado en GL(2, C), como habiamos afirmado.

en particular,

Ejemplo 2.61. Consideremos el grupo E, de los movimientos de R”, cuyos elementos son las aplica-
ciones afines f : R” — R” de la forma

f(x)=Rx+a, ReO(n), aeR".

Este grupo no es un grupo matricial. Sin embargo, si identificamos R” con el hiperplano afin de R”*!
de ecuacion x, 41 = 1 entonces podemos escribir

()=(") =0 )

donde Xy € M;+1(R) es la matriz dada por

De esto se sigue inmediatamente que Xy, = Xy Xg, y por tanto E, es isomorfo al subgrupo E, de

M, +1(R) definido por
~ R a
C ()

Este grupo es claramente un grupo matricial cerrado, ya que E, es de hecho cerrado en My, 11 (R). En
efecto, si la sucesién

ReO(N),aeR"}.

Xp = (If)k "lk), Ry € O(n), ax € R",
converge a una matriz X € My (R) entonces
X = R a , con R= lim Ry, a= lim qf.
0 1 n—o0 n—00

Como el limite de una sucesién de matrices ortogonales es una matriz ortogonal —ya que O(n) es
cerrado—, X € Ep, lo que demuestra que E,, es cerrado. Por tanto E, es un grupo de Lie (subvariedad
regular de GL(n, R)). Ademds, la aplicacién ¢ : E, — O(n) x R” definida por

o((§1)) = (R.a)

es un homeomorfismo, ya que es biyectiva y tanto ¢ como ¢~ ! son claramente continuas®. Por tanto
E, ~ O(n) x R" como variedades topolégicas. En particular, la dimension de E, esta dada por

-1

- 1 1
dimE, = dimO(n) +n = En(n—l)—kn = 5n(n—i—l).

A partir de ahora, identificaremos habitualmente los grupos E, y E,.

SRecuérdese que si M1 y Mo son dos espacios métricos una aplicacién f : My — Mo es continua si y solo si para toda
sucesion {xz }reny C M1 que converge a un punto x € M7 la sucesion { f(xg)}ren converge a f(x) en My .
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2.4 El algebra de Lie de un grupo matricial cerrado

2.4.1 Espacio tangente a una subvariedad regular

Si M es una variedad diferenciable (C °°), una curva suave en M es una aplicacién diferenciable (C°°)
y : 1 — M, donde I es un intervalo abierto de la recta real. En particular, si M es una subvariedad
regular de R" toda curva suave en M es una curva suave en R”. En efecto, sitg € I,a = y(t9) y (¢, U)
es una carta de R” adaptada a M en a entonces en un entorno abierto suficientemente pequefo de 7o se
tiene

(@oy)®) = (@oy)),0...,0),

con ¢ o y diferenciable. Esto implica que ¢ o y es diferenciable en un entorno de ¢y, de donde se sigue
(al ser ¢ un difeomorfismo) que y : I — R” es diferenciable en un entorno de #y.

Sea M C R” una subvariedad regular, seaa € M, yseay : I — M una curva suave en M tal que
@(to) = a. El vector tangente a y en a es el vector

dy ’
—(t0) = v/ (tp) e R",
dt(O) Y (to)

que por el comentario anterior estd bien definido. Diremos que un vector v € R” es tangente a M en a
si v es el vector tangente en el punto @ a una curva suave y contenida en M.

Definicion 2.62. Sea M una subvariedad regular de R”, y seaa € M. El espacio tangente a M en a es
el conjunto T, M de todos los vectores tangentes a M en a.

Proposicion 2.63. El espacio tangente a una subvariedad regular M C R" en un punto a € M es un
espacio vectorial real de dimension dim M.

Demostracion. Sea v = y’(tg) el vector tangente en a = y(¢p) a una curva suave y contenida en M.
Utilizando la notacién del comentario al principio de esta seccién podemos escribir

o(y(1) = (7(),0,...,0),

con y = ¢ o y diferenciable en #y. Derivando respecto de ¢ y haciendo ¢ = ¢ se obtiene
Dg(a)-v = (§'(t),0,...,0) = v =Do(a) (7 ().0....,0),
donde la invertibilidad de D¢(a) esta garantizada al ser ¢ un difeomorfismo. Por tanto
TaM C Dp(a)~" - (R™ x {0,...,0}), m=dimM .

Reciprocamente, si v = Dg(a)~ ' (w,0,...,0),con w € R™, es inmediato comprobar que v es tangente
a la curva suave en M
t— (p_l(tw,O,...,O)

en el punto a = ¢(0). Por tanto
TaM = Dg(a)~' - (R™ x {0,...,0})
es un espacio vectorial de dimensién m = dim M, como habfamos afirmado. O

Ejemplo 2.64. Sea f : RP — R una aplicacion diferenciable tal que Df tiene rango constante k en
M = £~1(0). Por la Proposicién 2.45, el conjunto M es una subvariedad regular de R? de dimensién
m= p—k.Siy: I — M esuna curva diferenciable y y(tp) = a € M entonces

f(y@) =0, Viel.
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Derivando esta identidad en ¢ = ¢ obtenemos

Df(a)-y'(to) =0,

y por tanto
TaM C ker Df(a).

Pero, al ser
dimker Df(a) = p—rank Df(a) = p—k =dimM =dimT, M ,

el contenido anterior es de hecho una igualdad. En otras palabras, el espacio tangente a M = f~1(0) en
un punto cualquiera a € M estd dado por

TaM =ker Df(a). 24

O

Si G C GL(n, F) es un grupo matricial cerrado, por el Corolario 2.59 G es una subvariedad regular
de M, (F) ~ Rdrn? (siendo dy = dimp IF). Por tanto, su espacio tangente en cada punto g € G esta
bien definido y es un espacio vectorial real de dimensién igual a la del propio G. (F = C). En particular:

Definicion 2.65. Si G C GL(n,F) es un grupo matricial cerrado, denotaremos por Lie(G) el espacio
tangente a G en la identidad.
Notese, en particular, que dim Lie(G) = dim G.

Notacion. Si G C GL(n,[F) es un grupo matricial cerrado y X € Lie(G) = T,.G, denotaremos por
gx : Ix — G (con Iy un intervalo abierto) cualquier curva suave en G cuyo vector tangente en la
identidad es X. Supondremos siempre, por sencillez (y sin pérdida de generalidad), que la curva estd
parametrizada de forma que gx (0) = 0, y por tanto g% (0) = X.

Lema 2.66. Sea A : I — GL(n,F) una curva suave. Entonces t — A(t)~! es una curva suave, con
derivada

d -1 _ —1 47 -1
SAO = A0 A OAN

Demostracion. Que A(t)~! es diferenciable (C ) en I es consecuencia inmediata de que sus elementos
de matriz son funciones racionales de los de A(¢) con denominador no nulo. La férmula para su derivada
se obtiene facilmente derivando la identidad

ADAD ™ =1, Viel.
O

Proposicion 2.67. Si G C GL(n,F) es un grupo matricial cerrado y X € Lie(G), para todo A € G
la matriz AXA™! pertenece a Lie(G). En otras palabras, Lie(G) es invariante bajo conjugacion por
elementos de G.

Demostracion. La matriz AXA™! es el vector tangente en e a la curva suave y : Iy — G definida por

y(t) = Agx (A~
O

Corolario 2.68. Sea G C GL(n,F) un grupo matricial cerrado, y sean X,Y € Lie(G). Entonces el
conmutador
[X,Y]=XY —-YX

pertenece a Lie(G).
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Demostracion. Dados dos elementos X, Y € Lie(G), la aplicacion

t>y(t) = gx()Yex ()", tely,

es diferenciable en virtud del Lema 2.66. Por la proposicién anterior, la curva y estd contenida en el
subespacio vectorial Lie(G) C My (IF), y por tanto su vector tangente en cualquier punto pertenece
a Lie(G). En particular, evaluando dicho vector tangente en ¢ = 0 mediante el Lema 2.66 obtenemos

facilmente
)/(0) = g&(O)Y — Yg&(O) = XY —YX € Lie(G).

2.4.2 Algebras de Lie

Definicion 2.69. Un algebra de Lie sobre un cuerpo [ es un dlgebra g sobre ' cuyo producto, que
denotaremos por [ -, -], verifica las siguientes propiedades:

1. Anticonmutatividad: [x,y] = —[y, x], Vx,y€eg

2. Identidad de Jacobi:

[x,[y,zll + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = O, Vx,y,z€g.

La dimension de g como dlgebra de Lie es su dimensién como espacio vectorial sobre [F. Un algebra de
Lie g es conmutativa (o abeliana) si [x, y] = 0 para todo x, y € g.

Comentarios.

e Por definicion de dlgebra, el producto [ -, -], que se denomina habitualmente corchete de Lie, es
lineal en cada uno de sus argumentos.

e La anticonmutatividad implica que
[x,x] =0, Vx eg.
Esta dltima propiedad es de hecho equivalente a la anticonmutatividad, ya que

[x+y,x+y]=0=[x,y] + [y, x].

e La identidad de Jacobi prescribe como difieren los elementos [[x, y],z] y [x, [y, z]], que en un
dlgebra asociativa serfan idénticos:

[[x, y],z] =[x, [y, 2]l = [[x,z], y].

Definicion 2.70. Si g; y g» son dos dlgebras de Lie, una aplicacién f : g; — g2 es un homomorfismo
si es lineal y satisface

S yD =1, fO].  Vx.yeaqr.

Un isomorfismo de algebras de Lie es un homomorfismo biyectivo. Las dlgebras de Lie g; y g2 son
isomorfas si existe un isomorfismo de dlgebras de Lie f : g1 — g».

Notese que dos dlgebras de Lie isomorfas son también isomorfas como espacios vectoriales, ya que los
isomorfismos de dlgebras de Lie son isomorfismos lineales.

Si A es un 4lgebra asociativa sobre un cuerpo I, y definimos el corchete de Lie mediante

[a,b] = ab —ba, VYa,be A,
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entonces (A, [-, -]) = g4 es un algebra de Lie sobre ' denominada algebra de los conmutadores de
A. En efecto, es claro que [ -, -] es lineal en cada componente, y por tanto g4 es un dlgebra. Ademas, el
producto es claramente anticonmutativo. Por tltimo, la identidad de Jacobi se sigue del siguiente calculo
elemental:

[a,[b, c]] + perm. cicl. = (abc — bca) + (cba — ach) + perm. cicl. = 0.

Evidentemente, g4 es conmutativa si y solo si lo es A. En particular, M, (IF) con el conmutador de
matrices como corchete de Lie es un dlgebra de Lie, real o compleja seginsealF = R oF = C. En este
tltimo caso (F = C), podemos considerar a M,,(C) como un dlgebra de Lie real de dimensién 2n2.

Definicion 2.71. Si g es un dlgebra de Lie sobre un cuerpo [, una subalgebra de g es un subespacio
b C g que es a su vez un dlgebra de Lie con el corchete heredado de g.

Es evidente que un subespacio ) C g es una subdlgebra de Lie si y solo si

x,yeh = [x,y]€h.

En virtud del Corolario 2.68, si G es un grupo matricial cerrado su espacio tangente en la identidad
Lie(G) es una subélgebra de Lie de M, (IF), considerada como édlgebra de Lie real. En particular:

Proposicion 2.72. Si G es un grupo matricial cerrado, el conjunto Lie(G) con el conmutador de matri-
ces como corchete de Lie es un dlgebra de Lie real denominada dlgebra de Lie del grupo G.

Nota. Si G es un grupo de Lie abstracto, es posible también definir (de forma algo distinta, pero equiva-
lente, a la anterior) un algebra de Lie real Lie(G) asociada a G, de la misma dimensién que G.

2.5 Subgrupos a un parametro

La herramienta fundamental para estudiar el dlgebra de Lie de un grupo de Lie es el concepto de subgrupo
a un parametro, que definiremos a continuacion.

Definicion 2.73. Un subgrupo a un parametro de un grupo de Lie G es un homomorfismo del grupo
aditivo de los nimeros reales en G.

En otras palabras, un subgrupo a un pardmetro de un grupo de Lie G es una aplicacion diferenciable
g R — G tal que

g()g(s) =gt +5), Vs,t eR.
Notese que si f : G; — G5 es un homomorfismo entonces
fle) =e, fig7hH = f(e™

(cf. la Proposicién 1.25). En particular, si g : R — G es un subgrupo a un parametro se verifica

g0 =1, g) ' =g(-1).

Obsérvese también que el conjunto g(RR), al ser la imagen de un grupo (R) bajo un homomorfismo,
es efectivamente un subgrupo de G (Proposiciéon 1.31). (De ahi la denominacién de subgrupo a un
pardmetro.)

Nota. Se puede probar que un homomorfismo continuo g : R — G (donde G es un grupo de Lie) es
automdticamente diferenciable.
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Estudiaremos a continuacidn la estructura de los subgrupos a un pardmetro de un grupo matricial ce-
rrado G. Para ello serd fundamental la funcion exponencial matricial exp : M, (C) — M, (C), definida
por

_ A _
exp(A) =e” = E T VA e M,(C),
k=0
donde A® = 1. Se demuestra (basta aplicar el criterio M de Weierstrass) que la serie anterior converge
P q g

absolutamente para toda matriz A € M, (C). La exponencial matricial tiene las siguientes propiedades,
que enunciaremos sin demostracion:

1. exp : M, (C) — M, (C) es una aplicacién C*° (donde M, (C) se identifica con RZ”Z).

d
2. Ee“‘ = Ae'd =4, VieR, Ae M,(C).

3. Paratodo ¢, s € R y para toda matriz A € M, (C) se verifica

etAesA — e(H'S)A.
En particular, e4 es invertible para toda matriz A € M, (C), siendo
(eA)_1 —e 4.
4. [A,B]=0 = [e1eB]=0, VA,BeM,().
5. det(e?) =", VA e M,(C).
6. Paratodo A € M, (C)y C € GL(n, C) se verifica

T _ —1
@M =et", (@) =et', cedc! =eCACT

Ejercicio 37. Utilizando la desigualdad de Cauchy—Schwarz, probar que
[AB| < [[AlllBl.  VA,B e Mu(C).
Deducir que || A" || < ||A||", para todo n € N, y por tanto
led] <eMl,  vAe M, (©).

Ejercicio 38. Probar que D exp(0) es la identidad. Deducir que hay sendos entornos abiertos U de 0 y
V de 1 en M, (C) tales que exp : U — V es biyectiva, con inversa exp~! = log : V — U derivable en

V, siendo D log(1) la identidad. Ayuda: si f : R” — R™ es diferenciableena € R"” y h € R”,

Df@-h= <

o St

t=0

Solucion. Si h € M, (C), utilizando la férmula de la ayuda se obtiene

d
D 0)-h=—
exp(0) - h =

eth — heth‘ — h,
1=0 1=0

y por tanto D exp(0) es la identidad I : M, (C) — M, (C). Por el teorema de la funcién inversa, existen
sendos entornos abiertos U de 0y V de ¢® = 1 en M, (C) tales que exp : U — V es biyectiva, con
inversa exp~! = log : V — U derivable en V. Ademds, la derivada de log en una matriz 4 € V esta
dada por

Dlog(A) = [(Dexp)(logA)]”! = Dlog(l) =[Dexp(0)] ' =1.



90 GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE

Nota. Puede probarse que la componente conexa de la unidad en un grupo de Lie G estd generada por
un entorno cualquiera de la unidad. Como GL(n, C) es conexo, aplicando este resultado al entorno V
del ejercicio anterior se deduce inmediatamente que toda matriz X € GL(n, C) se puede expresar en la

forma
X =edt...edm

con A; € M, (C) parai = 1,...,m (por supuesto, m depende de la matriz X).

Proposicion 2.74. Sea g : R — G un subgrupo a un pardmetro de un grupo matricial cerrado G.

Entonces
gt) = el con A= g'(0)€Lie(G).

Demostracion. Al ser g subgrupo a un pardmetro, para todo s,¢ € R se tiene

gt +s)=g(s)g).

Derivando esta relacién respecto de s y haciendo s = 0 se obtiene

g'(t) = Ag(), con A = g'(0).

La ecuacidn anterior es un sistema lineal de primer orden en la matriz g(¢) con coeficientes constantes.
Por tanto

g(t) = eg(0) = &4,

ya que g(0) = 1. Notese, para finalizar, que A = g’(0) pertenece a Lie(G), al ser el vector tangente a la
curva suave g : R — G en la identidad. O

Una consecuencia inmediata de la segunda propiedad de la exponencial matricial es que si /4 € G
para todo ¢ € R entonces A € Lie(G); en otras palabras,

{A e M,(F)|e* € G, Vi eR} C Lie(G). (2.5)

De hecho, el contenido anterior es una igualdad. Para establecer este importante resultado, necesitaremos
probar dos lemas previos.

Lema 2.75. Sea A : N — M, (C) tal que A(k) = O(k™2) para k — oc. Entonces
lim (1+ A(Kk)* =1.
k—00

Demostracion. Utilizando la férmula del binomio de Newton se obtiene

’

X ; k [
(]1+A)k_]1=Zk(k—1)"'(k_l+1)% = ”(R‘FA)k_ﬂ”gZ(k”];;”)
I=1 . =

donde hemos tenido en cuenta que ||A']| < ||A]|*. Al ser A(k) = O(k~2), existe M > 0 tal que
M
kAl < —
14l < —

para k suficientemente grande, y por tanto

k

ja+af-1] <>

=1

1
MSeM/k—l —5 0.
! k—o00
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Lema 2.76. Sea g : R — M, (C) una curva suave tal que g(0) = 1. Entonces para todot € R se tiene

lim g(t/k)k =4,  A=g0).
k—o00
keN

Demostracion. Al ser A = g’(0) se tiene
g(s) = e + 0(s%),

y por tanto para todo ¢ € R fijoy k € N se verifica

g(t/lk = [e4/% + 0(k)]" = & 4[1+ e 4k 0]k (2.6)
Como
lim e '4/k =1
k—o00

por la continuidad de la funcién exponencial, | e tA/k ” estd acotada para k — oo. Por tanto

ROk = 0,
y el resultado anunciado se sigue de (2.6) y del lema anterior. O

Corolario 2.77. Si G C M, (FF) es un grupo matricial cerrado entonces

Lie(G) = {A € M,(F) | € G, Vi e R}. (2.7)
Demostracion. En virtud de (2.5), basta probar que

Lie(G) C {A € M,(F) |e'* € G, ¥t e R}.

Sea, por tanto, A € Lie(G), y consideremos una curva suave g4 : I4 — G tal que g4(0) = 1y
g,4(0) = A. Como gA(t/k)k € G paratodo t € 14 y paratodo k € N, por el lema anterior

lim g4(1/k)* =e'4 € GL(,F).
k—o00

Como G es cerrado en GL(n,F), ¢’ ha de pertenecer a G para todo ¢ € I4. Por otra parte, al ser I4
abierto y 0 € I4 existe ¢ > 0 tal que (—¢, &) C I4. Sit es cualquier nimero real, hay un nimero natural
N talquet/N € (—¢,¢),y por tanto

t
—e(-ge)Ccly = N e = etA:(etA/N)NEG.

N
O

e Es importante notar que e puede pertenecer a un grupo matricial cerrado G aun cuando A no per-
tenezca a Lie(G). Asi, por ejemplo, si k € Z \ {0} la matriz A = 2nik1 satisface e4 = 1 € G para
cualquier grupo G C GL(n, C). Sin embargo, es facil ver que A no pertenece al algebra de Lie de los
grupos SL(n, C), O(n, C), SU(n), SP(n,F) o SP(n) (cf. 1a seccién siguiente).

Del Corolario (2.77) y de la tercera propiedad de la exponencial matricial se deduce que si A €
Lie(G) entonces la aplicacién ¢ — e’ es un subgrupo a un pardmetro del grupo G. Combinando esta
observacién con la Proposicién 2.74 se obtiene el siguiente resultado:

Proposicion 2.78. Una aplicacion g : R — G es un subgrupo a un pardmetro de un grupo matricial
cerrado G si y solo si g(t) = !4, con A € Lie(G).
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2.5.1 Algebras de Lie de los grupos matriciales clasicos

El Corolario anterior permite calcular de forma muy sencilla el dlgebra de Lie de los grupos matriciales
clasicos estudiados en la Seccién 2.3.2.
Consideremos, en primer lugar, el grupo GL(n, IF). En este caso

gl(n.F) = Lie (GL(n,F)) = {4 € M, (F) | ' € GL(n.F), ¥t € R} = M,(F).

ya que la exponencial de una matriz es siempre invertible (cf. la tercera propiedad de la exponencial
matricial). En el caso de SL(n, R), al ser

dete’d =e'" =1, VieR <= twAd=0 (Ae M,(R))

se tiene
s[(n,R) = Lie (SL(n,R)) = {A € My(R) |tr4 =0} .

El caso complejo es similar, ya que si A € M, (C) se tiene
dete’d =’ =0, VieR <= twde2niZ, VI <= wA=0.

Por tanto
sl(n,C) = Lie (SL(n,C)) = {4 € M,(C) |tr 4 =0} .

Calculemos a continuacién el dlgebra de Lie del grupo G definido por la ec. (2.2), que de acuerdo
con el Corolario 2.77 esta dado por

a1 = Lie(G1) = {A € M,(F) | 4" Be' = B, Vi €R}. (2.8)
Derivando respecto de ¢ la relacién
ezATBetA - B
y haciendo ¢t = 0 se obtiene facilmente
A"B+BA=0. (2.9)

Por tanto
g1 C{A e M,(F)|A"B + BA =0}.

Reciprocamente, si una matriz A € M, (IF) satisface la relacién (2.9) entonces para todo ¢ € R se tiene
AT — _BAB—I _— etATBetA — e—l‘BAB_1 BetA — Be—tAB—lBetA — Be—tAetA =B
donde hemos utilizado las propiedades 3 y 6 de la exponencial matricial. Por tanto
ATB+BA=0 = Acecq,

de donde se sigue que
g1 ={A e M,(F)|A"B+ BA =0}. (2.10)

En particular, las dlgebras de Lie de los grupos O(n, F), O(p, q) y SP(n, F) estan dadas respectivamente
por

Lie (O(n.F)) = {A € My(F) | AT = —A} = o(n),

Lie (O(p.q)) ={A € M,(F) | ATB+ AB =0} =o(p.q), B =

Lie (SP(n.F)) = {A € My(F) | A"J + AJ =0} = sp(n.F), J = (_0 1”)-
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Como SO(n,F) y SO(p, g) son subgrupos abiertos respectivamente de O(n, F) y O(p, q), sus algebras
de Lie so(n,F) y s0(p, g) coinciden respectivamente con o(n,[F) y o(p, g), es decir

so(n.F) =o(m.F),  so(p.q) =o(p.q).
Andlogamente, el dlgebra de Lie del grupo G, definido por (2.3) estd dada por
g2 = Lie(G2) = {4 € M4(C) | ATB + BA =0}.
En particular, el dlgebra de Lie 11(n) del grupo unitario U(#n) es el conjunto
u(n) = {A € My(C) | AT = -4}
Consideremos, por dltimo, los grupos SU(n) y SP(n).

Lema 2.79. Sean G y G, sendos grupos matriciales cerrados. Entonces G = G1 N G, es un grupo
matricial cerrado, y su dlgebra de Lie estd dada por

Lie(G) = Lie(G1) N Lie(G,) .

Demostracion. En efecto, al ser G1 y G, cerrados en GL(n, [F) también lo es G = G N G». Por tanto
G es un grupo matricial cerrado. Por otra parte,
Lie(G) = {A € My(C) |'* € G1N Gy, Vi eR}
={Ae M,(C)|e* € Gy, Yt eR}N{Ae M,(C)|e'* € Gy, VteR}
= Lie(G1) N Lie(G») .
d

Al ser SU(n) = U(n) N SL(n,C) y SP(n) = SP(n,C) N U(2n), en virtud del lema anterior sus
respectivas adlgebras de Lie su(n) y sp(n) estan dadas por
su(n) = u(n) Nsl(n,C) = {4 e My(C) | AT = -4, wA =0},
sp(n) = sp(n,C) Nu(n) = {A € My(C) | AT +JA=0, AT =—-4}.

Las caracterizaciones anteriores de las dlgebras de Lie de los grupos clésicos se pueden utilizar para
calcular facilmente su dimension. Por ejemplo, la dimension del grupo SU(n) coincide con la del espacio
su(n) de las matrices antiautoadjuntas de traza nula. Dicha dimensién se calcula facilmente observando
que toda matriz antiautoadjunta A € M,,(C) se puede escribir en la forma

n
A= Z [a]k(Ejk_Ekj)+lbjk(E]k+Ek])]+1ZCJE]]’ ajk,bjk,Cj eR.
1<j<k<n j=1

(En la expresion anterior, E;; denota la matriz de orden n con todos los elementos nulos excepto un 1 en
la interseccién de la fila i con la columna j.) Imponiendo la condicién de traza nula se obtiene

n—1
Cnn = — § Cjj >
j=1

yeén consecuencia

n—1
A= > [ap(Ejx — Exj) +ibj(Ejk + Ex)] +i Y ¢j(Ejj — Enn).

1<j<k<n j=1
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Por tanto su(n) estd generado por las n? — 1 matrices
Ejk_Ekj» i(Ejk+Ekj)» E;— Enn, 1<j<k<n, 1<l<n—-1.

Es facil ver que estas matrices son linealmente independientes, y por tanto forman una base de su(n).
Por consiguiente
dimSU(n) = dimsu(n) =n? -1,

como ya sabiamos.

Ejemplo 2.80. Consideremos el conjunto G’ de las transformaciones f : R? — R? de la forma
f@t,x) =( +a,Ax +vt +b), a,b,v,e R, 1eR*.

Si representamos los puntos de R? mediante vectores columna (ch) € R3, la aplicacién f se identifica
con la transformacién

t 1 0 a t 4
x|—=(v A b)|lx]) =A@ b,v, V)| x],
1 0 0 1/\1 1

con A(a,b,v, 1) € M3(R). Por tanto podemos identificar G’ con el conjunto
G = {A(a.b,v,}) } (a,b,v,1) € R? x R*} € M3(R).

Este conjunto es un subgrupo de GL(3, R), ya que

1 0 a 1 0 d 1 0 a+a
v A bV AN b =]v+AIv AN vd +Ab +b ],
0 0 1 0O 0 1 0 0 1

y por tanto

Aa,b,v,)A@ b’V )= Aa+ad b+ A +vd',v+ 1, A1) e G,

—b+va v 1
Ala,bv. ) =4l —a,———. ——. - | €G.
(a,b,v,1) ( a 7 5 )L)
Como G es claramente cerrado en M3(R), es un grupo matricial cerrado y, por tanto, un grupo de Lie.
El grupo G es la imagen de R3 x R* bajo la aplicacién ¢ : R3 x R* — G definida por

p(a,b,v,A) = A(a,b,v,7),
cuyainversa ¢! : G — R3 x R* estd dada por

9o~ (A(a,b,v, 1)) = (a,b,v,1).

Las aplicaciones ¢ y ¢! son ambas continuas. En efecto, si la sucesién {(a,,bn,Vn, An)inen C

R3 xR* converge a (a, b, v, 1) € R3xR* es evidente que A(ay, by, vn, An) — A(a,b,v, L), por lo que
@ es continua. Andlogamente, si {A(ay, by, Vn, An)ineNn C G converge a una matriz A(a,b,v,A) € G
entonces

a= lim a,, b= lim b,, v= limv,, A= lim A, #0,
n—->oo n—>oo n—>oo n—->oo

y en consecuencia
lim @' (A(an, bn,vn. An)) = ¢~ (Aa,b,v,1)).

n—o0o

Luego ¢! también es continua, y ¢ es un homeomorfismo. El grupo G es por tanto homeomorfo al
abierto R3 x R*  R*, de donde se sigue que

dimG =4.
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Como R3 x R* es no compacto y tiene dos componentes conexas (R3 x R1 y R3 x R_), G es no
compacto y tiene dos componentes conexas G+ dadas por

G+ ={A(a.b,v,1)|£1 >0} = {A € G |£detA > 0}.

Evidentemente G, la componente conexa de la identidad, es un subconjunto abierto de G y por tanto
es un grupo de Lie de dimensidn 4.
Hallemos a continuacién el dlgebra de Lie de G. En primer lugar, sea

t— A(a(r),b(1), v(r), A(t))

cualquier curva en G que pase por la identidad en ¢ = 0 (es decir, a(0) = b(0) = v(0) = 0, A(0) = 1),
y llamemos
a=d©0), B=b0), v=2(0), pu=210).

Entonces

0 0 «
Aa@).b@).v@).A0) = [v u B eLie@).
dt 00 0

0 0 «
0 0 O

Reciprocamente, dados (o, B, v, ) € R* la aplicacién

t=0

y por tanto

Lie(G) C (@, B.v, ) € R*

t > A(at, Bt,ve,e!")

es una curva en G que pasa por la identidad en ¢t = 0, y su vector tangente en la identidad es la matriz

0 0 «
v u B ). Portanto
(000)
0 0 «
e
0 0 O

Lie(G) = (. B v, ) € R?
Una base de Lie(G) es, por tanto, la formada por las matrices

= lin{E13, E21, E23, E23} .

I'=Ey3, K=E», D=Ey, P=E:;. (2.11)

Las relaciones de conmutacion de los elementos de esta base se calculan facilmente teniendo en cuenta
que
EijEp = 0k Ej; -

De esta forma se comprueba que los Gnicos conmutadores no nulos estan dados por
[T,K]=-P, [K,D]=—-K, [D,P]=P

y sus opuestos.
Estudiemos, a continuacion, los grupos a un pardmetro generados por los elementos de la base (2.11).
Al ser
T? =K?>=P?>=0,

de la definicién de la exponencial se sigue que

T = 141T = A(1,0,0,1), K =1+41K = 4(0,0,7,1), ef =14:tP = 4(0,1,0,1). (2.12)
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Por otra parte, al ser D diagonal se tiene

0
el

= A(0,0,0,¢"). (2.13)

o
Il
c o~
=

0
Es inmediato comprobar (utilizando, por ejemplo, la identificacién de G con G') que
A(a,b,v,1) = A(a,0,0,1)A(b,0,0,1)A(0,0,v,1)A(0,0,0,1).

De las ecs. (2.12)-(2.13) se sigue entonces que todo elemento de la componente conexa con la identidad
de G se puede expresar en la forma

A(a, b, v, A,) = eaTebPeer(IOgA.)D .
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