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Capitulo 1

Funciones analiticas

1.1 Definicion y propiedades algebraicas de los niimeros complejos

Definicién 1.1. C = {R?, +,} (espacio vectorial real), con la suma y el producto definidos por

(x1,y1) + (x2,y2) = (x1 + X2, y1 + y2)
(x1, 1) - (X2, y2) = (X1X2 — y1Y2, X1y2 + X2)1)-
Justificacion:
e La suma y la multiplicacién de los pares de la forma (x,0) € C coinciden con la de los
ndmeros reales x € R
— podemos identificar el complejo (x, 0) con el nimero real x € R

—> podemos identificar R con el subconjunto {(x,0) | x € R} C C (eje real)

Notese que para todo A € R se tiene A(x, y) = (Ax,Ay) = (A,0)(x, y)
i=(0,1)=i’=i-i=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1

(x,y) = (x,0) + (0, 1) = x + iy
— (x1 +iy1)(x2 +iy2) = (x1x2 — y1y2) +i(x1y2 + x2)1),

que es la férmula “tradicional” para multiplicar los niimeros complejos x; +1iy; y X2 + iy».

Siz = x+1iy (x,y € R), se define Rez = x, Imz = y (partes real e imaginaria del
complejo z)

e Al ser C = R? (como conjuntos), 1a igualdad en C se define mediante
z=x4iy=w=utivE=x=u,y=v.

En particular,
z=x4+i1y=0x=y =0.

Proposicion 1.2. C es un cuerpo: para todo z, w, s € C se cumple

Z+w=w+z Zw=wz
Z+w+s)=(z4+w)+s Z(ws) =(zw)s
z+0=z lz=z
1-zeCtqz+(-2)=0 7#40=137leCtqzz =1

Z(w+s)=zw+zs.
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Demostracion. Obviamente, z = x +1y = —z = —x —iy. La existencia de inverso respecto del
producto para todo z = x + iy # 0 se deduce del siguiente calculo:

l=ut+iv=zzl=Gu—yv)+ixv+yu)=1
xu—yv=1
yu+xv=0
:}uzm, vz—#y2 (nétese que 7 # 0 = x2 + y2 #£ 0)
X
= . y

= —1 .
X2+y2 x2+y2

Las demds propiedades se comprueban facilmente a partir de la definicion de las operaciones en
C. Q.E.D.

N.B. Como en todo cuerpo, los inversos —z y z ! (si z # 0) del niimero z € C respecto de la suma
y el producto son #nicos.

1

Notacion: =zw ', "=12z-z-----z2 (neN).
N —— —

Z
w
n veces

e C no es un cuerpo ordenado: si lo fuera,

i“=i-i=-120.

e Raices cuadradas (método algebraico):

Si z = x + iy, queremos hallar todos los w = u + iv € C tales que w? =

z:
w? =z = u?>—v2+2iuv =x+iy

MZ—UZZX

—
{ 2uv =y
— x4 y2 = @2 o)) =t 0 = (x4

1 1
= u? = §<x+ \/x2+y2), v? = 5(—X+ \/x2+y2)

Como (por la segunda ecuacion) el signo de uv ha de coincidir con el de y, de esto se sigue que

2 2 _ 2 2
:|:< lx+\/)2f +y —|—isgny / x+«/2x +y ,’ y 750
w =
+./x, y=0, x>0
+i/—x, y=0, x <0.

Las raices cuadradas de un nimero complejo z # 0 son por tanto dos nimeros complejos distintos
(de signos opuestos). Las raices cuadradas de z son reales si y s6lo si z € R* U {0}, e imaginarias
purassiy sélosiz € R™.

Ejemplo 1.3. Las raices cuadradas de 3 — 41 son

N e
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Los siguientes resultados, bien conocidos en el campo real, son consecuencia inmediata de la estruc-
tura de cuerpo que posee C:

e Cualquier ecuacion cuadratica con coeficientes complejos se puede resolver utilizando la for-
mula usual:

1
az’+bhz+c=0 ZZZ(—bivbz—Mc) a,b,ce C, a#0.

e El teorema del binomio de Newton es vélido en el campo complejo:

n
(a—l-b)n:Z(n)akb"_k, a,beC, neN.

k=0 k

1.2 Conjugacion. Médulo y argumento. Formula de de Moivre. Raices.

e Geométricamente, los nimeros complejos se pueden identificar con los puntos del plano ha-
ciendo corresponder al complejo z = x + iy el punto de coordenadas (x, y). De ahi que
el conjunto C reciba el nombre de plano complejo. Es también corriente cuando se utiliza
esta representacion geométrica de C denominar eje real al eje horizontal y eje imaginario al
vertical (fig. 1.1).

Y

n|

Figura 1.1: Plano complejo.

e Siz =x+1iy € C, se definen el modulo y el complejo conjugado de z respectivamente como

sigue:
|z] = y/x? + y? (distancia de z al origen)
Z=x-—1y (reflexion de z respecto del eje real)
1 _ 1 _
— Rez=-(z+2), Imz = —(z—2).
2 2i
El nimero z € C es real siy sélo z = Z, e imaginario puro siy sélo z = —Z.

e Propiedades:

i) z-w=z-w = 1

~

z=1/Z(siz #0)
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iv) |zZ] = Iz]
1 4
5 z#0 == 2z =—3
V) zZ = 7|7 = |z|
Izl =1 < z=z"!
vi) |z -w| = |z| - |w] (elevar al cuadrado) — |z_1‘ =|z| " (siz #0)
vil) w #0 = z/w =Z/w, |z/w|=|z|/|w]| (consecuencia de iii) y vi))

viii) |[Rez| < |z], [Imz| < |z (i.e., —|z] <Rez,Imz < |z])
o Desigualdad triangular: |z + w| < |z| + |w|
En efecto:
lz4+w?=GC+wEFw) =z + |w* + o+ Zw) = |z]* + |w|]* + 2Re(z W)
<zl + [w +21zw] = |2 + [wl* + 22| [w]| = (2] + [w])?*.

e Consecuencias:

) lz] = [wl| < |z —w|
En efecto:

2] = |z —w) + w| < |z —w| + [w| = [z] = |w| < |z —w],

y cambiando z por w se obtiene la desigualdad |w| — |z| < |z — w|.
1 1

i) |z| > |lw| = <
Iz —w| [z = |w]

1.2.1 Argumento

Y

Figura 1.2: Definicién de argumento.

e Dado 0 # z € C, existe § € R t.q.
z = |z| (cos 8 + isen 6) (cf. fig. 1.2).

El nimero 6 es el angulo que forma el eje real positivo con el vector z, y estd por tanto definido
modulo un multiplo entero de 2x. Por ejemplo,

T T T B4
—i —, = +2n, —+dn,...; ={=+2k
z=1 = 0O¢€ 27 n,z T, } %2+ T

keZ}.

Definicion 1.4. arg z (argumento de z): cualquier 6 € R t.q. z = |z| (cos 6 + isen ).
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En otras palabras, arg z es cualquiera de los dngulos orientados formados por el eje real posi-
tivo con el vector z. Por tanto arg z toma infinitos valores, que difieren entre si en un muiltiplo
entero de 2m. Noétese, en particular, que arg no es una funcion.

Ejemplos:
argi € {3 +2kn |k € Z} ,
arg(—1 —i) € {3F +2kn |k e Z} = {3 + 2kn | k € Z}.

e Para que 6 sea tinico, basta imponerle la condicion adicional de que pertenezca a un cierto

intervalo semiabierto / de longitud 27t (como [0, 27), (—T, 7], ( — % 37“], etc.). Escoger este

intervalo / se conoce como tomar la determinacion del argumento arg; ; nétese, en particular,
que arg; : C — {0} — [ esuna funcion.

Definicion 1.5. arg;(z) = dnico valor de arg z que pertenece a /

Ejemplo: argpg »qy(—1—1i) = 5n/4, arg_y (=1 —1i) = —3n/4.

e Determinacién principal del argumento:

Arg = arg(—g, x]

z 1|1+ i | =1 —=1—=i —i 1—i
Argz |O0| n/4 | /2| = | =3n/4 | —n/2 | —7t/4

Ejemplo:

e Claramente, Arg : C — {0} — (—m, x| es una funcién discontinua en R~ U {0}. Anéloga-
mente, argg »,) €s discontinua en R* U {0}. En general, la determinacién arg(g,.6o+2m) (0
arg(g,,0,+2x]) €s discontinua en la semirrecta cerrada que forma un dngulo 6o con el eje real
positivo.

e Forma trigonométrica 6 polar de los nimeros complejos:
z2#0 = z =r(cosf +isenh), r=|z|, 6 =argz.
ez w#0; z=w < (|z]=|w|, argz=argw mod 2m).

e Interpretacién geométrica del producto en C: si z; = rr(cos6; +isenf; # 0) (k = 1,2)
entonces

2122 = r1(cos 81 +isen ;) ra(cos 0 + isenbs)
= r1rp [(cos 01 cos B — sen 67 sen B,) + i(cos 01 sen B, + sen 6 cos 65)]
= r1ra [cos(6y + 62) + isen(6; + 62)]

De este célculo se sigue que |2122| = |z1] |z2] (cf. 1a propiedad vi) de la pag. 4), junto con

arg(z122) = argzy +argzo mod 2m. (1.1)

e Notese que, en general, Arg(z122) # Argz + Argz,. Porej.,
3
Arg(—i) = —g £ Arg(—1) + Argi = 7“ :

e Consecuencias: si z, w # 0 se cumple
(zz7'l=1=) arg(z™!) = —argz mod 27

(zZ=z]* =2 0=) arg(7) = —argz mod 27
== arg(z/w) = argz —argw mod 2.
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1.2.2 Férmula de de Moivre
e Siz =r(cosf +isen@),apartir de (1.1) se demuestra por induccién la férmula de de Moivre

Z" = r"[cos(nf) + isen(nf)]. n e N.

e 7 = r_l[cos(—e) + isen(—@)] = la férmula vale paratodo n € Z.

e La férmula de de Moivre permite expresar cos(n6) y sen(n6) como un polinomio en cos 8 y
sen 6. Por ejemplo:

(cos O +isen )3 = cos(30) + isen(30)
= (cos® 0§ — 3 cos O sen? @) + i(3 cos? O sen  — sen> 6)
cos(30) = cos® @ — 3 cos 6 sen? 6

—
sen(30) = 3cos? A sen § — sen> 6.

1.2.3 Raices n-ésimas

e Siz =r(cosf +isenf) # 0yn € N, las raices n-ésimas de z son las soluciones w € C de
la ecuacién w”" = z:
w#0 = w = p(cosy +isenyp)
w" = p"[cos(np) +isen(ng)] = r(cosd + isen6)
Pl=r = p= Yr=r/"

=
npg=0+4+2kn, keZ

—w= ('/;|:cos(€+2k—n)+isen(§+2k—n):|, k=0,1,....n—1
n n n n

(yvaque ky k + In,con/ € Z, dan lugar al mismo niimero w).
*. Un niimero complejo no nulo tiene n raices n-ésimas distintas.
Ejemplo: las raices cibicas de i son los nimeros

2k 2k
w=cos(%+%)+isen(g+%), k=0,12

—w= %(ﬁﬂ), %(—«6+ i), —i.

e En particular, las # raices n-ésimas de la unidad (z = 1) son los nimeros

2k ) 2k
epk =cos| — ) +isen| — |, k=0,1,....n—1
n n

(vértices de un poligono regular de n lados inscrito en la circunferencia unidad).

Zn)‘

e Notese que &, x = (¢n)¥, siendo &, = €n,1 = COS (27”) + isen (7

Ejemplo: las raices sextas de la unidad son

[cos (g) + isen (g)]k = 2ik(1 +i«/§)k, k=0,1,...,5

=1, %(1 +iv/3), %(—1 +iv/3), —1, —%(1 +1iv/3), %(1 —iv3).
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Ejercicio. Probar que las n raices n-ésimas de z # 0 estian dadas por

Yz, k=0,1,...,n—1,

donde %/7 denota cualquier raiz n-ésima de z.

1.3 La funciéon exponencial, funciones trigonométricas e hiperbdlicas,
logaritmos y potencias

1.3.1 Funcién exponencial

Sit e R,
x k
gtk
]
= k!
© i [2k
cost = ];)(—1) 0!

t2k+1

sent = Z( )k(2k+ o

Siz =x+41iy € C (con x, y € R), la propiedad e’1 T2 = ¢/1e’2 sugiere definir e? = e*e?. A su
vez, procediendo formalmente se obtiene

el :';1 I Zl (2/{)'

k=0

2k+1

(2k 1)

=cosy +iseny (yaquei?* = (12)k = (—1) ).
Definicion 1.6. Paratodoz = x +iy € C (con x, y € R), definimos
e =e¥(cosy +iseny).
Nota: Siz € R, la exponencial compleja se reduce obviamente a la exponencial real.
Valores particulares:

e0 =1, e11':/2 — iTt -1, e31'[1/2 —

i, e = 2w — q,

—i, €
Propiedades: Paratodo z, w € C se tiene

i) |e?| =eReZ, arg(e?) =Imz mod 2m.

ii) e?TW = eZe¥.

iii) e* # 0, para todo z € C.

iv) e =1 <= z = 2kmi,conk € Z.

v) €% es una funcidn periddica, cuyos periodos son los nimeros 2k i con k € Z.
Demostracion:

1) Consecuencia inmediata de la definicion.
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1) Siz =x +1iy, w = u + iv, de la propiedad anterior y la ec. (1.1) se sigue que
e“e? = e¥e¥ [cos(y + v) +isen(y + v)] = e* ¥ [cos(y + v) +isen(y 4+ v)] = e* T,

iii) efe? =e =1 = (&) ! =e72.

iv) e2 =e*(cosy +iseny) =1<=e* =1, y=0 mod2n <= x =0, y=2kmn (k €
7).

V) 2 = etV = e¥ = | & w = 2kmi (k € Z).

o 7 =|z|el¥ez; e? = e“.

1.3.2 Funciones trigonométricas e hiperbdlicas

Si y es real entonces

(e” +e7), seny = % (e” —e™).

| =

e =cosy+iseny, eV =cosy—iseny = cosy =

Definicion 1.7. Para todo z € C se define

_l iz —iz _l iz _ ,—iz
cosz—z(e +e7%), senz—Zi(e e 7).

Evidentemente, si z es real cos z y sen z se reducen a las correspondientes funciones reales.
Propiedades: paratodo z,w € C se tiene
i) cos(—z) = cos(z), sen(—z) = —senz.
ii) cos(z + w) = coszcosw —senzsenw, sen(z 4+ w) = senzcosw -+ COSZ sen w.
iii) cosz = sen (3 + z).
iv) cos?z +sen?z = 1.
V) cosz = cos(Z), senz = sen(Z).
vi) senz =0 <= z=kn (k€ Z), cosz =0<=z =75 +kn (k €Z).
vii) cosz y sen z son funciones periddicas de periodo 2kw, con k € Z.
Demostracion:
1) Inmediato.

ii) Por ejemplo,

COSZ COSW — senz senw = (eiz + e_iz) (eiw + e_iw) + th (eiZ — e_iz) (eiw — e_iw)

S S

(eZe!? + e %™ W) = cos(z + w).

iii) Caso particular de las férmulas anteriores.

iv) Hacer w = —z en la férmula para cos(z + w).

v) Consecuencia de e” = e%.
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vi) senz =0 = e? —e i =0¢= e =1 = 2iz=2kni(keZ) = z=kn (k
7). Del apartado iii) se sigue la férmula correspondiente para los ceros de cos.

vii) Por el apartado iii), basta probar la afirmacién para la funcién sen. De la identidad

c+w) (c+5+5)—sen(c+5-5)=2sen(5)cos (c 4 3)
sen w) — sen = Sen — — ] — Sén —_— ] = sen{ — ) CoS —
< < TS TS TS T 2 S

se sigue que sen(z +w)—sen z = 0 para todo z siy sélo sisen(w/2) = 0 (tomar z = —w/2).
Por el apartado anterior, esto es equivalente a que w sea un multiplo entero de 2.

Como en el caso real, a partir de sen y cos se definen las demds funciones trigonométricas:

senz T

tanz = , secz = (z # = +kn, kel
cos z cos z 2
cos Z 1 1

cotz = = , cscz=—— (z#km, keZ).
sen g tan z sen g

Funciones hiperbdlicas: para todo z € C se define

coshz = (eZ + e_z), senhz = (ez —e_z).

| =
N =

—> coshz =cos(iz), senhz = —isen(iz)

De estas igualdades se deducen las propiedades de las funciones hiperbdlicas. Por ejemplo:
e cosh?z —senh?z = 1.

e senz = sen(x 4+ iy) = senx cos(iy) + cos x sen(iy) = sen x cosh y + icos x senh y.

En particular, nétese que sen z es real si z esreal, 0siz = 5 +iy+km con y € R arbitrario y
k € Z. Andlogamente, cosz esreal siz € R,0siz =iy + kmcon y € R arbitrarioy k € Z.
senh z

e tanhz = = —itan(iz) (z # % + ki, k € Z), etc.
coshz

Ejercicio. Si z = x + iy (con x,y € R), probar que |senz|?> = sen? x + senh? y, |cosz|? =
cos? x + senh? y. Deducir que |senh y| < |senz|,|cosz| < coshy. En particular, sen y cos no
estdn acotadas en C.

1.3.3 Logaritmos
e EnR,exp: R — RT (donde exp(t) = e’) es una aplicacion biyectiva. Su inversa es la funcién

log : RT™ — R. Por definicién,

logx =y <= x=¢" (= x>0).

e En C, exp no es invertible al no ser inyectiva (por ser periddica). Por definicién, los posibles
logaritmos de z € C son todos los complejos w € C tales que e = z. Se tiene entonces:
eV =7 = z7#0;
w=u+iv — e¥(cosv+isenv) =z #0
e¥ = |z| & u = log|z]
v=argz mod2x

—

< w =log|z| +iargz mod 2i.
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Si z # 0, la ecuacién e = z tiene por tanto infinitas soluciones, que difieren entre si en
multiplos enteros de 2mi. A cada uno de estos (infinitos) w se les denomina logaritmos de
z # 0. En otras palabras,

z#0 = logz =log|z|+iargz + 2kmi, k € Z.
Nétese, en particular, que log (al igual que arg) no es una funcién.
e Ejemplo:

log(—2i) = log2 — % +2kni, keZ.

Definicion 1.8. Si / es un intervalo semiabierto de anchura 27, se define la determinacion / del
logaritmo mediante
log; z = log|z| +iarg; z, Yz #0.

Por ejemplo, logg ) (—2) = log2 + %

e Notese que log; : C — {0} — {s € C | Ims € I} es una funcion.
e La determinacion principal del logaritmo se define por
Log = log(_n’n] .

. | 3
Ejemplo: Log(—2i) = log2 — %, Log(—1) =in, Log(—1-1) = 3 log2 — %

Propiedades:
i) Paratodo z # 0, e/ % = 7.
ii) logy(e"”) = w mod 2mi. En particular, log; (e*) = w <= Imw € I.

iii) log; : C—{0} — {s € C | Ims € I} es biyectiva, siendo su inversa la funciénexp : {s € C | Ims € I} —
C — {0} (donde exp(z) = ¢e%).

iv) z,w #0 = log;(z-w) =log; z + log; w mod 2i.
Demostracion:
) z#40= elogr 2 — eloglz|+iargy z — eloglz|giarg; 2 — |Z|eia_rglz = 7.
i) Si w = u + iv entonces
log; (V) = log(e¥) +iarg;(e¥) =u +iv=w mod 27i,
yaque argy(e”) = Imw mod 2x. Por otra parte, del cdlculo anterior se sigue que

log;(e¥) =w <= arg;(e¥)=v<=v=Imwel.

iii) Para establecer la biyectividad de log;, hay que probar que para todo w con Imw € [ existe
un tnico z € C — {0} tal que log; z = w. Esto es cierto por los apartados anteriores, siendo
z =e" = exp(w).
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iv) Las exponenciales de ambos miembros coinciden; por tanto, esta propiedad se sigue de la

prop. ii). Otra forma de deducirla es observando que

log; (zw) = log|zw| + iarg; (zw)

= log |z| + log |w| + i(arg; z + arg; w) mod 27i
= (log|z| + iarg; z) + (log |w| 4+ iarg; w) mod 2mi

= log; z +log; w mod 2.

Nota: En general, Log(zw) # Logz + Log w. Por ejemplo,

ol it 3mi
Log(—i) = 5 # Log(—1) + Logi = im + > =5

1.3.4 Potencias complejas
Sia,b e Cya #0,e, definimos

b _ ebloga

a , donde loga =log;a+ 2kmi, k € Z.

Por tanto, en general a? denota un conjunto de nimeros complejos:

ab — eZkbnieblog, a  kel.

Mas concretamente, se tiene:

)beZl = a® tiene un valor sinico: a-a---- -a sib > 0,1sib =0,
— ——
b veces
sib <O.

i) Sib = p/q € Q,conp € Zy1l < g € N primos entre si, entonces a

exactamente ¢ valores (las g raices g-ésimas de a?).

a

b

—b veces

= a?/4 toma

iii) En los demds casos (b € C — Q), a® tiene infinitos valores que difieren entre si en un factor

2kbi

de la forma e ,conk € Z.

Ejemplo:

(-1 + i)i — ei[Log(—l+i)+2ku‘ri] — e—2knei(%1og2+%) (k € Z)

S5n i
—ed +2n3‘t6210g2 (n c Z)

e Sia # 0, e, cada determinacion de log define una funcion aj = e* logra
Ejercicio: dados a,b € C cona # 0, e, estudiar si se cumple la igualdad

ab-i—c — abac.

1.4 Limites y continuidad

1.4.1 Conceptos topolégicos basicos

i) Un entorno de a € C es cualquier disco abierto de centroa € C y radio r > 0

D(a;r)={z€C ||z —a| <r}.

Denotaremos por D (a;r) = {z eCl|lz—al < r} el correspondiente disco cerrado
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ii) Entorno perforadodea € C = D(a;r) —f{a} ={z€C|0<|z—a| <r}.
iii) A C C es abierto si contiene un entorno de cada uno de sus puntos:

Yae A, Ir >0 tq. D(a;r) C A.

iv) A C C cerrado <= C — A es abierto.

v) A C C es compacto <= A es cerrado y acotado (se dice que A es acotado si IR > 0
t.q. A C D(0; R)).

vi) A C C abierto es conexo si para todo par de puntos z,w € A hay una curva continua
y 1 [0,1] - Atq. y(0) = z, y(1) = w. [Nota: de hecho, se puede demostrar que en la
definicién anterior se puede sustituir la palabra “continua” por “diferenciable”.]

vii) Una regién 6 dominio es un subconjunto abierto conexo y no vacio de C.

1.4.2 Limites
Notacion:
f:C—>C
z=x+iy f(z) =u(x,y) +iv(x,y).
Nota: Lanotacion f : C — C no significa que f esté definida en todo C.

e u:R? > Ryv:R? — R (laparte real e imaginaria de f, resp.) son funciones escalares
reales.

Definicion 1.9. Si f : C — C estd definida en un entorno perforado de a € C y I € C, diremos
que Zh_rBl f(z) =1si
Ve>03§>0tq. O0<|z—a|<d = |f(x)—I|<e

Nota: al ser el médulo de un niimero complejo w = u + iv igual a la norma del vector (1, v) € R2,
la definicién anterior de limite coincide con la usual para una funcién f : R? — R2.

Propiedades de los limites:
i) Siexiste lim f(z), dicho limite es dnico.
Z—a

i) Zlg)l}l f(z)=1+= 1lim u(x,y)=Rely lim wv(x,y)=1Iml.

x,y)—a x,y)—a
iii) 3 lim f(2), lim g(z) = lim [f(2) + g(z)] = lim f(z) + lim g(z).

iv) 3lim f(2), lim g(z) = lim [f(z)g(z)] = lim f(z) - lim g(z).

) lim g(z) £0 = 1 —
VT8t cbag(z)  lim g(z)

zZ—>a
Demostracion:

i)—iii) son propiedades conocidas de los limites de funciones R? — R?
iv)—v) se demuestran como en el caso real, reemplazando el valor absoluto por el médulo.
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1.4.3 Continuidad

Definicion 1.10. Seana € Cy f : C — C definida en un entorno de a. Diremos que f es continua
ena € Asi

lim f(z) = f(a).
Diremos que f : C — C es continuaen A C C siy s6losi f es continua en todos los puntos de A.
Propiedades:
i) fygcontinuasena = f + gy fg continuas en a.

ii) Si, ademas, g(a) # 0, entonces f/g es continua en a.

iii) f:C — C continuaenayh :C — C continuaen f(¢) = ho f continuaen a.
Demostracion:

1)—ii) son consecuencia inmediata de las propiedades de los limites iii)—v), mientras que iii) se de-
muestra como en el caso de funciones R — R.

Ejemplo: los polinomios y las funciones racionales son funciones continuas en todos los puntos de
su dominio.

1.5 Derivabilidad

Definicion 1.11.
e f :C — C definida en un entorno de a € C es derivable en «a si existe

lim JF(Z)%Z(“) = f'(a).

z—a Z

e f :C — C es analitica (u holomorfa) en un abierto A si es derivable en todos los puntos de
A.

e f es analitica en un conjunto arbitrario B si es analitica en un abierto A O B o, equivalente-
mente, si es analitica en un entorno de cada punto de B.

En particular, f es analitica en un punto a € C si es derivable en un entorno de a. (Nétese que f
analitica en a es por tanto mas fuerte que f derivable en a.)

Proposicion 1.12. f : C — C derivableena € A — [ continua en a.

Demostracion. En efecto,

lim [/(2) = f(@)] = lim [ lim (z—a) = f'(a)0 = 0.

—a a z—a Z—a

f(2) = fla) G—a)| =1 f(z) = f(a)
BT (z—a)| = lim ——————.

Q.E.D.
Propiedades algebraicas:
Sif:C—>Cyg:C — Csonderivablesenz € C,ya,b € C, se tiene:
i) af + bg es derivable en z, siendo (af + bg)' (z) = af’(z) + bg'(2).
ii) fg es derivable en z, siendo (f2)'(z) = f'(2)g(z) + f(2)g'(2) (regla de Leibniz).
iii) Sig(z) # 0, f/g es derivable en z, siendo
8(2)f'(z) - f(2)g'(z)
(f/8) () = 2 :
g(2)

Ejemplo: los polinomios y las funciones racionales son derivables en todos los puntos de su dominio,
y sus derivadas se calculan como en el caso real.
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1.5.1 Ecuaciones de Cauchy-Riemann

e Sia = a;+iay € C, denotaremos por M, : C = R2 > C =R?Ia aplicacion lineal definida
por
M, -z=az, VzeC.

: .. . ay —a
La matriz de M, en la base canénica {1,1i} de R? es (al B 2) .
2 1

e Recordemos que una funcién f : C — C definida en un entorno de zo € C es diferenciable
en sentido real en z si existe una aplicacion lineal Df(z¢) : R? = C — R? = C tal que

i /&) = f(20) = Df(zo) - (2 —20) _

0.
z—20 |z — zo|

(Notese de nuevo que el modulo de z = x +1iy € C es la norma del correspondiente vector
(x,y) € R2) A la aplicacién Df(zo) se le denomina derivada en sentido real de f en zy.
La matriz de Df(zo) en la base canénica de R?, llamada la matriz jacobiana de f en zg, esta

dada por
Jf(zo) = (ux(Zo) “y(ZO))’

vx(20) Vy (zo)

o . . ou
donde hemos utilizado la notacién habitual u, = Y andlogamente uy, vy, Vy.
X

Teorema 1.13. Sea f = u + iv : C — C definida en un entorno de 7o = x¢ + iyo € C. Entonces
f es derivable (en sentido complejo) en z si'y s6lo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

i) f esdiferenciable en sentido real en (xg, yo).

ii) Se verifican las ecuaciones de Cauchy—Riemann
ou dv ou v
_(xﬂayO) = _(XO’yo)a _(XOvyO) = __(XOJ’O)-
ax ady ay ax

Demostracion.
=) [ es diferenciable (en sentido real) en z9 = (xo, yo) con derivada Df(z9) = My:(z,), yaque

i @) = f(zo) ~ fzo)z—zo)l .. | f(@)— f(zo)— f'(z0)(z — Z0)
im = lim
z—20 |z — zo| Z2—20 Z—2o0
_ um | L@~ f(z0) —f/(ZO)‘ —0.
Z—>Z0 Z—20

) u . .
Denotemos abreviadamente a—(xo, Vo) por Uy, y andlogamente para las demds derivadas parciales
X

de u y v en (xg, yo). Igualando la matriz de Df(z¢) en la base canénica de R? —es decir, la matriz
jacobiana J f(z9)— con la de My/(,,) se obtiene

(ux “y) _ (Ref/(Zo) —Im f/(Zo))
~ \Um f’(z0) Re f'(z0) )’

de donde se deducen las ecs. de Cauchy—Riemann, junto con las relaciones

vx vy

. 1 )
f'(zo) = ux +ivy = ~(uy +ivy).
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<=) Por las ecs. de Cauchy—Riemann, la matriz jacobiana de f en z¢ es de la forma

Ux —Uyx
vx  Ux )’

y por tanto dicha matriz es igual a la del operador lineal M., con ¢ = u, + ivx. De esto se sigue que
Df(zo) = M, es decir Df(z0) - (z — z0) = ¢(z — z0), y por tanto
L @) = f(zo) ez —20)] _ f(2) = f(zo)

0= 1 = lim
Z—>20 |z — zo] Z—>20 Z— 20

—C‘<:> lim M=C
Z—=Z20 Z—20

Esto demuestra que f es derivable (en sentido complejo) en z, siendo

. 1 .
f(z0) = ¢ = uy +ivy = T(uy +1ivy),

donde la tltima igualdad es consecuencia de las ecuaciones de Cauchy—Riemann. Q.E.D.

e De la demostracion del teorema se sigue que si f = u + iv es derivable en sentido complejo en
Zo = Xo + 1y entonces

f'(z0) = ux(xo, yo) + ivx(xo, yo) = %(Zo)

d
= %(My(xo,yo) + ivy (x0. y0)) = %%(Zo)-

Estas igualdades se deducen también facilmente de la definicién de derivada 1.11 (ejercicio). Notese
también que las ecuaciones de Cauchy—Riemann son equivalentes a la relaciéon

0 10
—f(Zo) = T_f(ZO)-
0x idy
e El teorema anterior puede formularse también de la siguiente forma alternativa:

Teorema 1.14. f : C — C definida en un entorno de zo = xo + iyg € C es derivable en 7o si y
solo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

i) [ esdiferenciable en sentido real en (x¢, yo)
ii) Existe c € C tal que Df (xo, y0) = M.

Ademds, si se cumplen las condiciones anteriores entonces f'(z¢9) = c.

Derivabilidad de la funcion exponencial:

f(z) =e¢ = u(x,y) =e¥cosy, v(x,y) =e¥seny == wuyvdeclase C®enR? —
f diferenciable en sentido real en todo R?. Ademas,

Uy =€ Cosy =y, Uy =—e" seny = —vy.
Por tanto, e% es derivable (en sentido complejo) en C, siendo

(€®) = uyx +ivy =e“cosy +ie*seny =e*, VzeC.

Una consecuencia inmediata del Teorema 1.13 es la siguiente

Proposicion 1.15. Si f : C — C es analitica en una regiéon A, y f'(z) = 0 para todo z € A,
entonces [ es constante en A.

Demostracion. En efecto, f derivable en sentido complejo en z € A implica que f es derivable en
sentido real en dicho punto, siendo Df(z) = My ;) = 0. El resultado anterior se sigue entonces de
su andlogo para funciones R” — R™, Q.E.D.
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1.5.2 Regla de la cadena

Proposicion 1.16. Si f : C — C es derivable en 7y g : C — C es derivable en f(z), entonces
g o f esderivable en z, y se tiene

(go () =¢(f) f(2). (1.2)

Demostracion. En efecto, utilizando la continuidad de f en z y el hecho de que g estd definida en un
entorno de f(z) (por ser derivable en dicho punto), es facil ver que g o f estd definida en un entorno
de z. Ademais, por el teorema anterior f y g son derivables en sentido real en z 'y f(z), resp., siendo

Df(z) =Mpizy.  Dg(f(z)) = Mg (s -

Por la regla de la cadena para funciones de R” en R™, g o f es derivable en sentido real en z, y se
tiene:

D(g o f)(@) = Dg(f(2)) - Df(2) = Mg/(s(z)) Myrz) = Mg'(f(2) 52 -
que implica (1.2) por el Teorema 1.14. Q.E.D.

Derivabilidad de las funciones trigonométricas e hiperbdlicas:

De las propiedades de la derivada compleja (linealidad y regla de la cadena) y la derivabilidad de la
funcién exponencial f(z) = e se sigue que sen y cos son derivables en C, siendo

ie? +ie %

|
_ =cosz, (cosz) = —(ie’* —ie %) = —senz.
2i 2

(senz) =
De estas férmulas se deduce la derivabilidad de las restantes funciones trigonométricas en todos los
puntos de sus dominios. Por ejemplo,

cos?z +sen’z

(tanz)’ = =sec’z, Vz# g +kn (k € Z).

cos2 z

Aligual que en el caso real, la derivabilidad de la exponencial junto con la regla de la cadena propor-
ciona inmediatamente la derivabilidad de las funciones senh y cosh, junto con las férmulas usuales
para derivar dichas funciones:

(senhz)’ = coshz, (coshz) = senhz,

De nuevo, de estas formulas se deduce la derivabilidad de las restantes funciones hiperbdlicas en
todos los puntos de sus dominios. Por ejemplo,

cosh? z — senh? 7
(tanhz) =

i
=sech?z, Vz# — +kni (k € 7).
cosh? 7 7 2 ( )

1.5.3 Teorema de la funcion inversa

Teorema 1.17. Sea f : C — C analitica en el abierto A (con f' continua' en A). Sia € Ay
f'(a) # 0, existen sendos abiertos U > ayV > f(a) tales que U C A, [’ no se anula en U y
f U — V es biyectiva. Ademds, f~':V — U es analitica en V, siendo

—1y/ _ 1
(W) = S Ywev.

'Veremos més adelante (Seccién 2.3.3) que si f es analitica en 4 entonces f’ es automaticamente continua en A.
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Demostracion. f es derivable en sentido real en todo z € A, y su matriz jacobiana

1) = (ux(z) —vx(z))

vx(z2)  ux(z)

tiene determinante u2(z) + v2(z) = |f’ (z)|2. En particular, de esto se sigue que det Df(a) =
|/ (a)|2 # 0. Por el teorema de la funcién inversa para funciones R? — R? (nétese que la conti-
nuidad de /' implica la continuidad de las derivadas parciales de u y v), hay sendos abiertos U > a
yV > f(a)talesque U C A, f : U — V es biyectiva, Df esinvertibleen Uy f~':V — U es
diferenciable en sentido real en V', con

D/ Hw) = [DF (ST W), YweV

Noétese que f/ no se anula en U, al ser |f/(z)|2 = det Df(z). Llamando z = f~!(w) se tiene, por
el Teorema 1.14:

D(f™H(w) = [DF@)]™" = Myl = Myjpr).

De nuevo por el Teorema 1.14, de esto se deduce que f~! es derivable en sentido complejo en w,
con derivada 1/f'(z). Q.E.D.

Derivabilidad de log; :

e Log: C—{0} - {z € C | =t < Imz < =} es discontinua en R_ U {0} (por la discontinuidad
de Arg), y por tanto no es derivable en dicho conjunto.

e Sin embargo, Log es derivable en el abierto B = C — (R_ U {0}). En efecto, Log es la inversa
global de
exp: A={z€eC|—-n<Imz <n}— B,

y exp satisface las condiciones del teorema de la funcién inversa en todo punto de A (exp’ =
exp no se anula y es continua en A4).

e Size Ayw =e? € B,hay dos abiertos U > zy V > wtalesqueexp: U C A — V es

invertibleen U, y
1 1 1
—1y/
c. w)=——"= — —= —,
(exp ) (w) exp'(z) e w

1

Alser U C A setiene exp~ = Log, y por tanto

(Logw)’ = %, Yw e C — (R- U{0}).

Del mismo modo se prueba la derivabilidad de log; (con I = [yo, yo + 27) 6 (yo, Yo + 27])
en el abierto C — ({w | argw = yo mod 27} U {0}), siendo de nuevo logy (w) = 1/w.

1.5.4 Funciones armonicas

Definicién 1.18. Una funcién u : R? — R es arménica en el abierto A C R? siu € C2(A), y se
cumple
0?u  0%u
Vu=_— +-— =0en A.
axZz  0y?
Proposicion 1.19. Si f : A — C es analitica en el abierto A entoncesu = Re f yv = Im f son
armdnicas en A. (Se dice entonces que u y v son funciones armonicas conjugadas en A).
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Demostracion. En efecto, veremos mas adelante (Seccion 2.3.3) que f analiticaen A =— u,v €
C°°(A). De las ecuaciones de Cauchy—Riemann se sigue entonces que

vy duy
Uxx :azl)yx:‘vxy :_8_:_uyy’
y andlogamente para v. (NGtese que vy, = vy, por ser v de clase C2(A).) Q.E.D.

Proposicién 1.20. Siu : R? = C — R es armonica en el abierto A, 79 € Ay U C A es un entorno
de z0, hay una funcion f : U — C analitica en U tal que Re f = u.

Demostracion. En efecto, siz = x + iy € U entonces v = Im f deberia cumplir:

y
vy =ux = v(x,y) =/ Ux(x,8)dt + h(x);
Y0
y

ve(x,y) = /-y Uxx(x,0)dt + h'(x) = —/ uyy (x,t)dt + h'(x)
y

0 Yo
= —uy(x,y) + uy(x, yo) + h'(x) = —uy(x,y) <= h'(x) = —uy(x, yo)

X

== h(x)z—/ uy(t,yo)dt +c (c e R)

X0

== v(x,y)=/y

Yo

X

ux(x,t)dt—/ uy(t,yo)dt +c, V(x,y)eU. (1.3)
X0
Si v estd dada por la férmula anterior f = u +iv cumple las ecuaciones de Cauchy—Riemann en U y
es diferenciable en sentido real en U (al ser u, y por tanto v, de clase C? en dicho conjunto) = f
es analiticaen U.

Q.E.D.

Comentarios

e La proposicién anterior garantiza la existencia de una armonica conjugada de u en cualquier
disco abierto contenido en A (aunque no necesariamente en todo A, como veremos a continua-
cién).

e En una region, la armonica conjugada v (si existe) estd determinada a menos de una constante.
En efecto, si v; y v, son armonicas conjugadas de la misma funcién arménica u en la regién
A, las funciones f; = u +1ivy y f» = u +ivy son analiticas en A, porloque f = f1— fo =
i(v; — vp) también es analitica en A. Al ser Re f = 0 en A, las ecuaciones de Cauchy—
Riemann implican que las derivadas parciales de Im f se anulan en A. Por ser A una region,
Im f = v; — v, ha de ser constante en A.

e Podemos reescribir la férmula (1.3) para la armdnica conjugada v como
v(z)=/(uxdy—uydx)—l—czf(—uy,ux)-dr—l—c, VzeU,
Y0 Y0

donde dr = (dx,dy) y yo es la linea quebrada formada por el segmento horizontal que une
Z0 = Xo +1yo con x +iyg y el segmento vertical que une este dltimo punto con z = x +1iy.
Como el campo vectorial (—uy, ux) es conservativo (al ser u armoénica), esta integral de linea
es independiente del camino, por lo que también podemos escribir

v(z)=/(uxdy—uydx)+c, VzeU,
y

donde y es cualquier curva (diferenciable) contenida en U que une z¢ con z.
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e Laexistencia de arménica conjugada de una funcién arménica en un abierto A no estd asegura-
da globalmente en A. Consideremos, por ejemplo, la funcién u : A = R? — {0} — R definida
por u(x,y) = % log(x? + y2). Si U es un disco abierto cualquiera contenido en A entonces
la funcién log; z = log |z| + i arg; z es analitica en U, si escogemos la determinacién / de
forma que la semirrecta en que arg; es discontinuo no corte a U. Por tanto Re f = u es armé-
nicaen U,y v = arg; z 4+ ¢ (con ¢ € R) es una arménica conjugada de u en U. Esto prueba,
en particular, que u es arménica en todo A, como se puede comprobar facilmente calculando
sus derivadas parciales.

Veamos ahora que u no admite una armoénica conjugada definida en todo A. En efecto, si
existiera f analitica en A con Re f = u entonces f y Log (p. ej.) diferirian en una constante
(imaginaria pura) en la region B = C — (R_ U {0}) C A (ya que Log es analitica en B,y
ReLogz = u(z)). Pero esto es imposible, ya que si x < O se tendria (al ser f continua en 4
y f =Log+cen B)

m [f(x+iy)—f(x=iy)] = f(x)=f(x) = 0.

27i = lim [L iy)—Log(x—iy)| = li
™ y—1>r(r)1+[ og(x-+iy)~Log(x~iy)] =0+
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Capitulo 2

El teorema de Cauchy

2.1 Integracion sobre arcos

e Sihy,hy : R — R son integrables (por ¢j., continuas) en [a,b] CRyh = h; +ihy : R — C,

definimos
b b b b
/ hz/ h(t)dtz/ hl(t)dt+i/ ha(t)dr € C.
a a a a

T . T T
Ejemplo: / el dr = / costdr + i[ sent dt = 2i.
0 0 0

e Un arco continuo (6 curva continua) es una aplicaciéon y : [a,b] — C continua en [a, b]
(i.e., Re y e Im y son continuas en [a, b]).

e El arco continuo y es C! a trozos si existe una subdivision finita a = ag < a; < ... <
an—1 < an = b de [a,b] tal que y’ existe y es continua en cada subintervalo [a;—1, a;]
(1<i<n).

En otras palabras, y es continuaen [a,b] y C ! en [a, b]—{ao, ..., an},yexisten lim; .4+ y'(1),
lim,_, 5 y'(¢) y lim;—q,+ y'(¢t) parai = 1,...,n — 1, aunque los limites por la izquierda y
por la derecha en a; no coincidan.

e Siy :[a,b] — C esunarco de clase C! a trozos, f : A C C — C es continua en el abierto
Ay y(la,b]) C A, definimos

/yf Efyf(z)dz _ ;/ Fr)y @ e C.

ai—1

Notese que f (y(l))y’ (t) es continua en cada uno de los subintervalos [a;,a;—1], por lo que cada una
de las integrales que aparecen en la férmula anterior tiene sentido.

e Si f=u+ivyy() = x(t) +iy(¢), entonces (suponiendo por sencillez que y es C! en
[a, b])

b
/ f= / [ (x (1), y(0)) + iv(x (). y ()] [X' () +iy'(0)] di
y a
b
- / [ (x (1), y (1)) X' (1) — v (x (), ¥ (D)) y'(1)] i
b
+ i/ [u(x(t), y(t)) y'(t) + v(x(t), y(t)) x'(t)] dt

:/(udx—vdy)+i/(vdx+udy).
Y Y

21
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2.1.1 Propiedades de [ f
Linealidad. Paratodo A, u € C se cumple

/y(kf+ug)=A/yf+M/yg-

Cadenas. Siy : [a,b] — C esunacurva C! atrozos, se define la curva C! atrozos —y : [a,b] — C
mediante

(=y)@)=yl@a+b—1), Vvt € [a,b].

En otras palabras, —y difiere de y dnicamente en el sentido en que esté recorrida. Si y([a,b]) C A
abiertoy f : A — C es continua en 4 se cumple

s=aib—t

b a
/ f= [ f(y(a +b— t))( —y'(a+b - Z)) dr / f()/(s)))/(s) ds 2.1
-y a b

b
—_ / Fr)y () ds = — / I’ 22)
a V4

Siyp :[a,b] = Cyys:[c,d] — C soncurvas C! atrozos con y1(h) = y»(c), definimos la curva
Clatrozos y1 + y2 : [a,b + d — c¢] — C mediante

yl(t)’ r e [a’b]

7)) = {yz(c —b+1). telbb+d—cl

De forma andloga se define la curva C! a trozos y; + -+ + yy, si el extremo final de cada curva
yi coincide con el inicial de la curva siguiente y; 1. Del mismo modo, si y; y y» son curvas C! a
trozos tales que el extremo final de y; coincide con el de y,, se define y; — y2 = y1 + (—y2). Si
v1([a, b)), y2(Jc,d]) C A abierto,y f : A — C es continua en A, se tiene

| =[]
y1+y2 Y1 V2

/1/1+-~-+yn /= i/yz /

i=1

Anélogamente,

Combinando este resultado con la ecuacion (2.1) se obtiene la expresion mds general

n

/ f=Yef s,
g1Y1++€en¥n ; Vi

i=1

donde ¢; = =1 para cada i, y se supone que el extremo final de ¢;y; coincide con el inicial de
&i+1Yi+1. Alaexpresion e1y; + -+ + e, Y, se le denomina cadena.

Invariancia bajo reparametrizaciones. Siy : [a,b] — C es Cla trozos, una reparametrizacion de
y esunacurva y : [a,b] — C delaforma y = y o ¢, siendo ¢ : [a,b] — ¢([a,b]) = [a, D] una
aplicacion de clase C! en [@, b] con derivada positiva en [a, b].

Noétese que, al ser ¢’ > 0 en [&,5], ¢ es una funcién creciente en [51,[5], y por tanto (al ser ¢
suprayectiva por hipétesis) ¢(a) = a, ¢(15) = b. Evidentemente, si el arco y es C ! a trozos también
loes y,y y(la,b]) = )7([&,5]) (es decir, y y y tienen la misma imagen). Obsérvese, por ultimo,
que el teorema de la funcién inversa implica que ¢~ ! : [a,b] — [a, I;] es de clase C! con derivada
positiva en [a, b], y por tanto y = 7 o ¢! es una reparametrizacion de j.
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Ejemplo: 7(s) = e (s € [%, 2—“]) es una reparametrizaciéon de y(1) = —t + iv1 —1¢2 (t €
[ — %, % ]) En efecto, J(s) = y(— cos s), siendo en este caso ¢(s) = —coss de clase C! y ¢/(s) =

b1 275].

sens > 0 en [3, 5

Proposicion 2.1. Siy : [51,15] — C es una reparametrizacion de y : [a,b] — C, y([a,b]) C A, y
f A — C es continua en el abierto A, se cumple:

hr=hs

Demostracion. Supongamos por sencillez que y es de clase C Len [a,b],yseay = y o¢ con
¢ :[a,b] — [a, b]. Entonces se tiene:

b ~ ~/ b / / t=¢(s) b /
/71’ /a F(7())7'(s)ds /a Fr@))y'(o(s))9'(s)ds /a fy@)y'(r)de /yf

Q.E.D.

2.1.2 Integral respecto de la longitud de arco

Si f : A — C es continua en al abierto A, y : [a,b] — C es C! atrozos y y([a, b]) C A, se define
b
[ reriei= [ roo) o).
y a

Noétese que si y(t) = x(¢) + iy(¢) entonces |y'(¢)| df = /x’2(t) + y’2(¢) dt es el elemento de
longitud de arco ds a lo largo de la curva y. Por tanto si f = u + iv entonces

/yf(Z) |dZ|=/yuds+i/yvds.

/ |dz| = / ds = I(y) = longitud de y.
Y v

En particular,

Propiedades:

D fy(?tf(ZH 118(2)) Idz|=/\fyf(z) IdZ|+M/y(z) ldz]. VA, uecC.

ii) / f(z) |dz] =/f(Z) |dz].
-y Y

n

iii) f@ 1Azl =) | f(2) ldz].

g1V1++en¥n i=17VYi

iv) Si ¥ es una reparametrizacion de y, entonces / f(z) |dz| = / f(z) |dz].
y 4

/y f(z)dz

En particular, si max_| f(y(1))| = M entonces
t€la,b]

/y f(z)dz

Desigualdad fundamental:

S/ylf(Z)IIdZI-

< MI(y).
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En efecto, la segundad desigualdad es consecuencia de la primera (por las propiedades de la integral
de funciones reales de una variable real). Si | y f = 0,laprimera desigualdad se cumple trivialmente.
En caso contrario, llamando 6 = Arg( /. v f) se tiene:

= Re |:e_i9 /y fi| = /ab Re [e_ief(y(t)))/(t)] dr <

b
$/ Re
a

2.1.3 Teorema fundamental del Calculo. Independencia del camino

/ab Re [e_ief()/(t)))/(t)] dt

[e—i"f(y(t))y’(t)]‘dt s/ab}f(y(f))l/(f)\ d Z/ylf(Z)lleI-

Lema 2.2. Siy : R — C esderivable ent € R (es decir, siRey,Imy : R — R son derivables en
1)y f : C — C es derivable en y(t), entonces f oy es derivable en t, con derivada

(feor)®) = f'r®)y'®.

Demostracion. Por el Teorema 1.13, la funcién f : C = R? — C = R? es diferenciable en sentido
real en y(¢), siendo Df (y(t)) = My (r))- Laregla de la cadena para funciones R” — R implica
que la funcion compuesta f oy es derivable en ¢, con derivada

(fop) () =Df(y(0)yY' ) = Meyay v' (1) = f(y(0) ¥ (@)
O.E.D.

Teorema fundamental del Calculo. Sea F : A — C analitica en el abierto A (con F' continua'

en A). Siy :[a,b] — C es C! atrozosy y([a,b]) C A entonces se cumple:

/y F' = F(y®) - F(y(@).

En particular, si y es cerrada (i.e., y(b) = y(a)) se tiene

/F'ZO.
y

Demostracion.

/ F' = f () Y (6)dt = [ (Foy) () dt = F(y(®)) - F(y(@)).

por el teorema fundamental del Célculo para funciones R — R. Q.E.D.

Independencia del camino. Si f : A — C es continua en una region A, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) fy f es independiente del camino: fyn =/ ,, | paratodo par de curvas C L a trozos y1 y
yo contenidas en A que unen cualquier punto 71 € A con cualquier otro punto 7, € A.

i) [ r ./ = 0para toda curva cerrada C U a trozos I contenida en A.

iii) f admite una antiderivada (J primitiva) en A, es decir, existe F : A — C analiticaen Ay
tal que F'(z) = f(z) para todo z € A.

I'Veremos mds adelante (Seccién 2.3.3) que si F es analitica en A entonces F’ es automdticamente continua en dicho
conjunto.
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Demostracion.

ii) = i) Si y1 y y2 son dos curvas C' a trozos contenidas en A que unen z; € A con z, € A
entonces I = y; — Y2 es una curva cerrada, y por tanto

boedor=ho = h=e

i) = ii) Sea I" una curva cerrada C! a trozos contenida en A. Si I" se reduce a un punto zo € A
(es decir, si I'(f) = zg paratodo ¢ € [a, b]), laintegral [ f es claramente nula, ya que I"'(1) = 0.
En caso contrario, podemos escoger dos puntos z1 # z» € I'([a, b]) y escribir I = y; — y», siendo
Y1y Y2 curvas contenidas en A con extremos Z; y Z». Entonces

Lf=£rnf=Af—nf=0

iii) =) Por el teorema fundamental del Calculo (ya que F’ = f es continua por hipdtesis).

i)==1iii) Fijemos (arbitrariamente) un punto zp € A. Si z es un punto cualquiera de A4, por ser 4
una regién hay una curva (C! a trozos) y contenida en 4 que une zo con z. Definimos entonces

H@=Lﬁ

Nétese que, por hipétesis, F' no depende de la curva y C A que utilicemos para unir z¢ con Z.
Probemos finalmente que F es diferenciable en todo punto z € A, con F'(z) = f(z).Sie > 0,

al ser A abiertoy f continua en A4, existe § > 0 tal que | f({) — f(z)] < esi € D(z;8) C A.Dado

un punto cualquiera w € D(z;§) distinto de z, sea L C D(z;8) C A el segmento que une z con w.

Entonces se tiene:
F —F = — = :
W) @ /y+L / /y ! /L f

Por el Teorema Fundamental del Cdlculo, w—z = [; d (yaque 1 = ¢’), y por tanto (w—z2) f(z) =

f@) [, d¢ = [ f(z)d. Luego

F@»—F@)_f@ﬂz|F@0—F@»«w—zv&n:th@ﬁﬂ—fpﬂ@dﬂ
w—2z lw — z| |lw —z|

_ L@ - f@lde _ elwy)

- lw — z| Tlw—z|

Q.E.D.

2.2 Teorema de Cauchy—Goursat. Homotopia. Antiderivadas

e Unacurvacerraday : [a,b] — C essimplesia <s <t <b = y(s) # y(¢).

Teorema de Cauchy (versién original). Si y es una curva cerrada simple C' a trozosy f : C — C

es analitica con derivada continua en y y en el interior de y, entonces / f=0.
Y

Demostracion. Por el teorema de Green (orientando la curva en sentido antihorario, de modo que el
interior D de y quede a la izquierda de y), si f = u + iv se tiene

/fdz =/(udx—vdy)+i/(udy+vdx) =—/ (uy+vx)dxdy+i/ (ux—vy)dxdy =0,
y y y D D

en virtud de las ecuaciones de Cauchy—Riemann. Q.E.D.
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e Este resultado es insuficiente, ya que no hace falta suponer que f’ sea continua (probaremos
que esta hipétesis se deduce de la analiticidad de f). Ademas, el resultado es valido para
curvas mucho mds generales que las cerradas simples.

Teorema de Cauchy—Goursat para un rectangulo. Sea R un rectdngulo cerrado con los lados
paralelos a los ejes, y sea R la frontera de R. Si f : C — C es analitica en R se cumple:

f=0.
oR

Demostracion. Orientemos dR en sentido antihorario (obviamente, el resultado es independiente de
la orientacién de dR). Si dividimos R en cuatro subrectangulos congruentes RD (G =1,...,4)
(también orientados en sentido antihorario) entonces

/BRf N é/azemf’

ya que las integrales a lo largo de los lados interiores de los rectangulos R®) se cancelan a pares. Por

Llamemos R; = R®). Repitiendo indefinidamente el proceso anterior, obtenemos una sucesion de
rectangulos cerrados encajados Rg = R D Ry D Ry D -+ D Ry D Ry41 D ... tales que

Jo 74l = e 5l

= — =z —
4 4n

Ademads, si P; y D; denotan respectivamente el perimetro y la diagonal del i-ésimo rectangulo y

P = Py, D = Dy, se tiene:

1
2_
4

, VmneN.

P D
Pl'=—., Di=—., VIGN
21 21
Por el teorema de encaje de Cantor, (| R, = {a}, cona € R. Nétese que
neN

Z€R, = |z—a|<D,=2""D,

al ser a € R, cualquiera que sean € N. Sie > 0, tomemos § > 0 suficientemente pequefio de modo
que f sea analitica en D(a;d) y ademds se verifique

/@)= fl@)-(z-a)f'(@)]| <elz—al, YzeD@d). z#a.

(Nétese que, por hipdtesis, f es derivable en un entorno de cada punto de R.) Escojamos ahora n
suficientemente grande para que D, = 27" D < §, de modo que R, C D(a; ). Nétese que, por el

teorema fundamental del Calculo,
/ dz = / zdz =0.
oR;, oR;,

/a @ f@- @ —a)d:

De esto se sigue que

Ju?

n
<4

1=

< 4"/ glz—al|dz| <4"-27"De- P, =4"-27"Deg-27"P = PDe.
OR;,

Como ¢ > 0 es arbitrario y PD es constante, el teorema estd demostrado. Q.ED.
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Teorema de Cauchy-Goursat generalizado. Sea a un punto interior a R, y supongamos que f :

C — C es analiticaen R — {a} y Zlg)n [(z —a) f(z)] = 0. Entonces / f=0.
a oR

Demostracion. Sea Q C R un cuadrado con lados paralelos a los ejes coordenados de centro a y lado
[ > 0 suficientemente pequefio de forma que que |(z —a) f(2)| < e si z € Q — {a}. Prolongando
los lados de Q podemos subdividir el rectingulo R en 9 subrectangulos Ry = O, Rj,..., Rg. Por

tanto
8
/azefzfangr; aRif'

La funcién f es analitica en cada uno de los rectangulos R;, ya que a ¢ R; C R. Por el teorema de
Cauchy—Goursat faR,» f =0sii =1,...,8,y por tanto

d 2
/f‘:/ f'§8/ sl 2=,
3R 30 30 |z —al l

lo que demuestra el teorema. Q.E.D.

2.2.1 Homotopia. Teorema de Cauchy

e Sea A C C unaregion, y sean y; y y2 dos curvas continuas contenidas en A con los mismos
extremos 71,22 € A (21 # z2), 6 dos curvas cerradas continuas contenidas en A. Diremos
que y1 es hométopa a y, en A si se puede deformar de manera continua hasta transformarse
en yy sin salirse de A. En el primer caso (homotopia de curvas abiertas con extremos fijos), los
extremos de todas las curvas deformadas han de mantenerse iguales a z; y z, mientras que en
el segundo (homotopia de curvas cerradas) todas las curvas deformadas han de ser cerradas.

Es importante observar que el concepto de homotopia depende de la region A considerada. En
otras palabras, dos curvas hométopas en una cierta regién A pueden no serlo en otra regién A’.

e Notese que un punto zg € A es una curva cerrada constante: y(¢) = zg, V¢ € [a,b]. En
particular, [, f = 0 paratoda f.

e Una region A C C es simplemente conexa si toda curva cerrada continua y contenida en A
es homoétopa a un punto en A.

Ejemplo: C es simplemente conexo. Un disco abierto es una regién simplemente conexa. Un disco
abierto sin uno de sus puntos no lo es. El plano complejo menos una semirrecta es simplemente
conexo.

Teorema de la deformacién. Sean y; y y» dos curvas C a trozos hométopas en una region A, y
sea [ : A — C analitica en A. Entonces se verifica

b=t

Teorema de Cauchy. Sea y una curva cerrada C' a trozos hométopa a un punto en una region A.
Si f: A — C esanalitica en A se cumple

/ f=o. (2.3)
14

Se demuestra que cualquiera de los dos teoremas anteriores implica el otro, por lo que basta con pro-
bar uno de ellos. Véase, por ejemplo, el libro Basic Complex Analysis, de J.E. Marsden y M.J. Hoffman,
para una demostracion detallada y rigurosa de cualquiera de estos teoremas. Aplicando el teorema de
Cauchy a una region simplemente conexa se deducen los dos corolarios siguientes:
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Corolario 2.3. Si A C C es una region simplemente conexay f : A — C es analitica en A entonces

Lf=a

Nota. A partir de ahora, supondremos sin mencionarlo en los enunciados que todas las curvas con
que tratemos son C ! a trozos, a menos que no se indique explicitamente lo contrario.

para toda curva cerrada 'y contenida en A.

Demostracion. En efecto, si A es una region simplemente conexa toda curva cerrada y contenida en
A es homdtopa a punto en A, por lo que |, y f = 0 en virtud del teorema de Cauchy. Q.E.D.

Corolario 2.4. Si f : A — C es analitica en una region simplemente conexa A entonces f admite
una primitiva en A.

Demostracion. Por el corolario anterior, fy f = 0 para toda curva cerrada y contenida en A. Esto
implica que f tiene una primitiva en A, en virtud de la equivalencia ii) <= iii) del teorema sobre
la independencia del camino de la pag. 24. Q.E.D.

Necesitaremos también la siguiente generalizacion del teorema de Cauchy, que se prueba utili-
zando el teorema de Cauchy—Goursat generalizado:

Teorema de Cauchy generalizado. Sea y : [a, b] — C una curva cerrada homdtopa a un punto en
una region A, y sea zo9 € A — y([a,b]). Si f es analitica en A — {Zo} y l_i)m [(z =20 f(2)] =0
Z—20

entonces / f=0.
14

Idea de la demostracion. Si zg es exterior a la curva, entonces y es hométopa a un punto en la region
A —{zo}, e fy f = 0 por el teorema de Cauchy aplicado a dicha regién. Si, por el contrario, Z¢ es
interior a y, al ser dicha curva homdtopa a un punto en A puede probarse que existe un cuadrado
suficientemente pequefio Q C A centrado en Zg tal que y es hométopa a Q en A — {z¢}. Por el
teorema de la deformacién aplicado a f en laregiéon A — {zo},

[r=],r=0

donde la dltima igualdad es consecuencia del teorema de Cauchy—Goursat generalizado. Q.E.D.

2.3 Indice. Formula integral de Cauchy y sus consecuencias

2.3.1 Indice

e Siy esunacurvacerraday a ¢ y, definimos el indice de a respecto de y mediante

1 dz

nra) =5 ) =

e Si y es una circunferencia de centro a y radio r > 0 recorrida n veces en sentido antihorario
(y(t) =a +re't, cont € [0,2nm]) entonces

2nm ire”

1
n(y,a) = 2_m 0 reit
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Andlogamente, si y es la circunferencia de centro a y radio » > 0 recorrida n veces en sentido
horario,

n(y,a) = —n.

En virtud del teorema de la deformacion, esto sugiere que n(y, a) es el niimero de vueltas que
da la curva y alrededor de a, contando como positivas las vueltas dadas en sentido antihorario.

Ejemplo: Si zp es un punto exterior a una circunferencia (6 a cualquier curva cerrada simple) y,
entonces (z—zo) ! es analiticaen A = C—{z¢} y y es hométopa a un puntoen A == n(y, zo) = 0,
por el teorema de Cauchy.

Proposicion 2.5. n(y, zo) es un entero.

Demostracién. Supongamos, por sencillez, que y : [a,b] — C es C! en [a, b]. Si definimos

RO
o= [ S m

entonces n(y, zo) = h(b)/(2xi). Por otra parte, & es derivable en [a, b] (el integrando es continuo,
ya que el denominador no se anula), y

ron o Y(@) d / _ne _
W) = o E(e [y(t)—zo])—O, Vi € [a, b].

Por tanto e~ (y(t) — Zo) es constante en [a, b], de donde se deduce (al ser 1(a) = 0) que

¢
v(@)—z0 = e "B (y(b)=z0) = ¢ "D (p(@)=z0) = @ =1 ' hb) = 20mi, ne 2.

O.E.D.

2.3.2 Foérmula integral de Cauchy

Sea f : A — C analitica en una region A, sea y una curva homdétopa a un punto en A, y seaa € A
un punto que no esté sobre y. Entonces se verifica

1
nra) f@ =5 [ 2
miJ,z—a
Demostracion. La funcién
fQ-f@
g(z) = z—a
f(a), z=a

es analiticaen A — {a} y 1i_1>n [(z—a)g()] = 1i_1>n [f(z) — f(a)] = 0. Por el teorema de Cauchy
I—a Z—a
generalizado,

_ (- f@ [ f@) dz SR
O—/yg— : p— dz—/yz_adz f(a)LZ_a—LZ_adz f(a)-2min(y, a).

Q.E.D.
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Si f : C — C es una funcidn analitica en una regién A y z € A, podemos aplicar la férmula
integral de Cauchy a la circunferencia y de centro z y radio r suficientemente pequefio para que
D(z;2r) C A, ya que y es hométopa a un punto en D(z;2r) y, por tanto, en A. Si orientamos la
circunferencia y positivamente (en sentido antihorario) entonces n(y, z) = 1, y por tanto la férmula
integral de Cauchy permite expresar f(z) como

i p—— S(w)

27 yW—2

dw.

Derivando esta férmula formalmente respecto de z bajo el signo integral obtenemos

k!
0 =2 | %dw, keN. 24
Y

En particular, si se verifica (2.4) f es infinitas veces diferenciable en cualquier punto 7 € A. Vea-
mos a continuacién cémo se justifica rigurosamente la derivacién bajo la integral que conduce a la
ecuacion (2.4):

Lema 2.6. Consideremos la integral de tipo Cauchy

G(z)=/ g(w) dw.
Y

w—2z

donde g : C — C es una funcion continua sobre una curva y (no necesariamente cerrada) y
z ¢ v([a, b]). Entonces G es infinitas veces derivable en todo punto zo ¢ y([a, b)), siendo

k) - g(w)
G® (o) k‘/y—(w—z())kﬂ dw. 2.5)

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre k.
i) Supongamos, en primer lugar, que k = 1. Sea z¢ ¢ y([a, b]), y definamos

Figura 2.1: integral de tipo Cauchy

2n = mi t)—2zo0| >0, M= )| -
1=, min_|y(0) =zl tg}gf;]}g(y())\

Nétese que n > 0y M < oo por la continuidad de y y g o y en el compacto [a, b]. Siz € D(zo;n)
con Z # 7o se tiene

G(z)—G(zo):/ 1 [ 1 1 ]g(w)dw.
%

Z—20 Z—20 LW—Z w — 2o
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Pero

1 [ 1 1 }_ 1 _ 1 —Z0 _ 1 (+z—zo
z—zo|lw—z w—zo] W—-2)w—2z0) W—2z02w—2z (w—2z0)? w—z

(2.6)
Si w estd sobre la curva y, por definicién de M y 7 se tiene:
lgw) <M,  |jw—=z0|=2n, |w—=z[=7
Por tanto
G(2) — G(zo) gw) 1 g(w)
— 5 dw| = |z — 20| > dw
Z—20 y (W —2o) y (W—2z0)*(w —2z)
M
<z — 2ol - 2()/) — 0.
4n®-n z=z0
ii) Supongamos ahora el lema cierto parak = 1,...,n — 1, y probémoslo para k = n. Veamos, en

primer lugar, que G ™~ es continua en z¢ € C — y([a, b]). En efecto, por la hipétesis de induccién

se tiene
G V()= (n- 1)'/(g() dw .

Y
Multiplicando la primera identidad (2.6) por 1/(w — z)"~! se obtiene

1 _ 1 n Z—20
w—2"  (w-2)"T(w-20) (W—2)"(w—20)

y por tanto
=1y _ =1 N _ g(w) B g(w) }
606~ = - f oS e [ A

+(n—1)!(z—Zo)/ ( g(w)

y (W —2)"(w —2o)

dw. 2.7

Por la hipétesis de induccion aplicada a g(w)/(w — z¢) (que también es continua sobre y, ya que

zo € y([a, b])), la funcién
[,
y (w—2)""1(w - zo)

es derivable, y por tanto continua, si z € C —y([a, b]), lo cual implica que el término entre corchetes
en el miembro derecho de (2.7) tiende a 0 si z — Zo. En cuanto a la integral que aparece en el
segundo término del MD de dicha ecuacion, procediendo como en el caso k = 1 se demuestra que

g(w) Mi(y)
—2)"(w — 2o) dw‘ S gt

Vz € D(zo:1),

lo que prueba que el segundo término del MD de (2.7) también tiende a 0 si z — 2.
Veamos, por tltimo, que G 1) es derivable en z¢. En efecto, si z € D(zo: 1) — {zo} dividien-
do (2.7) por z — z¢ se obtiene

G V@) -G D(zg) _ (n -1 [ / g(w) / g(w) ]
Z—20 Z—20 (w—2)" H(w —Zo) (w—2zo)"

g(w)
- 1)!/y T LR
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De nuevo por la hipétesis de induccién aplicada a g(w)/(w — z¢), cuando Z — z¢ el primer término
del MD de esta identidad tiende a

gw) o g(w)
/ (w—z2)" Y (w — zo) dw = (n 1) ‘ / (w—2)(w —zo) dw

— (1 —1)n - 1)!/ A .
14

En cuanto al segundo término de (2.8), de lo probado anteriormente sobre la continuidad de G~V (z)
aplicado ahora a la integral de tipo Cauchy

/ g(w) dw
y (W —2)"(w —zo)

se sigue que esta ultima integral es una funcién continua en zg, y por tanto tiende a

/ gw)
(w _ ZO)n—H

cuando z — Zg. De lo anterior se sigue que G =1 es derivable en zg, siendo

(

G<"><zO)—(n—1><”—1)'/( Sl _1)'f R

_Zo)n—f-l
g(w)
B n'/ (w— Zo)"Jrl

Q.E.D.

2.3.3 Formula integral de Cauchy para las derivadas

Sea f : A — C una funcion analitica en una region A. Entonces [ es infinitas veces derivable en
cualquier punto de A. Ademds, si y : [a,b] — A es una curva cerrada homdtopa a un punto en Ay
z0 € A — y([a, b]) se verifica

k!
n(y, zo) - f(k)(zo) 2m[ #dw, k € N. 2.9)

Demostracion. Sea zg € A — y([a,b]), y sea D cualquier entorno de z¢ que no corte a y (por
ejemplo, el disco D(zo;n) definido en la demostracién del lema anterior) contenido en A. Al ser
n(y, z) una integral de tipo Cauchy (con g = 1/2mi), es una funcién continua de z para todo z € D,
y como es un ndmero entero ha de ser constante en dicho entorno. Por tanto, si

L[ f(w)

F =
(2) = 2m yW—2

dw, zeD,

entonces (en virtud de la férmula integral de Cauchy)

F(z) =n(y,2) f(z) = n(y,z20) f(2) , VzeD. (2.10)

Como F' es también de tipo Cauchy, aplicando las ecs. (2.5) y (2.10) se obtiene

k!
PO = = [ =00 PG, vaeD.

Haciendo z = z¢ se deduce (2.9). Q.E.D.
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A partir del teorema anterior se prueba facilmente el siguiente resultado fundamental:

Teorema 2.7. Si f : C — C es analitica en un conjunto arbitrario C, entonces f es infinitas veces
derivable en todo punto de C.

Demostracion. Dado un punto z € C, basta aplicar el teorema anterior en un entorno A de z en que

f sea analitica. Q.E.D.

2.3.4 Teorema de Morera

Si f: C — C es continua en una regién Ay fy f = 0 para toda curva cerrada y contenida en A,
entonces [ es analitica en A.

Demostracion. El teorema acerca de la independencia del camino implica que existe F : C — C
analitica en A tal que f = F’ en A. Como F es analitica en A, es infinitamente derivable en dicha
region, y por tanto f/ = F” existe en todo punto de A. Q.E.D.

Ejercicio. (Es cierto el resultado anterior si s6lo suponemos que fy f = 0 para toda curva cerrada
y C A homdtopa a un punto en A?

2.3.5 Desigualdades de Cauchy

Sea f analitica en una region A, seaa € A, y supongamos que D(a; R) = {z € C | |z —a| < R} C

A.SiM = max |f(z)|entonces
|z—al=R

k!
‘fac)(a)) <M Vk=0.12...

Demostracion. Si y es el circulo de centro a y radio R orientado positivamente, entonces y es ho-
motopico a un punto en A y n(y,a) = 1. La férmula integral de Cauchy para la k-ésima derivada
proporciona entonces

*) /(@) k@) k! M k!
)f ()(— V G oo z' 2rr/y|z iz dz] < Sy 2TR = o M.

Q.E.D.

2.3.6 Teorema de Liouville

Si f : C — C es entera (es decir, analitica en todo C) y | f| estd acotado en C, entonces f es
constante.

Demostracion. La hipétesis implica que existe K > 0 tal que | f(z)| < K paratodo z € C. Si
z € C, de la desigualdad de Cauchy para la primera derivada se deduce que

/()| < %, VR >0

(ya que, al ser A = C, las desigualdades de Cauchy son vdlidas para cualquier R > 0). De esto
se sigue obviamente que | f/(z)| = 0 para todo z € C. Al ser C conexo, f ha de ser constante en
C. Q.E.D.
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2.3.7 Teorema fundamental del Algebra

Un polinomio de grado n = 1 tiene al menos una raiz.

Demostracion. Sea p(z) = Y i— a;z', cona, # 0yn = 1.Si p no tuviera ninguna raiz, la
funcién f = 1/p seria entera. Probaremos que esto es imposible demostrando que en tal caso f
seria también acotada en C y no constante, en contradiccién con el teorema de Liouville.

Para probar que f estd acotada, nétese que si Z # 0

ap— a
p@1 > ot (janl = 2t -0,
|z ||
a
Como laz| —0 (k=0,...,n—1),existe M > 1 tal que
|z|nF Iz q
Z zZ|—o0o
lz| >M = 4| lan|, =0,....,n—1
o~ 2n
Por tanto
a a a
2> M = 1p@)] > [z (Jan = 2L} = Lnl e ol
2n 2 2

Por otra parte, al ser el disco cerrado de centro 0 y radio M compacto, existe zg € D (0; M) tal que
|p(2)| = |p(zo)] = ¢ > 0si |z| £ M (nbtese que ¢ > 0, al ser, por hipétesis, p(z) # 0 para todo
z € C). Por tanto, hemos probado que

|f(Z)|=;$max(2,l), vz eC.
lp(2)] lan|” ¢

Esto contradice el teorema de Liouville, al ser f = 1/ p entera y no constante (p no es constante, ya
quea, #0yn=1). Q.E.D.

2.4 Propiedad del valor medio. Principio del médulo maximo.

2.4.1 Propiedad del valor medio

Si f: C — C es analitica en el disco cerrado D (a;r) se verifica

21 )
f(a)=%/0 fla+re?)de.

Demostracion. Antes de probar este resultado, nétese que la formula anterior expresa que el valor
de f ena es la media de los valores de f en el circulo de centro a y radio r.

La demostracién es una consecuencia inmediata de la férmula integral de Cauchy. En efecto, por
hipétesis f es analitica en un abierto A D D(a;r), que puede tomarse como una regién (de hecho,
como un disco abierto de radio ligeramente mayor que r: cf. Marsden—Hoffman, prob. 1.4.27). La
circunferencia y de centro a y radio r (orientada positivamente) es entonces hométopa a un punto en
A. Aplicando la férmula integral de Cauchy se obtiene:

1 , —atre® 1 2T i0 4 1 2= 4
f(a) = — & dZ Z a;—re — Mirele de — _/ f(a + }"610) d@
2ni J, 2 —a 2mi Jo reif 27 Jo

Q.E.D.
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2.4.2 Principio local del médulo maximo

Sea f : C — C analitica en un abierto A, y supongamos que | f| tiene un mdximo relativo en
a € A. Entonces [ es constante en un entorno de a.

Demostracion. Por hipétesis, existe R > 0 tal que
|f(2)| <|f(@)|, VYzeD(;R)=DCcCA.

Vamos a probar, en primer lugar, que | f| es constante en D. Para ello, supongamos que existiera
zo = a +re'® € D tal que | f(zo)| < |f(a)l]. Porla continuidad de f en D C A, existene > 0y
0 < § < m tales que

|fla+re®)| <|f@)|-e a—8<6<a+s

En efecto, al ser }f(a)] — |f(z0)] > 0, existe ¢ > 0 tal que |f(zo)‘ < |f(a)] — &. Por continuidad de

g() = |f(a+re?)| en 6 = o, existe entonces 0 < § < 7 tal que paratodo & —§ < 6 <  + § se verifica

| fla+ré®)|—|fla+re®)| = | flat+re®)|—|f(zo)| < |f@]|-|f(z0)|—e <= |fla+re®)| < |f(@)|—e.

Aplicando la propiedad del valor medio a la circunferencia de centro a y radio r obtenemos:

1 27 ) 1 o+T )
@] = — ‘/ fla+ re‘g)de‘ - L / fla+ relg)de‘
27 |Jo 27 |Ja—m
1 a—4 ) 1 oa+5 ] 1 a+T1 )
< — / fla +re?)do| + — / fla +re?)do| + — f fla+ re?)de
2 o—T 2n -8 27 a+s

< %[If(a)l (m—8) + (If(@)] —¢)(28) + | f(a)] (x _5)]
§
= f@] - = <|f@|.

lo cual es absurdo. Esto demuestra que | f| es constante en D, lo cual implica que f es también
constante en D en virtud de las ecuaciones de Cauchy—Riemann (ejercicio). Q.E.D.

Corolario 2.8. Si f : A — C es analitica en una regién A y | f| tiene un mdximo relativo en A,
entonces [ es constante en A.

Demostracion. Por el principio local del médulo maximo, f es constante en un disco abierto D C A.
Por otra parte, en el capitulo siguiente (cf. el Teorema 3.11) veremos que una funcién analitica en
una region A y constante en un entorno de un punto de 4 ha de ser constante en todo A.

Q.E.D.

2.4.3 Principio global del médulo maximo

Sea f : C — C analitica en una region acotada A y continua en la frontera 0A de A. Si M =
max | f(z)|, entonces se cumple:
z€0A

i) | f(z)] < M paratodo z € A

ii)y Si |f(a)| = M para algiin a € A entonces [ es constante en A.
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Demostracion. En primer lugar M € R existe, al ser d4 cerrado (1a frontera de cualquier conjunto es
siempre cerrada) y acotado (por ser A acotado), y | f| continua en dA. En segundo lugar, la segunda
afirmacién es consecuencia de la primera y del corolario del principio local del médulo maximo.
Basta por tanto probar la primera afirmacion. Para ello, nétese que la funcién | f| también es continua
en el compacto A = A U 94 (A es acotado, ya que el cierre de un conjunto acotado es acotado),
de forma que alcanza un maximo en dicho conjunto. Si dicho maximo se alcanza en dA, entonces la
primera afirmacion se cumple por definicién de maximo. Si, por el contrario, el mdximo de | f| en
A se alcanza en un punto zo € A, el corolario del principio local del médulo méximo implica que
f(z) = f(zo) paratodo z € A. Por continuidad, f(z) = f(zo) paratodo z € A, lo cual implica
trivialmente la primera afirmacién (ya que en este caso f es constante en A ). Q.E.D.

Ejercicio. Calcular el médximo de |e?| en el disco |z| < 1.

Solucion. La funcién f(z) = e? verifica las hipétesis del principio global del médulo maximo en
A = D(0;1), y por tanto |e?| alcanza su maximo valor en la circunferencia unidad |z| = 1. Pero
siz = el% con0 < 6 < 27 entonces [e?| = e°? < e% = e, ya que la exponencial real es
una funcién mondétona creciente. Luego el méaximo de |e?| en el disco |z]| < 1 es e, y se alcanza en
el punto z = 1 de la frontera del disco. Nétese que dicho maximo no puede alcanzarse en ningin
punto interior al disco, ya que entonces el principio global del médulo maximo implicaria que f es
constante en el disco cerrado.

El resultado anterior se puede también obtener de forma elemental observando que si z = re
(con 0 < 0 < 27) entonces |e?| = e’ Y que alcanza su valor méximo cuando r cos # es maximo.
Como r < 1, el valor mdximo de r cos 6 se alcanzaparar = 1y 6 = 0.

i



Capitulo 3

Representacion de funciones analiticas
mediante series

3.1

Convergencia de sucesiones y series de funciones

3.1.1 Sucesiones y series de niimeros complejos

Una sucesién de nimeros complejos {z, },—; convergeaz € C (< lim z, = z)si
n—>o0
Ve>0, 3N eN tq. n=>=N = |z, — 2| <e.

lim z,, si existe, es Unico.
n—->oo

lim z, =z=x+1y < hm Re(zn) = x, lim Im(z,) = y.
—>00

n—-oo

Criterio de Cauchy:

3 lim z, <= Ve>0, ANeN tq. nm=N = |z, —zZm| <e.
n—>oo

Demostracion.
=) |zn —Zm| <lzn — 2] + |2m — 2|

) Zn = Xn +iyn = |[Xn — Xm| < |20 — Zml, Y0 — Yml < |20 — 2m| = {xn}f,°=1 y
{yn}5>, convergentes (sucesiones reales de Cauchy) = {z,}52, convergente.

La serie Z Zr converge a s € C ( & Z Ik = s) si la sucesiéon de sumas parciales
k=1 k=1
{ Yke12 k} , converge a s, es decir

(%) n

=S lim = S.
> = e lim Y
k=1 k=1

Z Zk convergente = lim z, = 0. En efecto,
k=1 n—oo

nlgrgozn_ lim (kX:lzk—sz)_ lim sz— lim sz—s—s—o

37
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o0 o0
e Se dice que Z Zr es absolutamente convergente si Z |zx | es convergente.
o0

Proposicién 3.1. Si Z Zx es absolutamente convergente entonces es convergente.
k=1

Demostracion. Es consecuencia del criterio de Cauchy, ya que si (por €j.) m > n se tiene

m n m m m n
sz— k| = Z k| Z lzk| = Z|Zk|—Z|Zk| :
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 k=1 k=1

3.1.2 Sucesiones y series de funciones. Convergencia uniforme

Una sucesion de funciones f, : A — C definidas en un conjunto A C C (n € N) converge
puntualmente a una funciéon f en A si para todo z € A existe li)m fn(2) = f(z). Andlogamente,
n o0

la serie de funciones Y 72 ; gx converge puntualmente a la funcion g en A si existe Y po gk (2) =
g(z) paratodo z € A.

Definicion 3.2. La sucesion de funciones { f, }n— definidas en A converge uniformemente a / en
A si
Ve>0, AN eN tq. n= N = |fu(2) — f(2)| <&, paratodo z € A.

o0

Andlogamente, > y—; gk converge uniformemente a g en 4 si la sucesion de funciones { Y ket gk}n=1

converge uniformemente a g en A, es decir si

n
Ve>0, ANeN tq n=N—= ng(z)—g(z) < ¢, paratodo 7 € A.
k=1

e Obviamente, si una sucesion 6 serie de funciones converge uniformemente a una funcién f en A
entonces dicha sucesién o serie converge puntualmente en A a la misma funcién. Sin embargo, la
convergencia puntual de una sucesion o serie de funciones no implica, en general, su convergencia
uniforme.

e Criterio de Cauchy: { f,,},~, converge uniformemente en A siy sélo si
Ve>0, AN eN tq. n,m=N = | f,(2) — fm(2)| <&, paratodo z € A.

Demostracion. En primer lugar, es claro que la convergencia uniforme de f,, a f en A implica el
criterio de Cauchy. Para demostrar el reciproco nétese que, por el criterio de Cauchy para sucesiones
numéricas, la sucesion { f, }72, converge puntualmente a una funcién f en A. Haciendo tender m a
infinito en la condicién de Cauchy uniforme se prueba que si n = N entonces | f,(z) — f(z)| < ¢
paratodo z € A.

o0

Andlogamente, la serie Y gj converge uniformemente a una funcién g en 4 si
k=1

m
Ve>0, 3NeN tq m>n>=N —= Z gr(2)| <&, paratodo z € A.
k=n+1
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Criterio M de Weierstrass. Sea g : A C C — C (k € N) una sucesion de funciones, y
supongamos que |gx(2)| < My paratodo z € Ay paratodo k € N. Si la serie numéricay g, Mg
es convergente, entonces Y po gk converge absoluta y uniformemente en A.

Demostracion. Es consecuencia del criterio de Cauchy para la convergencia uniforme, ya que si
m > n entonces

m m m
Y a@|< Y la@ls ), M.
k=n+1 k=n+1 k=n+1

o Si{fn}oe, converge uniformementea f en Ay fn : A — C es continua en A paratodon € N,
entonces f es continua en A. Andlogamente, si g, es continua en A paratodon € Ny Z}zozl Sk
converge uniformemente a g en A entonces g es continua en A.

La demostracién de este resultado es idéntica a la del caso real, sin mds que reemplazar el valor
absoluto por el médulo.

Lema 3.3. Sea fy continua en A paratodon € N. Si { fn}ne converge uniformemente a f en Ay
y es una curva C1 a trozos contenida en A entonces

dm [ = [ 5= [ im o

En particular, si g es continua en A para todo k € Ny > 22, gk converge uniformemente en A

entonces
oo oo
[Xa=3[a
Y k=1 k=1"7

Demostracion. En primer lugar, nétese que f es continua, al ser uniforme la convergencia de f, a
f, y por tanto existe la integral fy f.Dado ¢ > 0, existe N € N tal que | f,(z) — f(2)| < & para
todo z € Ayn = N. Entonces se tiene:

Lﬁ—Lf

Teorema de la convergencia analitica. Sea {f,},=, una sucesion de funciones analiticas en un
abierto A tales que f, — [ uniformemente en cada disco cerrado contenido en A. Entonces [ es
analiticaen A, y f,) — f' uniformemente en cada disco cerrado contenido en A.

n=N —

/mfvﬂs/uum—ﬂmmmsuw»
Y V4

Demostracion. En primer lugar, por ser uniforme la convergencia de f, a f en discos cerrados
contenidos en A4, f es continua en cada disco cerrado contenido en A, y por tanto es continua en A.
Sea D(a;r) C A.Siy esunacurva cerrada C ! a trozos contenida en D(a; ) entonces f es continua
en D(a;r)y

/;,f_nlggo yfn =0,
por el Lema 3.3 y el teorema de Cauchy ( f;, es analitica en D(a;r) C Ay D(a;r) es simplemente
conexo). Por el teorema de Morera, f es analitica en D(a;r), y por tanto en A.

Para probar que f, — f uniformemente en D (a; r), nétese que existe R > r tal que D (a; R) C
A. Dado ¢ > 0, existe N € N tal que | f,(w) — f(w)| < & paratodo w € D(a;R)yn > N.
Siz € D(a;r)y y es la circunferencia de centro a y radio R (orientada positivamente) se tiene
entonces, por la férmula integral de Cauchy para la primera derivada:

[B0rw | 1 R
14

/ / _ 1 _
@=L OI= ) T S mE— R m
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Corolario 3.4. Sea Y 72, gx una serie de funciones analiticas en un abierto A uniformemente

. . ) o0
convergente a g en cada disco cerrado contenido en A. Entonces g es analitica en A,y ) p—, gl/c
converge uniformemente a g’ en cada disco cerrado contenido en A.

En particular, ndtese que
o0

d > . dgk A

dz kgl 8k = kgl a4z en A;
en otras palabras, si se cumplen las hipétesis del corolario precedente la serie se puede derivar
término a término en A.

3.2 Convergencia de series de potencias. Teoremas de Taylor y Lau-
rent.

3.2.1 Series de potencias

Una serie de potencias centrada en 7o € C es una serie del tipo
o0
Y arz—zo)f.  apeC (k=0.1,...). 3.1)
k=0

Teorema de Abel. Para toda serie de potencias (3.1) hay un R tal que 0 < R < oo, llamado el
radio de convergencia de la serie, que cumple:

i) La serie converge absolutamente para |z — zo| < R. Ademds, la convergencia es uniforme en
todo disco cerrado D(zg;1) de radior < R.

ii) La serie diverge si |z — zo| > R.

iii) Si R > 0, la suma de la serie es una funcion analitica en el disco de convergencia D(zo; R),
cuya derivada se obtiene derivando término a término la serie dada.

Demostracion. Claramente, de i) y ii) se sigue que R, si existe, es tinico. Probaremos que
R=supl, I ={r=0]|{|an| r"},—, acotado}.

Nétese que si {|an|r"};—, estd acotado también lo estéd {|an| p" }n—( para todo p < r, por lo que
el conjunto I es un intervalo con extremo inferior en 0. En particular, R = o0 si {|an| r"}oe estd
acotado para todo r = 0. Con esta definicion, la parte ii) es trivial: en efecto, si |z —zo| > R la
., o0 ,

sucesion {|an| |z — ZO|n}n:0 = {lan(z — 20)" |}z nO estd acotada (ya que |z — zo| ¢ I), y por
tanto el término general de la serie no tiende a cero cuando n — oo.

Para probar i), ndtese en primer lugar que si R = 0 la serie diverge para todo z # zg, y no hay
nada que probar. Supongamos, por tanto, que R > 0, ysea0 < r < R. Entonces r € I, y por

definicion de supremo existen » < p < Ry M > Otal que |a,| p" < M paratodon.Si|z —zo| <7

se tiene: . i
72—z r

lan(z — z0)"| = lan| p" (g) <M (—) .
o o

Por el criterio M de Weierstrass, la serie converge absoluta y uniformemente en D (z¢;7); en par-
ticular, converge absolutamente en D(zo; R). El apartado iii) se sigue del criterio de la convergen-
cia analitica, ya que de i) se deduce que la serie converge uniformemente en cada disco cerrado
D(a;r) C D(zo; R) (en efecto, todo disco cerrado contenido en D(z¢; R) estd contenido en algin
disco cerrado centrado en z¢ de radio menor que R).
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e FElradio de convergencia de la derivada de una serie de potencias es igual al radio de convergencia
de la serie.

o0
En efecto, por el teorema de Abel, basta ver que la serie Y kay (z—z0)¥ ! diverge si |z — zo| > R,

k=1
)

siendo R el radio de convergencia de la serie original ) ax(z — z0)¥. Y, en efecto,
k=1

k—1 -1 k -1 k
klaxllz =zol" " = lz = zol " -klar|lz = zol” = [z =20l " - lak|lz = zol" .

Por definicién de R, el dltimo término no estd acotado cuando |z — zg| > R. Luego el término
general de la serie Y32, kag (z — z0)* ! no tiende a cero si |z — zo| > R, por lo que dicha serie
diverge si [z — zo| > R.

Aplicando repetidamente el teorema de Abel y el resultado anterior se obtiene el siguiente

o0
Teorema 3.5. Sea 0 < R < oo el radio de convergencia de la serie f(z) = ) (z— z0)¥. Entonces
k=0
f es infinitas veces derivable en D(z¢; R), y se cumple

fP@) =) kk =1 (k —n + Dag(z — z0)* ™"

k=n
o0

=Y (k+n)k+n—1)(k+ Dagync — 20, ¥neN, Vz e D(zo: R),
k=0

siendo el radio de convergencia de todas estas series de potencias igual a R. Ademds, los coeficientes
ay vienen dados por
AR

, Vn=0,1,2,....
n!

n

Corolario 3.6 (unicidad de las series de potencias). Si existe r > 0 tal que
o0 o0
Yoaz—z0* =) br(z—z0* Yz e D(zo.r),

entonces ay = by paratodok =0,1,2,....

Demostracion. ay = by = f (k )(Zo) / k!, siendo f(z) la suma de cualquiera de las dos series.

e Los criterios del cociente y de la raiz son vdlidos en el campo complejo. En efecto, consideremos
la serie Y peq 2k, Y supongamos que existe (0 vale +00) limy—oo |Zn+1|/ 20| = ¢. Sic < 1
la serie de reales no negativos Y p—, |2x| es convergente, por lo que la serie Y po oz converge
absolutamente. Si, por el contrario, ¢ > 1 (0 ¢ = +00) entonces |Z,| no estd acotado para n — oo,
por lo que la serie ) 3o, 2 diverge (su término general no tiende a cero si n — c0). El criterio de
la raiz se establece con un razonamiento anilogo.

. . a . a
e Si existe (o vale +00) lim @] , entonces R = lim @] .
n—>00 |dp41 n—00 |an41|

—>00

o . 1 .
Andlogamente, si existe (o vale +00) lim 3/ |ay| entonces i lim V/|an|.
n—oo n

Probemos, por ejemplo, la primera férmula. Por el criterio del cociente, si z # zZo la serie
Y o lak| |z — zol* converge si
n+1
. lan+1llz = zol

lim — = |z — 20| lim
n—oo l|au||z — zZol n—0o |ay|
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y diverge si

> 1.

n—oo |ay|
Andlogamente (aplicando el criterio de la raiz) se prueba la segunda férmula.

e FElradio de convergencia R de la serie de potencias Z,c;ozo ag (Z—Z())k se puede calcular mediante

la formula de Hadamard .
r= limsup V/|an|.

n—-oo
Nota: six, = 0paratodon € N,
limsup x, = hm sup{xy | k = n}.
n—>oo
El limite superior siempre existe, vale infinito si y s6lo si {x, },—; no estd acotada superiormente, y
coincide con el limite ordinario cuando dicho limite existe.

Ejemplo 3.7. Consideremos la serie geométrica de razén z € C, dada por Y p z¥. Se trata de una
serie de potencias centrada en 79 = 0 y de radio de convergencia 1 (ya que a, = 1 para todo n). Por
tanto la serie es absolutamente convergente si el médulo de la razén es menor que uno, y divergente si
es mayor que uno. Este resultado se puede probar de forma mas elemental observando que si |z| > 1
el término general de la serie no estd acotado (su médulo tiende a infinito para n — o0), por lo que
la serie es divergente. Por el contrario, si |z| < 1 entonces la n-ésima suma parcial de la serie estd

dada por
n+1 1

" 1
3ok o 1
— l—z n—oo 1—7'

—— 0 al ser |z] < 1. Nétese que la serie geométrica es divergente en todos los
n—>0o0

ya que |z|**!

puntos de la frontera de su disco de convergencia, ya que si |z| = 1 el término general de la serie es
de médulo 1, y por tanto no tiende a cero si n tiende a infinito. En definitiva,

> 1
sz=—, lz| < 1.
1—-z

3.2.2 Teorema de Taylor

Si f es analitica el disco D(zg;r) (con r > 0), entonces | admite el desarrollo en serie de Taylor

(k)
1(z) = Z /! (ZO) c—z0f.  VzeD@oin). (3.2)
.7 Ty D N\
/ N
y \
/ Vo
‘ ’ (z1)
\ /
\ /
AN /
N - _ e

Figura 3.1: teorema de Taylor
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Demostracion. Fijemos un punto cualquiera z € D(zo;7),yseap > Otalque [z — 20| < p <.
Si y es la circunferencia de centro z¢ y radio p (orientada positivamente) se tiene, por la férmula

integral de Cauchy:
f (w)
CEr

Por otra parte,

o 1 o I i(z—m)k
w—z w—2Zo+Z0—2 W—20]_2"%0  w-—zg w—z0/

k=0
W — 20

yaque w € y = |z — 20| < p = |w — Zo|. Como f(w) es analitica en y, estd acotada en y (al ser
y un compacto), por lo que

k
Z—20
P

S (w)

w— 20

Z—20
w — 2o

kM
<_
Jo

, Ywey.

o0
ik '
|—Z =0 | es convergente (se trata de una serie

La serie numérica (es decir, independiente de w) % >

geométrica de razon menor que 1). Por el criterio M de Weierstrass, la serie
fw) (z-z0)\F
g(w) = Z
— 20 — 20

converge uniforme y absolutamente en y. Integrando término a término obtenemos

1) = 5 [ swrw= oo / ok

= ! J(w) f(k)(Z )¢
2:: Z_ZO)kZ_Tci/ym Z “(z-z0f,

por la férmula integral de Cauchy para las derivadas.

Sea f analitica en un abierto no vacio A C C. Si zg € A, definimos la distancia de zo a la
frontera 0A de A por
d(zo;04) = inf{|z — zo| | z € 04} .

Es fécil probar que d(z¢; d4) € (0, co]. Claramente, el disco abierto de centro z¢ y radio d(z¢; 04)
esta contenido en A. Aplicando el teorema de Taylor a dicho disco se obtiene el siguiente

Corolario 3.8. El radio de convergencia de la serie de Taylor centrada en zy € A de una funcion f
analitica en A es mayor o igual que la distancia de z a la frontera de A.

El radio de convergencia de la serie de Taylor de f (3.2) puede ser estrictamente mayor que
d(zo; dA). Por ejemplo, esto ocurre si f(z) = Logzy zo = —1 +1i:
Ejercicio. Probar que la serie de Taylor de Log z centrada en —1 + i tiene radio de convergencia v/2,

mientras que la distancia de —1 + i a la frontera de la region de analiticidad de Log es igual 1. ;A
qué funcién converge la serie de Taylor anterior en D(—1 + i; +/2)?

Solucién. La funcién f(z) = Logz es analiticaen A = C — (R~ U{0}), por lo que 4 = R~ U{0}.
Sizg = —1 + i entonces
d(Zo;aA) =1=d.
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Por otra parte,

1 k—1)!
fo=t = 0= Dy
Z <
Por tanto la serie de Taylor de f centrada en z¢ es
0 (_l)k—l i
f(2) = Log(z) = Logzo + Y  ~———(z—2Z0) (3.3)
= kzo

(nétese que Log(zg) = % log2 + %, aunque este hecho no es importante). Por el criterio de la raiz,
el radio de convergencia de esta serie es

R= lim \/k|zo[¥ =|zo| lim Vk =|z0o|=v2>d =1.
k—o00 k—o00

La serie de Taylor de Log centrada en zo = —1 + i converge a F(z) = logjg >y €n D(2o; V2). En
efecto, f y F claramente coinciden en D(Zo; 1), por lo que

FOGzo) = f®ze),  k=0,1,....

Por tanto la serie de Taylor de F centrada en z¢ coincide con la de f. Como F es analitica en el
disco D(zo; ~/2), F(z) es igual a la suma de su serie de Taylor, es decir a la suma de la serie (3.3),
en dicho disco.

Proposicion 3.9. Sea f analitica en A, sea 7o € A, y supongamos que [ no estd acotada en el
disco de centro z¢ y radio d(z¢; 0A). Entonces el radio de convergencia de la serie de Taylor de f
centrada en z( es exactamente igual a d(zo; 0A4).

Demostracion. Sea R el radio de convergencia de la serie de Taylor de f centrada en zg, y supon-
gamos que R > d(z¢;04) =d. Si

X r(k)
Fo=3 " b ozl <.
k=0 )

entonces F = f en D(z¢;d). Por otra parte, F estd acotada en D(z¢; d), ya que este disco cerrado
estd enteramente contenido en D(zg; R), y F es continua (analitica) en este tltimo disco. En parti-
cular, F estd acotada en el disco abierto D(z¢; d). Pero esto contradice la hipétesis, ya que F = f
en D(zo:d).

3.2.3 Principio de prolongacion analitica

Lema 3.10. Sea f : C — C una funcion analitica en un punto a € C, y supongamos que f(a) = 0.
Entonces o bien f se anula idénticamente en un entorno de a, o bien f no se anula en un entorno
reducido de dicho punto.

Demostracion. Si f es analitica en a entonces f es derivable en un cierto entorno D(a;r) = D de
a. Por el teorema de Taylor,

f(Z)Zch(z—a)k, |z —al <r.
k=1

Si los coeficientes ¢ son todos nulos, entonces f = 0 en D. En caso contrario, existe n € N tal que

co=-=cp-1=0, ¢, #0,
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y por tanto

f@Q=) at-af=c-a)"Y amc-*=@-a)gk). |z—al<r.
k=n

k=0

La funcién g(z) es analitica en D (ya que es la suma de una serie de potencias convergente en D), y
g(a) = ¢y, # 0. Al ser g continua en a, existe 0 < § < r tal que g(z) # 0 paratodo z € D(a; ).
En particular, f(z) = (z —a)"g(2) no se anula en el entorno reducido D(a;§) — {a} de a.

e Sea, como antes, f analitica en a € C y no idénticamente nula en un entorno de dicho punto. Si
f(a) = 0, por el lema anterior existe n € N tal que

f@)=(z—-a)"g(2),

con g analitica y no nula en un entorno de a. Ademds, en este caso se tiene

f@=-=f"Vay=0 f"@#0,

dado que f®)(a) = klck. Se dice entonces que f tiene un cero de orden 1 en a.

Con ayuda del lema anterior se prueba la siguiente propiedad fundamental de las funciones ana-
liticas, que es la base del principio de prolongacién analitica:

Teorema 3.11. Si f : C — C es analitica en una regiéon A, y f se anula en un entorno de un punto
zo € A, entonces f es idénticamente nula en todo A.

Demostracion. Supongamos que f(w) = 0 paratodo w € D(zo;r) = D C A,y sea z un punto
cualquiera de A. Al ser A una region, hay una curva continua y : [a,b] — A tal que y(a) = Zo,
y(b) = z. Definimos entonces

T = sup {t € [a,b] | f = 0en un entorno de y(t)} =supB;

nétese que el supremo existe, al ser el conjunto B no vacio (a € B) y acotado superiormente (por b).
Por definicién de supremo (y por la continuidad de y) todo entorno de y(7') contiene algiin punto de
la forma y(s) con s € B. Al ser f ()/(s)) = O para todo s € B, el punto T ha de pertenecer a B por
el lema anterior. Veamos, por dltimo, que T = b, lo que prueba (al ser T € B) que

f@) = f(y®) = f(y(T)) =0.

En efecto, como T € B la funcién f se anula idénticamente en un entorno U C A de f (y(T)). Si
fuera T < b, por la continuidad de y existiria § > 0 tal que

y(it)eU, Vi e (T —6,T +9).

Pero entonces el intervalo (T — §, T + §) estaria contenido en B, en contradiccién con la definicién
de supremo.

Se dice que un punto z € C C C es un punto aislado del conjunto C si hay un entorno reducido
de z que no contiene ningln punto de C. Combinando el lema y el teorema anteriores se deduce
inmediatamente el siguiente

Teorema 3.12. Sea f analitica y no idénticamente nula en una region A, y sea Z|[ ] el conjunto de
los ceros de [ en A. Entonces todos los puntos de Z | f] son aislados.

El Teorema 3.12 tiene numerosas aplicaciones en relacién con el principio de prolongacion ana-
litica, de las cuales citaremos s6lamente el siguiente resultado fundamental:
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Proposicion 3.13. Sean f y g funciones analiticas en una regioén A, y supongamos que [ = g en un
subconjunto B C A. Si B tiene algiin punto de acumulacion' perteneciente a A, entonces f = g
en A.

Demostracion. Supongamos que B tiene un punto de acumulacién z¢9 € A. Por definicion, todo
entorno de zo contiene algiin punto de B distinto de zg, y por tanto existe una sucesién de puntos
Zr € B —{zo} (k € N) que converge a z¢. Consideremos la funcién i = f — g, analitica en A.
Como z; € B paratodo k € N se tiene h(zr) = f(zr) — g(zx) = 0. Por continuidad,

h(zo) = kli)n;o h(zg) =0,

y por tanto 4 tiene un cero no aislado en zg € A. Por el teorema anterior, 7 = 0 en A.

Corolario 3.14. Sean f y g funciones analitica en una region A cuya interseccion con el eje real es
novacia. Si f = gen RN A, entonces f = g en A.

Demostracion. Las funciones f y g coinciden en el conjunto B = R N A. Si b € B, como A4 es
abiertoy b € A exister > Otalque D(b;r) C A, porlo que el intervalo (b—r,b+71) = D(b;r)NR
estd contenido en A N R = B. Por tanto todos los puntos de B son de acumulacién. Al ser B no
vacio, por el teorema anterior # = f — g ha de anularse idénticamente en todo A.

El resultado anterior permite extender al campo complejo la mayor parte de las identidades entre
funciones elementales vélidas en el campo real. Por ejemplo, en la Seccién 1.2.2 se demostré que

cos(3z) = cos®z —3sen®z cosz, Vz e R.

Aplicando la proposicion anterior se deduce inmediatamente que dicha igualdad es vélida de hecho
para todo z € C.

3.2.4 Teorema de Laurent

Una serie de la forma

f(2) = Z o (3.4)

es una serie de potencias en la variable w = (z — zo) L. Por tanto, si p es el radio de convergencia
de esta serie de potenciasy R = 1/p (con 0 < R < 00), la serie (3.4) converge si |z —z¢| > Ry
diverge si |z — zo| < R, siendo la convergencia de la serie absoluta y uniforme en el complemento de
cualquier disco D(zo;r) con r > R. Ademads, la funcién f es analitica en la region de convergencia
|z —zo| > R, ya que es la composicién de la serie de potencias g(w) = Y po; bk wk, analitica para
|lw| < p = 1/R, conlafuncién h(z) = (z — zo) " !.

Consideremos a continuacion la expresién mds general

oo

f(@) = Z( )k + Zak<z—zo>k Y ak(z—z0)". (3.5)

k=1 k=—o00

La primera serie convergerd absolutamente para |z — zo| > Ry, y la segunda si |z — zo| < R». Por
tanto, f estard definida y serd analitica en la corona circular

C(zo; R1. R2) = {z | Ry < |z — 2ol < Ra},

IPor definicién, z € C es un punto de acumulacién de un conjunto C C C si todo entorno reducido de z contiene
alguin punto de C. Nétese que un punto z € C es punto de acumulacién de C si y s6lo no es aislado.
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llamada corona de convergencia, siempre y cuando 0 < R; < R; < co. Ademas (por los resultados
sobre series de potencias) la convergencia de ambas series (3.5) es absoluta y uniforme en toda sub-
corona cerrada contenida en C(z¢; Ry, R2). Una serie del tipo (3.5) se denomina serie de Laurent
centrada en Zg.

Proposicion 3.15. Si la serie de Laurent

o0

f@= ) az—z0)*

k=—o00

converge en la corona C(z¢; R1, R2) (con 0 < Ry < Ry < o), y yr es la circunferencia de centro
zo Yy radio r (con Ry < r < Rj) orientada positivamente, entonces se tiene:

1 f(@)

an = — —_— Ynelk.
" omi vy (@2 —2z0)"H1
Demostracion. En efecto, por definicion de f se tiene:
1 /(@) ! / - kon—1
— ————dz = — ar(z —z " dz.
27 J,, (z—zo)" ! 27 Jy, Z K 0)
k=—o0

La serie bajo el signo integral es una serie de Laurent convergente en la corona C(z¢; R, R»), y por
tanto converge uniformemente en la circunferencia y, (por las propiedades de las series de Laurent).
Aplicando el Lema 3.3 se obtiene:

1 f(Z) 1 k—n—

— | =) P —zo)F "z

27 Jy, (2 —zo)" ! . o /yr (2 =20) <
k=—00

Por el teorema fundamental del Cdlculo, para todo entero j # —1 se tiene

(z—zo)jdz=/ d [M} dz =0,

Yr J/rd_z' ]+1

y por tanto

1 f(2) _ 1 dz _ _
E ) m Z=d4p " 7 —an'”(Vr,ZO)—an-

27i Jy, 2= 2o

Corolario 3.16 (unicidad de las series de Laurent). Si

o0 o0

Z ar(z —zo)k = Z cx(z —zo), R1 < |z =20l < Rz, (3.6)

k=—00 k=—o00
entonces ay = cy, para todo k € Z.

Teorema de Laurent. Sea f una funcion analitica en la corona C(z¢; R1, R2), con 0 < R; <
Ry < 00.8i Ry <1 < Ry, sea yy la circunferencia de centro z¢ y radio r orientada positivamente,

y definamos
1 f(2)
= — ——dz, Vk € Z. 3.7
* i), Gt -7
Entonces f admite el desarrollo en serie de Laurent
o0
f@= > alz—z20". Ri<lz—z0l<Ra. (3.8)
k=—00

donde la serie del miembro derecho converge absoluta y uniformemente en cada subcorona cerrada
contenida en C(z¢; R1, R»).
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Figura 3.2: teorema de Laurent

Demostracion. Seaz € C(zp; R1, Rz) ytomemos ry y rp talesque Ry < ry < |z —Zo| < r2 < Ra,
de modo que la corona cerrada A = f(zo; r1,73) esta contenida en C(zo; Ry, Rz). Llamemos
Yri = V1, Vr, = y2. Lacurva cerrada S + y2 — S — y1 es homoétopa a un punto en C(zo; R1, R2)
(véase la fig. 3.2). Por la férmula integral de Cauchy,

27 S+yr—S—y; W—2 2w Jy, w—2 2mi

f(2)= —dw = f2(2) — f1(2).

w—2z

PR O (O PV Ry g ()
Y1

La demostracién del teorema de Laurent consiste, basicamente, en desarrollar f1 y f> como series
de potencias en (z — z9)~! y 2 — 2o, respectivamente. Para f5, repitiendo el razonamiento que se
utiliz6 para probar el teorema de Taylor se obtiene

00 k 00
Z—20 P Sf(w)
dw = Z—2Z M ———dw,
Z (w B ZO) 12)( V" om y> (W —zo)k+1

0 k=0

=5 [ 1oy

donde el tltimo paso esta justificado por la convergencia uniforme de la serie para w € y, (w €
Y2 = |z — 2Zo|/|w — zo| = |2 — 20| /72 < 1). Encuanto a f}, basta observar que sir; < |Z — Zo|

se tiene
1 1 1 1 i w—zo)k
w—z z—z9_ W= Z—20 z2—20/)

k=0
Z—20

De nuevo, la convergencia es uniforme paraw € y; (w € y1 = |w — 20|/ |2 — 20l =11/ 12 — 20| <
1), por lo que

@ =5 [ 0 )Z Z)‘;)H =Yz [ ez a
k=0 "
= . f(w)
= Z (z —zo) i) (w—zo)”“dw

n=—oo

Por el teorema de la deformacion, fyr f(w)(w — z9)™" ! dw es independiente de r si Ry < r <
R;, lo que prueba (3.7)—(3.8). La corona de convergencia de la serie de Laurent (3.7)—(3.8) es por
lo menos C(zg; R1, R»); por tanto, de las propiedades de las series de Laurent se deduce que la
convergencia de dicha serie es absoluta y uniforme en toda subcorona cerrada centrada en zg y
contenida en C(z¢; R1, R»).
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3.2.5 Clasificacion de singularidades aisladas

Definicion 3.17. Una funcién f : C — C tiene una singularidad aislada en zo € C si f no es
derivable en z¢, pero es analitica en algiin entorno reducido C(z¢; 0, r) (con r > 0) de z¢.

Por el teorema de Laurent, si f tiene una singularidad aislada en z¢ existe r > 0 tal que f admite
un desarrollo en serie de Laurent (3.5) en C(z¢; 0, r):

o0

b o0
f(z)=z—k+2ak(z—zo)k, si 0<|z—2zo| <.

_ k
o -z
i) Si by = 0 paratodo k € N, se dice que z¢ es una singularidad evitable de f.
ii) Sib, # 0y by = 0 paratodo k > p, el punto z¢ es un polo de orden p para f.

iii) Finalmente, si existen infinitos coeficientes by # O se dice que f tiene una singularidad
esencial en zg.

o0
Definicion 3.18. La serie Z br(z — zo)_k se denomina parte principal del desarrollo de Laurent

k=1
de f en zg. El residuo de f en z¢ es

Res(f:zo) = b1.

e Si f tiene una singularidad evitable en z( entonces existe el limite

limO f(z)=ap. 3.9)

Z—>Z

Definiendo f(zo) = ao, la funcién f es analitica en D(zo;r) (ya que la serie de potencias que
representa a f para 0 < |z — zo| < r converge en dicho disco). Reciprocamente, si f es analitica
en un entorno reducido de z¢ y se verifica (3.9) entonces f tiene una singularidad evitable en z¢. En
efecto, (3.9) implica que

lim [(z—z0)f(2)] =0. (3.10)

>

Aplicando el teorema de Cauchy generalizado se obtiene entonces
1 m—1
a-m = z— | f(@)(z—2z0)" "dz =0, VmeN.
27 J,

Por tanto:
f tiene una singularidad evitable en z ¢ si y sdlo si f(z) tiene limite cuando 7 tiende a z.

De hecho, es valido el siguiente resultado, ligeramente mds general:

Proposicion 3.19. Sea zog € C una singularidad aislada de f : C — C. Entonces f tiene una
singularidad evitable en z¢ si 'y solo se verifica la condicion (3.10).

Demostracion. En efecto, si f tiene una singularidad evitable en zo entonces f tiene limite en z,
lo cual implica (3.10). Reciprocamente, si se verifica esta condicion entonces el teorema de Cauchy
generalizado implica que todos los coeficientes a; con k < 0 del desarrollo de Laurent de f centrado
en zZo son nulos.
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Ejemplo 3.20. La funcién f(z) = sen z/z, definida para todo z # 0, tiene una singularidad aislada
en el origen. En efecto, aunque formalmente f no estd definida en z = 0 se cumple la condi-
cion (3.10), ya que limz— [z f(z)] = lim;— ¢ senz = 0. La serie de Laurent de f en la corona de
analiticidad C(0; 0, co) se calcula facilmente a partir de la serie de Taylor de sen z:

2k

e w2
f(z)_zkg( )(2k+1)' kz( ey <7

Si definimos f(0) = limz—¢o f(z) = 1, la funcién f estd dada por la suma de la serie anterior para
todo z € C, y es por tanto entera.

e f tiene un polo de orden p en zg siy sélo si existe » > 0 tal que

1
O0<|z—2z0l<r= f(2) = 207 (bp+bp—1(z_Z0)+"'+b1(Z_ZO)p_1

+ Zak(z —Zo)k+p) = (Fi,

— V4
= Z—20)

siendo F analiticaen D(zo:;7)y F(zo) = bp # 0. Por tanto:

[ tiene un polo de orden p en z si'y solo si (z — z0)? f(z) tiene una singularidad evitable en
20, con

Jim [(z —z0)P f(2)] #0. (3.11)
De hecho, puede probarse un resultado hgeramente mds general:

Proposicion 3.21. Sea f : C — C analitica en un entorno reducido de zo. Entonces f tiene un
polo de orden p en zg siy sélo si se cumple la condicion (3.11).

Demostracion. En efecto, por lo visto anteriormente la condicién (3.11) se cumple cuando f tiene
un polo de orden p en zp. Reciprocamente, si se verifica dicha condicién es claro que z¢ es una
singularidad aislada de f, ya que (3.11) claramente implica que f no tiene limite cuando z — Zg, y
por tanto no es derivable en dicho punto. Ademds, de la Proposicién 3.19 aplicada a (z — z9)? f(z)
se sigue que (z — zo)? f(z) tiene una singularidad evitable en z¢. La observacién que precede a esta
proposicién implica entonces que f tiene un polo de orden p en zg.

e Si f tiene un polo de orden p en z¢, entonces

F(z)
(z—2z0)?’
con F analiticaen D(zo;7)y F(z0) = bp # 0. Por continuidad, existe 0 < § < r tal que F(z) # 0
si |z — zo| < 8, y por tanto

1
=(z—-20f—=— 0<|z—2z0] <8,
f@ F ( )’
con 1/ F analitica y no nula en D(z¢;§). Luego 1/ tiene una singularidad evitable (cero de orden
p) en zg. Reciprocamente (véase la Seccién 3.2.3) si f tiene un cero de orden p > 0 en zo entonces
1/f tiene un polo de orden p en z¢. Por tanto:

fz) =

0<l|z—2z0| <r,

1
. . . 7@ LFL
f tiene un polo de orden p en Z¢ si 'y sdlo si la funcion g(z) = tiene un cero

0, =20
de orden p en z.
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Ejemplo 3.22. Consideremos la funcién f(z) = csc? z, analitica para z # km con k € Z. En este
caso la funcién g(z) = sen? z tiene un cero doble en cada una de las singularidades z = k= de f,
ya que sen z tiene un cero simple? en dichos puntos (pues sen(km) = 0, cos(knt) = (—1)* # 0).
Por tanto, f tiene un polo de orden dos en cada uno de los puntos z = k7, con k € Z.

e Supongamos que f = g/h, donde g y h son funciones analiticas en zo con ceros de orden n = 0
y m = 1, respectivamente, en dicho punto. Entonces existe r > 0 tal que

z—zol<r = g@)=(@—-20"6(@)., hz)=(z—-z20)"H(2),

con G y H analiticas y no nulas en D(zg; r). Por tanto

gz)  (2—20)"G(2)

o)~ Gzl CTRE

0<l|z—zol<r= fl2) =

siendo R = G/H analitica (cociente de funciones analiticas con H(z) # 0) y no nula en z¢ (ya que
G(zo) # 0). Luego:

i) Sin = m, f tiene una singularidad evitable (cero de orden n — m) en z.
ii) Sin < m, f tiene un polo de orden m — n en z.

En particular, de lo anterior se deduce que las singularidades del cociente de dos funciones analiticas
no idénticamente nulas solo pueden ser polos o singularidades evitables.

Proposicion 3.23. Supongamos que f = g - h, con g analitica en un entorno de 7oy g(z2o) # 0, ¥
sea 7 una singularidad aislada de h. Entonces z¢ es una singularidad aislada de f, del mismo tipo
que lo es para h.

Demostracion. En efecto, es claro que f tiene una singularidad aislada en zg, ya que si / es analitica
en C(z9;0,7) (r > 0) y g es analitica en D(z¢;r) entonces f = g - h es analitica en C(2¢;0,r).
Ademas, f no puede ser derivable en zg, ya que en tal caso i = f/g seria derivable en dicho punto
(al ser el cociente de dos funciones derivables en z(, con denominador no nulo en zg).

Si z¢ es una singularidad evitable de /& entonces /& coincide con una funcién analitica en un
entorno reducido de zg, y por tanto lo mismo ocurre con f. Luego en este caso f tiene tam-
bién una singularidad evitable en zo. Por otra parte, si /& tiene un polo de orden p en z¢ enton-
ces h(z) = (z — z0) P H(z), con H analitica en un entorno de zo y H(z9) # 0 = f(z) =
(z —2z0)?-g(x)H(z) = (z —2z20)"PF(2), con F = gH analitica en un entorno de zo y
F(z0) = g(zo)H(z9) # 0 = f tiene un polo de orden p en z¢. Por dltimo, si 4 tiene una singu-
laridad esencial en zo entonces lo mismo ha de ocurrir con f, ya que en caso contrario h = & . f

g
tendria una singularidad evitable 6 un polo en z¢ (nétese que 1/g es analitica en un entorno de zo,

al ser g(zo) # 0).

Ejemplo 3.24. La funcién f(z) = e!/% es analitica en C — {0}, y tiene una singularidad esencial en
el origen. En efecto,

e

Q=Y Ve#O.
k=0~

Por la unicidad de las series de Laurent, este es el desarrollo de Laurent de f en C(0;0, c0). En
particular, al ser

1
o= #0.  Vk=12....

2Es inmediato probar que si s(z) tiene un cero simple en un punto zg y n € N entonces /(z)" tiene un cero de orden
n en dicho punto.
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z = 0 es una singularidad esencial de f. Consideremos a continuacion la funcién f(z) = e®'%,
analitica en todo el plano complejo salvo en los puntos z = k7 con k € Z. Estos puntos son polos
simples de cot z = cos z/ sen z (ceros simples de sen z en que no se anula el cos z). Por tanto, en un
entorno reducido de k se tiene

Ck
z—kx

cotz = + g1 (2),

con gy analitica en dicho entorno’. En consecuencia,
cotz Sk e (2)
e = ez—km ebk\&)

con e8% analitica en k1 (composicion de funciones analiticas) y no nula en dicho punto. Por la
Proposicion 3.23, f tiene una singularidad esencial en k1t para todo k € Z.

1. Z —_— ; 3.12

en particular, | f'| no estd acotado en un entorno reducido de 7. Sin embargo, (3.12) no se cumple

si f tiene una singularidad esencial en zg. Por ejemplo, f(z) = e!/? tiene una singularidad esencial

en el origen, y f(z,) = 1siz, = 1/(2nni) —— 0, para todo n € N. De hecho, la proposicién
n—>oo

siguiente implica que (3.12) sélo se verifica si f tiene un polo en Zo:

Teorema de Casorati—Weierstrass. Si f tiene una singularidad esencial en zo y a € C, existe una
sucesion {Zn }ney tal que zn — 20y f(2n) — a.

Nota: de hecho, puede probarse (teorema grande de Picard) que para todo nimero complejo a, con
a lo sumo una excepcion, se puede encontrar una sucesion {z,}—; tal que z, — 2oy f(zn) = a
paratodon € N (cf. f(z) = e'/?).

3Por el teorema de Laurent, la férmula anterior es vélida en si 0 < |z — k7| < m.



Capitulo 4

Teorema de los residuos

4.1 Teorema de los residuos

Sean z1,...,Zn n puntos distintos pertenecientes a una region A, y sea y una curva cerrada (C!
a trozos) homdtopa a un punto en A y tal que ningiin z; estd sobre y. Si f es analitica en A —
{Z1,...2n} entonces se tiene:

| £ =27 Y020 Restfiz0.
4 k=1

Demostracion. Por el teorema de Laurent, paracadai = 1,...,n hay un entorno reducido C(z;; 0, &;)
de z; en el que es valido el desarrollo

f@ =) bi—z)F+ Y auc-z2)  =Si@ + fik).  O<l|z—zil <&,
k=1 k=0

con f; analitica en el disco D(z;; €;). Ademas, por las propiedades de las series de Laurent la serie
que define la parte principal S; (z) converge absolutamente a una funcién analiticaen C —{z; }, siendo
la convergencia uniforme en el exterior de todo disco abierto centrado en z;.

Veamos a continuacién que la funcién

g@) = f() =Y Sk).

k=1

que claramente es analiticaen A —{z1,...,2Zn}, tiene en los puntos z; (i = 1, ..., n) singularidades
evitables. En efecto, paracadai = 1,...,n se tiene

@) =i +Si@) - Sk@= £ - D S,
k=1

1<ks#i<n

desarrollo valido en un entorno reducido suficientemente pequeiio de z;. Definiendo g(z;) = lim g(z),
Z—>Z;

la funcién g es por tanto analitica en todo A, y por el teorema de Cauchy

fyg:o:> /yf:kX::l/ySk.

Consideremos ahora la integral fy Sk. Al ser C — y abierto (en efecto, y es compacto, y por tanto
cerrado, al ser la imagen de un intervalo compacto [a, b] bajo la aplicacién continua que parametriza

53
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la curva), existe §; > 0 tal que D(zx;8;) Ny = @. Por tanto, la serie de Laurent que define a S es
uniformemente convergente en y, lo que en virtud del Lema 3.3 nos permite escribir

oo oo
[ Sk = / Zbkj(z —zp) M dz = Z/ brj(z —z) ™ dz.
Y Vj=1 j=1 Y

Por el teorema fundamental del Célculo, si j = 2,3, ... se tiene

_; d [(z—z)'/ .
/(Z—Zj)de:/d—(%)dZZO, Jj=23,....
y y 42 1=

/ Sk = / br1(z — zx) "t dz = by - 2min(y, zx) = 2mi - n(y, 2x) Res(f;zx),
Y Y

Por tanto

donde hemos utilizado la definicién del indice (cf. la Seccién 2.3.1). Esto completa la demostracion.

4.2 Métodos para el calculo de residuos

e Sea f(z) = g(z)/ h(z), con g, h analiticas en un entorno de zg, g(z9) # 0, h(z9) = 0y 1’ (z0) #
0. Entonces f tiene un polo simple en zo (cero simple del denominador en que el numerador no se
anula), con residuo

g(zo)
Res(f;z0) = .
(/1200 = 17 o)
En efecto, por el teorema de Taylor en un entorno de z¢ es valido el desarrollo
h® (z0) (k)(Zo) _
h(z) = Z o (@—z20f = (-2 )Z — 20" = (2 —20) H(),
k=1

con H analitica en z¢ (serie de potencias convergente en un entorno de z¢) y H(zg) = h’(zo). Por

tanto
I g2
(z—z0) H(z)

Como g/H es analitica en z¢ (al ser H(zo) = h'(z¢) # 0), aplicando de nuevo el teorema de Taylor
se obtiene el desarrollo

82) _ &o) w8k |+ Lk
H() = H(Z)—FZak(Z Z0) h/( )+kX::1ak(z z0)",

f(z)=

y por tanto

i g(2o) 1 - _ k—1
f@ = e 7= +kX=jlak (z—zo)* ",

g(zo)
h'(zo)

de donde se deduce que el residuo de f en zg es efectivamente igual a

Ejemplo 4.1. Hallemos el valor de la integral

1 :/ tanz dz .
|z]|=8
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La funcién f(z) = tanz es singular en los puntos zx = (2k + 1)2, con k € Z, ninguno de los
cuales estd sobre la circunferencia |z| = 8. Ademds, en el interior de cualquier disco abierto hay
obviamente un nimero finito de singularidades de f, por lo que podemos aplicar el teorema de los
residuos tomando como A un disco de radio mayor que 8. De esta forma obtenemos

2
I =2mi Z Res(tan; zz) = 2mi Z Res(tan; zz),

ya que 57“ <8< 77“ Para calcular el residuo de tan en la singularidad z, basta observar que dicha

singularidad es un polo simple (ya que senzy # 0y cos’(zx) = —senzi # 0), por lo que
Res(tan; z;) = ek —1.

—senzy
Por tanto / = 2mi- (—6) = —12m7i.
e Si f tiene un polo de orden n en z( entonces

n—1
Res(f; = lim —z0)" . 4.1
(f:2o0) (= 1)l 228, gz [(z—z0)" f(2)] 4.1)

En efecto, en un entorno reducido de z¢ es valido el desarrollo de Laurent
bn bn—l
(z—z0)"  (z—zo)"!

)= B )
Z—20

con g analitica en z¢ (serie de potencias convergente). Por tanto, en un entorno reducido de z¢ se
cumple

(2—20)"f(2) = by +bu—1(z—20) + -+ b1(z —20)" ' + G(2) = F(2), 4.2)

donde G(z) = (z — z0)"g(2) es analitica en z¢ y tiene un cero de orden = n en dicho punto, y F es
analitica en z¢. Por el teorema de Taylor,

F@=1 1

Res(f:z0) = b1 = (n—1)! - (n —1)! z—z0

1 n—1

— 1i
(n—1)! 7520 dzn—1

[(z—z0)" f(2)].

Nota: de la ec. (4.2) se sigue que (z — zo)" f(z) tiene una singularidad evitable en z¢, por lo que
muchas veces la formula (4.1) se escribe (con un cierto abuso de notacién) en la forma mads sencilla

1 n—1
(n — 1)l dzn—1

Res(/:20) = [ 20" 10|

Z=20

Ejercicio. Si f = g/h con gy h analiticas en zg, h(z9) = h'(z0) = 0y g(z0) # 0, K" (z9) # 0,
probar que f tiene un polo de orden 2 en z, con residuo

g'(z0) 2g(z0) h"(z0)

W'(zo) 3 W0l

Solucion. La funcién f tiene claramente un polo doble en zg, por lo que podemos aplicar la formu-
la (4.1). Por el teorema de Taylor, en un entorno reducido de z es vélido el desarrollo

h
% =hy +h3(z—z0) + H(2),

Res(f;z0) =2
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con | |
hy = Eh”(Zo), hz = gh/"(Zo) (4.3)

y H analitica en zo y con un cero de orden por lo menos 2 en dicho punto. Aplicando (4.1) se obtiene
entonces

o o d g(z) _ h2g'(z0) —h3 g(z0)
Res(/f320) = fig [h2+h3(z—zO)+H(z>] " ‘

z—z0 dz

Teniendo en cuenta la ec. (4.3) se obtiene la férmula anunciada.

4.3 Calculo de integrales definidas

En esta seccidn utilizaremos la notacion
H:{ze(C|Imz>0}, L:{zeCHszO}

para denotar los semiplanos superior e inferior, respectivamente.

4.3.1 /oo f(x)dx

e Condiciones:

i) f analiticaen H —{z1,...,2Zn},con 2 € H — R (es decir, f sélo puede tener a lo sumo un
ndmero finito de singularidades en H, todas ellas fuera del eje real)

ii)Ap>1,R>0y M > 0tq.

M
R

n
e Resultado: 2mwi Z Res(f;zx) .
k=1
(Notese que la suma estd extendida a las singularidades de f en el semiplano superior H.)
Demostracion. Sea y, la semicircunferencia de radio r orientada positivamente, con r > R lo sufi-

cientemente grande para que todas las singularidades de f en H estén en el interior de y, (véase la
fig. 4.1).

Yr

xNO

— r
Figura 4.1: semicircunferencia y,

Alsern(yr,zr) = Il parak = 1,...,n, por el teorema de los residuos se tiene:

f =2mn Z Res(f:zk) = ' f(x)dx + /n F(re?)irel? do. (4.4)
k=1 —-r 0

Yr
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Como | f(x)| < M |x|”? con p > 1 para |x| > R, la primera integral del miembro derecho converge
a f_ozo f(x)dx cuando r — oo (criterio de comparacion). En cuanto a la segunda, su médulo esta
acotado por M mtr1 =7, que tiende a 0 cuando r — oo. Haciendo r tender a infinito en (4.4) se obtiene
por tanto el resultado anunciado.

e Notas:

i) Si f es analiticaen L — {z1,...,2Zn}, con Zx € L — R, y se cumple la condicidn ii) de la
pagina anterior en el semiplano inferior L, entonces

/00 f(x)dx = —ZRiZRes(f;zk).
- k=1

El signo menos se debe a que en este caso y, es la semicircunferencia de centro 0 y radio » en
el semiplano inferior recorrida en sentido horario, y por tanto n(y,, zx) = —1.

ii) Si f = P/Q,con P # 0y Q polinomios y Q(x) # 0 para todo x € R, entonces f cumple
las condiciones anteriores (tanto en H como en L) siy s6lo si deg QO > deg P + 2.

oo

Ei I / x dx
¢ Ejemplo: .
Jemp oo (X2 4+ 4x +13)2

En este ejemplo

Z P(z)
f@) == 5 = :
(z2 4+ 4z +13) 0(z)
con singularidades (polos dobles) en los ceros z = —2=+3i ¢ R del denominador Q. Como deg Q =
4 > deg P + 2 = 3, setiene
o0 x dx
I = =2miR ;—2 4+ 3i).
/_oo 21 dx 1132 miRes(f + 3i)
La funcién f tiene un polo doble en 79 = —2 + 3i, con residuo (cf. (4.1))
d 5 ‘ d z 1 2(—2+3i) 4 4
—|(z—z2 Z = — =—= - : ==3= -
dz [( 0)"/( )] z=z0 dz (2 +2+4+30)?|,__,. 3 (60)? (61)3 (61)3 63
8 T
Portanto I = —— = ——.
63 27
27
4.3.2 Integrales trigonométricas: / R(cos 6, sen6)db
0

e Condiciones: R(x,y) funcién racional de dos variables cuyo denominador no se anula en la
circunferencia unidad x2 + y2 = 1.

e Resultado: 2mi Z Res(f;zk), siendo

lzrl<1
f@) =R (% (420 —z_l))

y denotando mediante z; las singularidades de f (necesariamente en ndmero finito, ya que f es una
funcion racional).



58 TEOREMA DE LOS RESIDUOS

Demostracion. La funcion f(z) no tiene singularidades en la circunferencia unidad y, yaque si 6 €
[0,27) entonces f(e'?) = —ie™¥ R(cos 6, sen H). Parametrizando fy £ en la forma usual (z = ei?)
se obtiene

2m
[f:/ R(cos 0,sen8)do .
y 0

El resultado anunciado se sigue del teorema de los residuos, ya que al ser f una funcién racional de
Z tiene un nimero finito de singularidades en el interior de la circunferencia unidad.

Ejemplo /h d
° : _—
Jemp o (5—3senb)?

En este caso

1) 1 4iz 4iz
Z) = - > = N = ) . .
e e (R G
Por tanto, la integral vale
87 ( i z 1 h(z)
I = —— Res g;—), con g(z)= — . — = — .
? ’ C3 -9 -
El residuo es igual a
1 = i-3-24 _1& 10-32
h’(i/3):i '2_13-3:31 ‘33: 833_3:— T
(3-3)° (-3  (3-31) 3

L I 10T 5w

ego l = — = —.

iee 82~ 32

w .
4.3.3 Transformadas de Fourier: / e f(x)dx
—00

e Condiciones:

)w>0

ii) f analiticaen H — {z1,...,2Zn}, con 7 € H — R (es decir, f tiene a lo sumo un nimero

finito de singularidades en el semiplano superior, y ninguna de ellas pertenece al eje real)
iii) | f(z)] = O cuando |z| — oo en H, es decir

Ve>0,3R>0tq. |z|>R, ze H= |f(2)| <s¢

n
e Resultado: 27i Z Res (€' £(2); zk)-
k=1
(De nuevo, la suma sélo estd extendida a las singularidades de f en el semiplano superior H.)

Demostracion. Dado ¢ > 0, sea y el rectingulo de vértices —x1, X2, X2 + iy1, —x1 + iy (orien-
tado positivamente), con x1, X2, y1 mayores que R y lo suficientemente grandes para que todas las
singularidades de f en H estén en el interior de y (fig. 4.2).
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X Hy, Xy,

XN.

—X, X,
Figura 4.2: rectdngulo y

Entonces
. n i
/ elef(Z) dz = 2mi Z Res (el“’zf(z)§ Zk)
y k=1

x2 n o ,
= / e f(x)dx + i/ 2t £ 4 iy)dy
0

—Xx1

X . o .
_/ e @CHYD £ 4 iyg)dx —i/ XY £(_x; +iy)dy
—X1 0

=L+ 11— 15— 14.

Si y1 se escoge lo suficientemente grande para que (x1 + x2)e”®Y! < 1/w se tiene:

Y1 < e
|I>] < s/ e dy=—(1-e) < —,
0 (0] w
)
[I3] <e(x1+ x2)e” @ < —,
1))

€ €
[I4] < —(1—e™®) < —.
a) a)

Por tanto

X2 " i 3
[ dx - 2mi 3 Res (€ i) <
—X1 k=1 @

Como ¢ > 0 es arbitrario, haciendo x; y x, tender a infinito por separado se demuestra que la integral
converge al resultado deseado.

e Notas:

i) Siw < 0y f cumple condiciones andlogas a ii)—iii) en el semiplano inferior L se prueba de
forma semejante que

/ 9% f(x)dy = —2i > Res (€% f(2): 2x).
oo k=1

donde z1, ...,z son las singularidades de f en L (todas ellas con parte imaginaria negativa)

iil) f = P/Q,con P # 0y Q polinomios y Q(x) # 0 para todo x € R, cumple las condiciones
anteriores (tanto en H como en L) siy s6losideg Q = deg P + 1.

+ Ejemplo: /oo cos(wx) dx:l/m cos(wx)
0

———— _dx=I1(w), w>0.
x4+ x24+1 2 ) o x4+ x24+1 @)
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La integral es la parte real de
1 o0 eia)x
J(w) = = / ————dx.
2 Jooo X+ x2+1

De hecho, al ser sen(w.x) impar Im J(w) = 0, y por tanto I (w) = J(w). Podemos aplicar el resultado
anterior a la funcién racional f(z) = %(Z4 + z2 4+ 1)7! en el semiplano superior (f no tiene
singularidades en el eje real). Las singularidades (polos) de f se calculan resolviendo la ecuacién

1 TCi pusi
Z4+Z2+1=0<:>z2=§(—lii\/§)=ei27 e 7 = +et 7.
Las unicas singularidades en el semiplano superior son

zi=e ’%z—(1+1f> Z2=—e fz—( 1+iV3) =

El residuo de e!Z f(z) en cualquiera de estas singularidades zj se calcula facilmente, ya que e'®? f(z) =
g(2)/h(z) con g(zx) # 0, h(zx) = 0y h'(zx) # O

1 eiwzk

Res(f;zx) = (22—_’_1)
k

De esto se deduce que

T[i ela)zl e—la)zl ela)zl
I =— 5 - =-nlm| ————| =-—nlmA.
2 | z1QRzi+ 1)  z12z5+ 1) z1(2z1 + 1)

Como .
_ 2e S (1+iv/3) _ 26%(1_ﬁ) _ _1 + /3 w(l—f)
(1+iv3)iv3 V31 —+/3) 24/3
se obtiene ~
T 3 w w
I=—JrImA=—e_T“’<cos—+«/§sen—), w>0.
23 2 2

o0
4.3.4 Transformadas de Mellin: / x4 f(x)dx, a ¢ Z
0

e Condiciones:

i) f analiticaen C —{z1,...,Zn},conz; ¢ RT parak = 1,...n (es decir, f tiene un nimero
finito de singularidades, todas ellas fuera del eje real positivo)

ii) AMy, M, R, > R; constantes positivas y b < a < c tales que

M,
W, 0<|Z|<R1
2)| < '
| f(2)] M
W, |Z|>R2

—ma

e Resultado: — Z Res (24 L 1(2); Zk). 7071 = gl@=Dlogom 2,

sen(na)
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Demostracion. En primer lugar, las acotaciones de | f| implican (por el teorema de comparacién
para integrales reales impropias) que la integral es absolutamente convergente.

- \\ '

Figura 4.3: curva y
Sea y la curva de la fig. 4.3, donde 0 < ¢ < Ry yr > R, se toman de modo que todas las
singularidades de f(z) distintas de O estén en el interior de y,y 0 < 1 < /2. Si denotamos

Za_l — e(a—l) IOg[Oszﬂ;)Z _ |Z|a_1 ei(a_l) aIg[O,ZTt)Z’

la funcién z4~1 f(z) es analiticaen C — A4, con A = R U {0,z1,...,2,}. Por el teorema de los
residuos se tiene:
27 Z Res (z"_lf(z);zk) = / 227 f()dz =1 — L+ J, 4.5)
2k #0 14

siendo /1 e I, las integrales de z%~! f(z) sobre los arcos arg[o,2y) 2 € [1, 2 — 1] de las circunfe-
rencias (orientadas positivamente) de radios r y &, respectivamente, y J la integral a lo largo de los
segmentos z = xel y z = xel@™M ¢ < x < r. Nétese que en la suma del miembro izquierdo
de (4.5) no se incluye el residuo en el origen, aunque f sea singular en dicho punto. La integral a lo
largo de los dos segmentos estd dada por

b /r ei(a—l)nxa—lf(xein) . ein dr — /r ei(a—l)(z:rt—n)xa—lf(xei(ZTt—n)) . ei(21‘t—77) dx
&

&
— /r xa—l [eianf(xein) _ eia(ZTt—n)f(xei(Zn—n))] dx .
&

Haciendo n — 0+ (con ¢ y r fijos) en (4.5) se obtiene (al ser f analitica, y por tanto continua, en el
eje real positivo)

2mi Y Res (27! f(2):zx) =/ z”_lf(z)dz—/

Zk?éo r Ye

2971 f(2) dz+(1—e>™9) f ' x4 f(x)dx,

siendo y, la circunferencia de centro 0 y radio p orientada positivamente. Por las hip6tesis sobre | f|
se obtiene:

< M@ 10 e = 2 M0 —0+> 0,
e—>

/ 227 f(2)dz
Ye

< Mor®17¢ . 2nr =20 Mor®¢ —— 0.
r—>00

/ 227 f(2)dz

r
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Haciendo ¢ — 0+ y r — oo (independientemente) se obtiene el resultado deseado, ya que

2mi 2mie 14 e 1

1— e2nia e—ina _ eima sen(rra) :

e Nota: Sea f(z) = P(z)/Q(z) (con P, Q polinomios) una funcién racional. Entonces la primera
condicion se cumple si y s6lo si Q(x) # 0 para todo x > 0, mientras que la segunda se satisface
para

b = ord(0; Q) —ord(0; P), ¢ =degQ —degP,

siendo ord(0; P) y ord(0; Q) la multiplicidad de 0 como raiz de P y Q, respectivamente. (Los
polinomios P y Q se pueden escoger, sin pérdida de generalidad, de modo que no se anulen en el
origen, en cuyo caso b = 0.)

a—1

* x
¢ Ejemplo: / dx = I(a).
0

1 + x2

En este caso ¢ = 2, b = 0. Para poder aplicar el resultado del apartado anterior necesitamos por
tanto que 0 < a < 2y a # 1. Si estas condiciones se cumplen se tiene:

e~ ina Za—l Za—l
I(a) = — Res | ———:i Res | =——:—i)|.
(a) sen(na) |: es (Z.2 1 1) + Res (Zz 1 1):|

Los residuos se calculan ficilmente, ya que ambos son claramente polos simples (ceros simples del
denominador en que no se anula el numerador):

a—1 sa—1
+ 1
Res Z—; +i) = (£) = —— (D)%
z2+1 2

+2i

Teniendo en cuenta la determinacién de z9~ !, la suma de estos dos residuos es igual a
1 ial iq 3% iTa na
—— (e 2 +e"2 ) =—e cos{— ),
2 2

y por tanto
T Cos (%) _ T

I@ = sen(ma)  2sen (Z)”

o0
4.3.5 / f(x)logxdx, f(x)realy par
0

e Condiciones:

i) f analiticaen H, con la posible excepcion de un nimero finito de singularidades z; ¢ R —{0}
conk =1,...,n

i) 3M1, M, Ry > R; constantes positivas y a < 1 < b tales que

M,

W, 0<|z| < Ry
VEIES

— |Z| > R».

b’
|z]
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e Resultado: —x Im ( Z Res (f(z)logz: zk)), log = 10g[_1/2.37/2) -

Imzk>0

Y

Figura 4.4: curva y

Demostracion. En primer lugar, las acotaciones sobre | f| implican (teorema de comparacién) la
convergencia absoluta de la integral, asi como la de fooo f(x)dx.Sean 0 < ¢ < Ry < Ry < r tales
que todas las singularidades de f en H — {0} estén el interior del arco y de la fig. 4.4. Entonces
f(z)log z es analitica en H — {0}, excepto por un nimero finito de singularidades z; (ya que la
determinacién escogida de log es singular s6lo en el eje imaginario negativo junto con el origen). Por
el teorema de los residuos,

—& r
2mi Z Res (f(z)logz: zk) =/ g+/ g—/ g+/ g511+12—/ g+/ g, (4.6)
Imz; >0 -r & Ve Yr Ve Yr
siendo g(z) = f(z) logz. Six < 0 se tiene
logx = log|x| + iw = log(—x) + im,

y por tanto

I = - F(0)[log(—x)+in]dx = /r f(=x)[log(x)+in]dx = /r f(x)logxdx+im /r f(x)dx.
Luego . .
11+12=2/ f(x)logxdx+in/ f(x)dx.

Por otra parte,
logz| = [log|z| +iargz| < [log|z|| + |arg 2],

donde arg z € [—m/2, 3w2). Por tanto
M> 3 M, 3n
gl smr-—-- logr 4+ — | = logr+7 — 0,
. r

2 - rb_l . r—o0
al ser b > 1. Del mismo modo, al ser a < 1 se tiene

[ ¢
Ve

Haciendo r — ooy ¢ — 0+ en (4.6) se obtiene:

M, 3n l—a 3n
< [ R — . -
< me o (loge—l— 2) niMie (|log8|—|— 2):0—:0.

2mi Z Res (f(z)log z; zk) =2/000f(x)10gxdx—I—in/ooof(x)dx.

Imzg>0

Teniendo en cuenta que f es real se obtiene el resultado anunciado.
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*  logx
e Ejemplo: —=  dx =1
Jemp /0 (x2 4+ 1)2

Claramente f(z) = (1 4+ z?)~2 cumple todas las condiciones anteriores (¢ = 0y b = 4). La tnica
singularidad en el semiplano superior es zg = i. Como

log z 1
(z+1)? (z—1)?

f(z)logz =

utilizando la férmula (4.1) se tiene

L d[ logz 1 2logi i i. . i =
s @eesi) = g; [(z +i)2L=i 27 @ 4 4733
Por tanto, I = —E.
4

Ejercicio. Supongamos que f cumple las condiciones i)—ii) de la pag. 60 con @ = 1. Integrando la
funcion f(z) logg o) z @ lo largo de la curva de la figura 4.3, demostrar que

/0 fx)dx = — Z Res (f(z) log z; z,k) , log = 10g[0,2n) .

2k #0

Utilizando este resultado, probar que

[
o 14+x37 343
4.4 Valor principal de Cauchy

Supongamos que f : R — R es no acotada en un entorno de xg € R, y que existen las integrales
impropias ffoo fx)dxy [ coo f(x)dx para todo b < x¢9 < c. En ese caso, se define la integral
impropia (o f(x) dx mediante

oo

/_oof(x)dx =££%1+/_oo_ f(x)dx+8£r(§l+/); f(x)dx.

0+6

Evidentemente, si la integral impropia existe entonces

/_Z f(x)dx :81_i>%l+ [/_z:—s f(x)dx+/x:18f(x)dx].

El miembro derecho de esta dltima expresion se denomina valor principal de Cauchy de la integral
impropia:

VP/_:f(x)dx =£l_i)r(€1+ [/xo_sf(x)dx—i— > f(x)dx:|,

—00 xo0+e
(Esta definicién se generaliza de manera obvia al caso en que f tiene un ndmero finito de singu-
laridades en el eje real.) Por tanto, si existe la integral impropia entonces existe también su valor
principal, y se verifica la igualdad

/_Zf(x)dx :VP/;Zf(x)dx.

Nétese, sin embargo, que el valor principal de Cauchy puede existir aunque no exista la integral
impropia. Por ejemplo, si f es una funcién impar singular en xo = 0 pero integrable en co entonces
VP [% f(x)dx = 0.
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Lema 4.2. Supongamos que f es una funcion analitica con un polo simple en 79 € C, y sea y; el
arco de circunferencia ye(t) = zo + €€", cont € [to, to + «] (fig. 4.5). Entonces

e—>0+

lim / f =iaRes(f;zo0).
Ve

2y
Figura 4.5: curva y,

Demostracion. En un entorno reducido de z¢ es valido el desarrollo de Laurent

by
Z—20

f(2)= + g(2), 0<l|z—2z0| <,

con g analiticaen D(zg;r). Si0 < & < r se tiene

dz
f=b1/ +/g
Ye VZ_ZO 3

d tota it
by / < b1 / 1ee dt =ibia = iaRes(f;z0),
& to

Pero

Z—20 gel!

mientras que, al ser g analitica en D(z¢;r), |g(2)] < M para |z — z9| < r/2,y portantosie < r/2

/
&

e Sea f una funcién analitica en H, excepto por un nimero finito de singularidades z, siendo las
posibles singularidades de f en el eje real polos simples. Si f satisface una de las dos condiciones
siguientes:

M
)Idp>1,R>0,M >0 tq. |f(Z)|<W si|z]| > RyzeH;
z

ii) f(z) =e“*g(z), con w >0y |g(z)| = Ocuando |z] = coen H,

<Msa ——0.
e—>0+

entonces VP ffooo f(x) dx existe y estd dado por

VP[OO S(x)dx =2m Y Res(fizg)+m Y Res(f:zk).

Imzz>0 zr€R

Yr

Ve
° />\E
Xo

Figura 4.6: curva y
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Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que f cumple la condicién i). Por sencillez, nos restrin-
giremos al caso en que f sélo tiene una singularidad xq en el eje real. Si r > max(|xg|, R) es lo
suficientemente grande y ¢ > 0 lo suficientemente pequefio para que todas las singularidades de f
en H — {xo} estén en el interior de la curva y de la fig. 4.6, integrando f a lo largo de dicha curva se
tiene:

/yf=2rri Z Res(f;zk)=/xo_8f(x)dx—/y8f—i—/xr f(x)dx + J/rf.

Imzx>0 -r ote

Por la discusién de la Seccion 4.3.1, las integrales ffgo_e f(x)dxy [, XO: 1 J(x) dx son convergentes,

y
tim [ s =0

Haciendo tender r a oo se obtiene por tanto

2mi ) Res(f:2k) 2/

Imz;>0 —o0

xX0— o)

sf(x)dx-i-/

fydx—[ f.
xo+e Ve

El resultado anunciado se obtiene haciendo ¢ — 0+ y utilizando el lema anterior con o = .

e Nota: Sireemplazamos H por L y w > 0 por @ < 0 en el enunciado anterior entonces

VP/oo f(x)dx = —2mi Z Res(f;zk)—niZRes(f;zk).

Imzx <0 zZk€R

* senx

e Ejemplo: / dx=1.

0 X

Si definimos f(x) = senx/x parax # 0y f(0) = 1 entonces f es continua en 0 y par, y por tanto

I:%/_:f(x)dx.

Esta integral no es del tipo estudiado en la seccién 4.3.1, ya que [senz| = (cosh2 y — cos? x)l/ 2

tiende a infinito cuando |y| tiende a infinito mas rapido que cualquier potencia de |z|. Tampoco se

cumple la relacién
1 [o’e) eix
I =—-1Im / —dx,
2 —o0 X

ya que la parte real de la integral del miembro derecho claramente diverge en O (el integrando se
comporta como 1/x en el origen). Sin embargo,

X cosx
VP dx =0

oo X

al ser cos x par, y

o0 o0
VP/ senxdx:/ senxdx’

oo X —00 X

al ser convergente la integral del miembro derecho. Por tanto

1 ooeix 1 ooeix
I = —-Im VP/ —dx :—,VP/ —dx.
2 21

oo X —oo X
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La funcién g(z) = e'?/z tiene un polo simple en el origen y cumple la condicién ii) de esta seccién

(w =1 > 0), porlo que
iz
I :gRes(e—;O) = E.

z 2
. % gen? x
e Ejemplo: s—dx=1.
0 X
En este caso
1 % sen?x 1 [ 1—cos(2x) 1 00 | —?ix
I =- ——dx = - ——dx =-VP dx,
2 ) o X2 4 J_ x2 4 oo X2
ya que
* sen(2x)
VP dx =0
oo X2

por ser el integrando una funcién impar. Si g(z) = (1 — e?%)/z? entonces

1+ e2iz 1 e—ZImz
| ‘: * < — Imz =0, z#0,

2 2
|z |z |z|

2
1g(2)| < 5>

y por tanto se cumple la condicién i) en el semiplano superior. Ademads, z = 0 es un polo simple de
g (el numerador tiene un cero simple y el denominador uno doble en el origen), con residuo

d . .
Res(g;0) = d—(l —2e'?) = —2ie"?|, _ = —2i.
Z 2=0
Por tanto,
1
I = —.T[i.(_2i)= E
4 2
Ei I VP/OO sen x dx /
e Ejemplo: =1.
jemp o = D2 1 4)
Aqui

[ee) eix dx
I =ImJ, J =VP .
/—oo (x=Dx*+4)

La funcién )
et

(z—1D(z2+49)

es analitica en C — {1, 21}, y la singularidad en z = 1 es claramente un polo simple. Ademds, se
cumple claramente la condicidn ii) en el semiplano superior (w = 1 > 0), por lo que

f@) =

i -2 i —2
J = mi[Res(f;1) + 2Res(f;2i)] = wi [eg + (212_6—1)41] =i [% B 2(§+i)]
= Ti |:e_‘ _ —(2 _ i)e_2:|

5 10

Por tanto
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