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EL POTENCIAL DE WOODS-SAXON EN FISICA NUCLEAR
Modelo del gas de Fermi

Victor Weisskopf fue el primero en sefialar que existe una explicacién simple de
cdémo los nucleones se pueden mover independientemente a través del nacleo en
su estado fundamental. La explicacion se basa en el modelo del gas de Fermi del
nucleo. Este modelo es esencialmente igual al modelo de gas de electrones libres
para los electrones de conduccién en un metal. Supone que cada nucledn del
nucleo se mueve en un potencial neto atractivo que representa el efecto promedio
de sus interacciones con otros nucleones en el nacleo. El potencial neto posee una
profundidad aproximadamente constante dentro del nucleo ya que la distribucion
de nucleones es constante en esa region; fuera del nucleo cae a cero rapidamente
como estimaremos a continuacion.

Como ejemplo de potencial neto tomaremos el llamado potencial de Woods-Saxon
V(r) dado por
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donde V, representa la profundidad del pozo efectivo, R es una medida de la

anchura del pozo y arepresenta una medida de la extension de la region que
separa el interior del exterior del pozo.
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El pozo tiene simetria esférica yr es la coordenada radial.

Una buena parametrizacion del radio R del nucleo resulta ser la siguiente, en
unidades fm:
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Para tener una idea de la forma de este tipo de pozo, podemos usar la funcion Plot
de Maple para dibujarlo
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R=1.25fm A(

;> restart;
> PotOWS := (U0, A a,r) -> -U0/(1+exp((r-1.25*A"(1/3))/a));

> pl ot (Pot OW5( 2. 4, 80, 0.524,r), r=0..8,title= Potencial de
Whods- Saxon V(r) ,titlefont=[ HELVETI CA, BOLDOBLI QUE, 10]);

En el estado fundamental del nucleo, sus nucleones, todos fermiones con espin S=
1/2, ocupan los niveles de energia del potencial neto, de modo tal que minimizan
la energia total sin violar el principio de exclusion.

Como los protones son distinguibles de los neutrones, el principio de exclusion
opera independientemente en los dos tipos de nucleones y se debe imaginar un
diagrama separado e independiente que represente los estados cuanticos llenos de
cada especie.

Modelo de Capas

El modelo del gas de Fermi establece la validez de tratar el movimiento de los
nucleones ligados en un nucleo, en términos del movimiento independiente de
cada nucledén en un potencial nuclear neto.

Se ha de resolver la ecuacion de Schrodinger en ese potencial y obtener una
descripciéon detallada del comportamiento de los nucleones. Este procedimiento es
el empleado en el modelo de capas del nucleo. El modelo de capas tiene una
funcién en la fisica nuclear comparable a la que tiene la teoria de Hartree en la
fisica atomica. Sin embargo, el modelo de capas es mas rigido ya que la forma
exacta del potencial atdbmico neto se determina internamente mediante la teoria
atdmica autoconsistente, mientras que la forma exacta del potencial nuclear neto
es, por ahora, insertada ad-hoc en el modelo nuclear. En nuestro caso, este
potencial efectivo es el de Woods-Saxon.

La ecuacion de Schrodinger radial independiente del tiempo para un potencial
esféricamente simétrico se puede escribir como:

-u"(r) + U(r,L)u(r)= epsilon u(r)



donde L es el momento angular orbital y
u(r) =r R(r)
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El potencial radial efectivo U(r,L) incluye la contribucién del término centrifugo que
depende del momento angular. De nuevo podemos ver la forma de este potencial:

;> restart;

> PotWs := (U0,A a,L,r) ->-U0/(1l+exp((r-1.25*A"(1/3))/a)) + L*
(L+1)/r"2;

B pl ot (Pot W5( 2. 4, 80,0.524,1,r), r=0.4..18,title= Potencial de
Wbods- Saxon V(r, L) ,titlefont=] HELVETI CA, BOLDOBLI QUE, 10]);

Por fin, considere la inclusidon de un potencial L.S (propuesto en este contexto por
Mayer y Jensen). En base a consideraciones relativistas tomemos un potencial del
tipo

V_so(r,L,s)=—2 £ 5

Cso dV(r)
r dr

donde Cso es una constante por determinar. El valor esperado del operador LS en
un estado autovector de L,S,J,Jz viene dado por

< (LS)> = % JJ+1)—L(L+1)—-5(5+1))

Como orientacion para obtener Cso hay un resultado empirico debido a Bohr y
Mottelson que da el desplazamiento relativo de subcapas en MeV:
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RESOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE SCHRODINGER RADIAL

Para obtener las energias de los estados ligados necesitamos resolver
numeéricamente la ecuacion de Schrodinger radial para el potencial de Woods-

Saxon.
Existen varios métodos de resolucién numérica y en nuestro caso tomaremos uno

de los mas simples:
el método de diferencias finitas.

Este método consiste en discretizar la ecuacion diferencial convirtiéndola en una
ecuacioén en diferencias finitas. Esto se consigue haciendo que la posicion r de la
particula tome valores discretos

r,=hxi, i=0, 1,2, ... N+1

donde N es el numero de sitios permitidos y h es espaciado de la discretizacién
(red). Asi la particula queda confinada a una caja de tamafio:

Lambda = ry, ; - 1= (N+1) h.

Con esta discretizacion, el Hamiltoniano H se convierte en una matriz N x N
cuyos elementos son los siguientes:

2IKF +V, sii=]
H ;= -1/ si [i-j|=1
0 resto

donde V;= V(r), y por tanto H es tridiagonal:

%Jrvl # 0 0
1 2 1
Y BT TR 0
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Laecuacion de Schrodinger dicretizada se lee: Hyu;= epsilonuy;, con i,j=1, ..,
N y condiciones de contorno: u, = Uy, = 0.

Uno puede recuperar la ecuacion de Schrédinger para el Hamiltoniano tomando el
limite al continuo haciendo



h --> 0, N --> infinity, con Lambda=(N+1)h fijo,
y haciendo finalmente Lambda tender a infinity.

Nota: no confunda el h, paso de la discretizacién, con la constante de Planck!

Este simple algoritmo se implementa en un procedimiento Maple mas abajo. En él
se discretiza el Hamiltoniano de Woods-Saxon y se diagonaliza. Se obtiene pues
una aproximacion a los niveles de energia de los nucleones. El procedimiento
admite como parametros iniciales los siguientes datos:

N: nimero de puntos de la red.
Lambda: tamafio de la caja

L: momento angular orbital.
Vo A, a: parametros del potencial de Woods-Saxon.

El procedimiento (subrutina) devuelve los siguientes datos:
Primero: energias ordenadas de menor a mayor.

Segundo: energias negativas y sus correspondientes funciones de onda
(discretizadas).

Tercero: gréaficas de las densidades de probabilidad radiales 2 x 2(2L+1) |r2R2(r)|
para un L fijo.

| > restart;

[> with(linalg):

> schro3dws : = proc(N, Lanbda, L, UOQ, A, a)

| ocal i,j,Pot,Z H energ,vects,u,l,lv,mh;
h: =Lanbda/ ( N+1) ;
Z:= array(1l..N) :for i from1l to N do
Z[i]:=1
od;
Pot := array(1l..N):
for i from1l to N do
Pot[i]:=(-U0/(1 + exp((h*Z[i]-1.25*A"(1/3))/a))+L*(L+1)/(h*Z
[i1)72)
od;
H:=array(1..N 1..N):
for i from1l to N do
for j from1l to N do
if(i=) then




Hi,jl:= 2/h"2 + Pot[i]
elif((j=i+1) or (j=i-1)) then
Hi,j]l:= -1/h"2

el se

Hi,j]:=0

fi

od

od;

H: =convert (H matri x);

ener g: =eval f (Ei genval s(H));
ener g: =eval n( energ);

print( ENERG AS: ESTADCS LI GADOS Y DE SCATTERI NG ) ;

print (enerq); vects: =
eval f (ei genvects(H));

u:=l -> [vects[Il,3,1][mM $n=1l..N; for j from
1 to N do i f(vects[j,1]<0) then

print( ESTADO LI GADO ENERG A Y
DENSI DAD DE PROBABI LI DAD' ) ;
print(vects[j, 1]); lv: =]
[eval f (k*h), 2*2*(2*L+1)*(u(j)[k])"2] $k=1..N;
# print(lv);
print(plot(lv, r ,title= Densidad de Probabilidad Radial rho
(n, L), titlefont=[ HELVETI CA, BOLDOBLI QUE, 10]))
fi;
od;
end:

> schro3dW5( 100, 20, 0, 2. 394, 80, 0. 524);
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Utilice las funciones PotOWS y PotWS para el potencial de Woods-Saxon,
pasandoles diversos valores de los parametros U, A, a, L para comprobar que la

interpretacion de estos parametros es la indicada en el texto (10 minutos).
Determine graficamente el valor del alcance del potencial para los valores de los
parametros que se dan en el apartado siguiente.

Ayuda: esta informacion es util para estimar el valor Lambda del tamafio de la
discretizacion que hay que usar para

la resolucion numérica de la ecuacion de Schrédinger.

2) Consideremos un nucleo hipotético con numeros de protones y neutrones Z =
A-Z = 40. Tomemos como parametros
para el potencial de Woods-Saxon los siguientes:




Vo =50 MeV a=0.524 fm

La constante the Planck en estas unidades es % = 197.328 MeV fm.

Se pide usar la resolucién numérica de la ecuacion de Schrodinger radial dada por
la subrutina Maple llamada schro3dWS(N, Lambda, L, U, A, a) para obtener el
estado fundamental de este nucleo de acuerdo con el modelo de capas. Para ello se
necesita calcular las energias de los nucleones y su distribucion por niveles:
Obtenga una tabla con esta distribucion de niveles con sus energias y numeros
cuanticos.

EJEMPLO DE TABLA

ENERGIA L(mom. ang.) N(#sitios del reticulo) Lambda

He aqui el valor de U0 en fm”-2 que se le pasa al potencial:
[> 50%938*2/ (197.32872):

NOTA: exprese las energias en MeV.

Recomendacién: tome un N no superior a 256 para no invertir demasiado tiempo
en el céalculo.

NOTA: este calculo es muy ingenuo por varias razones, entre ellas porque no se
tiene en cuentala interaccion
espin-Orbita nuclear o la atraccién entre pares.

3) Dibuje el esquema de niveles que resulta de llenar los 40 protones de acuerdo
con los resultados de 2).
Use la notacion n,, L para denotar un nivel de energia, donde n, es el nimero

cuéantico radial y L el de momento angular.
Ejemplo:

28 r-mmmemmeecmeoae-- EZS
1p - Elp
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4) i) ¢ Cual es el valor maximo de L para el cual encuentra estados ligados?



ii) ¢Cual es el valormaximo de n, (num. radial, no principal) que puede tener un

protdon o un neutrén en el presente nucleo con A=807

iii) Calcule la energia promedio de ligadura para un nucleén, y la necesaria para
arrancar uno de la Gltima capa ocupada. ¢ Son realistas? ¢, Como se puede
mejorar el resultado?
iv) ¢ Se obtienen los nums. magicos 28 y 507?

5) Consideremos ahora lainteraccién espin-Orbita nuclear. Repita los ejercicios
precedentes teniendo en cuenta este afiadido al potencial. Para ello considere el
siguiente programa con un argumento adicional, J, que debe ser uno de los dos
posibles momentos angulares totales resultantes de combinar L con el espin 1/2
del nucledn, y un segundo argumento (Cso;, la constante que hemos dejado libre.
Decida el signo de esta constante y tome un valor num. aproximado que
proporcione el orden de magnitud correcto para la formula de Bohr-Mottelson
dada antes, con I=1.

¢ Se obtienen los nums. mégicos 28 y 50?

B restart;

| with(linalg):

_> schro3dWs : = proc(N, Lanbda, L, Jang, U0, A, a, Cso) | ocal i,j,
Pot, Z, H, energ, vects, u,l,lv,mrr, h;

i f(Jang=L-1/2 or Jang=L+1/2) then
h: =Lanbda/ (N+1); Z:= array(1l..N)
for i froml1l to N do
Z[i]:=1i
od;
Pot := array(1..N):
for i froml to N do
rr:=h*Z[1]:
Pot[i]:=(-U0/(1 + exp((rr-21.25*A"(1/3))/a))+L*(L+1)/rr"2) +
Cso*(1/2)*(Jang*(Jang+1)-L*(L+1)-(3/4))*(1/rr)*U0/ (1 + exp(

(rr-1.25*A" (1/3))/a ))"2*exp((rr-1.25*A"(1/3))/a)/a;

od; H:= array
(1..N,1..N):

for i froml to N do for j from
1 to N do

if(i=) then

Hi,jl:= 2/h"2 + Pot[i]
elif((j=i+1) or (j=i-1)) then
Hi,jl:= -1/h"2

el se
Hi,j]:
fi

od

od;

H. =convert (H, matri x);

0




ener g: =eval f (Ei genval s(H));
ener g: =eval n( enerq) ;
print( ENERG AS: ESTADCS LI GADOS Y DE SCATTERI NG ) ;

print(energ); vects: =
eval f (ei genvects(H));
u:=l -> [vects[l,3,1][n] $ml..N];

for | from1l to N do
i f(vects[], 1] <0) then
print( ESTADO LI GADO Y DENSI DAD DE PROBABI LI DAD ) ;
print(vects[j, 1]);
lv:=[[eval f(k*h),2*2*(2*L+1)*(u(j)[k])"2] $k=1..N];
#print (1v);
print(plot(lv, r ,title= Densidad de Probabilidad Radi al
rho(n,L) ,titlefont= [ HELVETI CA BOLDOBLI QUE, 10]))
fi;
od;
el se
print("error: J-L distinto de + 1/2");
fi;
end:

schr o3dW5( 60, 25, 0, 0. 5, 2. 394, 80, 0. 524, -0. 1) ;

ESPACIO PARA LA RESOLUCION DE LOS EJERCICIOS



