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Mecanica cuantica avanzada - Curso 2013/14 - Problemas
Perturbaciones dependientes del tiempo

PROBABILIDAD DE TRANSICION

Problema 1. Un campo eléctrico

& 4272
Et) = —=— et/
\/7_'('7'
con &y y T constantes, actua sobre un oscilador armoénico unidimensional. En t = —oc el sistema

se encuentra en el estado fundamental. Calcular en la aproximacién de Born la probabilidad
de que se encuentre en t = 400 en el primer estado excitado. Estudiar los casos particulares
wT << 1y wr >> 1, donde w denota la frecuencia del oscilador. Encontrar el rango de validez
de la aproximacion de Born.

Problema 2. Un campo eléctrico

&o T
T 24727

E(t) =

con & y T constantes, actiia sobre un oscilador arménico unidimensional. {A qué orden de
teoria de perturbaciones es necesario acudir para que la probabilidad de transicién entre el
estado fundamental y el n-ésimo estado excitado sea distinta de cero? Calcular la primera
contribucién no trivial a la probabilidad de de transiciéon de que el estado fundamental en
t = —oo pase al segundo estado excitado en t = 4-o00.

Solucién: )
ngg > 674w7—
2v/2 hmw

con ¢, m y w respectivamente la carga, masa y frecuencia del oscilador.

P(Ei)2(_ooa +OO) = <

Problema 3. Sobre un atomo de hidrégeno en su estado fundamental se actia en el instante
t = 0 con un campo eléctrico uniforme

0 si t<0
g(t)_{&)et/T si t>0

dirigido segun el eje Oz. Sabiendo que & y 7 son constantes, calcular la probabilidad de que
el 4tomo se encuentre en el estado |n,l,m) en t = +oo.

Solucién:
2

B 1 [e& 2 T
Pl(OO)—mém(O7OO) =3 (7) [(n1]r[10)> T 722, 9016m0 -



Problema 4. Un dtomo de hidrégeno en su estado fundamental se somete a un campo eléctrico

uniforme
0 si t<0
£ % te t/T si t>0
dirigido segun el eje Oz, con & y T constantes positivas. Calcular en la aproximacién de Born
la probabilidad de que el dtomo se encuentre en el estado |2¢m) en t = oco. Hallar los posibles
valores de £ y m del estado final. Encontrar los valores de &, para los que la aproximacion de

Born es valida cuando 7 es mucho menor que el periodo de las capas electrénicas del dtomo.

Solucién:
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Problema 5. Considérese un sistema formado por dos electrones en un campo magnético
constante y uniforme dirigido segun el eje Oz, cuyo hamiltoniano es

Hy = wngl) +(A)QS£2) ,

con wi y wo constantes y s y S® 1os operadores de spin de cada una de las particulas.
Supoéngase que se introduce una interaccién

1 2 a0 —2/72
V(t) = a(t) SV .83 qw:?et/.
Calcular en la aproximacion de Born la probabilidad de que, si el sistema se encuentra en
t = —oo en el estado |m1, ma) = | + —), se encuentre en ¢t = 400 en el estado | — +).
Solucién: 5 Y
B 7Ta07— _ 2T2 2
P|(+*)>*>|*+>(_OO7 OO) = 4h2 e “ / W =wz —wp .

Problema 6. Un electréon se mueve con velocidad constante v en la direccién del eje z. En su
movimiento pasa a una distancia b de un atomo de hidrégeno que se encuentra en su estado
fundamental, con cuyo electrén cortical interacciona mediante un potencial coulombiano
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(1) — x|’

siendo z(t) la trayectoria del electrén que viaja y x el vector de posicién del electrén del dtomo.
Suponiendo que el moviemiento del electrén que pasa no se modifica como consecuencia de esta
interaccion y que el paramétro de impacto b es mucho mayor que las dimensiones caracteristicas
del atomo, calcular en la aproximacién de Born la probabilidad de de que el atomo salte al
primer estado excitado.



Ayuda. Para a >0, |argz| <% y Re(v+ 1) >0, se tiene que

F(V + %) (2z)Y [ cos(at) B s
o T(3) /0 2 +T)y+% dt = K, (az) .

Problema 7. (Junio 2011) Un dtomo de hidrégeno se ve sometido a una perturbacién

{0 t<0
V=
f(r)ya-P t>0

donde r = |x| es la distancia radial, f(r) es una funcién que depende sélamente de r y @ es un
vector conocido.

(i) Calcular las reglas de seleccién para el momento angular en la aproximacién de Born para
la transicién |n, ¢, m) — |0/, ¢';m').

(ii) (Es posible a este orden en teoria de perturbaciones una transicién entre estados con el
mismo nimero cudntico n? Razonar la respuesta. En caso de serlo, calcular la probabi-
lidad de transicién en un tiempo T paran =n’ =2y £ = 0 y una funcién

o

fry =2

r>0,

con fy una constante de dimensiones adecuadas.

Problema 8. (Junio 2011) Sobre un oscilador arménico unidimensional de frecuencia angular
w, que en t; — —oo se encuentra en el estado fundamental, actua un campo externo cuya
contribucién al hamiltoniano es

Vi(z,t)=Vo [0(z+vt) —b(z —vt)].

Calcular a orden més bajo en teoria de perturbaciones (Born) la probabilidad de que salte al
primer estado excitado (tf — 0).

PETURBACIONES ARMONICAS. INTERACCION RADIACION EM-MATERIA

Problema 9. Sobre un atomo de hidrégeno que se encuentra en su estado fundamental actiia

un campo eléctrico E(t) = 2€( cos(wt), con €y un vector unitario y w tal que w > me*/2h3,

Encontrar la probabilidad por unidad de tiempo de que el atomo se ionice. Suponer que la

funcién de ondas del electrén en el estado ionizado es una onda plana.

Solucién:

210 €2 [2puf(w — wp))*/?
3 poadws

I/Vion‘ =

hwo = energ. est. fundamental.

Problema 10. Considérese el problema anterior. Usando la descomposicién de una onda
plana en ondas parciales, encontrar el momento angular del electron en el estado ionizado y
la probabilidad de ionizacién por unidad de tiempo. Si €y = R, calcular la probabilidadd por
unidad de tiempo de que la tercera componente del momento angular del electrén emitido sea



0. Calcular la probabilidad de que sea +1 si €g =

J-
HZAo. _ _ _ 1
Solucién: ﬂe_ =1, Wion,m=0 = Wion, Wion,m=1 = 3 Wion-

Problema 11. En el estudio de las transiciones atémicas en un atomo con un electron cortical
en interaccion con la radiacién EM aparece el elemento de matriz

(fle"*e-Pli)
donde |i) y |f) son los estados ligados inicial y final. Para nimeros atémicos Z pequenos es
licito desarrollar la exponencial en serie de potencias
, 1
kX — L+ik x+5 (ik-x)2+...

El primer término de este desarrollo da lugar a las transiciones dipolares eléctricas, ya estudia-
das en clase. Demostrar que para el segundo término se tiene

(fl(k-x)(e-P)[i) =
1 . 1 .
=5 (flk-x)(e-P) — (k-P)(e-x)[i) + 5 (fl(k-x) (e P) + (k- P)(e-x)[i)
1 . m Y ig Lo
SN ) {JL]i) + o (By = Bi) K (f]aiad — 2269 i) el
donde E; y E; son las energfas de los estados inicial y final y L es el operdor momento angular
orbital. El sumando que va con L da lugar a las transiciones dipolares magnéticas, y el que va

con el tensor x'x! — %x%” a las cuadrupolares eléctricas. Utilizando que L bajo rotaciones se
comporta con £ = 1, demostrar que las reglas de seleccién dipolares magnéticas son

M1 : Paridad no cambia, A¢=0,£1(0/4A0) = 4 ={(;%#0.

Demostrar que z*z’ — %X2(5U se comporta bajo rotaciones con £ = 2 y usar este resultado para
probar que las reglas de seleccion cuadrupolares eléctricas son:

E2: Paridad no cambia, Al=0,£1,£2(0/40) = [ —4;=0,2(0/40).

Problema 12.
(a) Considérense Ny sistemas cudnticos idénticos, todos ellos en el estado | 7). Si N(¢) denota
el nimero de sistemas que en el instante ¢ se encuentran en el estado |i), demostrar que

1—a "

N(t) = Nye Nit/m ;= h/da w!®

A T; se le llama anchura media del estado |i) y 7; = h/T; recibe el nombre de vida media del
mismo.

(b) Considérese un atomo de hidrégeno en el estado |3p), el cual emite radiacién y pasa a
un estado |f) de menor energia. La radiacién estd descrita por un campo

A =2Apecos(k-x —wt),

donde Aj es una constante y € es un vector de polarizacién real unitario. Suponer que la
radiacion se emite en forma de un fotén de momento p = hk arbitrario. Usando la regla de oro



de Fermi, demostrar que, en la aproximacién dipolar eléctrica, la probabilidad de transicién
del estado |3p) a un estado final |f) estd dada por

2,3 2
B e‘w
wf(ipl)f: Z mhed /ko ‘<f|e-x|3p>‘

polarizaciones

Probar que
. 8T ..
E ko e = ? oY
polarizaciones

Utilizando este resultado y teniendo en cuenta que para cada k hay dos polarizaciones fisicas,
calcular la vida media del estado 3p del atomo de hidrégeno.

Solucién: 5.25 x 1079 s.

Problema 13. Calcular la vida media del estado 2p del atomo de hidrégeno.

Solucién: 1.59 x 1079 s.

Problema 14. Considérese el nivel 3p del atomo de hidrégeno. Calcular la probabilidad por
unidad de tiempo para transiciones dipolares magnéticas y cuadrupolares eléctricas.

Problema 15. Un electrén se mueve en un potencial arménico tridimensional isdtropo

Vir)= L pw?r?
2
de fecuencia w, siendo u la masa del electréon y r la distancia al centro de oscilacion. Se
desea utilizar teoria de perturbaciones dependiente del tiempo para estudiar la interaccién de
este sistema con la radiacién electromagnética. Encontrar la condicién que deben satisfacer la
recuencia w y la masa pu para que el desarrollo multipolar sea valido. Se sabe que el estado
fundamental es no degenerado y tiene energia y funcién de ondas

40

1/267a2r2/2 Y0(9 )
\/7—_[_ 0 ) )

Ey = ;hw Y100(x) = (

con o = ,/% e Y,/"(0,¢) los arménicos esféricos. A su vez, el primer estado excitado tiene

orden de degeneracién tres y su energia y funcién de ondas son

8a’

3V

Calcular en la aproximacion dipolar eléctrica la vida media del primer estado excitado. Témese
w=4.3 x1010s7L,

5 V2 e,
By = 3 Tiw Y11m(x) = ( > re T2 Y0, 9) .

Solucién: ;
L4

e2w

hw
— 5 << 1, T =
ue

5 ~8.7x10 s,

N W



Problema 16. (Junio 2011) Un dtomo de hidrégeno experimenta una transicién 3p — 2p
emitiendo un fotén. Indicar de que tipo de transicién se trata.

Solucién: Transicién cuadrupolar eléctrica.

APROXIMACION REPENTINA

Problema 17. Un atomo de tritio i{’H se encuentra en su estado fundamental 1199. En el
instante t = 0 su carga nuclear se incrementa repentinamente en una unidad, de forma que
el tritio se convierte en helio ionizado 3He™. (El proceso fisico que realmente tiene lugar es
una desintegracién beta de un neutrén en la que se produce un protén que se queda dentro
del nicleo y se emiten un electrén y un antineutrino. El proceso tiene lugar en un tiempo
suficientemente corto para que la aproximacién repentina sea valida). Suponiendo que el tritio
y el helio ionizado tienen la misma masa nuclear, encontrar la probabilidad de que el helio
ionizado se encuentre en su estado fundamental.

Solucién: .

Py = [(¥100(Z = 1)|¢p100(Z = 2)) g ;—6 ~ 0.70 .

Problema 18. El niicleo de un atomo de hidrégeno que se encuentra en su estado fundamental
experimenta durante un tiempo 7 una colision que le comunica una velocidad v. Suponiendo
que T < Ty T << a/v,donde Ty a son, respectivamente, del orden del periodo y radio tipicos
de las capas electrénicas del atomo, calcular la probabilidad de que el atomo después de la
colisién se encuentre en su estado fundamental. Encontrar la probabilidad de que el d4tomo se
excite o/y ionize.

Solucién: La probabilidad de que permanezca en el estado fundamental es

2,2 2\ 4
prvrag
PO‘(”W) ’

con p la masa reducida del electrén y ag el radio de Bohr. La probabilidad de que se ionice o
excite es 1 — F.

Problema 19. Un oscilador arménico unidimensional se encuentra en su estado fundamental.
En el instante ¢ = 0 su centro de oscilacién se desplaza instantdneamente una longitud a en
el sentido positivo del eje Ox. Calcular la probabilidad de que el oscilador permanezca en el
estado fundamental. Estimar para qué valores de a la aproximacién repentina es aceptable.

2

Solucién: Con a® = mw/h, se tiene

probabilidad = e—0’a/2 validez : a%a® < 1.

Problema 20. Una particula de masa p se encuentra en el estado fundamental de un pozo
infinito unidimensional de anchura 2L centrado en x = 0. Sus paredes, situadas en x = +L, se



trasladan repentinamente a x = +£L /2. Calcular en la aproximacién repentina la probabilidad
de que el sistema después del cambio se encuentre en el estado fundamental.

APROXIMACION ADIABATICA

Problema 21. Un oscilador arménico unidimensional se encuentra en su estado fundamental.
Su centro de suspensién empieza a moverse lentamente en el instante ¢ = 0 con velocidad
constante vg y prosigue su moviemiento hasta el instante 7" en el que se para, de forma que su

hamiltoniano pasa a ser
2

p 1 2 2
H:%+§mw {x—a(t)} ,
con
0 si t<0
a(t)=4q vot st 0<t<T
0 si T'<t

Encontrar en la aproximacién adiabatica la probabilidad de que el oscilador se encuentre al
final del proceso en el primer estado excitado. Discutir la validez de la aproximacién.

Solucién:

2

/R

probabilidad = ™% (1 —coswT) validez : vy << el
hw m

Problema 22. Una particula de spin 1/2 se encuentra sometida a un campo magnético B que
gira con velocidad angular w en torno al eje Oz, de forma que su hamiltoniano es

H=—-—yB(t)-S B(t) =1coswt + jsinwt ,

donde v es una constante y S es el operador de spin. Calcular en la aproximacién adiabatica
la probabilidad de que al cabo de un tiempo 7' = 27/w la particula se encuentre con el spin
orientado en el sentido negativo del eje Ox si en t = 0 estaba orientado en el sentido postivo
del mismo eje. Discutir la validez de la aproximacién adiabatica.

Solucién: .
w” .o (TY . ]
Py ) ——2)(0,27/w) = ¥, sin <U> validez : w<<7y .

Problema 23. Calcular de forma exacta la probabilidad pedida en el problema anterior y
demostrar que en el régimen adiabatico ésta se reduce a la calculada en el problema anterior.

w . T
Pl oy 51— (0,27 /w) = A sin2 ( :

Solucién:

Problema 24. Considérese el problema 18. Calcular en la aproximacion adiabatica la proba-
bilidad de que, al cabo de un tiempo 7' = 7/2w, la particula se encuentre con spin orientado
en el sentido negativo del eje Oy si en t = 0 estaba orientado en el sentido positivo del eje Ox.



Solucién: El problema se resuelve andlogamente al 17. La solucién es:

Ty

—) validez : w<<~y .
4w

w?
Pty 5= (0, m/20) = =5 sin

Problema 25. En un oscilador armoénico unidimensional, la constante de recuperaciéon k =
mw? aumenta linealmente con el tiempo su valor, pasando en un tiempo 7" de un valor inicial kg
a un valor final 4ky. Calcular en la aproximacion adiabética la probabilidad de que el oscilador
se encuentre en el tiempo ¢t = T con energia bhwg si en ¢ = 0 se encontraba en un estado de

energia hwg/2. Discutir la validez de la aproximacién.

Solucién: Para todo T se tiene

1 2

P=_
72

-8
@ 6—4ionu/9
1 U

Por ser la integral absolutamente convergente,

8 du
5
Cuanto menor sea wyT', menos oscilaciones destructivas tendrén lugar en el integrando de P y
mas se aproximara ésta a la cota. Y al contrario, cuanto mayor sea w1 mas oscilaciones des-
tructivas ocurrirdn y menor serd P. Ahora bien, por hipdtesis, en la aproximacion adiabatica,
el tiempo T que tarda en introducirse la perturbacion es mucho mayor que el tiempo carac-
teristico del sistema Tj. En nuestro caso esto significa Ty = 27 /w << T, 0, lo que es lo mismo,
woT >> 1, por lo que P << 1, quedando asi justificada la validez de la aproximacién. Por

ejemplo, expresando la integral en términos de la funcién exponencial integral Ei(z) y usando
unas tablas o Maple para evaluar ésta, resulta que ya para woT = 10 se tiene P ~ 4 x 1074,

2

1
P< = g(1n 2)? ~ 0.06 .

1
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