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Fisica cuantica I - Grupos B, B2 y E
Examen parcial — 8 de mayo de 2018

Problema 1 (1+1 puntos).

En un experimento de dispersion Compton la longitud de onda del fotén dispersado es
1.0036 x 107'* m y la energia cinética del electrén de retroceso es 450 eV. Calctilense la lon-
gitud de onda del fotén incidente y el angtlo con que se dispersa.

Ao = 0.9996 x 10~ m 0 =0.1734rad ~ 9.94°

Problema 2 (1+1+2 puntos).
(a) Considfese el pozo unidimensional de la figura

V(x)
————— - - - - - - - - ‘/0
I II I

El valor de Vj es
h2
2

2ma?

Vo

Y

donde A es un parametro real. Sobre el pozo inciden ondas planas desde x — —oo con energia
E > V. Escribase la forma de la solucién estacionaria ¢ (z,t) = e #/"¢(z) en las distintas
zonas.



¢ = AT L B eIk o — =

. . ImE
on= C lex +D e_lkx K= T]}ZLQ
¢m= 0

(b) Témese E < V. Escribase la forma de la solucién estacionaria en las distintas zonas.

2 — F
b= AehT o %
¢II = C lex -+ D €_lkx R = Z:Q
om= 0

(c) (Existen estados ligados para los valores de A que aparecen en la tabla? Si existen, indique
cuantos y cuales son sus energias.

A Numero de estados ligados Energias
1/4 Ninguno —
h2 2
4 1 E:i, 0 < zg< 7 solucion de sinz():@
2ma? 4
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Problema 3 (1+2 puntos).
Una particula de masa m se encuentra en un pozo infinito unidimensional de anchura a centrado

en el origen en un estado descrito por la funcién de ondas

é(w—l—g) si —g<91:<2

3 2 27 T 4
Y(x,0) =

4(—x—|—g> si ggxgg.

2 4 2

Normalicese la funcién de ondas

3 .
(2, 0)normalizada = 1/ — ele¢(x, 0), 0 real arbitrario
a

., Cual es la probabilidad de que al medir la energia se obtenga E>? En este apartado es necesario
entregar los calculos. Utilicese para ello el espacio a continuacién de la caja de respuestas.

Poblema 1

32
Prob¢(E2) = ﬁ ~ 0.109

La conservacién de la energia establece que

h h
ne +mc® = e + v/ m2ct + p3c2. (1)
Ao A

La relacién entre la longitud de onda del fotén incidente, Ao, y la del dispersado, A, es (ver
formulario repartido con el examen)

h
)\:)\g—l—%(l—cosé’). (2)

La energia total del electron de retroceso es la suma de su energia en reposo y su cinética, a
la que llamamos K. Es decir,

Vm2ct +p2 =me? + K.

3




Substituyendo en (1) se obtiene
1 K 1

En el lado derecho de esta ecuacién todo es conocido. Asi pues, escribiendo la constante de
Planck en eV's (para lo cual hay que dividir su valor en Js entre 1.602x 107'?) se tiene
1 450 % 1.602x 101 1

N - = 11 -1
N 6626 x 109 x2.998%10°  1.0036x 1011 _ 100004 107m

= X =0.9996x10"" m.

Substituyendo en la e. (2) se obtiene que el angulo de dispersién:

ch

cos&zl—ﬁ()\—)\g)

0.511x10%x 1.602x 10~19
=1- 1.0036 — 0.9999) x 10~ = 0.9850
6.626 x 1034 x 2.998 x 108 ( )

= 0=0.1734rad ~ 9.94°.

Problema 2

La continuidad de la funcién de ondas en x = 0,
é1u(0) =om(0) < C+D=0,

implica que
én(z) = 2iCsin(kr) = ¢(x) = 2ikC cos(kx) .

La continuidad de la funcién de ondas y de su derivada en x = —a a su vez exigen
¢1(—a) = on(—a) Ae M = —2iC'sin(ka)
= .
oi(—a) = ¢ (—a) Are M = 2iCk cos(ka)

Dividiendo la primera entre la segunda, elevando al cuadrado y usando que

2m 2m ([ R*N* R%k? A2
2 _ = N 7)) R —— _ _ - _ 2
. h? (V% ) h? (2ma2 2m ) a? i
se obtiene
2
R tan(ka) <  k*cos’(ka) = ()\_2 — k2) sin?(ka) = sin(ka) = £ %. (3)
K a

Los valores de k para los que existen estados ligados son las soluciones en k de cualquiera de
estas dos ecuaciones. Por simplicidad introducimos z := ka, que es positiva pues k lo es. Con

ello la ec. (3) se escribe
z

sing = £ —. (4)

Al
Las soluciones de (4) son los puntos en los que sin z corta a las rectas +2z/|\|. Estas rectas pasan
por el origen y tiene pendiente £1/|A|. Como la derivada de sinz es cosz y estd comprendida

4
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entre -1 y 1, para que sin z corte a las rectas +z/|\|, éstas deben tener pendiente entre -1 y 1.
Es decir 1/|A| debe ser menor que 1, o lo que es lo mismo |A| > 1. Asi pues, no existen estados
ligados para A = 1/4.

Consideremos A = 4. Primero analizamos el signo positivo de (4). En este caso sinz y z/4
se cortan en un punto zy comprendido entre 0 y 7. Como z > 0, el siguiente corte tendria que
ocurrir para un punto en el que sin z fuese positivo, lo que implica z > 27, y esto es imposible
pues en z = 27 la recta z/4 toma el valor 7/2 que esta por encima del méximo de sin z.

Pasemos ahora al signo negativo de (4). En z = 37/2, la recta —z/4 toma valor —37/8, y
sinz toma valor -1, que estd por encima de —37/8, por lo que sinz y —z/4 no se cortan y no
hay soluciones para z. Ver gréfica adjunta.

A

z/4

/ sinz
2 T 3m/2 2
™/ m/ >z

=378

Asi pues, para A = 4 sélo hay una estado ligado con energia

2.2
Wz 20

E 0 < zo< 7 solucién de sin zg = 1

© 2ma?’

Comentario. El analisis es el mismo que el hecho en clase para el pozo finito. Por completitud
(no se pide en el examen), el valor de zy puede determinarse numéricamente mediante, por
ejemplo, el método de Newton. Recordemos que, segin dicho método, las soluciones de F'(z) = 0
se obtienen a partir de un valor z(9 inicial mediante iteraciones

F(z®)
Fr(z®)

L) (k)

En nuestro caso, F(z) = sinz — Z Tomando 2 = 57/6, para el que sin z(?) = 1/2, tras tres

iteraciones se obtiene 2z ~ 2.4745...



Problema 3

e Normalizacion:

a/2 16 a/4 2 a/2 2
/ dx|w(x,0)|2:—/ dx(a:—l—g> —|—16/ dm(—x—I—g)
—a/2 9 —a/2 2 a/4 2
a/2
16 n a\’ /
3\ 772

3 .
= (2, 0)normalizada = \/ — e (x,0), con 6 real arbitrario.
a

a/4

e La probabilidad pedida esta dada por
PI‘Obd,(EQ) = |CQ|2,

donde ¢y es el coeficiente de Fourier

a/2 2 . /2nx
C2 = <¢2’wnormalizada> = / dx \/j sin (_> wnormalizada(ma O) .
—a/2 a a

La fase € en ¥nommalizada 10 contribuye a |e2|?, por lo que la ignoramos. Efectuamos la integral

2 [3 | 4 [t . [ 2nx a a/2 . (27 a
Co =1\ —/— | = dxsm(—><x+—)+4 d:csm(—)(—:z;+—>
aVa® | 3 ) o0 a 2 a/4 a 2

2 2
= Por partes, con u::I:a:—i—%, dvzsin(ﬂ) [ = du= +dx, U:_zi COS(ﬂ)}
a s

\/_ a a T
~ 05| 5 e )

a/4 a [Y* 27w
+ — dx cos (—)
—aj2 2T J a2 a

a/2 a/2
2
L V6, S (o ) cos ()

a? 2 2 a

2T a

a 2mx
- — dx cos <—)
a4 2 a/d a

a . (27rx) a/4 2\/6 a . <27T:)3) a/2
—sin [ — — —sin [ —
2w a B Ta | 2w a

ma a/2 a/4
VG, VB Ve
C 3x2 ' n2 372
Por tanto

32
Prob,(Ey) = |cof* = 5~ 0.109.



