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Problema 1 (0.75 + 1.50 + 0.75 = 3 puntos).
Una particula de masa m en una dimensién se encuentra en un instante en un estado con funcién

de ondas
o) 0 si <0,
T) = 2 2
rxe 1T si x>0,

donde 7 es un parametro con dimensiones de (longitud)~! caracteristico de la energfa potencial.
(a) Normalizar la funcién de ondas.

1/2

- 2
Gnormalizada(T) = el? (873\/i ) ¢(x), 0 real arbitrario
T

(b) Calcular los valores esperados de X? y de P.

3

(X?) = 2

(P =0

(c) A qué distancia xp.x del origen es maxima la probabilidad de encontrar la particula.

(a) Normalizacién:

(o] o0 1
w:/mww=/MﬁWﬂ>ff
0 0 2

1 . 2
= Pnormalizada () = N o(z) = € (873 ;) ¢(x), 6 real arbitrario.



(b) Valores esperados:

2 3 T 3
N —2v2z2 3 —
< > / dx l’ |¢normahzada 8’7 \/>/ dx 1’ e ™ B 87 \/; 32’)/5 § N W .

<P> :/ dx ¢nor( ) (_lh> ¢n0r = _817?/)/ \/7/ drze” v i ($6_72m2)
2
= —8ihy? \/7/ dz e "% 1 (1 — 29%2?) = — 8ihy® \/7 <4’1y — 272 SLV“) =0.

Todas las integrales anteriores se facilitan en la hoja de integrales repartida con el examen.

(d) Hay que calcular el méaximo de p(x) := |normalizada (7)|?

a Cero:

d 2 d 2 2 2
. p(x) =8y \/7 7 (:1626_27 m ) 8y \/; —27%e? (295 — 47%3)
1

d 2,.2
d—p(m):() & e 2 (1-29°2%) =0 = z—oo00, =0, v=+2—.
T

V2y

Las soluciones * — oo y = 0 son puntos de minimo de p(z), pues p(z) es siempre mayor o
igual que cero y en ellos se anula. El punto z = —1/ V27 no pertenece al dominio. Sélo queda
x = 1/4/2v. Comprobar que es un punto de maximo es facil. Basta notar que p(x) es mayor o
igual que cero para todo x, que es continua, que sélo se anula en los puntos frontera z = 0 y
r — oo de su domininio, y que tiene un solo punto de extremo, por lo que éste tiene que ser un
méximo. (Hasta aqui el problema. El resto se incluye por completitud). De hecho, la gréfica de

p(x) es:

. Para ello derivamos e igualamos

92,2
1_262735

V2y
Alternativamente, puede comprobarse que la segunda derivada de p(x) en 2 = 1/4/27 es negativa:
d? 2 d?
p(z) — 16434/ 2 o272 [(1 - 27%2)2 - 47%2] N p(z) <0,
dx? s dz? a=1/v/27
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Problema 2 (1 punto).

Una particula de masa m incide desde la izquierda en forma onda plana sobre un pozo con
energia potencial como la de la figura. Con el convenio ) (x,t) = e #¥/"¢(x) para los estados
estacionarios (usado siempre en clase) escribir la forma de ¢(z) en las distintas zonas para

W< E< V.
¢ = AlhT 4 peike k= QT;E
: : 2m(E — V¢
émr = Fbme o ¢ e—ikme ki = %
orv =0 A, B,C, D, F,G constantes de integracion




Problema 3 (0.5 + 0.5 + 0.5 + 1.0 = 2.5 puntos).
Un oscilador arménico de frecuencia angular w se encuentra en ¢ = 0 en un estado con funcién

de ondas
Y(z,0) = \/> Po(x

donde ¢,(x) son los estado propios del hamlltonlano.
(a) {Cudl es la probabilidad de que al medir la energia se obtenga hw/27 ;Y de que se
obtenga Thw /27

Pmb<%>=l Prob(?)zo

(b) {Cuél es la funcién de ondas que describe el estado del sistema en un tiempo ¢?

1 . 2 . 1
Ulet) = = e go(a) + \@ e (1), By =t (n+3)
(c) Escribir el operador O := XP + PX en términos de los operadores aniquilacién a y

creacién al.

O:=XP+PX =ih(a'a' —aa)

(d) Encontrar el valor esperado de O en el instante inicial.

(O)p) =0

En los apartados (c) y (d) es necesario entregar los célculos. Utilicese el espacio a cotinuacion.

(c) Usando las expresiones en el formulario se tiene

a+:%<a:ﬂ—é%>:%(o&(+ip) X:ﬁ(cf“—i—a)
A .
az%(@ +$%>:%<QX—%P> Pz%(a*—a)

De aqui se sigue

ih
XP—i—PX:% (aTaT—M+Mr—aa+aTaT+M—Mf—aa) :ih(aTaT—aa).
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(d) Se quiere calcular

in( —aa)(%¢o+\/§¢2)>. (1)

Analizamos los términos del lado derecho del producto escalar (1):

(XP+ PX)y0 ¢0+\/7¢2

e Al actuar a'a’ sobre ¢y se suben dos niveles y se obtiene un ¢,, que se combina con el ¢
del lado izquierdo y da una contribucién

2
{ \/; o
e Al actuar a'al sobre ¢, se obtiene un ¢4 que da cero al multiplicarse escalarmente con los
o v ¢ del lado izquierdo.

iha' a' % qz50> = [Formulario | = ih £ (92| V202) = @

e Al actuar aa sobre ¢q se obtiene cero.

e Al actuar aa sobre ¢, se bajan dos niveles y se obtiene un ¢y que se combina con el ¢, del
lado iquierdo para dar una contribucién

21h
3

<_ b0 | (—ih) a \/7@ [ Formulario | = —ih £ (¢o|V2¢0) =

Sumando todas las contribuciones obtenemos cero.



Problema 4 (0.5 + 0.5 + 0.5 = 1.5 puntos).
Un atomo de hidrégeno se encuentra en un instante inicial en el estado descrito por la funcién
de ondas

Y(x,0) = CYrgo(x) + % Po00(x) + % Pa11(x) .

., Cuanto debe valer C' para que la funcién de ondas esté normalizada?

2
C = \/; salvo fase arbitraria

,Cual es la probabilidad de obtener 0 si se mide la tercera componente del momento angular?
.Y de obtener A?

1
Prob(0) = Z Prob(h) = 1

Cacular el valor esperado de L? y de la energia. En este dltimo caso, expresar el resultado en
términos de la energia E; del estado fundamental del atomo de hidrégeno.

h? 3
2y _ _ " ==
o|C|2+‘ ! 2—1—'12 1 = C 2 i 0 real arbitrario
— - = =4/ze€e’,0r rbitrario .
2v/3 2 3
e Prob (0) ]C|2+‘ L[ _3
r = —| =-.
, 12vel 4
1 1

o A <L2> sélo contribuye el dltimo término de 1 (x,0), pues los dos primeros tienen ¢ = 0:

2 2

1 h
L == 11+1DKr = —
<>\2<+> >

Para (H) se tiene
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Problema 5 (1.5 puntos).
Calcular el valor esperado de la tercera componente 2z de la posicion del electrén en un dtomo
de hidrégeno dado por la funcién de ondas normalizada

Y(x,0) = [¢100(X) +¢210(X)] .

1
V2

) _128V2 a
=0T o g

Se recomienda usar las propiedades de paridad de los armonicos esféricos. En este problema es
necesario entregar los cédlculos.

<7 (100 + 210 ‘ZT (¢100+¢210)>
1

= < wloo\z ¢100> <?/1100|Z ¢210> + <¢210|Z 2/1100> + <¢210|Z ¢210>) . (2)

La paridad de s, es (—1)*. Por tanto, 1109 s par, ¥»0 es impar, y obviamente z es impar. El
primer y el cuarto término en (2) son integrales sobre todo el espacio R? de funciones z |t)100|?
v 2 |ta10|? impares. Luego

(1002 Y100) = (2102 1210) = 0

Del formulario repartido con el examen vemos que

L (Z\*? 1 ZN\3? Zr
- [ = —Zr/ao — ( ) —Zr/2a0 0
e ; e cos
Voo VT <&0> Va0 4\/27 ao

son reales. Como z = r cos f también lo es, se tiene que

Z4 [e%¢) s 27
(¥210]2 %100) = (Y100]% Yo10) = —F—=— / drrte 327”/2““/ df sin 6 0052«9/ do .
0 0

4%\/5@3
Resolviendo las integrales angulares y radial resulta
00 9 T 1 — 2 2
/ drrt e=3%r/200 — g1 (290 / df sin 6 cos® 0 = cos® 6 ‘ =, / do = 2r.
0 3Z 0 3 3 0
En total

2'V2 ag 1282 aq
< >w(x0 <¢210‘Z¢100> 35 ? =~ on3 E




Problema 6 (0.75 + 0.75 = 1.5 puntos).
Sobre el electrén de un dtomo de hidrégeno (nimero atémico Z = 1) actiia un campo magnético
B constante en la direccion del eje z, de forma que el hamiltoniano es
e
H=Hy—wBL,, w:u,
2uc
donde Hj es el hamiltoniano usual de dtomo de hidrégeno y L. es la tercera componente del
momento angular.
(a) Calcular las autoenergias y autofunciones de H.

Autoenergias: E,,, = F, — mhwB

Autofunciones: 1,4,

(b) Se prepara un estado inicial
1
V2

y se deja evolucionar en el tiempo. Calcular el valor esperado de L, en un tiempo t.

P(x,0) = [1/)211(X)_¢210(X)]

(Ly)e = — N cos(wBt) .

V2

(a) Las autofunciones 1,4, del hamiltoniano del d&tomo de hidrégeno satisfacen

H0¢n€m - n¢n€m ; qupnﬂm = mh 1/}n€m y (3)

con E, las energias propias del &tomo de hidrégeno. También satisfacen L9,z = £(0+1)A2pem,
pero esto no lo usaremos aqui.

De (3) se sigue que
(HO - WBLZ) wnfm = (En - mh{-“-)B) wném .

Es decir, 1,4, son autofunciones del hamiltoniano total H con autovalores F,,, = E,, — mhwB.

(b) La evolucién temporal es segiin el hamiltoniano total H, por lo que las autoenergias F en
las exponenciales e #*/" de los estados estacionarios son E,,,. De acuerdo con esto, la funcién
de ondas en un tiempo t para el estado inicial preparado es

. . 1 |
(e 1Eﬂt/hwzn —e 1E20t/h’¢210) =5¢ IEQt/h( elethU — o).

2/}(}(7 t) R~ \/i

V2

Para calcular el valor esperado de L, en este estado usamos (ver formulario)
1
Lx - 5 (L+ + L_>

8



y escribimos

(L), = <% o—iBat/h (eiWBt@/)m — oo ) ’% (L, + L) % o—iBat/h (eiWBt@/)m _ ¢210)> . (4)

Los accién de Ly y L_ sobre 1911 ¥ 1210 €s (ver nuevamente formulario)
Lihon =0,  Lytboig = V2hionr, Lty = V2htborg,  Lythmio = V2t .
Substituyendo en (4) resulta

ok
2v2

Ls fase temporal en el lado izquierdo del producto escalar sale compleja conjugada y la de lado
derecho sin conjugar. Esto ¥ (Unem|Unierm:) = Onn/Oper Oy implica que

(La)t < (eiWBt?/)Qn - 1/1210) ‘ ( — o1 + eint%lo - @/)21—1) >

h : : h
L)) =———= e_IWBt+elet = — — cos(wBt).
(La)e= =5 ( ) = =5 cos(wBl)



