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Soluciones

Problema 1 (1+1+1 puntos).
Una part́ıcula tiene función de ondas en un instante t0

ψ(x) =

{

0 si x ≤ 0 ,

√
x e−x2/4a2 si x > 0 ,

con a > 0 una constante con dimensiones de longitud. Normaĺıcese la función de ondas.

ψnormalizada(x) =







0 si x ≤ 0 ,

1

a

√
x e−x2/4a2 si x > 0

¿Cuál es la probabilidad de encontrar la part́ıcula entre 0 y a?

Prob(0, a) = 1− 1√
e
≈ 0.393

Calcúlense el valor esperado de x2.

〈x2〉 = 2a2

(Operaciones al final)



Problema 2 (1 punto). Una part́ıcula con enerǵıa E = ~
2k2/2m incide desde la izquierda en

forma de onda plana sobre el potencial de la figura. Se sabe que V0 < E < V1.

V0

V1

−a −b
x

V (x)

I II III IV

Escŕıbase la función de ondas en las distintas zonas. No se pide imponer las condiciones de
pegado sobre la función de ondas y determinar las constantes de integración, sólo el tipo de
solución permitida en cada zona.

φI(x) = Aeik1x +B e−ik1x k1 =

√

2m(E − V0)

~

φII(x) = C ek2x +D e−k2x k2 =

√

2m(V1 − E)

~

φIII(x) = E eik3x + F e−ik3x k3 =

√
2mE

~
= k

φIV(x) = 0

2



Nombre

Problema 3 (0.4 × 5 = 2 puntos).
Un átomo de hidrógeno se encuentra en un instante en un estado con función de ondas

ψ(x) =
1√
15

ψ1 0 0 +
1√
5
ψ2 1−1 −

i√
5
ψ2 1 0 +

1√
5
ψ3 2−1 +

1 + i√
6
ψ3 1 1 .

(1) ¿Cuál es probabilidad de obtener E1 al medir la enerǵıa?

Prob (E1)=

∣

∣

∣

∣

1√
15

∣

∣

∣

∣

2

=
1

15

(2) ¿Cuál es probabilidad de obtener E2 al medir la enerǵıa?

Prob (E2)=

∣

∣

∣

∣

1√
5

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

−i√
5

∣

∣

∣

∣

2

=
2

5

(3) ¿Cuál es la probabilidad de obtener ~ al medir la tercera componente del momento angular?

Prob (~)=

∣

∣

∣

∣

1 + 1√
6

∣

∣

∣

∣

2

=
1

3

(4) ¿Cuál es el valor esperado de la tercera componente Lz del momento angular?

〈Lz〉 = 0 +

∣

∣

∣

∣

1√
5

∣

∣

∣

∣

2

(−~) + 0 +

∣

∣

∣

∣

1√
5

∣

∣

∣

∣

2

(−~) +

∣

∣

∣

∣

1 + i

6

∣

∣

∣

∣

2

~ = − 1

15
~

(5) ¿Cuál es el valor esperado del cuadrado L2 del momento angular?

〈L2〉 = 0 +

∣

∣

∣

∣

1√
5

∣

∣

∣

∣

2

2~2 +

∣

∣

∣

∣

−i√
5

∣

∣

∣

∣

2

2~2 +

∣

∣

∣

∣

1√
5

∣

∣

∣

∣

2

6~2 +

∣

∣

∣

∣

1 + i

6

∣

∣

∣

∣

2

2~2 =
8

3
~
2

Lo primero que hay que hacer es comprobar si la función de ondas dada está normalizada. Las
suma de los módulos de los coeficientes al cuadrado es

∣

∣

∣

∣

1√
15

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

1√
5

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

−i√
15

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

1√
15

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

1 + i

6

∣

∣

∣

∣

2

=
1

15
+

1

5
+

1

5
+

1

5
+

1

3
= 1 .

Como ψ está normalizada, las probabilidades son (las sumas de) los módulos de los coeficientes
al cuadrado que se dan arriba.
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Problema 4 (1+1 puntos).
Un átomo de hidrógeno se encuentra en un estado con función de ondas normalizada

ψ321(x, t) = e−iE3t/~
1

81
√

πa3
0

(

r

a0

)2

e−r/3a0 sin θ cos θ eiφ ,

donde a0 es el radio de Bohr. ¿Cuál es la probabilidad de encontrar el electrón a una distancia
del núcleo comprendida entre r y r + dr?

Prob321 (r, r + dr) =
8

98415 a7
0

r6 e−2r/3a0 dr =: P (r) dr

¿A qué distancia r es máxima dicha probabilidad? En este apartado es necesario entregar
los cálculos.

rmáx = 9a0

• Prob321(r, r + dr) está dada por

Prob321 (r, r + dr) =

∫ π

0

dθ sin θ

∫

2π

0

dφ r2dr |ψ321|2

= r2 dr
r4 e−2r/3a0

38π a7
0

∫ π

0

dθ sin3 θ cos2 θ

∫

2π

0

dφ

= escribiendo sin3 θ = (1− cos2 θ) sin θ las integrales angulares dan
8π

15

=
8

98415 a5
0

r6 e−2r/3a0 dr =: P (r) dr

• Prob321(r, r + dr) alcanza su máximo en

P ′(r) = 0 ⇔ e−2r/3a0
(

6r5 − 2r6

3a0

)

= 0 ⇒











r → ∞ mı́nimo

r = 0 mı́nimo

r = 9a0 máximo
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Problema 5 (1+1 puntos). En este problema es necesario entregar los cálculos.
Una part́ıcula de masa m se mueve en un pozo infinito unidimensional de anchura a centrado en
x = 0. En un tiempo t0 su estado está descrito por la función de ondas normalizada

ψ(x, t0) =

√

30

a5

(

a2

4
− x2

)

.

¿Cuál es la probabilidad de que al medir la enerǵıa se obtengan las autoenerǵıas E1 y E2 del
pozo?

Prob (E1) =
960

π6
Prob (E2) = 0

La probabilidad de obtener una autoenerǵıa En es el módulo al cuadrado del coeficiente cn
del desarrollo de Fourier de ψ en la base {φn} de autoestados del pozo infinito. Es decir,

Prob(En) = |cn|2 , con cn =

∫ a/2

−a/2

dx φ∗

n(x)ψ(x, t0) .

Como ψ(x, t0) es par, φ2 =
√

2/a sin(2π/x) es impar y el intervalo de integración es simétrico
(con respecto al origen) se tiene que

Prob(E2) = 0 .

Pasemos a calcular Prob(E1):

Prob(E1) =

∫ a/2

−a/2

dx

√

2

a
cos

(

πx

a

)

√

30

a5

(

a2

4
− x2

)

=
2
√
15

a3

[

a2

4

∫ a/2

−a/2

dx cos

(

πx

a

)

−
∫ a/2

−a/2

dx x2 cos

(

πx

a

)]

.

La primera integral es trivial,

a2

4

∫ a/2

−a/2

dx cos

(

πx

a

)

=
a3

2π
.
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La segunda se hace integrando dos veces por partes:

∫ a/2

−a/2

dx x2 cos

(

πx

a

)

=











u = x2 ⇒ du = 2x dx

dv = cos

(

πx

a

)

dx ⇒ v =
a

π
sin

(

πx

a

)











=
ax2

π
sin

(

πx

a

) ∣

∣

∣

∣

a/2

−a/2

− 2a

π

∫ a/2

−a/2

dx x sin

(

πx

a

)

=
a3

2π
− 2a

π











u = x ⇒ du = dx

dv = sin

(

πx

a

)

dx ⇒ v = − a

π
cos

(

πx

a

)











=
a3

2π
− 2a

π

[

−ax
π

cos

(

πx

a

)∣

∣

∣

∣

a/2

−a/2

+
a

π

∫ a/2

−a/2

dx cos

(

πx

a

)

]

=
a3

2π
− 2a

π

[

0 +
2a2

π2

]

.

Poniendo todo junto se tiene

Prob(E1) =

∣

∣

∣

∣

8
√
15

π3

∣

∣

∣

∣

2

.

Cálculos del problema 1.

• La condición de normalización para la función de ondas normalizada ψnor = Nψ es

1 =

∫

∞

−∞

dx
∣

∣ψnor(x)
∣

∣

2
= |N |2

∫

∞

0

dx
∣

∣

∣

√
x e−x2/4a2

∣

∣

∣

2

= |N |2
∫

∞

0

dx x e−x2/2a2 = |N |2aa .

Basta tomar, por ejemplo, N = 1/a.

• Prob(0, a) =

∫ a

0

dx
∣

∣ψnor(x)
∣

∣

2
=

1

a2

∫ a

0

dx x e−x2/2a2 = − e−x2/2a2
]a

0

= 1− 1√
e
≈ 0.393 .

• 〈x2〉 =
∫

∞

−∞

dx x2
∣

∣ψnor(x)
∣

∣

2
=

1

a2

∫

∞

0

dx x3 e−x2/2a2 = 2a2 .
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