
Tema 4: Resumen

Estados ligados y de scattering. Un estado estacionario

Ψ(x, t) = e−iEt/� φ(x) , (1)

se llama ligado si �
d3x |φ(x)|2 < ∞ . (2)

Un estado de scattering o de colisión es un estado estacionario para la part́ıcula libre, es decir,
con función de ondas

Ψ(x, t) = e−i(Et−px)/� , E =
p2

2m
(3)

y p un vector arbitrario de R3. Su parte espacial φ(x) = eipx/� no satisface (2) pues

�
d3x

���eipx/�
���
2

→ ∞ .

A pesar de ello son muy importantes y útiles. Primero, porque los paquetes de ondas
son“combinaciones lineales continuas” de estados de este tipo con coeficientes φ(p). Y segundo,
porque describen las ondas planas de materia asociadas a haces de part́ıculas libres entrantes
y salientes en problemas de scattering. Se les puede dar una interpretación probabiĺıstica acu-
diendo, no a la probabilidad de encontrar la part́ıcula en una región del espacio, sino a la
probabilidad de que la part́ıcula tenga momento p.

En una dimensión los estados de scattering son

e−i(Et−px)/� , e−i(Et+px)/� , p = �k =
√
2mE ,

donde la ráız se entiende con el signo positivo. La primera de ellas describe una onda plana con
frentes de onda Et− px = const que viaja de izquierda a derecha. La segunda, una onda plana
con frentes de onda Et+ px = const que viaja de derecha a izquierda.
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Condiciones sobre φ(x) y su derivada en problemas unidimensionales.
Para

Ψ(x, t) = e−iEt/� φ(x) ,

− �2

2m

d2φ(x)

dx2
+ V (x)φ(x) = Eφ(x),

se tiene las siguientes condiciones:

(1) φ(x) es continua en el dominio de V (x).

(2) φ(x ≤ a) = 0 si V (x ≤ a) → ∞.

φ(x ≥ a) = 0 si V (x ≥ a) → ∞.

(3) La derivada φ�(x) es continua en todos aquellos puntos en los que V (x) no tenga saltos
infinitos.

(4) Si V (x) tiene un salto infinito en x = a hay que tratar cada caso por separado. Por ejemplo,
para V (x) = V0 δ(x− a) se tiene que, de acuerdo con (1), φ(x) es continua en x = a y en
este caso la diferencia entre las derivadas por la derecha y la izquierda es

φ�(a+)− φ�(a−) =
2mV0

�2
φ(a) .

Condiciones adicionales. La condición (2) impone condiciones sobre las constantes de
integración que aparecen en la solución de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo.
Ejemplo, para

V (x≥a) = V0 = const, E < V0

la solución más general de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo en el intervalo
x ≥ a es

φ(x ≥ a) = Ae−κx + Beκx, κ =
1

�
�

2m(V0 − E) .

La condición (2) implica B = 0 y deja A indeterminada.

Análogamente, en un problema de scattering, el tipo de problema de scattering que se estudia
impone condiciones que fijan algunas de las constantes de integración. Ejemplo, un haz de
part́ıculas libres de enerǵıa E incide desde x → −∞ sobre un potencial V (x) que se anula a
partir de x ≥ a,

V (x≥a) = 0 .

La solución más general de la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo para x ≥ a es

φ(x ≥ a) = Aeikx + Be−ikx, k =
1

�
√
2mE =

p

�
.

La única onda a la derecha de x = a es la que se transmite a través del potencial, que viaja de
izquierda a derecha, es decir e−i(Et−px)/�. Esto fija B = 0 y deja A indeterminada. La solución con
B correspondeŕıa una onda que viaja de derecha a izquierda, que no se da en nuestro problema.
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