Problema. Una particula de masa y incide con parametro de impacto by velocidad v sobre
un campo de fuerzas central, que ejerce sobre ella una fuerza F = —puk?x/r?, donde x el vector
de posicién con respecto al origen de fuerzas. ;Se trata de un campo atractivo o repulsivo?
Calcilese la energia potencial de la particula. Demuéstrese que la ecuacion de movimiento para
u=1/res

d” (1 —ﬁi-) 0

_ [ u =
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donde vy = |vg|. Resuélvase la ecuacién y estudiése la trayectoria de la particula para los

siguientes valores de by vy:
k2 1 144 35

P =30 169’ 36°
Calctlese en cada caso la direcciéon con que sale la particula. Dibtjese con la ayuda de algin

programa de manipulacién algebraica (Maple, Mathematica, Mathlab, etc.) la trayectoria en
cada caso.

Lo escrito en negro constituye propiamente la solucién al problema. Lo escrito en azul es
la materia explicada en teoria que se necesita usar. Finalmente los comentarios en rojo (muy
sencillos, a veces triviales) se han introducido para aclarar y enfatizar algunas ideas.

(i) La fuerza es atractiva, pues tiene sentido contrario al vector de posicién x de la particula
con respecto al origen de fuerzas.

(2i) Recuérdese que todo campo de fuerzas central F = f(r)x es conservativo y que la
energia total de una particula de masa p en dicho campo es

1
E:T+V:§u¥+vw%

donde la energfa potencial V(r) esta dada por

En el caso que nos ocupa,

R
flr) = —a
iOjo! La potencia de 7 en el denominador es 3 (v no 4) pues F = —uk?x/rt y x = x/r. Se

tiene entonces que
k? k2
V= [ar(-2) =22
r3 272

(3i) Se sabe que para un campo central F = f(r) X, la ecuacién para la distancia radial r al
origen como funcién del dngulo polar 0 es (ecuacién de Binet)

d*u L 1 1
g te=mal(y) v= (1)
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donde L = /,67“29 es el moneto angular, que recuérdese es conservado. En nuestro caso, como
f(1/u) = —pk*u?, se tiene
d*u 12k?
— +tu= U. 2
do? L? )
Aunque trivial, es importante notar que el lado derecho de la ecuacién diferencial (1) es
distinto para cada f(r). Por ejemplo, para un campo de fuerzas gravitatorio (problema de

Kepler), la funcién f estd dada por f(r) = —k/r, con k > 0, y la ec. (1) toma la forma

du? ki
W +u= ﬁ . (3)

Las ecs.(2) y (3) tienes lados derechos distintos y, por tanto, dan a lugar a trayectorias dis-
tintas. Las soluciones al problema de Kepler sabemos que son cénicas. Podr’ia ocurrir que,
para funciones f(r) distintas de la de Kepler, la ecuacién de Binet también admitiese rbitas
conicas para ciertos valores de los paramétros que intervengan en el problema, pero eso hay que
estudiarlo caso por caso. Volviendo a nuestro problema, nos ocupamos de resolver la ecuacion
diferencial (2).

La ec. (2) puede escribirse como

d*u

W—FQZUJ:O, con P?=1-

21.2
Wk

Su solucién mas general es

u = Cysin(Q0) + Cy cos(Q26) , (5)

donde C} y (5 son constantes de integracion. Para determinarlas usamos las condiciones inciales.

Que la particula incida con parametro de impacto b y velocidad v significa que en el instante
inicial se encuentra muy alejada, 7y = |xg| — 00, con velocidad vy paralela a la direccién que la
une al origen, y que la distancia entre las rectas determinadas por la velovidad y su paralela que
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0

Figura 1: Condiciones iniciales.

pasa por el origen es b, tal y como aparece en la figura 1. En ecuaciones esto significa que

posicién: rg — 00, 0o =0 (6)
velocidad: 7(0) = —vg, 6(0)=0. (7)
Ahora bien, de
dr du df odu L L du (8)
r=————e-r——= = = —
du df dt do pr? i do



y de
L = Lijiciat = pbvpe, = L= pbuy

se sigue que

du r k?
b~ bu, O b2
En particular, en el instante inicial se tiene
du 1
- — 9
dflo=0 b )

De la ec. (5) y de las condiciones iniciales (6) y (9) obtenemos, respectivamente,

1
Cy =0, C, = a0
Esto da para la trayectoria
Qb
)= —— . 1
r(®) sin(£20) (10)

(4i) La particula se escapa del campo de fuerzas cuando r — oo, es decir, cuando
Sil’l(Qeout) =0 = QOut = W/Q,

La solucion @ = 0 corresponde a la direccion de incidencia y la descartamos. El dangulo de
deflexién, llamémosle ¥, esta dado por ) = 6y, modulo 27.
Para el primer valor de los dados en el enunciado se tiene
k? 1 1
et = 3 7% o =V2r =2

Puede hacerse una grafica de la trayectoria pasando a coordendas cartesianas:

b cos 6 b sin
T=reosh = ———T _ y—rsinf= T 0<0< Oy

V2 sin (0/\/5) ’ V2 sin (9/\/5)

Sélo falta representar graficamente la solucion. Para ello puede utilizarse Maple. El resultado
es el de la figura en la primera linea, columna derecha de la Tabla 1.

Para k*/b*v2 = 144/169 se tienen los resultados en la segunda linea de la Tabla 1. Ahora
Q =5/13 y Oou = 137/5, que puede escribirse como Oy, = 27 + 3?”, por lo que ¥ = 37/5.
Notese que, antes de ser dispersada, la particula da una vuelta en torno al origen. Ello es debido
a que el potencial la atrae lo suficiente como para que orbite alrededor de su centro de fuerzas,
pero no lo suficiente como para atraparla, por lo que acaba emergiendo.

Para el tercero de los valores de k?/b*v? se obtienen los resultados de la tercera linea de la
Tabla 1. Con respecto al segundo caso, la energia cinética uvZ/2 de la particula es menor, por

lo que “se opone menos” a la atraccion del potencial y da mas vueltas alrededor del origen.



k? [b* v} Q Trayectoria P Grafica
y=V2nr
=
12 | E 1= | 3
/ V2 sin(07/2) m
y
5b 3r
H4/169| 5/13 | 7= sl T
b
35/36 | 1/6 0

"7 6 sin (0/6)

Tabla 1: Trayectorias para distintos valores de k?/b*v3.




Problema. Considérese el campo de fuerzas del problema anterior y supéngase que la
particula se encuentra inicialmente a distacia ro finita del centro de fuerzas con velocidad vg
dirigida segin una direcciéon que forma un angulo « con el segmento que la une al origen.
Encuéntrese su trayectoria. Particularicese para o = 7/2 y dibtjense las drbitas de la particula
para los siguientes valores

k2 1 144 35

3 v} T 27169736

La ecuacion diferencial para la trayectoria y su solucién més general son las mismas que en
el problema anterior, ecs. (4) y (5), respectivamente. Por comodidad, reescribimos la solucién

general
,U2 /{32
u = Cysin(Q0) + Cy cos(Q26) , P =1- Tz (1)

Las condiciones iniciales son ahora distintas y, por tanto, la trayectoria cambia. Sin pérdida de
generalidad, puede tomarse como origen de angulos porlares la recta que une la posicién inicial
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Figura 2: Condiciones iniciales.

de la particula con el centro. Las condiciones iniciales toman entonces la forma (ver Figura 2)
posicién: r(t =0) =1y 0t=0)=0 = u(@=0)=—, (2)
velocidad: 7(t = 0) = vgcosar, O(t =0) = N sina. (3)
De la ec. (8) (vélida siempre) y de
L= urgéo = [T Vg Sin &

se sigue que

du cot av
6=0 "o
Imponiedo las condiciones (2) y (4) sobre la solucién (5), se tiene
1 cot k?
Co=— C=- P=1-55——.
* g ! Qrg r2 v2 sin? a



La trayectoria para la particula es entonces

cot ar

= i [cos (Q@) e sin (QG)] . (5)

To

1
T

Pueden introducirse constantes de integracion C'y [, definidas como
Cy = C sin(Qp), Cy = C cos(028),

en términos de las cuales la solucién (5) se escribe u =1 = C cos [Q(0 — 3)]. Los valores de C
. . . r , . . . .
y (B pueden determinarse, bien resolviendo para ellas en términos de C y C5, bien imponiendo

las condiciones iniciales, con resultado

1 ot
C:% 14—%7 tan (Q8) = — Q tana.

Volvamos a la solucién escrita en la forma (5) y tomemos o = 7/2. Primero notamos que si
a = /2, la componente radial de la velocidad inicial 7 es cero, por lo que el punto inicial es o
bien un perihelio o un afelio. Segundo, para a = 7/2, la trayectoria se reduce a

To

cos(Q20)

La distancia r al origen se hace infinita cuando Q0. = 7/2, que corresponde a un éngulo de

T
defexion ¢ = 20 modulo 27. En cartesianas, la trayectoria es

ro cosf ro sin 6 0<0< T
r=—— = — —.
cos(Q0)’ Y cos(920)’ - 2Q)

Para los valores de k%/r2 v2 del enunciado se tienen las trayectorias de la Tabla 2.



k2 /122 0 Trayectoria Y Créfica
y
__ T
1/2 1/v2 " cos (9/\/5) m/V2
X
y
N
X
_ | B
144/169 | 5/13 ~cos(50/13) | 10
y
35/36 | 1/6 cos (6/6) "
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N

Tabla 2: Trayectorias para distintos valores de k*/r2vd.




