Problema. Un cometa de masa p se mueve en el campo gravitatorio del Sol (potencial
V(r) = —k/r, con k = uMyG). Incide con parametro de impacto b y velocidad inicial vy.
Escribase la ecuacién de movimiento para el inverso u = 1/r de la distancia r al origen de
fuerzas como funcién del angulo polar €. Determinese la trayectoria del cometa. Hallese el
angulo de dispersion con respecto a la direccién de incidencia. Célculese la distancia de maxima
aproximacion.

La ecuacién de movimiento para u (ecuacién de Binet) es la misma que para el problema de
Kepler, es decir ,
du” +u = ku , (1)
do? L?
donde L = [M“29 es el momento angular. Como L se conserva, lo tomaremos igual a su valor en
el instante inicial,

L= ,LLZ)UO .
La energia es también conservada y puede tomarse igual a su valor inicial,
1
E = 5 pg .
La solucién de la ecuacién (1) es
wk
u:§(1+60050). (2)
donde e esta dada por
2FL? b2y’
=1+ e = (nuestro caso) =1+ (%) . (3)

Las ecs. ([2) y B) determinan completamente la trayectoria del cometa.

Si uno no se acuerda de estas expresiones siempre puede proceder de la siguiente forma. La
solucién de () es la suma de la solucién mas general de la homogénea, upom = g cos(6 —6y), con
ug y B constantes de integracion, y de una solucién particular up.,, = pk/L* de la completa,

u i + ug cos(6 — By) . (4)
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Escribiendo ug como el producto de uk/L? por una nueva constante de integracién a la que
llamamos e, se obtiene
wk

u:ﬁ[l—l—ecos(ﬁ—ﬁo)], (5)
Se elige el eje x de forma que 6y = 0, con lo que se recupera (2)). La condicién inicial r — oo
(u — 0) para la posicién implica 0 = 6;, en t = 0, por lo que 1+ ecosfy, = 0. La condicién
inicial para la velocidad es a su vez

7(t =0) = —vy (velocidad inicial apunta al origen) ) "
dr dud) L du L du = T =u() = — £ esin(6,).
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De aqui y de 1 = ecosb;, se sigue
2

=i () =1 ()

La dispersién (r — 00) ocurre cuando 1+ ecosf vuelve a anularse, es decir, para una dgulo

Oous dado por
1
Oout = — arccos (—) .

e

Con respecto al de incidencia, el angulo de dispersiéon es

1
Odisp = Oout — Oin = 2 arccos <—> )
e

En el punto de maximo acercamiento r alcanza su minimo y 7 = 0. La conservaciéon de

energia
1, n L? ko1,
—pr — —=— Qv
2 ! 2ur? 2 K%
en ese punto se reduce a
L? k IR
- . = v,
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Es decir,
2k
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y, por ende,

2

k k
Tmin = — 2+ <—2) +Z)2 .
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El signo engativo de la raiz se ha descartado pues da lugar a ry;, < 0, que no tiene sentido.



