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1 [2.5 puntos]. Un sistema cuéntico tiene espacio de Hilbert C? y hamiltoniano

01
H=5(] o).

donde Ej es una constante real positiva con dimensiones de energia.

a) Determinar el estado del sistema en un tiempo ¢ si inicialmente se encuentra en |¢)(0)) = (O) :

b) Un observable esta descrito por la matriz

1 -1
()

Si se realiza una medida de A en un tiempo ¢t = T ;jqué valores pueden obtenerse y con qué
probabilidades?

¢) Si la mediada del observable A en el apartado anterior da como resultado el mayor de los
valores posibles y se mide la energia en un timepo posterior t = 3T jqué valores pueden obtenerse
y con qué probabilidades?

a) Los autovalores del Hamiltoniano son las soluciones E de la ecuacion
det(H — E) =0 = FEF=+4FEy=F4

Los correspondientes atuoestados son

w5 w50

En términos de la base {|E_), |E1)}, el estado inicial se escribe
1 1
0)) = =—(|Ey) + |E-

En un tiempo t el estado del sistema sera (0.75)
1 ; .
() = NG (6—1E+t/h By + e B-t/0 B

b) Los posibles valores que pueden obtenerse en una medida de A son sus autovalores, es decir las
soluciones a de

det(A—a)=0 < a(a—2h)=0 < a=0,2"=:am,an.



Los autoestados asociados a estos autovalores on
1

1 /1 1
am) = — =|Ey), , l|lay)=— =|E_).
ond =75 (1) = 1B+t =5 () =1
Las probabilidades de obtener estos valores en una medida de A realizada en un tiempo 7 son (0.75)

Pyery (A am = 0) = [{am|[ (T)[* = [(E4[v(T))]* = >
Pyry(Asars = 28) = [l (D) = [(B_ () = 3.

¢) Si en la media se obtiene el mayor valor posible, es decir ajy; = 2h, el estado del sistema inmedia-
Si se mide la energia en cualquier instante posterior,

tamente después de la medida es |aps) = |E_).
siempre se obtendra (es decir, con probabilidad 1) E_ (1.0).



2 [2.5 puntos]. Un sistema esta formado por dos particulas de espin s = 1. Enumerar los
posibles estados de espin del sistema en las bases acoplada y desacoplada en los dos siguientes
casos:

a) las particulas son distinguibles.

b) las particulas son idénticas

Problema 2

Al componer dos espines s; = so = 1 hay nueve posible estados de espin. En la base desacoplada
{S?,82, 5., S5.} los estadoss son

[s1 =1, so =1, my, ma) =: |mq, ma), mi,me=—1,0,+1.
En la base {S%, S%, §, S.,con S =181 + So, los estados de espin del sitema son
‘8121,8221,S,M>=:|S,M5>, §$=0,1,2 Mg=-5-S+1,...+85

La relacién entre los elementos de las dos bases viene dada por los coefficientes de Clebsch-Gordsan de
la tabla 1 ® 1. A saber,

]S:2,Ms:2>:\m1:1,m2:1>

1 1
]S:2,Ms:1>:7|m1:1 ms O>—I—E|m1—0,ms—1>
2 1
S =2, Mg =0) = f'ml 1)+ g\ml—O,ms—0>+%|m1——1,ms=>
1
]S:2,Ms:—1>zﬁlm1:—l,ms O)—}—ﬁ\ml—O,ms— 1)

S =2, Mg = =2) = [my = —1, m, = —1)

1
IS=1,Mg=1)= \[|m1:1,m8:0>—ﬂ\mlzo,mszw
]Szl,Ms:0>:\ﬁ\m1:1 ms = —1) — \[|m1 -1, mg=1)

1S=1, Mg=—1) = ms = —1)

1
—|m1=-1,mg=0)— —=|m1 =0
\/§| ! > \/5‘ '

1
|my = =—1)——=|m; =0, ms=0)+ |my =
f V3 ’ f
Si las particulas son distinguibles cualquiera de los nueve estados es posible (0.50 -+ 0.50 por cada base).
Sin embargo, si son idénticas, por ser bosones, el estado debe ser simétrico bajo my < mgy (0.50). Los
unicos estados simétrico son los estados del quintuplete |S = 2, M) y el singlete |[S = 0, M; = 0) (1.0).

1S =0, Mg =0) = —1,ms =1).



3 [2.5 puntos]. El hamiltoniano de un sistema cuantico unidimensional es
H=Hy+ H; Hy=hwaTaTaa H; = Mw(a™+a),

donde a™’ y a son los operadores creacién y aniquilacién de un oscilador armoénico de frecuencia
angular w, y 0 < A < 1 es un parametro sin dimensiones.

a) Demostrar que los autoestados |[n) (n =0,1,2...) del oscilador arménico son autoestados de
Hy y calcular sus autovalores y degeneracion.

b) Calcular la energia del estado fundamental de H a primer orden en teoria de perturbaciones.
¢) Comparar el resultado anterior con el que se obtiene por el método variacional para una un
estado prueba [1y) = cosf|0) + sin @ [1), siendo @ el parametro variacional.

a) Usando aln) = /n|n —1) y at|n) = v/n+1|n+ 1) se tiene que

Hol0) = 0
Hyl1) =0
Hy|n) = hw (a™)?a® |n) = v/n(n — 1) hw (a™)?|n — 2) = n(n — 1) hw|n) para n>2.

Las autoenergias y los autoestados no perturbados son
EY =hon(n—1), [¢{))=n), n=01,...
(0)

El valor més bajo para Ej,’ se da paran =0y n = 1, por lo que el estado fundamental no perturbado

tiene degeneracion 2, energfa Eéo) = E§O) = 0 y subespacio de Hilbert Ho = Span{|0), |1)}. Los demés
autovalores del Hamiltoniano no perturbado tienen n > 2 y son simples (0.5).

b) La correcion Eél) a primer orden en teorfa de perturbaciones a la energia del estado fundamental
son las soluciones de (0.5).

%<wmm—%” (01H1]1) >:
(H0) (1| H 1) — B

Usando nuevamente a|n) = /n|n —1) y a®|n) = v/n + 1|n + 1) resulta
(0[H1]0) = (1|H;|1) =
(O1H |1) = (1| H;|0) = Nw (1](a™ + a)[0) = M.

Y, por tanto,

e
det( Eo Ah&) —0 = EY =+ Mw.
Mw  —E}

La perturbaciém rompe la degeneracion del estado fundamental no perturbado. El estado fundamental
pasa a tener energia Ey = —Mw + O(A\?) (0.5).

¢) Para la funciéon prueba |¢y) = cos @ |0) +sin @ |1) el valor esperado del hamiltoniano total es (0.5).

E(8) = (¢o|H|vg) = (vg|Hr|1pg) = 2cosOsinb (0|Hy|1) = sin(20) Mw



E(0) alcanza su minimo en = —7/4:

e
0=—7. Buin=B(-}) =M.

Los dos métodos dan el mismo resultado. La funcién prueba
1
V2
para la que se alcanza el minimo es precisamente el autoestado de la matriz de perturbacion

<<O|HI|O> <0|HI|1>>
(L|H[|0)  (1[H[[1)

60) = —= (10) — [1))

con autovalor Ec()l) = —Aw (0.5).



4 [2.5 puntos]. Un oscilador armonico bidimensional de masa m tiene hamiltoniano

1
(P2 +P)) + 3 m(wz X? + w2 Y?),

1
H=—
2m
donde P, y P, son operadores momento, X e Y son operadores posicion, y w; y wy son frecuencias
angulares. El oscilador se encuentra en su estado fundamental. En ¢ = 0 se introduce una
perturbacion dependiente del tiempo

V(t):)\\/w%—kngze_t/T, t>0,

donde L, es la tercera componente del momento angular orbital, A < 1 es un parametro adi-
mensional y 7 un tiempo caracteristico. Calcular la probabilidad de que el sistema transite a
un estado distinto del fundamdental en un tiempo ¢ — oo y determinar cual seria dicho estado.
Discutir el caso w; = wy,.

Los autovalores y autoestados de H son
1 1
Enyn, = hwg (nz + 5) + hw, (ny + 5) » o nany) = |ne) @ Iny),  ng,ny =0,1,2...

En particular (0.5),
1
estado fundamental: [00), FEg = 5 I (wsz + wy) .
En la aproximacién de Born, la probabilidad de que, debido a la accién de la perturbacién, el sistema
hay saltado del estado fundamental |i) = |00) a un estado |f) = |ngn,) tras un tiempo ¢ — oo es
2

1

)

o0 . ’
| atent vige)
0

donde B _E
wpi = % = weng Fwyny, Vi(t) = Xy /w2 + wl e T (nzny|L;]00) .

Es decir,
2
xr

)\2 w _|_w2 (%) ) L 2
Pﬁfm,oo):(,ﬂy)\ /0 dt’el“f”?\ [(nany|L:100) .

La integral temporal en esta expresion es (0.5)

. ¢
00 , iwpt' —&
. /_t e T
dt/elw.fit T =
/O

: 1
lwpi — =

t'—o0

t/:0 T

cuyo modulo al cuadrado vale

oo !
‘/ dtleiwfit/—t?
0
Para (nzn,|L.|00), usando

h . [hmw
szl2mwz(aif+ax), P, =14/ 227(&;(—%)

6

2
7_2

172 (weng wyny)?




y expresiones analogas para el oscilador en la direccion y, se tiene que (0.5),

ih w w
L,=XP,-YP, = 5 [ —wy (ax—i—a;) (a;r —ay) — 4 /—ww (ay—i—a;“)(a;r —ax)} )
x Yy

A partir de aqui (0.5),

ih w w ik w w
T Lz = 5 I = T * ¥ = ut = nx n
(o200} = 5 (/22 = %) okt 1o) oo 100 = 5 (/22 = /22 o 8.

|
2 Rh? (wz - wy)Q
’<’I’LGy|Lz|00>| = W 6n1‘,1 5ny,1 .

Asi pues,
A2 (w4 w?) (We — wy)?
P W (04 = — z Y z Y w1 Ony 1 -
OO—)TLJ:TMJ( OO) 4 [1 + 7_2 ((.«.)Z + wy)2:| wxwy nz,l y,l

Notese que, como debe ser, la probabilidad no tiene dimensiones. El sistema s6lo puede transitar a un
estado final |[11) con probabilidad Pyy—11(0, 00).

Si wy = wy, la probabilidad se anula. En este caso el hamiltoniano H es el de un oscilador arménico
bidimensional is6tropo de frecuencia angular w := w, = w,, H conmuta con L., y el estado fundamental
|00) es propio de L, con autovalor cero (0.5).



