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El Analisis Infinitesimal en Euler

1. PROLOGO

FERNANDO BOMBAL

En 1623, en Il Saggiatore (El Ensayista), Galileo (1564-1642) es-
boza su Programa para el conocimiento de la Naturaleza al escribir:

«La Filosofia estd escrita en ese gran libro que es el Universo... Pero
no podemos entender el libro si antes no aprendemos el lenguaje en el

Galileo

que esta escrito y su alfabeto. Ese lengua-
je es el de las Matematicas, y sus carac-
teres son tridngulos, circulos y otras figuras
geométricas, sin la cuales es humanamente
imposible entender una sola palabra de
él..»

Galileo defiende que el conocimiento
de la realidad debe derivarse de la expe-
rimentaciéon y la induccién para descubrir
principios basicos simples, a manera de los
axiomas geométricos de Euclides, que
permita obtener una descripciéon matemd-
tica de la realidad observada y realizar
predicciones comprobables. Su afirmaciéon
de que «la Naturaleza estd escrita en len-
guaje Matemadatico», es tremendamente su-

gerente y tuvo una influencia decisiva en los habitos de los cienti-

ficos posteriores.

El mismo Galileo realizé aportaciones notables en la busqueda de
principios basicos en la Naturaleza. Pero el paradigma de la Revolucién
Cientifica en marcha es, sin duda, Isaac Newton (1642-1727) y su obra
Philosophiae naturalis Principia Mathematica o Principia, como se co-
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noce habitualmente. En esta obra,
publicada en 1687, se establecen los 1| |
principios o Leyes de la Dinamica,

junto con la Teoria de la Gravitacion PH [LOSOPHIE
Universal. A partir de aqui, Newton HNATURALIS

es capaz de deducir las leyes de Ke-

pler del movimiento planetario y, en PRINCIPIA

suma, desarrollar un esquema ma- MATHEMATICA
jestuoso que abarca desde la caida de

una piedra hasta el movimiento de

LE ?I NEWTON, Trn o Cosiab, S Molicheine
los planetas y las mareas. Prokifos Lacofim, & Sacirurh Regals Sk
Pero para llevar a cabo esta ta- IMPRIMATUR
rea no sélo era preciso descubrir los b I PR R
principios fisicos, sino también des-
arrollar la herramienta matemaética EaNmraL

adecuada para calcular y predecir e s R Typ T v, P s
sobre el modelo establecido. Esta e Bl = B

maravillosa herramienta, desarro-
llada por I. Newton y G. Leibniz
(1646-1716) fue el Cdlculo Infinitesimal o, simplemente, Cdlculo.

Junto con la concepcién del mundo recogida en los Principia, abri
a la Humanidad la visién de un nuevo orden en el mundo: un Uni-
verso controlado por un pequeno numero de principios fisicos expre-
sables en términos matematicos.

El éxito del Calculo fue espectacular e hizo que a lo largo del si-
glo XVIII la mayor parte de los cientificos (en su mayoria también

G. Leibniz
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E1L ANALISIS INFINITESIMAL EN EULER

matematicos) se dedicaran con empeno a utilizar la maravillosa he-
rramienta de modelizacién de la Naturaleza.

Uno de los elementos esenciales en el desarrollo del Calculo es el
uso sistematico de series (fundamentalmente, series de potencias)
para representar curvas y realizar calculos. El otro es la utilizacién
indiscriminada de los infinitésimos. Se trata de uno entes singula-
res, ya que sin ser 0 son menores (en valor absoluto) que cualquier
cantidad positiva; mas atn, ninguno de sus multiplos alcanza a ser
una magnitud finita, aunque una cantidad infinita de estos elemen-
tos puede ocasionar un efecto o magnitud finita. Adem4s, puede ope-
rarse con ellos como si fueran nimeros ordinarios.

Los infinitésimos asi concebidos ofrecen una gran dificultad para
su fundamentacién' y pronto fueron objeto de criticas y controversias.
Una de las mas demoledoras fue la del obispo irlandés G. Berkeley,
en su ensayo The Analyst? , publicado en 1734. En él se acusa a los
seguidores del nuevo calculo de utilizar métodos que no comprenden,
basados en inconsistencias légicas y conceptos ambiguos, aunque no
discute la utilidad de los resultados obtenidos. Berkeley justifica el
que el calculo infinitesimal produzca resultados correctos como con-
secuencia de una suerte de «compensacion de errores», explicaciéon que
iban a repetir mas tarde personajes de la talla de MacLaurin, La-
grange o L. Carnot y que, sin duda, contribuyé a aumentar la sen-
sacién de incomodidad de los matematicos con los abominables pe-
quenos ceros, en palabras de de C. Boyer ([B2]), acelerando la crisis
que iba a conducir a la rigorizacién del Andalisis durante el siglo XIX.

2. EULER ENTRA EN ESCENA

Como se ha puesto de manifiesto a lo largo de este ciclo de Con-
ferencias, Leonhard Euler es sin duda el matematico mas original
de su siglo y el mas prolifico de todos los tiempos. Realizé contri-

! Newton era consciente de las inconsistencias légicas de la nocién de infinitésimo,
y traté de justificar su Cdlculo de fluxiones en diversas ocasiones, usando distintos ar-
gumentos. Por el contrario, Leibniz no parece que tuviera ningin reparo en emplear los
infinitésimos ni apelaba a la intuicién geométrica para su justificacién. Simplemente,
los usaba como «ficciones ttilesn. Para Leibniz, la cuestién de la existencia de los in-
finitésimos es independiente de si su uso conducia o no a resultados correctos.

2 Una traduccién al espafiol aparece en [Nw; pags. 214-219]. The Analyst provoco
una serie de réplicas y contra-réplicas entre los mateméaticos britanicos de la época.
El lector interesado puede consultar [Ca].
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buciones fundamentales en muchas areas de las mateméticas: Geo-
metria, Teoria de Numeros, Algebra, Mecanica, Astronomia, etc.
Pero probablemente destaquen por encima de todo en su obra ma-
tematica sus contribuciones al Andlisis®’. Aunque a veces es real-
mente dificil clasificar muchos de los articulos de Euler, ya que una
de las caracteristicas de su obra es su innovador caracter interdis-
ciplinar. Como botén de muestra, podemos sefalar la utilizacién ma-
gistral y totalmente original que hace Euler de los métodos analiti-
cos para abordar problemas del dominio de lo puramente discreto
de la teoria de nimeros, dando asi origen a la Teoria Analitica de
Numeros.

Por su formacién y estrecha relacién con los Bernouilli, su con-
cepcién del calculo estda mas préxima a la de Leibniz que a la de New-
ton, haciendo hincapié en el caracter formal de los simbolos que se
usan en el mismo, sin necesidad de buscar justificaciones geométri-
cas o de otro tipo. Desde un punto de vista actual, sorprende a veces
la audacia y confianza de Euler en las manipulaciones formales, muy
lejos de nuestra presente concepcion de rigor, pero que le permite ob-
tener resultados espectaculares.

Respecto al Analisis, la contribucién de Euler es realmente im-
presionante, hasta el punto de ser uno de los principales responsa-
bles de que el viejo Cdlculo de Newton y Leibniz se convirtiera en
una rama mas amplia de las Matematicas denominada Andlisis. De
entrada, presenta como objeto fundamental del calculo el estudio de
las funciones y las operaciones realizadas sobre ellas (incluyendo,
por supuesto, los procesos infinitos). Asi, en el Prefacio de su Intro-
ductio in Analysin Infinitorum (1748) ([Eu]), considerado por mu-
chos «el libro de texto en matematicas mas destacado de los tiem-
pos modernos» ([B3]), puede leerse: «...comoquiera que todo el
andlisis de infinitos verse sobre cantidades variables y sus funcio-
nes, he expuesto antes de nada la teoria de las funciones de punta a
cabo; y demostrado asi su transformacion como su resolucion y des-
arrollo mediante series infinitas*.Y, de acuerdo con el caricter emi-
nentemente didactico de la obra, en el Capitulo I Euler da la si-
guiente definicion:

%18 de los 29 voliimenes que forman la serie I, dedicada a su produccién matemati-
ca, de la Opera Omnia estan dedicados al Andlisis. Véase [Dun; pags. 175-180]

* Como sefiala Antonio Duran, responsable de los comentarios de la magnifica
traducciéon de la Introductio editada por la Real Sociedad Matemaética Espafola
([Eu]), puede considerarse esta frase de Euler como el origen del andlisis matemati-
co moderno.
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E1L ANALISIS INFINITESIMAL EN EULER

«Es funcion de una cantidad variable cualquier expresién anali-
tica compuesta comoquiera que sea por esa cantidad y niimeros
o cantidades constantes». ([Eu; Cap 1. 4]. El subrayado es mio).

Aunque implicitamente esta idea de funcién es la aceptada por
la mayoria de los matematicos a partir de la segunda mitad del si-
glo XVII, es Euler quien hace preci- . ]
sa la relacién funcional a través de RODUCTT
la frase «expresién analiticar. Para 1 « 4L st &
Euler esto significa que el valor o va- INITORS
lores de la funcién se pueden obte-

. . AVECTORE
ner tras realizar una serie de opera-

. . [HARDO EULES
ciones (algebraicas o trascendentes, o
. . . . . P RIRDLINENILy s
incluyendo expresiones infinitas, ta-

‘ditnsiarwm I'e T O FORESS
les como series, productos infinitos y Fav F
fracciones continuas) con las varia- ;.
bles® que, por otro lado, pueden to- =
mar cualquier valor, «incluidos los
valores imaginarios» ([Eu, Cap. 1.5])%. 2 >
Este concepto de funcién perduré du- e
rante cerca de un siglo, aunque el &
mismo Euler sintié la necesidad de =~
ampliarlo, a raiz del famoso debate
de la cuerda vibrante’. el

-

$ANLEM Iluulu!.E! 52 Gon e
En el Capitulo 4 de la Introduc- TLVIIE e e
tio Euler considera que la expresion

analitica mas general para expresar una funcién es una serie infini-
ta de potencias. Y anade que

Si alguien tuviere dudas de esto, desapareceran ante el desarrollo
cumplido de tales funciones.

5 Lebesgue [Le] probé que las funciones que se pueden obtener por medio de es-
tos procesos infinitos son precisamente las funciones de la clase de Borel.

% Euler no dio una definicién explicita de los niimeros «imaginarios», en la In-
troductio, aunque demostré ser un experto en el uso de los mismos. Es en sus Voll-
standige Anleitung zur Algebra (Elementos de Algebra), publicados en 1770 donde,
tras declarar que la raiz cuadrada de un nimero negativo es una «cantidad imposi-
ble», llama a estos nimeros «cantidades imaginarias» y defiende que, «puesto que ex-
isten en nuestra imaginacién y tenemos suficiente idea de ellos.... nada nos impide
hacer uso de estas cantidades imaginarias y emplearlas en los calculos.»

" En el prélogo de Instituciones calculi differentialis (1755) dice Euler: «Si unas
cantidades dependen de otras, de modo que si las ultimas cambian, lo hacen también
las primeras, se dice que las primeras cantidades son funciones de las dltimas.»
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Y a lo largo de la obra se pondra a la tarea, obteniendo los desarro-
llos en serie de las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométri-
cas. La mayoria de estos desarrollos eran conocidos y se habian obtenido
muchos anos antes usando los métodos del calculo diferencial e integral.
Euler los obtendra aqui usando exclusivamente la formula del binomio de
Newton junto con la utilizacién magistral de los nimeros infinitos.

Para glosar el uso que hace Euler de los infinitos, nada mejor que
las palabras de Antonio Duran en el articulo Euler y los infinitos in-
cluido en [Eu]:

«Como fue habitual a lo largo de gran parte del siglo XVII, de todo
el XVIII y de la primera mitad del XIX, Euler no explico en la In-
troductio qué habia que entender por cantidad infinitamente pe-
quenia o infinitamente grande, ni, mucho menos, las definid, sim-
plemente las usé en su texto de manera magistral como
herramienta para desentranar y asi poder descubrir las propie-
dades reconditas de las funciones. Las cantidades infinitamente
grandes y pequenas aparecen por el texto y luego desaparecen, como
en un juego de magia, pero su estancia no habrd sido vana: ha-
bran servido para transformar la funcion, dejando al descubierto
importantes propiedades ocultas. [...] para los griegos el infinito
fue una especie de bestia temible, pongamos un minotauro gigan-
tesco del que habia que huir; Euler en cambio no huye. Al con-
trario, se acerca al monstruo, le acaricia el lomo y le unce un yugo
que le permite hacer fértiles campos antes estériles.»

En la seccién siguiente tendremos ocasién de contemplar, a tra-
vés de algunos ejemplos, el uso admirable que hace Euler de esta he-
rramienta.

Mas tarde, al desarrollar el calculo diferencial en su Institutiones
calculi differentialis (1755), sintié la necesidad de exponer su «doc-
trina del infinito» para justificar las reglas de uso de las cantidades
infinitesimales. Para Euler,

«Una cantidad infinitamente pequernia [...] siendo menor que cual-
quier otra dada no puede ser otra cosa que cero» (véase [ST; pag. 384]).

De la igualdad n.0 = 0 valida para cualquier ntumero real n, Euler
concluye que

=S
oo
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E1L ANALISIS INFINITESIMAL EN EULER

y, por tanto, «dos ceros pueden tener una
razon arbitraria», por lo que deben de- INSTITUTIONES
signarse con simbolos diferentes ([SR; CALCULI

pag. 384]). Es aqui cuando Euler intro-

duce la notacién de Leibniz para las di- DIFFE%EJIS\EF IALIS
ferenciales. Designa por dx una cantidad IN ANALYSI FINITORUM
infinitamente pequena. Por tanto, dx =0 ac

y también adx = 0 para cualquier canti- DOCTHINA SERIERUM
dad finita a. Pero estos dos ceros son dis-

AUCTORE

tintos, ya que al comparar sus razones se LEONARDO EULEROG
tiene adx/dx = a. Del mismo modo,  *35% b s 1 sos siesorons
dy/dx puede ser finito, aunque dx y dy T Lovorisss soug A
sean cero. Asi pues, como dice Boyer, el :

calculo para Euler se reduce a determi- : ———

nar el valor de las razones de distintos Frern:

ceros ([B1; p. 244]). La jerarquia entre T TYROSRLRre TiTAL Chrsaris
infinitésimos se explica también en tér- 787

minos de cocientes: dado el infinitésimo
dx (=0!), (dx)* es un infinitésimo de segundo orden y Euler justifica
que dx + (dx)? = dx porque
dx + (dx)*
dx

=1+dx=1.

Por la misma razén, Euler escribe dx + (dx)" = dx, para todo n>1.

A lo largo de la obra se desarrolla el calculo diferencial en el espiri-
tu de Leibniz (es decir, se define la diferencial de una funcién y = f (x)
como la «variacion infinitesimal» f (x + dx) — f (x)) y en los primeros ca-
pitulo se establecen las propiedades habituales (diferencial de una suma,
producto, cociente, etc.) sin ninguna dificultad. En el calculo de las di-
ferenciales de las funciones trascendentes, aparece de nuevo la mezcla
habitual de audacia y confianza en el simbolismo. Por ejemplo, para cal-
cular dy cuando y = log x (logaritmo natural o neperiano), Euler usa la
conocida serie de Mercator

2 3

z¢ oz
logl+2)=2——+——--.
gl+z) 5" 3
y obtiene
2 3
dy =log(x + dx) — log(x) = log 1+% :@_(dx) +(dx) _...2%.
x x 2% 3x° x
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Del mismo modo, a partir de los desarrollos conocidos del seno y el
coseno, obtiene que sen dx = dx y cos dx = 1, con lo que si y = sen x,

dy =sen(x + dx) — senx = senxcosdx + sendxcosx — senx = cosx dx .

Institutiones calculi differentialis contiene también la primera ex-
posicién sistematica del calculo diferencial de varias variables.

En cuanto a las series infinitas, estan omnipresentes en toda la
obra de Euler y 3 de los 29 volimenes de la serie I de la Opera Om-
nia (mas de 2000 paginas) estan especificamente dedicados a ellas.

Hay que decir que en la época de Euler no existia la nocién de ri-
gor actual. No solian establecerse definiciones precisas de los conceptos,
lo que hacia que la nocién de «demostracién» de un teorema tuviera un
sentido completamente distinto al que tiene hoy. Mas que una verdad
matematica, se trataba de exponer una prediccién con altas dosis de fia-
bilidad, corroborada con la comprobacién de una serie de casos particu-
lares del enunciado (véanse las notas 44 y 120 de [Eu]). Por ello no es
extrafno que se dieran varias demostraciones de un resultado en el mis-
mo articulo. En el caso de Euler, este hecho se repite con frecuencia,
combinado con el uso constante de ejemplos numeéricos concretos que su-
ministran una mayor evidencia de la certeza de lo afirmado.

En particular, la falta de una nocién clara de convergencia hacia
que los resultados obtenidos utilizando de series infinitas, de uso fre-
cuentisimo desde el comienzo del calculo, fueran a veces objeto de
grandes polémicas.

Desde luego, una serie numérica de términos positivos o bien con-
verge o bien diverge a infinito. El problema se presenta, fundamental-
mente, con las series cuyo término general no tiene signo constante. Por
ejemplo, Leibniz no estaba seguro de si a la serie 1-1+1-1+... podia asig-
narsele una suma, aunque pensaba que de ser asi, ese valor deberia ser
1/2 (las sumas parciales valen sucesivamente I y 0°

También en este aspecto el caso de Euler es excepcional. Por un lado,
tenia una idea muy clara de la nocion de serie numérica convergente,
apoyada por su tremenda capacidad de calculo. Pero, ademas, adelan-

8 Como sefiala Hardy en su excelente Divergent Series ([Ha]),“[Los matemati-
cos del siglo XVIII] no tenian el habito de dar la definicién [de un concepto que es-
taban usando]. Para ellos no era natural decir que «por X queremos decir Y»... La
mayoria de los matemdticos antes de Cauchy no preguntaban jcémo definimos 1-1+1-
1+1-1+...2 sino jqué es 1-1+1-1 +...2
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tandose una vez mas a su tiempo, fue el primero en asignar sistemati-
camente una «suma» a diversas series divergentes, lo que le permitié
utilizarlas formalmente en los calculos para obtener importantes resul-
tados (en los que, por supuesto, desaparecen las series divergentes).

En una carta a su amigo Goldbach escrita en 1745 Euler mani-
fiesta lo siguiente:

...Creo que a toda serie debe asigndrsele un cierto valor. Sin em-
bargo [...] este valor no debe ser llamado suma, ya que esta pa-
labra se asocia con la idea de que la suma se ha obtenido por un
proceso real de sumacion: esta idea no es aplicable a las «serie-
bus divergentibus»... (Véase [Va; pag. 129])

Euler tenia claro que asignar un valor a una serie divergente era
s6lo una cuestién de convenio. Lo que debia cumplirse es que hubie-
ra un modo sistemdtico y consistente de asignar tal valor. Ademas,
aunque pudiera parecer que métodos distintos podrian asignar valo-
res distintos a la misma serie, tenia el convencimiento de que a cual-
quier serie divergente le corresponde una Unica «suma», indepen-
diente del método usado para obtenerla (de nuevo aparece su fe en el
valor de los simbolos). En la mayor parte de los casos, Euler utilizo
el método siguiente para asignar una «suma» a una serie divergente:
dada la serie

a,+a +-ta e

se trata de determinar la funcién generatriz
fx)y=a,+ax+ax’+-+ax"+-
y definir N
Ya,=fQ
n=0

(esencialmente es lo que hoy se conoce como método de sumacion Abel ).
De esta forma, de los desarrollos

=l-x+x’ -2+ +(=1)"x"+--
1+x

1

———=1-2x+3x" +4x° + -+ (-1)"(n+ 1)x" + -
1+ x)*
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Euler deduce que

1-1+1-14---+(C-1)"+

1-24+43-4+--

e X o ) R |

bE
SERIEBVS DIVERGENTIBVS.
Auftore LEON. EZLERO.
% 1.

Cum feries conuergentes ita definiantue , ¥t conlenit
terminis continno decrefcentibus , qui tandem , fi
feries in infinitum procefferit pcmtus enanefCant ; frcile
intelligitur ,” quariim ferierum termini infinitefimi non i
nihilum abeant, fed vel finiti maneant, vel in infiniturd
excrefeant, €as, quia_non fimt corvergertes ; ad clafiért
ferieram dmefgeutlum refersi- oportere.  Prout igitur
“termiini feriei vitimi, ad quos progreffione fn infiitum
continuata pernenitur , fuerint el magnitudinis finitae,
vel infinitae, duo habebuntur Erierum divergentinm ge~
fera , quorum viramgee porro in duss fpecies fubdini-
ditar, prout vel omnes termini eodem fine affett figno,
vel figna et~alternatim {6 excipiant, Omnino c1go
habebimus quatuor ferierum divergentium (pecies, ex, qui-
bus maioris perfpicuitatis gratia aliquot excinpla fubxung 1T

L,.v Tef-froI—4 3141 etc.

R R Tt 2t o T sl

... T — 141 — 141 — T4 ctc
—if— i = § -+ e
UL ... 33243 4+ 5+ 64 et

1 f ool g+ 8 - 26--ga ete,

Vel s X 243 — 4= 5 — 6 etc.

win

T 24 — 8 436 —ga etc. -

Ccg : §.2,

¢d-s)=

+-D)'"(n+1)+-=—

Por supuesto, el método no fun-
clona para series como la

1-142-3% -+ (=1)"nM---
(la serie divergente por excelencia,
como la llama Euler), cuya funcién
generatriz sélo converge en 0. No
obstante, en su trabajo De seriebus
divergentibus °, comunicado a la
Academia de San Petersburgo en

1755 y publicado en 1760, desarro-

Ila el método general que hemos co-
mentado y establece nuevas técni-
cas (proximas a lo que hoy se conoce
como método de sumacion Borel )
para asignar a dicha serie el valor
0,596347362123, (jcon un error me-
nor que el dltimo digito!, segiin co-
menta en la introduccién)™.

Algo mas tarde, en 1768 Euler
utiliz6 su teoria de series divergentes
para demostrar la ecuacién funcional
de la funcién zeta de Riemann

2 v cos % T'(s)S(s)

9 Al comienzo de De seribus divergentibus dice Euler: «la suma de una serie es
esa cantidad a la que se acerca mds y mas cuantos mas términos de la serie sean
tomados» y aclara que esta nocién sélo tiene sentido para series convergentes. Mas
adelante expone que puesto que muchas series numéricas surgen del desarrollo de
distintas funciones, «si empleamos como definicién de suma de la serie la expresion
que la genera, todas las dudas con respecto a las series divergentes desaparecen...»

10 Remitimos al lector interesado al Capitulo 5 de [Va].
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para todos los valores enteros de s y para s= 1/2, 3/2 por calculo di-
recto 100 afios antes que Riemann! Euler conjeturé también que la
férmula era valida para todos los valores de s .

3. TRES EJEMPLOS

A continuacién mostraremos a lo largo de algunos ejemplos sig-
nificativos el modo de hacer matematicas de Euler.

A) El problema de Basilea

Recibe este nombre el problema de calcular la suma

wH2)0( Y - xsg

SYMMIS SERIERVM
" RECIPROCARVM.

,A'VCTORE
" Leoub. Fulero.

ries reciprocae poteflatum  numerorum  narura-
linm, wt wix Pnobabue videatur de iis noni
gmcquam mue,um poffe. qucunque enim de fammis
Jerierum- medltan funt, ii fere omnes quogue in’ fum-
s hpiusmodi fene,rum mgmﬁuerunt, fegue famen vila
o cas Jdoneo ,mmdo expnmere potuexruut. Ego

yel’ Pl‘OleC ye mv deﬁmuerlm vel ad quadratu-
“curiirum’ maxinie tranfcendentium reduxerim ; quo-
ud jn differfatione” proxime praeledta, hoc vero
i Ptaeﬂm Loquur hic antem de fe-

0 ' vel ’quadrata vel cubi, vel alige digfii-
L. rafinm; cuius modi fint t—-I~4-%
» dtem 1 —l— H+77‘+r + ete. atquc

"‘-An’topele inm pertrafiatae et inueftigatae funt fe-puug wir,

La cuestion habia aparecido
por primera vez en la Novae
quadrature arithmeticae de Pie-
tro Mengoli en 1650 y poste-
riormente fue propuesta por H.
Oldenburg a Leibniz en una
carta fechada en 1673. El nom-
bre dado al problema se debe a
que Jakob Bernouilli dedico
en Basilea muchos esfuerzos a
tratar de resolverlo (de hecho,
demostrd la convergencia de la
serie y que la suma era menor o
1igual que 2) y frustrado terminé
escribiendo: «Si alguien encon-
trara esta suma, cosa que ha es-
capado a nuestros esfuerzos, y
nos lo comunicara, contard con
nuestra gratitudy.

Muy probablemente Euler
tuvo noticia del problema a tra-
vés de Daniel Bernouilli, com-
pafiero en la Academia de San
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Petersburgo. Comenzé a trabajar sobre el tema en 1730, obteniendo una
aproximacion del valor de la suma con seis decimales exactos. Cuando en
1734 anuncié que habia resuelto el problema, se convirtié de repente en
uno de los matematicos mas reputados de su época. El trabajo (uno de los
mas famosos de Euler) fue presentado en la Academia de San Petersbur-
go en 1735, aunque no aparecié publicado hasta 1740, con el titulo De
summis serierum reciprocarum. Y, como es habitual en Euler, contiene
hasta tres demostraciones de la solucién y muchos otros resultados. Sus
argumentos son tipicos en Euler: una extrapolacién formal de lo finito a
lo infinito basado en esta ocasién en la extensiéon de un resultado bien co-
nocido sobre polinomios al caso de series de potencias. Concretamente, si
P (x) es un polinomio de grado n con término independiente P(0) = 1 y
con raices a,,...a, , entonces P admite la factorizacién

P(x)=1-ax+ax’ -+ (1o x" =|1-= 1= || 1-=

al a2 an

como se comprueba facilmente. De aqui resulta, realizando la opera-
cién e identificando coeficientes, que

1 1 1 1 1 1
o =—+—+t+—, 0,= + ot

al a2 an al aZ a1a3 an—lan

y, en general, o, es la suma de todos los productos de los inversos de
k raices distintas. Por otro lado era bien conocido que las sumas
de las potencias de las raices de un polinomio se podian expresar en
términos de los coeficientes del mismo Concretamente, si

=1
Skzz_k

i=1 .
J=1 %

se tiene

— — 2 _ 3 11
S =a,S =0 -2a,S, =a -3u0a,+3a, etc.

Y ahora se produce el salto al infinito: jEuler considera las series
infinitas como polinomios de grado infinito, y aplica sin reparos las

I Estas férmulas se suelen atribuir a Newton, quien las incluyé en su Lectures
on Algebra. Euler dio una original demostracién del resultado general en 1750, re-
producida en [Du; pag. 50].
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formulas obtenidas anteriormente a las series! En particular, a par-
tir de la conocida serie del seno introduce la funcién

sen x x x*  x°

S [P

:1—
f(@) A A 314 5IA

[N

siendo A es un parametro y considera distintos casos:

A = 1: En este caso, la funcién f (x) = 1 — sen x tiene raices (dobles)
T .
en los puntos a, = E + 2k, k=0,11,+2,--- Por tanto, si ponemos q= n/2

la formula para la suma de las raices da en este caso

1 1 1 4 1 1 1
S =a =1=2x|———+——|=—|1-=+=—Z4- |,
q 39 5q T 3 5 7

que es la conocida serie de Leibniz para el calculo de n/4.

La féormula para la suma de los cuadrados da en este caso

1 1 1 8 1 1
S2:af—2a2:1:2><[—+—+ +-~]:—[1+§+?+m],

2

q> 99> 25¢° T
es decir,
B 1
8 m(2k-1)
Como
=1 = 1 r? 1 =1
2—2 Z +Z 5
n=1 k=1 (2k ]_) 1(2k) 8 4n:1n
resulta
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iEl problema de Basilea ha sido resuelto! Pero Euler no se

detiene aqui. Siguiendo el mismo argumento obtiene los valores de

=

2 2kyz N7 para k=1, 2, 3 4.

Euler considera a continuacion otros valores del parametro A que le
permiten obtener nuevas formulas y reconfirmar de nuevo el valor ob-
tenido para la suma de los reciprocos de los cuadrados de los naturales.
Finalmente trata el caso A= 0, eliminando la raiz trivial x = 0. Equiva-
lentemente, Euler aplica su método a la funciéon para g (x) = senx/x,
para x # 0; g (0) = 1, cuyo desarrollo en serie es

2 4 6
X X

X
TR

y cuyos ceros son + 7w, + 2w, + 3m,..., obteniendo directamente la expre-
ion de Y — 1<k<6
sién de —; Paral<k<6.

n=1

Varios de los colegas de Euler (entre ellos Daniel y Nicolas Ber-
nouilli) presentaron diversas objeciones a su demostracién: por ejem-
plo, la funcién sen x podia tener otras raices complejas, ademas de
las reales consideradas por Euler. Mas importante era la necesidad
de justificar que las formulas de Newton para polinomios fueran va-
lidas para series. Mas aun, mientras que un polinomio queda carac-
terizado por sus raices, €so no es cierto para otras funciones. Por ejem-
plo, sen x/x y esen x/x tienen los mismos ceros reales, pero
claramente no pueden tener el mismo desarrollo en serie de poten-
cias. El mismo Euler era consciente de estas dificultades, pero el he-
cho de que su método condujera también a resultados conocidos (como
la serie de Leibniz) y que los calculos numéricos los avalaran en otros
casos le persuadieron de su validez (recordemos el comentario hecho
mas arriba sobre lo que significaba una demostraciéon en la época de
Euler). En todo caso, volvié en varias ocasiones sobre el tema. Asi, en
1740 dio una demostraciéon del desarrollo de sen x/x en producto infini-
to, de la que se deduce el resultado encontrado para ), 1/n* En la
Introductio ([Eu; Cap. X. 168]) da nuevas demostraciones de la fér-
mula del producto infinito para sen x y senh x, y obtiene el valor de

2"" 1 para k=1, 2, ..., 13.

=1_ 2k
n
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B) Las funciones exponenciales

En el Capitulo VII de la Introductio aparecen por primera vez en
la obra los nimeros infinitamente pequefios y los infinitamente gran-
des que Euler maneja como una varita magica para obtener el des-
arrollo en serie de las funciones exponenciales que habia introducido
en el Capitulo anterior'®.

Su razonamiento va como sigue: sea a >0 la base de exponencia-
ci6n. Como a = 1, la ecuacién de la tangente a la curva & en el pun-
to (0,1) sera de la forma 1+ kz , con k una constante (la pendiente de
la tangente en ese punto). Por otro lado, segiin la concepcion de Leib-
niz, una curva estd formada por una infinitad de segmentos infinitesi-
males, y la tangente en un punto cualquiera de la curva es la prolon-
gacion del segmento infinitesimal que contiene a ese punto. Por tanto
sl ® es un numero infinitamente pequefio los valores de la curva y la
tangente coincidiran en o, es decir, a®= 1 + k®'. Si ahora z es un nu-
mero finito cualquiera, j = z /m sera infinitamente grande, luego

Q= (a“’)m =(1+ ka))j - [1 + EJ]

J

y ahora Euler desarrolla la potencia por la férmula del binomio de
Newton (jpara un exponente infinito!), obteniendo

J 2 J 3! J
. -_ 2 2 . ._ -_ 3 3
i pes JUTDEZ JG-DG-2) k2
i 2! j 3!
Pero como j es un numero infinito, ~2)/j = (-1)j = ... = -m)[j = 1
para todo natural n, con lo que resulta

k2 2 kS 3
a* =1+hkz+ 2+t ;

2 Buler define o para a >0 y z real por un argumento de continuidad: primero
para z entero; después para z racional y finalmente, por continuidad, para valores
reales de z. Una vez obtenido el desarrollo en serie, utilizara el mismo para definir
el valor de a®para z un nimero complejo.

¥ Véase la nota 66 de [Eu].
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Poniendo z = 1, Euler obtiene una relaciéon entre la base a y el
numero k. Ademas, la expresién anterior es especialmente simple
cuando k = 1, es decir, para la base e tal que £ = 1, esto es,

j o
e:(1+l) :1+1+2l+31+--~:2%52,7182818284--~

J ! ! —oh!
y .
2Y 22 2 >, 2"
e =|1+= :1+Z+_+_+...:Z_
J 2! 3! —n!

Con argumentos similares, Euler obtiene el desarrollo en serie de
las funciones logaritmicas (véase [Eu; Cap. VII]).

C) Las «Identidades de Euler»

En el Capitulo VIII de la Introductio Euler define las funciones
trigonométricas sen x y cos x, (donde la variable x es el arco de la cir-
cunferencia de radio unidad, expresado en radianes) y establece sus
propiedades usuales, en particular las férmulas

sen (y* z)=sen ycosz £ cosysen z
cos(y+tz)=cosycoszFseny senz

A continuacién, en uno de sus saltos habituales, Euler pasa brus-
camente al campo complejo escribiendo la factorizacién

(sen y)* +(cosy)* =1 =(sen y +icosy)(sen y —icos y),"

(donde hemos escrito 1 en lugar de /_1, que es la notacién que
utiliza Euler; véase la seccién siguiente) y demuestra facilmente por

induccién las féormulas de De Moivre, que escribe en la forma

(cos y tisen y)n =cosny tisen ny (n natural)

" En palabras de Euler: «factores que, si bien imaginarios, prestan no obstante
un servicio ingente a la hora de combinar y multiplicar arcos.» ([Eu; VIII.132]).
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de la que se deduce

(cosz+isenz)" +(cosz —isenz)"
2

(cosz+isenz)" —(cosz —isenz)"
2i '

cosnz =

)

#)

sennz =

A partir de aqui, Euler vuelve a utilizar el juego magico de los in-
finitos. Asi, desarrollando las expresiones anteriores por la férmula
del binomio y simplificando, obtenemos

cosnz = (cosz)" —

n(n-1)
9

(cosz)" *(senz)* +---,

nn-1)n-2)

" (cosz)" *(senz)’ +---

n
sennz = T (cosz) 'senz—

Sea ahora z un arco infinitamente pequefio y n un numero infi-
nitamente grande, de modo que v = nz sea finito. Dice Euler: «como
sen z =z =v/ny cos z =1, tenemos

vt vt ot
cosv=1-—+———+---,
2! 4! 6!
v vt
senv=v—-—+——-—+
3! 5! 7!
(como n es infinito, Euler identifica n= n—-1= n-2 = ... = n—k, para

todo numero finito £ Por el comentario previo, cos z = 1 y sen z =z,
luego, nsen z = nz = v).

No se detiene aqui Euler. Si en las expresiones (#) hacemos los
mismos supuestos anteriores, obtenemos

n
n n n

.U .U .U .V
1+1—| +|1-1— 1+1—| =|1-1—

n n n n

CoSv = senv =

)

2 21
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n
, ) ) e z
Pero habiamos visto que s1 n es infinito, (1 + —J =¢°, luego resulta

eiv + e—iv eiv _ e—iv
CosU = T, senv =

que son las famosas «identidades de Euler»®.

4. EPILOGO

Leonhard Euler es sin duda el matematico mas importante del siglo
XVIII y uno de los mas importantes de toda la historia. En un siglo que
contemplo los logros de matematicos tan destacados como d’Alembert,
Daniel y Nicolas Bernouilli, los Clairaut, Condorcet, Maupertuis,
Maclaurin, los Riccati, Lagrange o Monge, la figura de Euler desta-
ca sobre todos ellos, hasta el punto de que el siglo XVIII es en Matema-
ticas, sin duda, La época de Euler (|[B2)).

Como ya hemos dicho, realizé importantes aportaciones a todas las
ramas de las matematicas y cred otras nuevas, como la topologia com-
binatoria, la teoria de grafos, la teoria analitica de ntimeros, etc., mos-
trando siempre una inventiva y originalidad realmente excepcionales.

En cuanto al Andlisis infinitesimal, damos la palabra al historiador
C. Boyer, quien en [B2; p. 558] escribe: «puede decirse que Euler hizo
por el Calculo de Newton y Leibniz lo que Euclides habia hecho con la
geometria de Eudoxo o lo que Vieta hizo por el dlgebra de Cardano y
Al-Khowarismi: Euler tomé el cdlculo diferencial de Leibniz y el méto-
do de las fluxiones de Newton y los integré en una rama mds general de
las matemdticas, que desde entonces recibe el nombre de Andlisis, es de-
cir, el estudio de las funciones y los procesos infinitos».

Pero es que, ademas de sus maravillosos descubrimientos, Euler
es responsable de un sinfin de notaciones y férmulas que utilizamos
actualmente y que él introdujo o popularizé'® Entre otras figuran:

1 Euler habia descubierto estas identidades en 1740. El resultado no es, pues,
original, aunque si su deduccién.

16 C. Boyer llama a Euler «el més feliz inventor de notaciones de toda la histo-
ria de la matematica» y anade: «Se puede afirmar sin ninguna duda que nuestro sis-
tema de notaciones matematicas es hoy lo que es debido mas a Euler que a ningtun
otro matematico a lo largo de la historia.» ([B2; p. 556-557]).
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- e para designar la base de los logaritmos naturales o neperianos.

Empleado por primera vez en 1727 para designar la suma 2“’ 1

=01
Euler calcul6 su valor con 23 decimales exactos. e

- 7t para representar la razon de la longitud de una circunferencia a
su didametro. Euler usé este signo por primera vez en su Mechanica
(1736), aunque en otros trabajos utiliza la letra p. Es a partir de la apa-
riciéon del simbolo en la Introductio (en donde Euler escribe su valor con
127 decimales ([Eu, Cap. VIII. 126])"" cuando su uso se universaliza.

- 1 para representar la unidad imaginaria /—1, Esta notacién la
adopté Euler a partir de 1777, pues en obras anteriores habia em-
pleado la letra i para representar un «ntimero infinito».

— La famosa férmula de Euler: ¢” +1 = 0.
— La identidad trigonométrica e =cos6 +isend .

— Las notaciones / (x) y T para designar los logaritmos naturales
y la suma.

— La identidad {(-1)=ir+2kir (k=0,£1,£2..))

n—oo

— La constante de Euler 7y :=1im [1 + % +-t 1 l(n)j
n

— Los desarrollos en producto infinito

0o oo 2
Senc H[l—%} cosz = H[l—LJ

n=1 (2n — 1)2 7[2

— La féormula del producto para la funcién zeta:

-1

e [1-%) 6>
n=11 p primo p

— La notacién funcional f (x).

— La concepcién moderna de las funciones trigonométricas.
" Al parecer, el primero en utilizar el simbolo n para designar la razén de la cir-
cunferencia al diametro fue William Jones (editor también del Analysis per aequa-

tiones de Newton) en 1706. El valor de = dado por Euler esta tomado de la Mémoire
sur la quadrature du cercle publicada por T. G. de Lagny en 1727.
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— y un largo etcétera.

Sin duda hoy contintda plenamente vigente el consejo de P.S. La-
place: Lisez Euler, lisez Euler; cest le maitre a tous nous.
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