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F́ısica Cuántica I, segunda parte del curso

Nombre y Apellidos:

Firma y DNI:

Nota: No se darán puntos por respuestas sin la debida justificación.

1. [2.5 puntos] Una part́ıcula de masa m se mueve bajo la influencia de un potencial armónico
unidimensional de frecuencia ω. Su Hamiltoniano es el habitual

H =
P 2

2m
+

1

2
mω2X2.

En el sistema se define el observable adimensional A =
1

h̄
(XP + PX). a) Calcular el conmu-

tador [A,H]. Ayuda: [X,P ] = ih̄. b) Demostrar, utilizando el resultado obtenido en

el apartado anterior, que en el estado n-simo de un oscilador armónico la enerǵıa cinética
media 〈K〉n es igual a la enerǵıa potencial media 〈V 〉n, es decir que

〈K〉n =
1

2m
〈P 2〉n = 〈V 〉n =

1

2
mω2〈X2〉n.

Recuerde que este resultado lo obtuvimos en clase aunque de manera diferente. Notación
obvia: 〈K〉n = 〈n|K|n〉. c) Expresando X en términos de los operatores a, a†, calcular
el valor esperado 〈n|X4|n〉. Ayuda: Simplifica considerablemente los cálculos utilizar que
〈n|X4|n〉 = 〈X2n|X2n〉, pero no es obligatorio hacerlo. d) Calcular, si existe, el valor de n
para el que 〈n|X4|n〉 = 16 l4 siendo l =

√

h̄/mω.

2. [2.5 puntos] a) Una part́ıcula se encuentra en un estado que es combinación lineal de los estados

ψ1 = xf(r) ψ2 = yf(r)

donde r2 = x2 + y2 + z2. Responda a las tres siguientes preguntas. a1) Determinar las
combinaciones lineales que son propias de Lz y los valores propios correspondientes. a2)
Diga cuál es el contenido, salvo constante de normalización, en armónicos esféricos de las
combinaciones obtenidas en el apartado anterior. a3) Eligiendo una de esas combinaciones, la
que usted quiera, calcular el valor esperado 〈Ly〉.
Modificando de manera obvia los estados obtenidos en a1) se pueden obtener estados propios
de Ly. Hágalo y responda a las dos preguntas que siguen. a4) Determinar los valores propios
de Ly en dichos estados. a5) Indicar, lo más exactamente posible, sus contenidos en armónicos
esféricos.

Nota: Cuanto más sepa usted de momento angular cuántico y de los armónicos esféricos,
mejor sera su respuesta a a5). Desde algo muy vago y general hasta fijar (casi) por completo
los coeficientes. Haga lo que pueda.

Usted puede necesitar (o no) algunos de los siguientes datos (sigue a la vuelta):

H|n〉 = En|n〉, En = h̄ω(n+
1

2
),



a =
iP√
2mh̄ω

+

√

mω

2h̄
X, a† =

−iP√
2mh̄ω

+

√

mω

2h̄
X, [a, a†] = 1.

Y −m
l (θ, ϕ) = (−1)mY m

l (θ, ϕ)∗

Asterisco significa el complejo conjugado. Esta relación viene a decir que la constante de
normalizacion de Y −m

l es la misma que la de Y m
l si m es par y la opuesta si m es impar. Y

siempre se toman reales.

L+ Y
m
l =

√

l(l + 1)−m(m+ 1) h̄ Y m+1

l , L− Y
m
l =

√

l(l + 1) +m(−m+ 1) h̄ Y m−1

l .














