UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS

5 de Junio de 2006

Examen final de Ecuaciones Diferenciales Il
Curso 2005/06

1. [1 punto] Sea u una funcién arménica en el disco D = {r < 2} del plano y tal que u = 3sin 20+1
cuando r = 2. Sin calcular la solucién, responder a las siguientes cuestiones:

(a) Encontrar el valor méximo de u en D (o sea, en el circulo) y en qué punto o puntos se
alcanza dicho valor.

(b) Calcular el valor de u en el origen.

2. [3 puntos] Sea el siguiente problema

U —Ugp = A, O<ax<1, t>0
uz(0,t) = C, uz(1,t) =D, t>0,

donde A, B,C, D son constantes arbitrarias. (a) Resolverlo usando separaciéon de variables.
(b) Determinar la relacién entre las constantes para que exista una solucién estacionaria y
calcularla. (c) Dar una interpretacion fisica de la relacién obtenida en (b).

3. [2 puntos] Verificar que la ecuacién diferencial
(y+a)de+zdy — (y+a)dz=0

(a es una constante) es integrable y encontrar su primitiva. ;Cuél es el factor integrante?

4. [2.5 puntos]
O*u  10u 1 0%u

az Trar T iZoge
u(1,0) =sin36, 0<60<m
u(3,0) =u(r,0) =u(r,7) =0 1<r<3

=0, 1<r<3

Resolver este problema (Dibujar el dominio).

5. [1.5 puntos]
1) Deducir la ecuacién de ondas unidimensional.
2) Férmula de D’Alembert.

55% de aprobados



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS

5 de Septiembre de 2006

Examen final de Ecuaciones Diferenciales Il
Curso 2005/06

1. [2.5 puntos] Sea la ecuacién
2 2 _
Y Ugr — 2XYUgy + T Uyy = U + ) Uy

(a) ;Es parabdlica, hiperbdlica o eliptica?
(b) Reducir a su forma canénica y resolver.

(c) Intercambiar x e y en la solucién obtenida en (b). La funcién que resulta, ;sigue siendo
solucién de la ecuaciéon? Razonar la respuesta (se pide razonar la respuesta, no comprobar
si es 0 no solucion).

2. [3 puntos] Encontrar la funcién u(z,y) que satisface las condiciones

Ugzr + Uyy =0, 0 <2,y <,
1
Uy(2,0) = uy(x,7) =0, 0<z<m.

Dibujar el recinto de integracion.

3. [2 puntos] Hallar la solucién de la ecuacién de primer orden
Uy + Qxyzuy =u

que satisface el dato de Cauchy u(0,y) = y.

4. [2.5 puntos| Sea el problema

ut+a2umm:0, —o<x<oo,t>0
u(z,0) = d(x),
donde a es una constante real y d(x) la funcion delta de Dirac.

(a) Hallar mediante la transformada de Fourier la solucién u(zx,t) que estd acotada. Dejad la
solucién expresada mediante una integral, que no hay que resolver porque no sabéis.

(b) Calcular ug,,(0,t). Esta integral si sabéis hacerla.
Ayuda: Recordad que [* dzdé(x)f(x) = f(0).

70% de aprobados



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS

20 de Junio de 2007

Examen final de Ecuaciones Diferenciales Il
Curso 2006/07

1. [1 punto] Probar (mediante integraciéon por partes, por ejemplo) que el problema de contorno
U+ =0
u'(0) =0,
u'(1) +u(l) =0,

tiene todos los A positivos.

2. [2 puntos] Resolver este problema (dibujar el dominio).
Pu 10w 1
or2  ror  r?200?
ur(1,0) =u(2,0) =0.

=sinf, 1<r<2, 0<60<2r7

Sol: u = %(r2 — 2r)sinf. Se trata de una corona circular.

3. [2.5 puntos| Sea la ecuacién
YUy — TUy = U + 27

y los datos de Cauchy i) u(x,0) = —z, ii) u(x,2) = 7z. Hallar la unica solucién que satisface
uno de ellos y dos soluciones distintas que cumplan el otro.

4. [2.5 puntos] Encontrar por separacién de variables la funcién u(z, t) que satisface las condiciones

Up— Upy +2tu =0, 0<ax<1/2,t>0
u(x,0) =1 — 2z,
uz(0,t) = u(1/2,t) = 0.

8
Sol: uw(w, t) ~> 07, @n 172 e~ (@n=1)* 7t cog(2n — 1)ma

5. [2 puntos] Hallar el valor la integral
/ o 1—cosmar
do ———  sin«
0 (6%

como se indica a continuacién:
1) Calcular la transformada de Fourier F(k) de la funcién

-1, —-7mT<x<0
flz)=4¢ 1, O0<z<m
0, |z|>m

2) Substituir F'(k) en la férmula de la transformada de Fourier inversa escribiendo f(z) como
una integral.
3) Utilizar la integral del apartado anterior para evaluar la integral del enunciado.

Sol: La integral vale /2.

27% de aprobados



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS

18 de Septiembre de 2007

Examen de Ecuaciones Diferenciales ||
Curso 2006/07

Consejo muy util: Siempre que sea razonable es conveniente comprobar los resultados.

1. [2 puntos| Calcular la serie de Fourier de |sinz| en el intervalo (—m, 7). Usar el resultado

anterior para evaluar fo:l 21
n2 —

2 4 1 1 1
Sol: | sin x| N;—;<22_1cos2w+42_1cos4w+62_10056w+-'~>,—ﬂgwgﬂ. La

suma pedida es 1/2.

2. [1 punto] Demostrar de manera sencilla (no hace falta calcular la solucién!) que el problema

Uge T Uyy =0, 0<z,y<1

um(lvy) = f(y)7
u:c(ovy) = uy(‘rv 0) = uy(x7 1) =0,

tiene solucién solo si fol dy f(y) = 0.

3. [2 puntos] Calcular u(x,t) sabiendo que uy — 4uy, = 16 y que w(0,t) = ¢, u,(0,t) = 0.

Sugerencia: Sale de muchas maneras... haciendo uso de D’Alembert, por Kovalevskaia, re-
duciendo a la forma canédnica, etc.

4. [2 puntos] Resolver Au = 0 en el exterior {r > a} de un circulo con la condicién de contorno
u(a,0) =145 sin? @, y la condicién de que u esté acotada en el infinito. Dibujar el recinto de

integracion.
7 5a?
Sol: 3~ 7% cos 26.

5. [1.541.5 puntos| Resolver
2up + u, = tu
u(z,0) = e,
1) utilizando las caracteristicas

2) con la transformada de Fourier.

56% de aprobados



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS

27 de Junio de 2008

Examen de Ecuaciones Diferenciales ||
Curso 2007/08

Consejo muy util: Siempre que sea razonable es conveniente comprobar los resultados.

T 0<zx<l1

1. [2 puntos| Sea la funcién f(x) = { 9 l<z<9

a) Dibujar al menos tres periodos de la funcién representada por la serie de senos de f(x), y
sin calcular ningun coeficiente responder a las siguientes preguntas: ;A qué valor converge
laserieenx =17 jYenaz =27 ;Yenaz =07 ;Y en x = —17

b) Si la funcién se contintda con periodo 2 (dibujela, por favor, tres periodos al menos) y se
representa por la serie

o0

f(z) ~ % + Y (ancosnmx + b, sinnmx),

n=1

;jcudnto vale >0 (a2 4+ b2)? (aquf le pido el valor numérico, no una expresién).

Sol: b) Parseval dice que: > o0 (a2 + b2) = 77/24

2. [2 puntos| De las dos siguientes ecuaciones Pfaffianas una es resoluble y la otra no. Verifique y
senale cudl es cual. Integrar la resoluble y encontrar su primitiva, ademds del factor integrante.

ydr +xdy +ydz =0, —ydr+zdy+x?zdz =0
. . 2y .
Sol: La primera no es integrable. La segunda si: u = 5 + 2 = k. Factor integrante: y = 1/2?
x

3. [1.5 puntos] Sea u(z,t) una funcién definida en D = [0, 1] x [0, 3] tal que

Up —Uppy =0 en D
u(z,0) =0

u(0,t) = —t

u(1,t) = 2t — 9t + 12t.

Determinar el maximo y minimo de u en D indicando los puntos donde se alcanzan esos valores.

4. [2 puntos] a) Hallar por separacién de variables la tinica solucién del siguiente problema en el
plano
Au=0, r<1, §ec(0,n)
30
u(1,0) + 2u,(1,6) = 4sin >
u(r,0) = ug(r,m) = 0.

b) Si se cambia +2u,.(1,8) por —2u,.(1, ), el problema tiene infinitas soluciones. Calcular estas
soluciones.

30 6 30
Sol: a) u = r3/%sin CR b) u = byr'/?sin 3~ 2r3/2 sin v con bi una constante arbitraria.

Sigue a la vuelta...



5. [2.5 puntos| Sea
Uy — Uz =0, x€(0,2), t>0
u(z,0) = 22, us(z,0) = 0,
u(0,t) =0, u(2,t) = 4.

1) Resolver por separacién de variables

11 1 3
2) Sabiendo que 1 — 33 + =3 +--= §—2, calcular u(1,2). ;Cuanto vale u(z,1)?

39% de aprobados



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS

5 de Septiembre de 2008

Examen de Ecuaciones Diferenciales ||
Curso 2007/08

Consejo muy util: Siempre que sea razonable es conveniente comprobar los resultados.

1. [2 puntos| Sean los polinomios
Py=1
Pr=x—a
Py=2%+bx+1/6

donde a y b son constantes.
a) Determinar a y b de manera que {Fy, P;, P»} sean ortogonales en [0, 1] con peso=1.

b) Calcular la combinacién lineal de los tres polinomios anteriores (tome como constantes a,b
las obtenidas en el apartado anterior) que mejor aproxime a la funcién

0 0<z<1/2
f(:”)_{ 1 1/2<z<1

en el sentido de minimos cuadrados (recuerde que los coeficientes son entonces los de la serie
de Fourier)

2. [2 puntos] Sea yuy, — 4y3uz, — uy = 0. Escribir esta ecuacién en su forma canénica, hallar su
solucién general y la que satisface los datos u(x,1) = z, uy(x,1) = 2z.

3. [2.5 puntos| a) Resolver por separacién de variables el problema
Ut — Uz =0, O<axz<m, t>0
u(z,0) =0
uz(0,t) = ug(m,t) = t.

b) Hallar para cada = en (0,7) el limite de la solucién u(z,t) cuando t — oo.

4. [1.5 puntos] i) Calcular por el método de las caracteristicas la solucién general de la ecuacién
de primer orden

(14 w)ug + yuy = u.

ii) Calcular la solucién que cumple u(z, 1) = z.

Sigue a la vuelta...



5. [2 puntos] a) Calcular la dnica funcién arménica del plano que en la

corona circular de la figura (0 < a < r < b) toma los valores u(a,f) = 1, b
u(b,0) = sin? 6. \®

b) Decir en qué puntos del plano alcanza u(r, ) su valor maximo
y minimo.

X X% de aprobados



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS

22 de Junio de 2009

Examen final de Ecuaciones Diferenciales Il
Curso 2008/09

1. [1.5 puntos] Sea el desarrollo de f(z) = sin %ﬂj en (0,1) dado por

B . 4 cosnmr
sm———+z 1 —an?)

T
a) encuentre el periodo de la serie y dibuje la extensién de la funcién sin 5 que representa

(dibuje tres periodos al menos, por favor).

b) Segtn los teoremas de convergencia puntual de series trigonométricas, jcuanto vale la serie

(Cy
en =07 ;Y en z =17 Halle el valor de > 7, 1)
nZ _

c) Suponiendo que la igualdad del enunciado puede integrarse término a término, calcule
2 sinnmx

Mg

§l 42 en0<zrz<lyen—-1<z<0.
mr —4n

()™ o1 i 2 sinnwx _{1—(:087—95 0<z<l1,

Soz.-a>T:2.b)anlm:ra@ (T %) | ~l4cosF -z, —1<w <0

n=1

. [3 puntos] Resolver por separacién de variables el problema

Ut — Ugy — 2Uy, =0, O<ax <1, t>0
u(xz,0) =e"*
u(0,t) = u(1,t) + uy(1,t) = 0.

(Puede hacer el problema directamente o después de hacer el cambio de variables u = eP'T %%y
p 'y q constantes a determinar, que lleve la ecuacién a otra més sencilla)

o0

e 4 L (2n—1)252 . s
Sol: u=e™t Zme (2n=1) t/4s1n(2n—1)§a:

. [2.5 puntos] Hallar la tnica solucién acotada u(r,6) del problema en el plano
Upr Uy 2sin 6
u(l,0) =1

a) en el circulo 7 < 1, b) en el exterior del circulo r > 1. Atencion!! r arctanr — oo si r — 00

Sol: a) u =1+ [(r—l—%) arctanr—l—l—(l—%)r] sinf  b)u= 1+[<r—|—%> arctanr — 1+

1 ro .

- — —)} sin @

r 2

El aviso que se daba era lo siguiente: en el exterior de un circulo es inusual que u ~ & Pero

aqui no puede ser de otra manera pues es necesario compensar que r arctan r diverge como o
cuando r — co. Se compensa restanto el término que origina la divergencia.



4. [1.5 puntos| i) Calcular la constante a para que la ecuacién de Pfaff
3y?de —axydy +2*dz =0

sea integrable. ii) Resolver la ecuacion para ese valor de a y hallar un factor integrante.
2

Sol: 1) a =2i) Siu=2—2

=5 =k, k la constante de integracién que selecciona a cada superficie
x

de la familia, entonces = —. Y nunca olvide que la u es la k.
x

5. [1.5 puntos] a) Calcular la transformada de Fourier F(k) de la funcién

0 r< —a, x2>a,
f(x) =< (a+x)/a? —a<zx<0
(a —x)/a? 0<z<a

(quizds encuentre usted ttil dibujar f(z)). ;Cudl es el valor de F(k) cuando k = 07 ;Hay
alguna razén para el valor de F'(0) en términos geométricos?

b) Aplicando la transformada de Fourier inversa al resultado obtenido en a), exprese f(z) como
una integral en la variable k y deduzca el valor de

0 1 —coska
/0 dk —z

Nota: Antes de empezar el problema escriba claramente la definicion de transformada de
Fourier que usted va a utilizar.

Sol: a) Si F(k) = [ dxe™™** f(z), entonces F(0) es el drea de la funcién f(z) entre (—oo, 00).
O sea, el drea de un tridngulo de base 2a y de altura 1/a. Luego, sin més célculos F'(0) = 1.
También se obtiene este resultado con la transformada de Fourier, pues

2
F(lﬁ) = W(l — COS ka),
. 1 — coska
que se hace por partes. b) [;* dk 2 = am/2

29% de aprobados



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS

3 de Septiembre de 2009

Examen final de Ecuaciones Diferenciales Il
Curso 2008/09

Consejo muy util: Siempre que sea razonable es conveniente comprobar los resultados.

1. [2 puntos| Reducir a la forma candnica y encontrar la solucién general de
4y, — yﬁuyy = 3y5uy.

2. [2 puntos] Resolver por el método de las caracteristicas los dos siguientes problemas:
i) { wy + etuy + 2tu =0 i) { up + etuy + 2tu? =0
u(z,0) = g(x) ’ u(z,0) = g(x)

3. [2 puntos] Encontrar la tinica solucién u(r, @) del plano que satisface

u,,+&+u—026:7‘2cos29, 1<r<2, 0<60<2m,
r r
u(1,0) =u(2,0) = 0.

Dibujar el recinto de integracion.

4. [1.5 puntos] Sea D = {(z,y) € R?/x? + 32 < 1} y sea u(x,y) = 2* — 3zy>. Hallar los valores
maximos y minimos de u en D y los puntos en los que se alcanzan estos valores.

5. [2.5 puntos| Resolver por separacién de variables el problema
Uy —Uge =0, O0<ax<2m, t>0
2sinx 0<x<m -
w0 = { 2P UIE L w0 o
u(0,t) = u(2m,t) = 0.

Comprobar que u(z,m) = —sinz.

X X% de aprobados



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS

6 de Mayo de 2010

Examen Parcial de Ecuaciones Diferenciales ||
Curso 2009/10

Consejo muy util: Siempre que sea razonable es conveniente comprobar los resultados.

1. [2.25 puntos] Calcular por el método de las caracteristicas la solucién general de
Uy + (T +y)uy =1

y las soluciones particulares que cumplen los datos: i) u(l,y) = y, ii) u(x,z) = 0. No hace
falta que discuta unicidad.

. Solucién particular

Sol: Solucién general ze " = f (lna: — y). Solucién particular i) u = J
x x

iu="2_1.
X

2. [2.5 puntos| Sea la funcién f(x) = z(1 —z) en (0,1).

a) Dibujar al menos tres periodos de la funcién representada por la serie de senos de f(z) y
calcular los coeficientes de la serie.

1 1 1
b) Usar el resultado anterior para evaluar 1 — 33 + =3 + -
¢) {Cudnto suma la serie en [—1,0]? Discuta los extremos, por favor.
1 1 1
d) Deducir mediante la identidad de Parseval la suma de 1 + 3% + 6 + = + e

3. [2.25 puntos] Escribir la ecuacién
3:2um — 2XYUgy — 3y2uyy =0
en su forma candnica y hallar la solucién general.
4. [2 puntos] Determinar los valores de la constante b para que la ecuacién de Pfaff
vy de —bxzdy+baydz = 0.

sea integrable y encontrar la primitiva para esos valores de b. ;jCudl es el factor inte-
grante/intrigante?

5. [1 punto] [El Andlisis Infinitesimal en Euler] Partiendo de la funcién f(x) = cosz, calcular a

1 1 1
la FEuler la suma de 1+§+5—2+§+'~.
Ya sabe, use los ceros de cosx para expresar éste como un producto infinito. Multiplique el producto (unos

pocos términos hacen el trabajo, no se pide mds) y compare con la serie de potencias de cosz en z = 0.

X X% de aprobados



UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID
FACULTAD DE CIENCIAS FISICAS

23 de Junio de 2010

Examen de Ecuaciones Diferenciales ||
Grupo C — Curso 2009/10

Consejo muy util: Siempre que sea razonable es conveniente comprobar los resultados.
Alumnos que se examinan de toda la asignatura. Ejercicios: todos. Total: 10 puntos.

Alumnos que se examinan del segundo parcial. Ejercicios: 3, 4 y 5 ii). Total: 5 puntos.

1. [2 puntos] Sea u(z,t) una funcién definida en D = [0, 1] x [0, 3] tal que

Up —Uppy =0 en D
u(z,0) =0

u(0,t) = —t

u(1,t) = 2t — 9% + 12t.

Sin resolver el problema, determinar el maximo y minimo de u en D indicando los puntos
donde se alcanzan esos valores. Enunciar claramente el principio del mdzimo (minimo) para
la ecuacién del calor.

Sol: Por el principio del mdzximo y minimo para la ecuacién del calor sabemos que el maximo
y el minimo de u tienen que estar o en la linea inicial t = 0, o en el borde xt =0 o en z = 1.
El méximo estd en (1,3), es decir umaz = u(1,3) =9, y el minimo en uy;, = u(0,3) = —3. La
notacién es u(z,t).

2. [2 puntos] Calcular la solucién u(z,t) de la ecuacién de ondas

Ut — Uy = sint, —oc0o<ax <00, t>0
u(z,0) = 22,
ug(x,0) = —1.

Sol: u = 2% + 4t> — sint. Por D’Alembert lo més rapido. Kovalevskaia aqui da més guerra.

3. [2 puntos] Encontrar por separacién de variables la inica solucién acotada u(r,6) del plano
que satisface
Up U
{ u?‘r+7r+%200829, r<l, 0<O<m,

ur(1,0) = a, up(r,0) = ug(r,m) =0,

especificando el valor de la constante a para que dicha solucién exista. Dibujar el recinto
de integracién.

7,2 742

1
Sol: a =1/4 y la solucién es u = C + 5 + < <ln7‘ — 5) cos 26, C' una constante arbitraria.

Atencién al trozo 72 Inr, que es inusual y muchos no lo han obtenido.

4. [2 puntos] Resolver por separacién de variables el problema

Autu, =0, 0<z,y<m
u(z,0) =u(x,m) =0, 0<z<mw
U(O,y) =0, u(ﬂ-yy) = f(y)v 0<y<m



para los casos: i) f(y) =siny, ii) f(y) =1

inh Yoz
Sol: 1) u = e(7=7)/2 el B Y y.
sinh @
0o .1 /144 (2n—-1)2 2
i) u= 4 elm)/2 sinh 2 — sin(2n — 1)y
T 1 (2n—1) sinh Y¥——5—+— L (22n_1) T
5. [141 puntos| Resolver
{ up + 2uy = u
u(z,0) = g(x),

i) utilizando las caracteristicas
ii) con la transformada de Fourier.

Sol: Se calcule como se calcule, la solucién es u = g(x — 2t) €.

Y como siempre, llegar a las soluciones de manera casual o fortuita o sin una consecuencia logica en
los pasos, no asegura que la puntuacion del problema sea la maxima.

X X% de aprobados



