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TEMA 1: NUMEROS

1. LA ESTRUCTURA DE CUERPO

Sumar, restar, multiplicar y dividir

Los nimeros reales R con las operaciones de suma, resta, producto y division proporcionan el
ejemplo mas usado de una estructura del algebra denominada CUERPO.

Definicién 1.

CUERPO — Congunto cuyos elementos pueden sumarse, restarse, multiplicarse
- y dividirse (salvo entre cero) con las propiedades habituales

Un conjunto K se dice que es un cuerpo si sus elementos (que denotaremos a,b,c....) pueden sumarse
y multiplicarse dos a dos:

Suma: a4+ b € K para todo par a,b € K.
Producto: ab € K para todo par a,b € K

con las propiedades siguientes:

1. Suma y producto conmutativos: Va,b € K
a+b=b+a, ab=ba;.
2. Elementos cero y unidad: Ezisten elementos 0 € K y 1 € K tal que Va € K
a+0=a, la=a
3. Elementos opuesto e inverso : Para todo a € K existe su elemento opuesto —a tal que
a+(—a)=0.

Para todo a € K tal que a # 0 existe su elemento inverso % (también denotado a™') tal que

a— =1.
a



4. Suma y producto asociativos: Va,b,c € K se verifica

(a+b)+c=a+(b+c), (abc=a(be).

5. Propiedad distributiva: Va, b, c € K se verifica

(a+bc=ac+bec.

La resta y la division se definen entonces como

Resta: a — b = a + (—b) para todo par a,b € K.

a

3 para todo par a,b € K con b # 0

Division: ¢ = a%
Ejercicio 1. Comentar en palabras:

1. ;Qué papel juega la propiedad conmutativa?

2. & Qué papel juega la propiedad asociativa?

3. s Qué papel juega la propiedad distributiva ?
Ejercicio 2. Probar que en un cuerpo solo hay un elemento cero y solo hay un elemento unidad.

Ejercicio 3. Probar que en un cuerpo solo hay un elemento opuesto para cada elemento.

Ejercicio 4. Probar que en un cuerpo solo hay un elemento inverso para cada elemento distinto de
cero.

Ejercicio 5. Analizar si son un cuerpo los conjuntos N (naturales), Z (enteros) 6 Q (racionales).



2. NUMEROS COMPLEJOS

El conjunto C de los nimeros complejos

Interpretation of the wave function

* The incident and scattered “parts” of the wave function are

an= TGt and = SRUEDI0GK),

Figura 1: Parrafo de fisica cuantica.

La fisica cuantica se escribe con nimeros complejos, asi que hay que usarlos y dominarlos cuanto
antes.

Definicién 2.

NUMEROS COMPLEJOS = { Conjunto de puntos z = x + iy del plano con dos operaciones: }

—————————— Z=X+i y

Figura 2: Niimeros complejos.

Siz=x+1y, 2 =2’ +iy definimos:

» Suma: z+ 2 = (z+2")+i(y+v).



» Producto: 22’ = (x2’ — yy') + i (xy + y2').

= Es como manejar simbolos de ntimeros reales, agrupando los términos proporcionales a 7, y susti-
tuyendo
i*=—1.

Todas las propiedades habituales: conmutativa, asociativa, distributiva se verifican.

» Dado z =z + 1y, se denomina parte real de z a Re z = = y parte imaginaria de z a Imz = y.

= El conjunto de los nimeros complejos se denota C. Las operaciones anteriores lo dotan de la
estructura de CUERPO. Asi el opuesto de z = z + 1y es

—2=—T—1Y.
Los elementos 0 y 1 son los mismos que en R. El inverso de z = x + iy # 0 es

1 T 7]

= —1 .
z o rr+yr x?tyP

Esta expresién, algo complicada, se entendera mejor enseguida.
Definicién 3. Conjugado de un niimero complejo z de z = x + 1y
Z=x—1Y.

Es simplemente cambiar de signo la parte imaginaria de z

Propiedades

1. Z =z

2. 1 tzn=2+%

3. Z1 22 = 71 2.
Definicién 4. Médulo de de z =z + iy

2] = /2?2 + 92

Es simplemente la longitud de z como vector del plano.
Propiedades

1. |z2]* =2z

2. Z] = |2|.

Ejercicio 6. Demostrar las propiedades anteriores.



Division de ntimeros complejos

Doados dos ntiimeros complejos z; y z3 # 0.

Z1 21z  Z122

Zo 2% |22]%°

Es decir, Se multiplican numerador y denominador por el conjugado del denominador. De
esta forma el ultimo denominador es un nimero real por el cual se dividen las partes real e imaginaria
del numerador. Podemos ver ahora como surge la férmula anterior para 1/z = z/|z|%.

Operaciones en coordenadas polares

Definicién 5. Argumento de z # 0, es el conjunto Arg z de todos los dngulos orientados (con signo)
que forma z con el semieje real positivo.

Propiedades

1. Conocido uno de los argumentos 6 de z # 0, construimos todos mediante el conjunto

Argz={0, 0 £ 2r, 0 £ 4r, 6 £ 6m,...}.

2. Dado un nimero real 6y, se define la Determinacion del argumento entre 6y y 6y + 27 como la
funcién que asigna a cada z no nulo su tnico argumento 6(z) que verifica

0 < 0(z) < by + 2.

Es decir, el argumento que esta en el intervalo [0y, 0y + 27). Se denomina Determinacién prin-
cipal 6,(z) la que varfa en el intervalo [—m, 7)

Definicién 6. Se denomina sistema de coordenadas polares del plano complejo C al par (r,0)
siendo r = |z| y 0 = 0(2) cualquier funcion determinacion del argumento. Por tanto

x =171 cosb

z:x—l—z’y,{ = rsent

Definicién 7. Dado 0 € R se define



v

Figura 3: La determinacion principal del argumento.

et = cosH—l—z’senQ.‘

Como consecuencia un numero complejo z # 0 se puede escribir en la forma polar
z=re’?

siendo 0 cualquiera de sus argumentos.

ESTAS DOS FORMULAS SON EXTRAORDINARIAMENTE IMPORTANTES

La definicién de e*? no es un capricho ya que si sustituimos cosé y sené por sus series de Taylor, el
segundo miembro toma la forma
i (a6)"
n!

n=0

Propiedades

ei@

1. =1

2' ei91ei92 — 6i(91+92)'

3. eilg =710 = ¢if

4. €9 =1 = 0=0,+2m, +4r7 .. ..



5. El significado del producto z e es el de girar z un dngulo «.

Usando coordenadas polares ciertas operaciones son muy simples:

1. Producto en coordenadas polares :

21729 = 116 01 r0et 92 = pypyet (1702)

2. Division en coordenadas polares zo # 0:

701
21 _"Ne — Eei (01—62)

29 Toetfz gy

3. Potencias en coordenadas polares (Férmula de De Moivre):

2" =" et"? = 1" (cos(nh) 4 isen (nh)).

Ejercicio 7. Hacer las demostraciones de las propiedades anteriores.

Otras operaciones con nimeros complejos

Hemos visto las operaciones de suma y producto de niimeros complejos. Veamos otras operaciones
importantes, que se simplifican usando coordenadas polares.
Raices de un nimero complejo. Todo nimero complejo z # 0 posee n raices n-ésimas distintas. Sea
w = pe'® una raiz n-ésima de z = r e*?

w" =z =ref = prein® =ret?,

Tomando modulos queda
pr=re=p=13r
Volviendo a la ecuacion anterior obtenemos
. . . 0 2
e — il — i0na) ) o =L T e 41 42
n n

= Es obvio que solo hay n raices distintas correspondientes a k = 0,1,...,n—1, ya que la correspon-
diente a un valor k£ 4 1 se obtiene de la correspondiente al valor k girando esta tltima un angulo
27 /n. Al incrementar k£ en n unidades volvemos al mismo sitio.

= Las raices tienen el mismo médulo y tales que dos raices consecutivas estan espaciadas un angulo
27 /n. Por tanto forman un poligono regular de n lados.



3. POLINOMIOS

Operaciones con polinomios

Definicién 8. Un polinomio P(z) en la variable compleja z es toda funcién P : C — C de la forma
P(z)=ap,z"+ a1z +ay, n>0,

donde los coeficientes a,,...,aq son numeros complejos dados. Si el coeficiente a, de la potencia de
mayor exponente es distinta de cero se dice que P(z) es un polinomio de grado n (degP =n).

Comentarios
» El conjunto de todos los polinomios con coeficientes complejos se denota C|[z]

C[z] = { Conjunto de todos los polinomios P(z) }

= Los polinomios pueden sumarse, restarse y multiplicarse en la forma habitual. Por ejemplo

(122 —2z4+1+0)+ (=1 =2+ — 2+, (Z*—i)(iz—1)=iz" — 2>+ 2+1.

» La divisién de dos polinomios P(z)/Q(z) con degP > deq@ y Q Z 0 no es en general un polinomio
y posee en general un resto

La divisién de la Fig.4 nos dice que

D425+ T +82 492 +62+3 N 3z 42
=21+ 627+ 22414+ — .
224+ z4+1 224+z4+1




x4+ x5+ 7x* +8x3+9x2 +6x+3 +x+l

—xb —x5 - x* xt+6x2+2x+1

[6x¢ |+8x3 + 9x2 + 6x + 3

—6x* — 6x° — 62

(202 1322 + 62+ 3

—2x3 — 242 - 2x

Figura 4: Una divisién de polinomios con resto

Raices y factorizacion de polinomios

Definicién 9. Un nimero complejo zy € C se denomina raiz (o cero) del polinomio P(z) si P(z) = 0.
El teorema siguiente se demuestra en el curso de Analisis Complejo.

Teorema 1. ( Teorema fundamental del algebra).
Todo polinomio P(z) = a,2" + --- a1z + ag (con a, # 0) puede escribirse en términos de sus raices

21, 29, . .., Zm €n la forma factorizada
Piz) = an(z —21)" (2 — 22)™ -+ (2 — z2m)™™.

1. Los exponentes ni,na, ..., Ny, son unicos y se denominan multiplicidades algebraicas de las raices

2. La suma de multiplicidades es igual al grado del polinomio

ny+Mno+ -+ Ny = N.

10



De esta forma el ciculo de las raices y sus multiplicidades nos permite factorizar un polinomio.
Comentarios

s El cdculo de las raices de un polinomio es uno de los problemas cldasidos de las matemaéticas.
La cuestion es si es posible determinar expresiones de las races en funcién de los coeficientes del
polinomio empleando las operaciones elementales (suma, resta, producto, divisién) y potencias
fraccionarias. Es elemental para grado uno

b
Pz)=az+b= zy=——,
a
y para grado dos
1
P(z)=az’ +bz+c= 215 = —2—<— b+ Vb? —4a>.
a

Aunque mas complicadas, existen también expresiones de este tipo para las races de los polinomios
de grados 3 y 4 (obtenidas en el siglo XVI). Sin embargo Abel en 1826 demostr que no existe una
formula general de ese tipo para grados mayor o iguales a 5.

» Cuando los coeficientes del polinomio P(z) son nimeros enteros, a veces pueden encontrarse raices
enteras (£1,+2,...) de P(z) probando los divisores del término independiente aq. Si encontramos
una, llamémosla k , entonces dividimos P(z) entre z — k (P(z) = (2 — k)Q(2)) y se sigue con el
polinomio reducido Q(z) (que tiene un grado menos que P(z).

= Si zgp = a + ib es una raiz compleja de un polinomio P(z) con coeficientes reales, entonces el
complejo conjugado Zg = a — b es también raiz y con la misma multiplicidad.

4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES (SEL’s)

Ecuaciones lineales

Definicién 10. Una ecuacion lineal con n incognitas xq,Ts, . .., T, es una ecuacion de la forma
a1x1+agxrs+ - +a,xr, =b

Los nimeros ay,as,...,a, y b (que pueden ser reales o complejos) se denominan coeficientes y
término independiente, respectivamente, de la ecuacion.

11



St imponemos m ecuaciones lineales a las n incognitas x1,To, ..., Ty

a1 1 + a2 T2 + - - - 4 Qi Ty, = by,
A21 T1 + Qg2 Ty + - - - + Aoy, Top, = o,

am1x1+am2$2+"'+amn$n:bm-

obtenemos un SEL: un sistema de m ecuaciones lineales con n incdognitas.

Comentarios
e Si el término independiente b de una ecuacién lineal es cero se dice que la ecuacion lineal es
homogénea.

e Un SEL se dice compatible cuando tiene alguna solucion, en caso contrario se dice que es
incompatible.

e Un SEL se dice compatible determinado cuando tiene una tinica solucion. Si tiene mas de
una solucién (en cuyo caso veremos que tiene infinitas soluciones) se dice que es compatible
indeterminado.

12



TEMA 2: VECTORES

1. LA ESTRUCTURA DE ESPACIO VECTORIAL

Sumar vectores y multiplicar por escalares

Los espacios vectoriales forman una de las mas importantes estructuras del algebra . En adelante K
denota cualquiera de los dos conjuntos R 6 C de los ntimeros reales o complejos.

Figura 1: Siempre nos quedaran los espacios vectoriales.

Definicién 1.

ESPACIO VECTORIAL SOBRE K = {

Conjunto cuyos elementos pueden sumarse, restarse dos a dos
y multiplicarse por elementos de K, con las propiedades habituales

Un congunto V' se dice que es un espacio vectorial sobre K si sus elementos (que denotaremos w, v, w, . ..
y llamaremos vectores ) pueden sumarse dos a dos y multiplicarse por elementos de K (que denotaremos
a,b,c...y llamaremos escalares):

Suma de vectores: uw+v € V para todo par w,v € V.

1



Producto por escalares: cu € V' para todo parce K yu € V

con las propiedades siguientes:

1. Suma conmutativa: Vu,v € V
uU+v=v+u.

2. Elemento cero de la suma y unidad del producto : FExisten elementos o € V y 1 € K tal
que Vu € V
ut+o=u, lu=u.

3. Elemento opuesto : Para todo w € V' existe su elemento opuesto —u tal que
u+ (—u) = o.
4. Suma y productos asociativos: Yu,v,w € V se verifica
(u+v)+w=u+ (v+w).

Va,be K yu €V se verifica
(ab)u = a(bu).

5. Propiedades distributivas: Va,b € K y u € V se verifica
(a+b)u = au + bu.

Vee K yu,v eV sewverifica
c(u+wv) =cu+cv.

La resta se define entonces como
Resta: uw — v = u + (—v) para todo par w,v € V.
Ejercicio 1. Probar que en un espacio vectorial
1. Solo hay un elemento cero o.
2. Solo hay un elemento opuesto —u para cada elemento u.
3. VeeK, co=o0
4. Yu € V se verifica que Ou = o

5. Sicu=o0 conc#0 entonces u = 0.



Los espacios K" de vectores con n componentes

Definicién 2. El espacio K" estd formado por las listas (conjuntos ordenados) de n elementos de K
u = (u;)iy = (ur,u, - uy), u; €K
Es un espacio vectorial sobre K con las operaciones (siendo u = (u;); = y v = (v;)1,
Suma : w+v = (u; +v;)y;  Producto por escalares: cu = (cu;)i,
Frecuentemente usaremos los vectores de K" en forma de vectores fila:
u = (ugug - uy).

Aunque en fisica cudntica se prefiere usar vectores columna.

Uy
Ug
u =
Unp,
En términos de vectores columna
U U1 Uy + vy U cuy
Ug Vg U + V2 Usg ClUs
—I— = s C = s
Up, Up, Uy + Uy, U, Cly,
0 —Up
0 —U2
o= , —u=
0 — U,
Ejemplo 1. Sean los vectors columna de C?
1 1
u=|1—-7¢ |, v= 0
1 —1
Vemos que
141 1—1
vutv=|1—-i |, (I—-du=| —2i
0 1+2



Espacios vectoriales de funciones

Existen muchos espacios vectoriales de funciones de gran importancia que provienen del hecho de
que funciones con valores nuéricos definidas sobre un mixmo intervalo se pueden sumar y multiplicar
por numeros de manera natural. Dado un intervalo abierto I = (a, b) si denotamos

F(I;K) = conjunto de funciones u : I — K definidas sobre I y con valores en K ,
entonces es un espacio vectorial sobre K con las operaciones siguientes

Suma : (u+v)(z) = u(z) +v(x); Producto por escalares ¢ € K: (cu)(z) = cu(z).
Ejemplo 2. Sean las funciones de F(R;C)

u(z) = e, wv(r) = cosz.
Vemos que
(u+v)(z) = e +cosx =2cosx +isenx, (iu)(r)= —senz -+icosz.
Ejercicio 2. En F(I;K)
1. Determinar la funcion que representa el elemento cero.

2. Determinar la funcion elemento opuesto —u para cada funcion w.

Otros espacios vectoriales basidos de funciones son:

Espacios de polinomios

El espacio K[z] (el espacio de polinomios) estd formado por los polinomios en la variable x con
coeficientes en K
P(z) = ap2™ + ap12™ "+ - ayx + ag.

Es un espacio vectorial sobre K con las operaciones anteriores para funciones
Suma : (P + Q)(z) = P(z) + Q(z); Producto por escalares ¢ € K : (¢cP)(z) = c¢P(x).
Adviertase que el resultado de estas operaciones es siempre un elemento de K|z].
Ejemplo 3. Sean los polinomios de R[z]
Px)=—2*4+22—-1, Qz)=2*—2+2.

Vemos que
(P+Q)z)=a*—a?+z+1, (—2P)(z)=21"—4z+2.



Espacios de funciones derivables

Dado un intervalo abierto I = (a,b) se denota por C")(I;K) al conjunto de funciones u : I — K
que son derivables hasta el orden k con derivadas continuas. Es un espacio vectorial sobre K con las
operaciones anteriores para funciones

Suma : (u+v)(x) = u(z) +v(x); Producto por escalares ¢ € K: (cu)(x) = cu(x).

Adviertase que el resultado de estas operaciones es siempre un elemento de C™)(I; K).



2. COMBINACIONES LINEALES Y BASES
VECTORIALES

Combinaciones lineales

Definicién 3. Sea V' un espacio vectorial sobre K y S un subconjunto no vacio de V', se denomina
combinacién lineal de vectores de S a cualquier vector de la forma

cuy + coug + gy, conc €K yu; €.

SOLO UN NUMERO FINITO DE TERMINOS

El conjunto de todas las combinaciones lineales de S se denota

Lin S,
y se denomina envolvente lineal de S.
Ejemplo 4. En C3 el vector
1 1 3
B+d)| 1—d | — 0 = 4 ,
1 —1 —142:
es una combinacion lineal de los vectores de
S ={u,v}
donde
1 1
u=| 1—2 |, v= 0
1 —1

Ejemplo 5. En R[x] todos los polinomios son combinaciones lineales del conjunto de todos los monomios
S={1,2,2% ...},
dado que todo polinomio P(x) se descompone en una suma de un nimero finito de monomios
P(z) = apz" + - + ax + ap.

Es decir
R[z] = Lin S.



Ejercicio 3. En el espacio F(R;R) la funcion exponencial puede escribirse como la suma de una serie

convergente en toda la recta
2

x
f=ltzt st

¢Podemos decir que es una combinacion lineal del conjunto de monomios S = {1,z,2%, ...} ?

La superposiciones de ondas se describen mediante combinaciones lineales de funciones

Figura 2: Superposicion de ondas en dos dimensiones.

Bases vectoriales

Definicién 4. Sea V' un espacio vectorial sobre K y B = {uy, us, ..., u,} un subconjunto finito de V,
se dice que B es una base vectorial de V' si para todo vector v € V' existe una UNICA combinacion
lineal de B tal que

vV =T1U; + Tous + - + T, conx; €K, (1)

Los nimeros (z;)"_, se denominan entonces coordenadas de v en la base B:
En esta definicion hemos supuesto que B es un conjunto finito. Podemos extender la definicion a
conjuntos infinitos de la forma siguiente: Un conjunto B = {u, : a € A} de V' (donde el conjunto A

de indices es infinito) es base vectorial de V' si para todo vector v € V existe un unico desarrollo de la
forma

v= Zxaua, con x, € K y solo un numero finito de ellos son distintos de cero, (2)
acA

Los nimeros (zq)2c 4 Se denominan entonces coordenadas de v en la base B.

Problema: ;Como construir bases vectoriales y calcular coordenadas de vectores?




Ejemplo 6. En K" el conjunto B de los n vectores

1 0 0
0 1 0
. 0 .
€1 = . y €2 = . yeoes €n = . ’
0 0 1
forman una base vectorial ya que todo vector de K"
€1
C2
v = )
Cn

admite una unica expresion como combinacion lineal de los vectores de B , que viene dada por
vV =cie| + ey + - -cpey,.
El conjunto B = {ey,e,,...,e,} se denomina base canénica de K.
Ejemplo 7. En R[x] el conjunto de todos los monomios
B ={po(z) =1, pr1(x) = z, po(x) = 2*,.. .},

es una base vectorial de Rlx| (con un nimero infinito de elementos) dado que todo polinomio P(x) se
descompone de manera unica en una combinacion lineal de los monomios.

P(z) = apz® 4+ -+ ayx + ag = agpo(x) + arpi(x) + - - + appr(x).
Se verifica el siguiente resultado fundamental:
Teorema 1. Para todo espacio vectorial

1. Existen bases vectoriales.

2. Todas ellas tienen el mismo numero de elementos.

Definicién 5. Se denomina dimensién de un espacio vectorial V' y se denota dimV' al nimero de
elementos de las bases vectoriales de V.

EN ADELANTE SOLO ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION FINITA‘
Ejercicio 4. Sea V al conjunto de funciones u € C®(I;R) tales que satisfacen la ecuacion diferencial

u"(x) +u(z) =0, Vo € 1.

Probar que

1. V' es un espacio vectorial sobre R.
2. Determinar una base vectorial de V.

3. Calcular dim V.



3. DEPENDENCIA é INDEPENDENCIA LINEAL

Definicién 6. Sea V' un espacio vectorial sobre K y S = {uy,us, ..., u,} un subconjunto de V', se dice
que los vectores de S son linealmente independientes si la unica combinacion lineal de S que dd el
vector cero

TiU + ToUg + - + T U, = O, (3)

es la trivial
1 =Tg="---=z, =0.

St un subconjunto S de V no es linealmente independiente, entonces se dice que es linealmente de-
pendiente. Fllo ocurre si y solo si alguno de sus elementos puede expresarse como combinacion lineal
de los demas, ya que

T1Wy + ToUs + - + T u, = 0, con algun xp 0 = uy = —Zﬁuj

— Lk
J7#k

Problema: ;Como saber si un conjunto de vectores es 6 no es linealmente independiente?

Teorema 2. Sea V' un espacio vectorial sobre K y B = {uy,us, ..., u,} un subconjunto de V', entonces
B es una base vectorial de V' si y solo si

1. B es un conjunto linealmente independiente.

2. LimB=V.

Demostracion: Supongamos primero que B es una base vectorial de V', entonces para todo vector
v € V existe una unica combinacion lineal de B tal que

V= T1U + ToUusg + -+ + Uy, con x; € K
Luego es claro que LinB = V. En particular el vector cero se puede expresar como
0= x1U1 + Touy + - -+ + r,u,, con todos los x; =0,

y como esa descomposicién debe ser tnica (por ser B una base), deducimos que solo la combinacién
lineal trivial de vectores de B nos da el o, luego B es un conjunto linealmente independiente.

En segundo lugar si suponemos que B satisface las condiciones 1) y 2), entonces debido a 2) para
todo vector v € V' existe una combinacién lineal de B tal que

V =T1U1 + ToUsg + -+ TpUp,. (4)
Tal descomposicion ha de ser tnica, pues si existiera otra

/ / /
V= 2jUp + ToUg + - T Uy,

9



tendriamos que
(] —x)uy + (2 — 22)us + - - + (2], — x,)u, = 0,

y por la condicién 1) eso solo es posible si

/ /
TN =1T1,...,T

Luego la descomposicién (4) es tnica, lo que prueba que B es una base vectorial O

Comentarios
Pueden demostrarse las propiedades siguientes:

= Para todo subconjunto linealmente independiente By de un espacio vectorial siempre existe una
base vectorial B de V' tal que By C B.

= Un subconjunto linealmente independiente By de un espacio vectorial es una base si y solo si
cualquier otro subconjunto B linealmente independiente tal que By C B es igual él ( B = By). Es
decir las bases vectoriales son los conjuntos linealmente independientes maximales.

Formulacién vectorial de un sistema de ecuaciones lineales

Sea un sistema de m ecuaciones lineales con n incoégnitas en K.:

a1 1 + a2 Ty + -+ - 4 Qi Ty, = by,
A91 T1 + Q92 To + -+ + A2y Top = bo,

am1x1+am2x2+"'+amnxn:bm-

Si introducimos los vectores columna de K™

11 12 A1n by
21 22 A2n by

a; = . 5 as = . 5 ceey a, = . s b= . 5
am1 Am2 Amn bm

entonces el SEL (5) se escribe como la ecuacién vectorial

ria; + x2as + -+ - +x,a, =b

que se denomina formulacién vectorial del sistema de ecuaciones lineales
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Formulaciéon de problemas vectoriales mediante SEL’s

Podemos ahora reducir varios de los problemas enunciados anteriormente a problemas con SEL’s.

Problema: ;Como saber si un conjunto de vectores es 6 no es linealmente independiente?

El conjunto S = {ay,...,a,} es linecalmente independiente si y solo si los inicos ndmeros z,. .., z,
solucion de
1@y + T20o + - -+ + XAy = O,

son
Ty =x9=---=ux, =0. (6)

Usando vectores columna, esto es equivalente a decir que la tinica soluciéon del SEL homogéneo

a1 T+ aipTe + -+ aip Ty, = 0,
a1 T1 + Q22 Ty + + -+ + Aoy T, = 0,

1 T1 + Qo T + -+ + A Ty, = 0.

es la trivial (6).

’Problemaz {Como construir bases vectoriales y calcular coordenadas de vectores?

Un conjunto S = {a,...,a,} de n vectores en K" es base vectorial de K" si y solo si es linealmente
independiente. Para calcular las coordenadas de un vector uw € K" en esa base, debemos encontrar
x1,...,%, € K tales que

U =110 + TaUs + -+ T,Q,.

Usando vectores columnas, tendremos que resolver el SEL

a1 r1 +apy + -+ ay, T, = U,
Q91 X1 + A2 To + - - - + Aoy Top = Ug,

11



4. SUBESPACIOS VECTORIALES

Definicién 7. Dado un espacio vectorial V' sobre K, un subconjunto no vacio M de V' se denomina
subespacio vectorial de V' cuando

uveM —=ut+veM; ceKueM=—cueclM.
Es decir las operaciones, al efectuarlas en M, ddn elementos de M

Los subespacios vectoriales tipicos de la geometria elemental son las rectas y los planos que pasan
por el origen en R3.

Propiedades

1. M C V es subespacio vectorial de V' si y solo si es un espacio vectorial respecto de las operaciones
definidas en V.

2. Si My y M son subespacios vectoriales de V' entonces su interseccién M () My también es un
subespacio vectorial de V.

3. Si M C V es subespacio vectorial de V' entonces o € M.

4. Tanto M = {o} como M =V son subespacios vectoriales de V.
Ejercicio 5. Probar las propiedades anteriores

A pesar de que la interseccion de dos subespacios vectoriales es siempre un subespacio vectorial, es
muy facil construir ejemplos de subespacios vectoriales cuya unién no es un subespacio vectorial (pensar
por ejemplo en dos rectas distintas que pasan por el origen).

Sistema de generadores de un subespacio

Teorema 3. La envolvente lineal M = LinS de un subconjunto S = {ui,uq,...,u,} de V es un
subespacio vectorial de V' (se denomina subespacio generado por los vectores {uy, us, ..., Uy} ).

Demostracion: Es claro que dados elementos de LinS
U= T1U] + ToUs + - + TpUy, UV =Y1U + Yoo + -+ + YUy,
su suma y productos por escalares
u+v= (1 +y1)ur + (T2 +y2)us + -+ (Ty + Yn)Up, cu = criuy + cToUs + -+ - + CTRU,,
son también combinaciones lineales de S y por tanto pertenecen a LinS [

Definicién 8. Dado un subespacio vectorial M de V', se denomina sistema de generadores de M a
cualquier conjunto (linealmente independiente o no) S = {uy,us, ..., u,} tal que M = LinS.
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Suma de subespacios vectoriales

Definicién 9. Sean M, y My subespacios vectoriales de V' se denomina suma de los subespacios al
conjunto
M1+M2:{’U,+’U . 'U/GMl, 'UGMQ}.

Ejercicio 6. Probar que si My y My son subespacios vectoriales de V', entonces My + Ms es un
subespacio vectorial de V.

Teorema 4. Sean My y My subespacios vectoriales de V' generados por los conjuntos Sy y Sa
M1 = Li’l’LSl, M2 = LinSQ,

respectivamente. Entonces

Demostracion: En primer lugar
S; C LinS; = M; C My + My = S1 U Sy C My + My = Lin(S; U Ssy) C My + M.
Por otra parte si u € M; + M, entonces existen v; € M; (i = 1,2) tal que u = v; + vy. Pero
v; € M; = LinS; C Lin(S; U Sy), i = 1,2,
luego al ser Lin(S; U S,), subespacio vectorial
u =v; + vy € Lin(S; U Sy) = My + My C Lin(S; U Ss).

O
Teorema 5. Formula de Grassmann: Sean M, y My subespacios vectoriales de V', entonces

d1m(M1 + Mg) = dlli + dlmMQ — d1m(M1 N MQ)

Demostracion: Sea By = {uq,...,u;} una base vectorial de M; N My. Como M; U My C M; (i = 1,2)
existiran bases de M; y My que contienen a B

By ={uy,...,u,v;11,...v,,} basede M,

By =A{uy,...,u,wyq,...w,,} basede M.

Veamos que

B=A{uy,...,u,vi11,... Vp, Wii1,... Wy, }} es base de My + M.
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En primer lugar dado a = ay + a; € M; U M, con a; € M;, entonces a; € LinB; para cada i = 1,2,
luego es inmediato ver que a € LinB.
Por otro lado supongamos que

szuz + Z Y;jv; + Z 2pWy = O. (10)

j=Il+1 k=I+1

Entonces tenemos que

leul + Z Yijv; = 22 Zrwy, € My N M,

j=i+1 k=I+1

pues el primer miembro estd en M, el segundo en M, y ambos son iguales. Asi el segundo miembro se
podra desarrollar en la base By de M; N My

- E Zk'wk—g riug,

k=141
y podemos escribir (10) en la forma

l ni

Z(;UZ — 'r,-)ul- -+ Z yj'vj = 0.

i=1 j=l41

Pero al ser B linealmente independiente (es una base M;), se deduce en particular que y; = 0 para
=1+1,...,n;. Volviendo a (10) se obtiene

g T;u; + E ZrWE = 0.

k=Il+1

Como By es linealmente independiente (es una base de Ms) se deduce que z; =0y 2z = Oparai =1,...1
yk=10+4+1,...,ny. Luego B es un conjunto linealmente independiente []

Suma directa de subespacios

Definicién 10. Dados dos subespacios vectoriales My y My de V' su suma My + My se denomina suma
directa y se denota
M, ® M,

St

M, N M, = 0.

Teorema 6. Una suma My, + My es directa si y solo si todo v € My + My puede descomponerse de
manera inica en al forma
vV =v; + vy con vy € M; y’UQEMQ.
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Demostracion: En primer lugar, de la definicién de suma de subespacios vectoriales sabemos que todo
v € My + M, puede descomponerse en la forma

V=01 + vy, v €M ,v9E M. (11)
En el caso de que existiera otra descomposicién
/ / / /
v =v]+v,, v €M, vy€E M,
entonces
’Ul—’U/l :’0,2—’02 e My N M,
Por tanto, si la suma es directa
v — V] = vy — vy = 0,

luego
!/ /

Por otro lado si suponemos que las descomposiciones (11) son tnicas, entonces dado un vector
v € My N Ms podemos siempre descomponerlo de dos formas

V=v,+vy, vVi=v€EM vo=0€¢E My,

y

v=v]+v, v)=0€¢€DM ,v,=v€E M.
Luego v =0 U
Propiedades

1. Si By y By son bases vectoriales de los subespacios vectoriales M; y M, respectivamente y los
subespacios forman suma directa M; & M, entonces By U By es base vectorial de M; & M.

2. Una suma M; + M; es directa si y solo si

Ejercicio 7. Demostrar las propiedades anteriores.

Generalizacion

Definicién 11. Sean My, Ms,...,M, subespacios vectoriales de V', se denomina suma de los subes-
pacios al conjunto

My+ Mo+ -+ M, ={vi+vo+-+wv, :v,€ M;;i=1,...,n}
Se dice que la suma es directa y se denota
My ®My@ - O My,
cuando todo v € My + My + - -+ + M, puede descomponerse de manera Gnica en la forma

v=vi+vo+---Fv, v, €My, 1=1... n.
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Ejercicio 8. Demostrar que una suma de subespacios

M1+M2+"'+Mn:{U1+Ug+"'+vn : viEMiJ:l,...,n}.

es directa si y solo si la unica solucion de la ecuacion

vi+vo+---4+v,=0:v,eEM,1=1,...,n,

es la trivial
V1 =Vg="'"=7vy, = 0.

‘Problema: . Como construir un sistema de generadores de un subespacio M? ‘

‘Problema: ;. Como construir una base vectorial de un subespacio? ‘
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TEMA 3: MATRICES

§ IKEANUBREEVES SIL
L i =

Figura 1: Todo se reduce a matrices.

1. MATRICES

Los vectores de K™ son listas (conjuntos ordenados) de nimeros. Las matrices son listas de vectores.

Definicién 1. Una matriz A de dimensiones m x n (matriz en K™*") es un conjunto ordenado en m
filas y n columnas de m x n nimeros de K

11 Q12 A1n

Q21  A22 Q2n,
A=

Am1  Am2 Amn



También la denotaremos como
A = (CLZ‘J),

donde a;; recibe el nombre de elemento de matriz correspondiente a la fila ¢ y a la columna j. Sim =n
se dice que A es una matriz cuadrada de dimension n.
St introducimos los vectores columna de K™

ay a2 Q1n by
a21 22 Q2n ba

C1 = 5 Cr = 5 ) Cp = ; b= 5
am1 Am2 Amn bm

podemos indicar la matriz en la forma

A= <01 cyl - cn>.
De igual forma podemos introducir los vectores fila de K"
fi= ( apn a2 - Qip )7
fo= ( Q21 Q2 -+ A2y );
.fm:(aml Am2 - amn)-
y escribir la matriz en la forma
Ji
fa
A= ——
Fm

Ejemplo 1. La siguiente matriz en C**3
B 1 —1+4¢ 0
A= ( 2—14 0 -1 ) ’

se puede escribir en términos de tres columnas

A:<01)02‘03>, 01:(2£Z’)7 CQ:(_loJri)’ 03:<—01>’

y de dos filas
F1
A= — |, f1=(1 =14i 0), f,=(2-i 0 —1).
I



2. OPERACIONES con MATRICES

Suma, multiplicacién por escalares y producto de matrices.

Definicién 2. Sean A y B matrices m x n (mismas dimensiones) en K™*" y c € K

Az(am), B:(aij>; i=1,....m;j=1,...,n.

Se define:
Suma: A+ B = <aij + bij>; Producto por escalares : cA = (aij>.
E's decir
ay +bnn app+bie - a, + 01, cair  Caig -t Chig
a1 +ba1  age by - ag, + by Caz1 Cagy -+ Cazy
A + B - . . . . ; cA = . . .
am1 + bml Am?2 + bm2 e Amn + bmn Cm1 CQpm2 - Clmn

Ejercicio 1. 1. Probar que con las operaciones anteriores el conjunto de matrices K™*" es un es-
pacio vectorial sobre K.

2. Probar que el conjunto de matrices de K™*"
By = (aij =0 salvo ay = 1), k=1,....m;l=1,...,n.

es una base vectorial de K™ ™.
3. Determinar dimK™*"
La operacién fundamental del algebra con matrices es el producto.

Definicién 3. Sean A una matriz m x n y B una matrizn X p
A= (aij> € Kmxn’ B = (bU) € K"*P,
Se define:

Producto : AB = (Cij>, Cij = Zaz‘kbkjy
k=1

que determina una matriz en m X p.



AB solo esta definido cuando el niimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B

Expresiones alternativas del producto
Si escribimos
f1

I
A= _'— , BZ(Cl

C2

e

Fm

entonces podemos calcular el producto como

1. Multiplicando las filas de A por las columnas de B

Ji
" (fre) (e = (fie)
AB=| —— <Cl 02‘ Cp>7: <f2201> <f2:<32> <f2:cp> |
e (frc1) (fsc2) o (Fncp)
Fn
donde usamos la notacion de producto escalar para el producto de una matriz fila por una matriz
columna
C1
) .
(frao=(hHh fo - fa) ZZfz'Czw
i=1
Cn
2. Multiplicando A por las columnas de B:
AB = A<01 col - cn) = (Ac1 Acsy| -+ ‘Acn), (1)

siendo Ac; los productos de la matriz A por las matrices columna c.

Propiedades

Cuando los productos de matrices correspondientes estéan definidos se verifican las propiedades (a, b, ¢ €

K) :



1. Asociativas:

A+ (B+C)=(A+B)+C, A(BC)=(AB)C, A(cB)=c(AB).

2. Distributivas
AB+C)=AB+ BC, (A+B)C=AC+ BC.

El producto de matrices no es conmutativo en general: AB # BA‘

10 0 1
=(an) 7=(00)

01 0 0
an- (0 1) aman (00

Ejemplo 2. Tomando

se obtiene

3. MATRICES TRASPUESTA y ADJUNTA

Matriz traspuesta de una matriz en K"™*"

t

Definicién 4. Dada una matriz A = <aij> en K™ " se define su matriz traspuesta At = (aA »>, como

)

la matriz en K™ dada por
t

Jue

Es decir la matriz que se obtiene al cambiar las filas por las columnas en A.

Ejemplo 3. Por ejemplo

01 1—2

Propiedades

1. (AH)' = A.

2. (A+B)'= A"+ B".
3. (AB)! = B'A".

Ejercicio 2. Probar las propiedades anteriores.



Matriz adjunta de una matriz en C"*"

Definicién 5. Dada una matriz A = (aij> en C™" se define su matriz adjunta AT = (aL), como

la matriz en C**™ dada por
T

a Ji-

Es decir la matriz que se obtiene al cambiar las filas por las columnas en A y conjugando a continuacion.

Ejemplo 4. Por ejemplo

. 1 0
A:(é?l__’i):m: 0 1
1 1414
Propiedades
1. (AN = A.

2. (A+B)t = A" + BT
3. (AB)t = BiAT.

Ejercicio 3. Probar las propiedades anteriores.

4. FORMULACION MATRICIAL de un SEL

Matrices actuando sobre vectores

Una matriz A de dimensiones m X n determina mediante el producto por vectores columna una
aplicacién del espacio vectorial K" en el espacio vectorial K™

A:K"— K™ y=Ax,

que a todo vector x le asocia otro y. Las coordenadas del vector y vienen dadas por

n

yi:Zaijxj, z:l,,m (2)

j=1



Adviértase que si denotamos a; a las columnas de A

A= (al‘ag‘---

@),

Ax = x1a1 + 2901 + -+ - + TH0,. (3)

entonces

Debido a las propiedades del producto matricial esta aplicacién verifica

1. Para todo par vy, v, € K"
A(’Ul + ’UQ) = A’U1 + A’Ug.

2. Paratodoce Kywv e K"
A(cv) = ¢(Av).

Como veremos posteriormente estas propiedades significan que A determina una aplicacion lineal de K"
en K™.

Sistemas de ecuaciones lineales

Sea un sistema de m ecuaciones lineales con n incoégnitas en K.:

a1 1 + a2 Ty + - - - 4 a1y Ty, = by,
A1 T1 + Q92 To + -+ + A2y Top = bo,

am1x1+am2x2+"'+amnxn:bm-

Si introducimos la denominada matriz de coeficientes

11 Q12 - Qip

Q21 Q22 -+  Q2p
A=

Am1 Am2 - Amn

y los vectores columna @ de incognitas y b de términos independientes

€ by
T2 by

T = , b= ,
Ty b,

entonces el SEL (4) se escribe como la ecuacién matricial
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que se denomina formulacion matricial del sistema de ecuaciones lineales. Asi el problema del
SEL se enuncia de la forma siguiente: Dado un vector b € K™ encontrar vectores € K" tales que su
imagen Ax mediante A sea b.

5. MATRICES CUADRADAS

El producto de matrices cuadradas.

El conjunto K™*" de matrices cuadradas de dimension n (n filas y n columnas) tiene propiedades
especiales. En primer lugar siempre esta definido el producto

AB, VA, BeK"™™.
Ello nos permite definir una operacion fundamental en fisica cuantica:
Definicién 6. Dadas dos matrices cuadradas A y B en K™ se define su conmutador [A, B] como
la matriz de K"*" dada por
[A, B] = AB — BA.

Propiedades

1. Antisimetria: [A, B] = —[B, A].

2. Linealidad: [A, B+ C] =[A, B] + [A,C], [A,cB] = c[A, B]. (Lo mismo por la izquierda).

3. [A,BC] = B[A,C|+ [A,B]C, [AB,C|=A[B,C]+[A,C]B.

4. [A[B,C|| + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0.
Ejercicio 4. Probar las propiedades anteriores.

Definicién 7. Se define la matriz unidad n x n como la matriz cuadrada con todos sus elementos
cero salvo la diagonal principal en que los elementos son unos

10 --- 0
01 --- 0
Ir=1. . . .
00 --- 1

Es claro que I es el elemento unidad del producto en K"*™

Al =TA=A, VAcK™™.



De particular importancia son las matrices cuadradas invertibles:
Definicién 8. Una matriz cuadrada A € K™*™ se dice invertible si existe otra matriz C € K™*™ tal que
CA=AC=1.

En ese caso se denota C = A~ y se denomina matriz inversa de A.

Comentario: Se demostrard mas adelante que si existe C' tal que CA = I entonces se verifica que

AC =1.
Propiedades

1. Si existe, A~! es tinica.

2. Si existe A™! entonces (A7!)7! = A.

3. (AH~t = (A1)

4. Siexisten A~' y B™! entonces (AB)™' = B~1A™L.
Ejercicio 5. Probar las propiedades anteriores.

Ejercicio 6. Probar que para matrices 2 x 2

fab L d —b
A_<c c):>A _ad—bc(—c a)’

donde la matriz A~ existe si y solo si ad — bc # 0.

Matrices cuadradas semejantes.

Definicién 9. Dos matrices cuadradas A, B € K™" se dice que son semejantes si existe una otra
matriz invertible P € K™*" tal que
P7'AP = B.

En ese caso se escribe
A~ B.
Es inmediato probar las propiedades siguientes:
Propiedades
1. A~y A, VA € KM,
2. Si A ~4 B entonces B ~, A.
3. SiA~; By B ~, C entonces A ~, C.



Tipos importantes y grupos de matrices cuadradas.

Existen diversos tipos de matrices cuadradas importantes:
1. A se dice simétrica si A = Af. Si K = R ello significa que 4 = A’

2. A se dice unitaria si existe su inversa y A™' = Af. Si K = R ello significa que A™! = A’ y en ese
caso se dice que A es ortogonal .

Definicién 10. Un conjunto G de matrices cuadradas n X n es un grupo si verifica las propiedades
stquientes:

1. Si A, B € G entonces también AB € G.

2. Si A€ G entonces existe A=t y A7l € G.
Ejercicio 7. Probar que si G es un grupo de matrices cuadradas entonces I € G.
Ejemplo 5. Grupos importantes de matrices son:

1. GL(n,K) ={A € K™ : 3A~'} (Grupo general lineal).

2. O(n) ={A e R™" : JA 1y cumple A=t = A'} (Grupo ortogonal).

3. Un)={AeCv : AL y cumple A=t = AT (Grupo unitario).

Ejercicio 8. Probar que los conjuntos anteriores son grupos de matrices.

Traza de una matriz cuadrada.

Definicién 11. Dada una matriz cuadrada A = (a;;) € K™" se define su traza como la suma de los
elementos de la diagonal principal

n
trA:Zan‘ = Qi1+ Qg2 + - - Ay

=1

Propiedades

1. tr(A+ B) = trA + trB.
2. tr(cA) = ctrA.

10



3. tr(AB) = tr(BA) .

Demostracion: Las tres se prueban facilmente. Veamos la tercera

n

tr(AB) = (AB)ii=Y_> aubi =Y > bray = tr(BA).

i=1 i=1 k=1 k=1 i=1

5. MATRIZ DE CAMBIO DE BASE VECTORIAL

Sea V' un espacio vectorial sobre K de dimensiéon n y sean
B ={vy,vs,...,v,}, B ={v],v},... v},
dos bases vectoriales de V. Todo vector & de V podra descomponerse en las dos bases en la forma
T = TV + TV + -+ TRV, T = (V] +ahvy + -+ 2l vl

Denotemos ()p y () a los vectores columna formados con las coordenadas de @ en las dos bases

T x

To xh
(z)p = (@) =

Ty, x

En particular los vectors de la base B pueden descomponerse en la base B’

ay
a21

/ / / . .
Vi = a vy + a1y + -+ anv,,  (vi)p = . ;o J=1...,n

Qn1

Con la notacion de sumatorio estas ecuaciones se escriben

n

§ : /
v; = aji'vj.

J=1
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De esta forma podemos desarrollar cada vector @ en la forma

n n n n n
_ Y. — . T — ( o)y
T = TV, =Y Ty Y A0 = a;;x;j)v;.
j=1 j=1 =1 i=1 j=1
Por tanto
n
/ .
T; = E AijTj = ;101 + QppTo + ++ - ATy, T=1,...,n.
j=1

Es decir el cambio de coordenadas es

!

Xy :a11$1+a12]}2+"'+a1nl’n,
/
Ty = Q21 Ty + A2 To + + -+ + Q2 Top,

Ty, = Ap1 Ty + A2 Tz + * + Qpp Ty
Lo cual se expresa en forma matricial como
(a:)B/ = MB/B(w)B, (5)

siendo Mpp la denominada matriz de cambio de base, que viene dada por la matriz cuadrada

a1x Q2 -+ Aip
a a PR a

Mpp = :21 :22 : 2n = ((’01)3‘(’02)3" e ’(Un)B’). (6)
ap1 Ap2 - Ann

Como consecuencia de (5) se obtiene que

(@) = Mpip(x)s, (7)

luego

—1
Mgy = Mg,

Ejemplo 6. Sean las bases de R?
B={v = (L0)w=(01)} B ={v=@21)0, =034}

Entonces

Por tanto
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TEMA 4: RESOLUCION GAUSSIANA

de SEL’s

Figura 1: Gauss.

1. REDUCCION GAUSSIANA

Matrices escalonadas y escalonadas reducidas

Sea A una matriz en K™*™
ay; a2 - dip
Qg1  Az2 -+ dop

Qm1 Gm2 - Qmp



Podemos escribirla en términos de sus filas en la forma

f1
fa
A= — |
I
siendo
f1 ( ai; Q2 A1n );
f2:(a21 Q22 GQn),
......... ,
fm:(aml am2 amn)~

Definicién 1. Un elemento a;; (por tanto en la fila f;) es el pivote de la fila f; si a;; # 0 y es el
primer elemento no nulo de esa fila comenzando por la izquierda. Es decir

Fi=(0 0« 0 ay£0 ),

Comentarios
1. Una fila de ceros f = o no tiene pivote.

2. El conjunto de pivotes de las filas de una matriz se denomina también conjunto de pivotes de la

matriz.
Definicién 2. Una matriz A se dice que es escalonada cuando:

1. Las filas de ceros (si las hay) estdn situadas en las dltimas filas de la matriz
fi#o
fo#o0




2. Al moverse de arriba hacia abajo por las filas distintas de o los pivotes se van desplazando estric-
tamente hacia la derecha. De forma equivalente, debajo de cada pivote solo hay ceros.

Ejemplo 1. La matriz

0 i -1 21
A=1 01 -4 8 0
00 0 00

no es escalonada pues el pivote de la sequnda fila no esta estrictamente a la derecha del pivote de la
primera fila.

Ejemplo 2. La matriz

4 0 0 12
01 —4 8
A= 00 2 0
00 0 0
es escalonada.
Ejemplo 3. La matriz
4 0 0 12
01 —4 8
A= 00 2 0
00 0 2

es escalonada.

Definicién 3. Una matriz A se dice que es escalonada reducida cuando:
1. Es escalonada.
2. Todos los pivotes son iguales a 1.

3. En la columna de cada pivote no solo son cero los elementos por encima del pivote sino también
los de debajo del pivote.

Ejemplo 4. La matriz

cocom
cokrOo
oNv oo

-y
oo wly

es escalonada reducida.



Reduccion Gaussiana a la forma escalonada

Definicién 4. Sean A y B dos matrices en K™*" se dice que A es equivalente a B y lo indicaremos
como

A~ B,

si podemos obtener B a partir de A mediante una serie de operaciones basicas de los tipos siguientes:

1. Intercambiar dos filas distintas:

Fief, i#]
2. Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero:
fi—cfi, (c#0).
3. Sumar a una fila un maltiplo de otra fila:
fi— fitcfy (i # j,c#0).

Teorema 1. Toda matriz es equivalente a una matriz escalonada, de hecho a una matriz escalonada
reducida .

En lugar de hacer la demostracion describimos a continuacién el denominado método de Gauss
para reducir una matriz A cualquiera a otra escalonada equivalente. Para ello partiremos de la expresion
de A en términos de sus columnas

A= (c1 Ccol - cn).
a1 Q12 Q1n
a1 22 A2p
C| — ) s Coy — ) s ceey C, —
am1 Am?2 Amn

Supondremos que la primera columna no es el vector cero ¢; # 0, en caso contrario comenzariamos con
la primera columna no cero mirando desde la izquierda.

Paso 1: Localizamos la fila f, en que esta la primera componente no nula de ¢,

Cc, =




Si no es la primera fila (i # 1), entonces efectuamos la operacion:
fie |

Asi obtenemos una matriz A’ en que aj; # 0.

Paso 2: Generamos ceros en la primera columna de A" debajo de a}; mediante operaciones elementales

del tipo
fi— Fitcfi, (i#1,c#0).

De esta forma se obtiene una matriz de la forma

! / /
an#o‘ Qg 0 Gy
1/ /
0 Qoo+ gy,
Al =
! !
0 am2 o amn

Paso 3: Aplicamos el mismo procedimiento a la submatriz de dimensiones (m — 1) x (n — 1)

" "
(g -+ gy
! . . .
Ay = : : : )

" L. "
m2 mn

a

para llegar a una matriz equivalente de la forma

1 1 1 1
ayp Qo | gy - Ay,
1/ 1 1
0 agy | agy -+ ay,
1 1
1 1
0 0 |ans - an,

Paso 4: Aplicamos sucesivamente el mismo procedimiento hasta llegar a la forma escalonada.

Una vez que se ha obtenido la forma escalonada, para llegar a la forma escalonada reducida se
aplican las operaciones basicas para reducir los pivotes a la unidad y a cero los elementos de matriz por

encima de los pivotes.

2. RESOLUCION GAUSSIANA de SEL’s

Sistemas de ecuaciones lineales



Denotemos mediante (S) a un sistema de m ecuaciones lineales (E}), ..., (E,,) con n incégnitas
T1,...,T, en K:
(Er); @z +aiay+ -+ a1 ¥y = by,
(Ea); G121 + ag g + - -+ + Az Top = by,

(L (1)

(Em)7 am1x1+am2x2+"'+amnxn:bm-

En forma matricial se escribe

Ax = b,
donde
a1 a2 - Aip
Q21 G2 -+ A2 . .
A= ] ] ] ] = matriz de coeficientes
Am1 Am2 ' Qmn,
T by
Z2 by
X = = vector de incégnitas, b = = vector de términos independientes
T bm

Comentario: Hacemos notar que todas las columnas ¢; de la matriz A son distintas del vector cero,
ya que si fuera ¢; = o la incégnita x; no apareceria en ninguna ecuacion del SEL.

Definicién 5. Definimos la matriz ampliada A asociada al sistema (S) como la matriz de m filas y
n+1 columnas

a1n Q2 - Qip by
~ a1 Gz -+ Qon | bo
A= (Alb) =

Am1 Am2 - Amn bm7

Comentario: La correspondencia (.5) <> A entre SEL’s y matrices (ampliadas) es biyectiva. Es decir,
dado un SEL estd determinada su matriz ampliada asociada.

Ejemplo 5. Para el SEL
To +ixg =1,
(S) —$1+$4:1—i
X1+ Ty — Ty = 0.

su matriz extendida asociada es

D



Ejemplo 6. Dada la matriz
1 1 -1 0 1
-11 0 1 1+47)°
Es la matriz extendida A del SEL siguiente

x1+$2—$3:1
S o
( ){—£C1+ZC2+ZC4:1+Z.

El método de resolucion Gaussiana

Este método para resolver SEL’s se basa en el teorema siguiente:

Teorema 2. Si Sol(S) denota al conjunto de vectores x € K" solucion de un SEL (S) con matriz

ampliada A. Entonces si (S') es el SEL asociado a un matriz ampliada A’ equivalente a A se verifica
que

Sol(S) = Sol(S").

Es decir (S) y (') tienen el mismo conjunto de soluciones.

Demostracion: Basta traducir la operaciones basicas sobre la matriz ampliada A en operaciones sobre
las ecuaciones del sistema (S) de ecuaciones lineales:

1. Intercambiar dos filas distintas en A:

2. Multiplicar una fila de A por un nimero distinto de cero:
(E;) — c(Ey), (c#0).
3. Sumar a una fila de A un multiplo de otra fila:
(E;) = (E) +c(E;), (i#j,c#0).

En todos los casos, las condiciones sobre las incégnitas que imponen el SEL original y el SEL transfor-
mado son equivalentes, asi que el conjunto de soluciones es el mismo [

Comentarios: De esta forma la estrategia para resolver un SEL (5) es

1. Se considera la matriz ampliada A de (S) y se determina una matriz escalonada A’ (o escalonada
reducida) equivalente a A.



2. Se resuelve el SEL (5') correspondiente a A'.

Ejemplo 7. Consideremos el sistema del ejemplo 5:

$2+i$3:1,
() —x1+ay=1—1
x1+x2—x420.

su matriz extendida asociada es

e}
—_
.
)
—_

—
—_
=}
|
—_
=}

una escalonada equivalente es
-1 0 0 1 1—2
i 0 1

S
|

(@]
—_

Luego (S) es equivalente a
—T1 + x4 = 1— 7:,
(S) ) —|— i[[‘g = ]_

Por tanto resolviendo el sistema
IL‘3:17 Ztgzl—ixg:l—i, $4:1—i+l'1.
Es decir, podemos tomar x1 como incognita libre y escribir la solucion en la forma

r1 = arbitraria, wo=1—1, x3=1, x4=1—1i4 x1.

El teorema de Rouche-Frobenius

Para resolver un SEL (S”) correspondiente a una matriz escalonada A’ se analiza primero si el SEL
es compatible (tiene solucién) 6 incompatible (no tiene solucién). Veamos que el sistema es compatible
si y solo si la matriz A" no posee filas en que el tinico elemento distinto de cero es el tltimo.

f{mc = (OO o 'Oanrl 7& 0)
Es claro que si existe una fila de este tipo, tendriamos una ecuacién del SEL (S)" que no tiene solucién

O = Cn+1.



me tendremos que las filas de A’ distintas de o tendrén pivotes en posiciones
distintas de la 1ltima componente

Estas filas dan lugar a ecuaciones lineales de la forma

Si no existen filas f;

/ / / Y
Qi+ Qi T+ o+ QT = by

Cada una de estas ecuaciones permite despejar la incégnita x; en funcién de z;4q, ..., zp.
!/ / /
ij+1 in n+1
sz—(—/$j+1+"'+—/fﬁn)+ i
@;j @ij i

Incognitas x; ligadas a las posiciones de los pivotes en filas de este tipo se denominan incégnitas
principales. El nimero p de incognitas principales es igual al niimero de pivotes de la matriz A , que al
suponer que no existen filas f/, . es igual al de pivotes de A’ siendo A’ = (A’|b’). Despejando incégnitas
principales en las filas de A’ distintas de o, empezando por la fila en la iltima posicion y siguiendo de
arriba a abajo. Encontramos asi que el SEL tiene solucién (es compatible) y que la solucién es dada
por una serie de ecuaciones que expresan las incognitas principales en términos de las no principales
(incégnitas libres). Entonces la solucién sera tnica si y solo si el nimero p de incégnitas principales
es igual al nimero n de incégnitas.
Podemos resumir esta discusion en el siguiente teorema:

Teorema 3. Rouche-Fobenius.
Se verifica:

1. El SEL (S) es compatible si y solo si la matriz A = (A’|b') tiene el mismo niumero de pivotes

que la submatriz A" (si y solo si A" no posee filas en que el unico elemento distinto de cero es el
altimo).

2. Cuando (S) es compatible, serd compatible determinado si el nimero de pivotes p de la submatriz
A’ verifica p = n y compatible indeterminado sip < n. En este ultimo caso la solucion dependerd de
las n — p incognitas libres.

Comentarios: Si el SEL es homogéneo

a11x1+a12x2+~~+a1nxn:0,
A1 T1 + Q2 Ty + + -+ + Aoy Ty, = 0,

(¢ (2)

Um1 T1 + Am2 Ta + -+ + Amn T = 0.
el sistema es siempre compatible pues siempre tiene la solucién trivial
1 =Tg="-=x,=0.

Como en este caso b = o entonces A = (A|o) y es inmediato ver que también A’ = (A’|o) y por tanto

podemos proceder aplicando reduccién Gaussiana a A en lugar de a A. Asi, si p es el numero de pivotes
de la matriz A’, el sistema serd compatible determinado cuando p = n y compatible indeterminado
cuando p < n. En este iltimo caso la solucién dependera de las n — p incégnitas libres.



3. APLICACIONES de la RESOLUCION GAUSSIANA

Veamos ahora como muchas de las cuestiones planteadas anteriormente se reducen a cuestiones sobre
SEL’s.

Independencia lineal

Sea {aj,...,a,} un conjunto de vectores de K". Veamos como resolver diversos problemas de
dependencia lineal, calculo de coordenadas, cambios de base... mediante resolucién de SEL’s.

.Son linealmente independientes? (Se supone m < n)

La pregunta es equivalente a saber si la tunica solucion z1, ..., x,, € K de la ecuacion vectorial

riay + ...+ 2,4, = O,

es la trivial

Ty =T9g ="+ =x,; =0.
Si escribimos los vectores {a,...,a,} en forma de columnas con n componentes
a1 12 A1m
21 22 A2m
a; = , Qg = ) , Ay =
an1 Ap2 Apm,

La cuestién es saber si el sistema homogéneo

a11x1+a12$2+"'+a1m$m:0,
a1 T1 + Qg2 Ty + - -+ + Ao Toy, = 0,

an1x1+an2x2+"'+anmxm:0~

que en forma matricial se escribe

Ax =0, A= (a1]--|an),

admite solo la solucién trivial.

10



Si m > n entonces {ai,...,a,} C K" serdn linealmente dependientes ya que dimK" = n < m.
Supongamos que queremos extraer el mayor subconjunto linealmente independiente de entre
estos vectores. Para ello determinamos una matriz escalonada A’ equivalente a A

A=(a| - |am) ~ A" = (a}]---]a,).
Las soluciones de las dos ecuaciones vectoriales
ria;+...+r,a, = O,

y
/ /
ria, + ...+ 0, = 0,

son las mismas y es sencillo comprobar que al ser A’ una matriz escalonada, un subconjunto linealmen-
. . . ! ! 7z ! !

te independiente maximal de {aj,...,a;,} estd formado por los vectores columna {a; ,...,a; } que

contienen pivotes de A’ (todos los demds vectores columnas son combinaciones lineales de estos). Lo

mismo ocurrird entonces con los vectores columna {a;,,...,a;. } : son un subconjunto linealmente inde-

pendiente maximal de {aq,...,a,,}. Adviértase que forman entonces una base vectorial del subespacio

lineal Lin{a,...,a,}.

Coordenadas respecto de bases vectoriales

Sea {ai,...,a,} un conjunto de vectores linealmente independientes de K" (asi que m < n).
Denotemos M al subespacio lineal
M = Lin{a,...,an}.

Por tanto B = {ay,...,a,} es una base vectorial de M. Dado
b
by
beM, b=|
bn
para encontrar las coordenadas zq,...,z,, de b en la base B

b=za+...+2,a,,

basta resolver el SEL
A Ty + @12 T2 + -+ Ay Ty = by,
21 T1 + Q22 T + -+ - + A2y Toy = ba,

an1x1+an2x2+"'+anml‘m:bn~

11



Como la solucién existe y es tnica, el niimero de pivotes de la matriz ampliada escalonada A’ serd igual
a m el nimero de incégnitas, asi que A’ tendrd n — m filas cero. En particular la matriz ampliada
reducida A’ serd de la forma

10 0 T
01 0 T9
A=1|0 0 1|z,
00 - 0
00 -+ 0]0

Es decir, las m primeras coordenadas de la iltima columna nos dan las coordenadas pedidas.

Resolucién miiltiple de un SEL

Si queremos determinar las coordenadas de varios vectores

bi,....,b,eM, by=| |, k=1,..r

en lugar de resolver un SEL para cada uno de ellos

a1 T1 + A2 To + - -+ Q1 Ty = by,
(21 T1 + Qg2 Tg + -+ - + A2y Tom = bog,
(S e k=1,...,r (5)

an1$1+an2x2+"'+anm$m:bnk-

es mas facil usar una resolucion miiltiple. Para ello aplicaremos la reducciéon Gaussiana a la matriz
ampliada

a1 @iz Gy | D11 o by
~ a1 Ay -+ Qo | bor - by
A:(A|b1|...|br): ]

Ap1 Ap2 - Anm bnl e bnr

12



y determinaremos su matriz escalonada reducida equivalente, que sera de la forma

10 -« 0|lazy -
01 - 0| a9 - o
A=100 - 1|z - zm
00 --- 0/l 0 --- 0
o0 --- 0/l 0 --- 0

Asi que las m primeras componentes de las r ultimas columnas nos proporcionan las coordenadas
pedidas.

Cambio de base vectorial. Matriz asociada

Sea V' un espacio vectorial sobre K de dimensiéon n y sean
/ / /! /
B ={vy,vq,...,v,}, B ={v},v;...,v,}

dos bases vectoriales de V. Como hemos visto anteriormente, para determinar la matriz de cambio de
base Mp/p que relaciona las coordenadas de un vector  en ambas bases

(33)3/ = MB’B(:B>B>

necesitamos conocer las coordenadas de los vectores v; de la base B respecto de los vectores v} de la
base B’

a11
21
_ ! I I _ : =1
v = a1V + a1V, + -+ anv,  (vi)p = ) o)=L
Qan1
De esta forma la matriz de cambio de base viene dada por
a1 Q2 - Aip
Q21 Q22 -+ Q2p
Mp=| 0T T | = (wos|w2)s |- [was). (6)
Gp1 QAp2  **  App

13



En general conocemos de partida los vectores de ambas bases como elementos de K", asi que podemos

aplicar al método de resolucién simultanea visto en el apartado anterior. De esta forma partimos de la
matriz ampliada

/ / /
Vg Vg 0 U | V11t Uip
/ / /
/ / / n
T @l o]y = | 22 |
’ / /
Uni Un2 " Upp | Unl Unn

y determinaremos su matriz escalonada reducida equivalente, que sera de la forma

1 0 --- 0 a1 Q1np

~ o1 --- 0 921 aon

A= Lo : : : - (I|MB/B)'
00 -+ 1|apn Ann

Lo que nos proporciona la matriz de cambio de base.

Ejemplo 8. Determinar la matriz de cambio de base para las bases de R? siguientes

B = {(17 L, O)’ (_1’ L, 1)7 (07 L, 2)}’ B = {(27 L, 1)? (07 0, 1)7 (_17 L, 1)}
Formamos la matriz ampliada

_ 2 0 —-1/1 =1 0
A= 10 1|1 1 1
11 10 1 2
Empleando transformaciones basicas
10 1|1 1 1

00 —-3|-1 -3 -2
1 011 11
(F2—>F2—2F1,F3%F3—F1>—> 01 0|-1 01
010(-1 01
1 0 1 1 1 1
FBoFR) —|o01 0o|-1 0 1 |.
00 —-3|—-1 -3 -2
10 0/2/3 0 1/3
(Fg—)—F3/3) — (F1 —)Fl—Fg) — 0O 1 0]-1 0 1
00 1[1/3 1 2/3
Por tanto
2/3 0 1/3
Mpp=| =1 0 1
1/3 1 2/3

14



Calculo de la matriz inversa

Si A € K™™ es una matriz cuadrada cualquiera y ey, ..., e, son los vectores de la base canodnica de
K", podemos escribir
A= (Aey|---|Ae,).

De igual forma, si existe la matriz inversa podemos escribir
A= (Atey| - |Ae,).
Por tanto calcular la matriz inversa es equivalente a calcular los vectores
v, =Ate, v, = Ale,.
Pero estos vectores son las soluciones de los SEL’s
Av, =eq, -+ Av, = e,,.

con matriz de coeficientes A. Podemos entoncer usar el método de resolucién simultanea partiendo de
la matriz ampliada

A= (Alei]-e,) = (A]I).

Asi, reduciendola a la forma escalonada reducida equivalente nos qudara
A= (I|vy| -+ w,) = (I]A7Y).

Ejemplo 9. Sea la matriz

12 2
A=12 1 =3
11 -1
Formamos la matriz ampliada
N 12 21100
A=12 1 -3|/0 1 0
11 -1]0 0 1

0 0] 1 2 4
1 0[-1/2 —3/2 7/2
0 1| 1/2 1/2 =3/2

Por tanto

1 2 —4
A= -1/2 =3/2 7/2
/2 1/2 -=3/2

15



Ecuaciones intrinsecas de un subespacio vectorial

Una manera simple de definir subespacios vectoriales M de K" es a través de un sistema de ecuaciones
homogéneas
a1 Ty +apres+ -+ a1y Ty = 0,
a21 1 + Q22 o + + - + A2y Lo, = 0,

1 T1 + Qo To + -+ + A, Ty, = 0.

que se denominan ecuaciones intrisecas de M. Es decir M es el conjunto de vectores x de K" que
verifican la ecuacién matricial

Ax = o, (7)
donde

x

aip G2 - Qip T

Q21 Q22 -+ A2

A= , X =

Am1 Am2  *°°  Amn,

In

Ejercicio 1. Probar que el conjunto M determinado por la ecuacion matricial (7) es un subespacio
vectorial.

Ademads todo subespacio vectorial M de K" admite un sistema de ecuaciones intrinsecas. Para
probarlo, supongamos que conocemos una base vectorial B = {ay, a@s, ..., a,} de M dada en forma de
columnas por

11 a12 A1m

21 22 Q2m
a; = . s as; = . 5 5 a,, =

an1 an2 Anm

Para saber si un vector x de K"
X1

X2

Ty

16



pertenece a M bastara con saber si puede descomponerse como combinacion lineal
X =cay+ -+ cnpa,,.
Es decir si es compatible el SEL siguiente

a11C1 + A2 C2 + -+ + A1 C = T1,
Q21 C1 + Q22 Co + -+ + Qo Cy = T3,

Qp1 €1+ Ap2Co + -+ - + Qpyy Cpy = Ty

Para ello consideraremos la matriz ampliada

aixr Gz - Aim | X1
~ G21 G2 -+ d2m | T2
A= . . . . A
Apn1 Ap2 - Apm | Tn
y la reduciremos a forma escalonada
/ / /
CLll CL12 cc (Ilm Cllxl + cte _|'_ Clnxn
/ /
0 ay -+ ay, C21%1 + -+ Conp
A /
A = 0 0 - ap,| i+ + Cnoy
0 0 0 b11$1+---+b1nxn
0 0 e 0 bnfmlxl e bnfmnxn

De esta forma el SEL es compatible si y solo si los elementos extremos de las tltimas filas se anulan.

Es decir
bz + -+ bz, =0,

boyx1 + -+ 4 bopzy, =0,

bnfmlxl st bnfmnxn =0.

Estdn son las ecuaciones intrisecas de M.
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TEMA 5: APLICACIONES LINEALES

J “" .‘~ A
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Figura 1: Todas las aplicaciones lineales se reducen a matrices.



1. APLICACIONES LINEALES

Aplicaciones lineales. Ntcleo, espacio Imagen y rango.

Las aplicaciones mas sImples entre conjuntos son las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales.
Pueden adoptan diversas formas en espacios vectoriales de funciones (operadores diferenciales, opera-
dores integrales,. .. ), pero si estos espacios son de dimension finita se reducen a matrices.

Definicién 1. Dados dos espacios vectoriales V- y W sobre el mismo cuerpo K se denomina aplicacién
lineal de V en W a toda aplicacion

T:V—->W w="Tv,
que verifique

1. Para todo par vi,v9 €V
T(’Ul + ’02) = T’Ul —+ T’UQ.

2. Para todoce K yv eV
T(cv) = ¢(Tv).

E's decir:

La imagen de la suma es la suma de las imadgenes
La tmagen de un numero por un vector es el nimero por la imagen del vector

Se denomina
Nicleo de T': KerT = {v € V tal queTv = o},

Imagen de T': ImT = {w € W : existe v € V tal queTv = w},

Propiedades

1. KerT' es un subespacio vectorial de V.
2. ImT es un subespacio vectorial de W.
3. To=o.

4. T(—v) = —Tw.



5. Dado v € V de la forma
v =caq + - cpay,

entonces
Tv=cTa,+---c;/Tay.

6. Si {ug,us,...,u,} es una base de V, entonces

ImT = Lin{Tuy, Tus, ..., Tu,}.

Ejercicio 1. Probar todas las propiedades anteriores.

Teorema 1. Dada una aplicacion lineal

T:V—->W, w="Tov,

se verifica
dimV = dim(KerT") + dim(ImT"). (1)
Demostracion:
Sea {uq,...,u,} una base de KerT (T'u; = 0) y ampliemosla a una base {w1, ..., Um, Umi1,---,Vn}

de V. Entonces
ImT = Lin{Tuy,...,TUp, TV 11,...,Tv,} = Lin{Tvp11,...,Tv,}.

Probemos que {Tv,11,...,Tv,} son linealmente independientes, con lo que (1) quedara probado.
Si existen ¢; € K tal que

1T V1 + -+ Tv, =0 = T(Cns1Vmy1 + -+ + cuU,) = 0,

por tanto ¢, 1Vmy1 + -+ - + v, € KerT' y existird una descomposicion en la base de KerT'

Cmi1Uma1 + -+ Uy =bjug + ... + Uy, = Cpi1Vime1 + -+ + U, — byuy — ... — u,y, = 0.
Alser {uy, ..., Up, Vi1, ..., v, } linealmente independientes, esto es posible solo si todos los coeficientes
son cero. En particular todos los coeficientes ¢; son cero, luego {Tv,,11,...,Tv,} son linealmente

independientes. [

Definicién 2. Se denomina rango de una aplicacion lineal T' a la dimension dim(ImT') del subespacio
lineal ImT'.



Aplicaciones lineales inyectivas. Aplicacion Inversa

Teorema 2. Una aplicacion lineal
T:V—->W w="Tv,

es inyectiva st y solo si

Ker T = {o}.

E's decir cuando
Tv=0 <= v=o. (2)

Demostracion:
(=) Supongamos que T es inyectiva. Al ser T una aplicacién lineal se verifica que

Tv=T(v+o0)=Tv+To,

luego
To = o.

Por otro lado como T es inyectiva, si Tv = o, debe suceder que v = o.
(«<=) Supogamos que (2) se cumple. Entonces si
T’Ul = T'U27

se tiene que
T (v, —vy) = o,

luego por (2) v; — v = 0, asi que v; = va, lo que prueba que T es inyectiva [
Teorema 3. Si T es una aplicacion lineal biyectiva

T:V—=W w="Tv,

entonces su aplicacion inversa
TV W -V, v=T"w,

es una aplicacion lineal.
Demostracion: Dados wy y wy en W, si v1 y v son sus pre-Imagenes (tinicas al ser T biyectiva) en V
T'Ul = Wy, T'UQ = Wy,

se cumple que
T(’Ul + ’Ug) = T’Ul + T’Ug = w; + Wy,

4



luego
T‘l(wl + ’le) =V + vy = T‘lwl + T_l’lUQ.

De igual forma se demuestra que
T Y ew) = T 'w.

O
Ejercicio 2. Probar que una aplicacion lineal
T:V—->W w="Tov,

es biyectiva st y solo si
KerT = {o} y ImT =W

Operaciones con aplicaciones lineales. Composicion

Suma y producto por escalares

Definicién 3. Dadas dos aplicaciones lineales de la forma
T,V —-W, i=1,2,

definimos su suma
T1+T21V—>VV, (T1+T2)U:T1U+T2’0.

Dada una aplicacion lineal
T:V =W,

y c € K, definimos
cT:V—-W, (INv=c(Tv).

Ejercicio 3. Probar que 11 + 15 y cI' son también aplicaciones lineales.

Composicion

Teorema 4. Sean dos aplicaciones lineales de la forma

T:V—->W w="Tuv,

S:W—=U u=S5Sw.

Entonces la composicion de ambas
ST:V =W, u=(ST)v=STv),

es también una aplicacion lineal.



Demostracion: La demostracién es muy sImple usando la linealidad de ambas aplicaciones.
(ST) (v +v2) = S(T(v1 + v3)) = S(T(v1) + T(v2)) = S(T(v1)) + S(T(vy)) = (ST)(v1) + (ST)(v2).

De igual forma se demuestra que

(ST)(cv) = (ST) ().
O

2. TIPOS de APLICACIONES LINEALES

Matrices

Matrices como aplicaciones lineales

Como vimos en el capitulo 3, una matriz A de dimensiones m X n determina una aplicacion lineal del
espacio vectorial K" en el espacio vectorial K™

A:K"—> K™ y=Ax.

En esta construccién Az denota el producto de la matriz A por el vector columna (matriz columna) «.
Las coordenadas del vector y vienen dadas por

n

yi:Zaijarj, Z:]_,,m (3)

J=1

Obviamente, debido a las propiedades del producto matricial esta aplicacion verifica los requisitos
exigidos a una aplicacion lineal:

1. Para todo par vy, v, € K"
A(’Ul + 1)2) = A’Ul + A’UQ.

2. Paratodoce Ky v e K"
A(cv) = c(Av).

Adviértase también que si denotamos mediante a; a las columnas de A
o)

Ax = x1a1 + 2201 + - + T, (4)

A= <a1‘a2

entonces

6



Aplicacion lineal asociada a un SEL

Sea (S) un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas xy, . .., z,, en K:

a1 T1 + @12 Ty + -+ - + a1y Ty, = by,
A1 T1 + Q22 To + -+ + A2y Toy = b,

(S (5)

am1x1+am2x2+”'+amnmn:bm'

En forma matricial se reduce al problema siguiente: Dado un vector b € K™ determinar los vectores
x € K" que verifican

Ax = b,
donde
X1 by
ailr Q2 - Qip To ba
G21 Q22 -+ Q2p .
A= —(a1a2~~‘an>, X = , b=
am1 Am2 Amn, )
Ty, b,

Si consideramos la matriz de coeficientes A como una aplicacién lineal
A: K" — K™, Aplicacién lineal asociada al SEL (.9),

entonces el problema es caracterizar el subespacio ImA de K™ para poder decidir dado b € K™ si
pertenece o no a ImA. Si consideramos las base canénica {ej, es, ..., e,} de K", entonces sabemos que

ai:Aei, i:17...,n

y que
ImA = Lin{Ae,, Ae,, ..., Ae,} = Lin{ay,as,...,a,}.

En particular considerando el sistema homogéneo asociado (.Sy)

a11$1+a121}2+"'+a1n$n:0,
Q91 T1 + A2 Tg + + -+ + agp Top = 0,

()4 e (6)

Am1 L1+ Ama Tg + -+ + A T, = 0.
En forma matricial se reduce a determinar los vectores x € K" que verifican
Ax = o.

Es decir a caracterizar
KerA = {x € K" : Ax = o}.

Ejercicio 4. Probar que el conjunto de soluciones Sol(S) del SEL (S) satisface

Sol(S) = {xo + x siendo xo una solucion cualquiera de (S) y x la solucidn general de (Sy) }



Operadores diferenciales

En el capitulo 2 vimos que dado un intervalo abierto I = (a,b) el conjunto C™)(I;K) de funciones
u : I — K que son derivables hasta el orden k£ con derivadas continuas es un espacio vectorial sobre K
con las operaciones

Suma : (u+v)(z) = u(z) +v(x); Producto por escalares ¢ € K: (cu)(z) = cu(z).

Por otro lado sabemos que la operacion de derivacién de funciones es lineal. Es decir: la derivada de
una suma es la suma de las derivadas y la derivada de una constante por una funcién es la constante
por la derivada de la funcion

D(u(z) 4+ v(z)) = Du(x) + Dv(x), D(cu(x)) = cDu(x),
donde D = % denota la derivada respecto de x
Las mismas propiedades se cumplen para las derivadas de orden cualquiera
D™"(u(z) +v(x)) = D"u(z) + D"v(x), D"(cu(zx)) = cD"u(zx).

Lo cual nos lleva a introducir un tipo natural de aplicaciones lineales sobre espacios de funciones
derivables.

Definicién 4. Sean a, = a,(x) (n = 0,1,ldots, p) funciones dadas de C™N)(I;K) con p < N, entonces
podemos definir la aplicacion lineal

T:C™(I;K) = CWV=P(I;K),
dada por

Tv = ay(x)DPv(x) + ap—1(x)DP v(z) + - - - ar(x) Dv(x) + ao(x)v(x)

que se denomina operador diferencial de orden p.

Comentarios

1. Los operadores diferenciales son objetos fundamentales en la teoria de ecuaciones diferenciales
lineales.

2. Una ecuacién diferencial lineal es una ecuacién del tipo: dada la funcién b(x) en CV=P)(I;K),
encontrar funciones v(x) en CW)(I;K) tal que

Tv=0.

3. Las ecuaciones diferenciales lineales se estudian en las signaturas de Métodos Matematicos I y II.
Ejercicio 5. Sea el operador diferencial
T: 0 K) — CO(I;K),
dado por
Tv = D*v(x).

Determinar Ker T.



3. MATRIZ ASOCIADA a una APLICACION LINEAL

Definicién 5. Sea una aplicacion lineal

T:V—-W, x=Tx

Y

y dos bases vectoriales B = {vy,...,v,} y B = {v},...,v,} de V y de W respectivamente. Cada
vector imagen de la base B tiene una descomposicion unica en la base B’

m
/ .
T’UZ': E CLji’Uj, Z:]_,...,?’L. (7)
Jj=1
La matriz
ayjp a2 - Aip
Qg1 A2 -+ dgp

(T)pB = (ai;) =

Am1 Am2 - Qmp

se denomina matriz asociada a T respecto de las bases B y B'.

Expresiones alternativas de T p

1. Si escribimos como vectores columna las componentes en la base B’ de los vectores imagen Tv;

an a2 Qin
21 Q22 Qo

Top=| |, Tode=| " |, .., Tw)e=| |,
am1 Am2 Ao,

podemos caracterizar la matriz en la forma

@b%:(@mm,

(T'UQ)B,‘ . ‘(T’Un)B/>.

2. Si escribimos x y x’ en x’ = Tx desarrollados es las bases B y B’

n m
2 : / § : ’o
X = T;Vq, X = l'j’Uj,
i=1 j=1



y usamos (7)

n n n m m n
! / ! . o ! /
x = E ) —T(E Tv;) = E z;Tv;, = E T E ajiu; = E (E ajl-a:i)uj.
i=1 i=1 =1 =1

j=1 i=1
Es decir
/ R—
Ij = A ;s
=1

Por tanto usando vectores columna para las coordenadas de x y de x' = T'x

T x)

To xh
(x)p = , (X =

Tn x

nos queda

(x')p = (T)ps(x)B

Ejemplo 1. Sea
T:R=RY T(x,y,2)=(x—yz+22yy+2).

La matriz asociada en las bases candnicas es
-1
(Tps =

O O = =
— O N O

0
1
1
Ejercicio 6. Calcular las matrices (en la base candnica) correspondientes a las siguientes transforma-

ciones lineales T : R?> — R? :

1. Dilatacion de magnitud ¢ > 0
Tv = cv.

2. Rotacion de m/2:
T(z,y) = (-y, ).

3. Reflexion respecto de la diagonal principal:

T(z,y) = (y,z).
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stretching 90° rotation reflection projection

Figura 2: Aplicaciones lineales.

Solucion:

c 0
ca (50

0 -1
cas (V)

0 1
sas (U1,

Propiedades

1. Si A; y A; son las matrices asociadas a dos aplicaciones lineales (en ciertas bases By B’ de V' y
W)

T, V=W, 1=1,2,

entonces A; + A, es la matriz asociada a 17 + T5.

2. Si A es la matriz asociada a la aplicacién lineal T (en ciertas bases B 'y B’ de V' y W) entonces
cA es la matriz asociada a cT'.

3. Sean
A7 matriz asociada a T : V — W en las bases B de V' y B’ de W,

Ag matriz asociada a S : W — U en las bases B’ de W y B” de U,

Agr matriz asociada a ST : V — U en las bases B de V' 'y B” de U.
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Entonces Agr es el producto
Asr = AsArp.

4. Si A es la matriz asociada a una aplicacién lineal biyectiva
T:V =W,
(en ciertas bases By B’ de V' 'y W), entonces A~! es la matriz asociada a la aplicacién inversa
Tl w =V,

respecto de las bases By B de Wy V.

Demostracion: Haremos solo la demostracién de la propiedad 3. Para ello introducimos vectores columna
(x)p = coordenadas de x en la base B de V,

(x")p = coordenadas de x’ = T'x en la base B’ de W = (T)p5(X)5
(x")pr = coordenadas de x” = Sx’ en la base B” de U = (S)grp/(x)g/,

Entonces
(x")pr = () pr/(X)p = (S)pre/(T)p5(X)p = (AsAr)(X) B,

lo que demuestra la propiedad 3.

Cambios de base y (T)pp

Supongamos una aplicacién lineal

T:V =W, x =Tx,

y que tenemos bases By y B} en V' y W, respectivamente. La matriz de la aplicacién en estas bases
verifica

(X)p; = (T) BB, (X) B

Si efectuamos cambios de bases en ambos espacios V' (cambiamos By por Bs) y W (cambiamos B
por B)), entonces

/ /
(x")B, = Mpyp; (X )B;,  (X)B, = MB,5,(X) B,y
donde Mp;p; y Mp,5, son las matrices respectivas de cambio de base. De esta forma obtenemos

(x') gy, = My (T) gy 5, (x) B, = My (T) B 5, M, 5, (X) B,

Lo que quiere decir que la férmula

(T) By, = Mpyp (1) prs, M5,

nos da la expresién de la matriz de la aplicacién lineal 7" en las nuevas bases Bj y Bs.

12



TEMA 6: DETERMINANTES

1. DEFINICION DE DETERMINANTE

Permutaciones.

Definicién 1. Sea {1,2,...,n} el conjunto de los n primeros nimeros naturales. Llamaremos permu-
taciéon de n objetos a toda aplicacion

o:{L,2,...,n} —-{1,2,...,n} que sea biyectiva.

Denotaremos
Sn = {conjunto de todas las permutaciones de n objetos},

que tiene n! elementos distintos.

Comentarios
1. Escribiremos las permutaciones de S,, en forma de matrices de dos filas y n columnas
o — 1 2 .. n
\od) o(2) -+ on) )7

La primera fila esta formada por los nimeros 1, 2, ..., n y la segunda fila por sus imagenes mediante
la permutacion.



2. El conjunto S,, con la operacién de composicion de aplicaciones es un grupo. Es decir

Ejemplo

significa

La composicién de permutaciones (07)(i) = o(7(i)) es de nuevo otra permutacién ( una
aplicacién biyectiva de {1,2,...,n} en {1,2,...,n}).

La composicién de permutaciones es asociativa (07)\ = o (7).

Exista una permutacion identidad e que es el elemento neutro de operacién de composicién
oe =eo =0, Vo. Es dada por e(i) =i, V1 <i<n.

1 1

Toda permutacién o posee una permutacién inversa o1 tal que oo™ = 07 lo = €. Si j = o (i)

entonces i = o~ 1(j) .

1. La permutacion de Ss

o:{1,2,3,4,5} —»{1,2,3,4,5}, o= <

o(1)=3, 0(2)=2, o(3)=5 o4)=1, o) =4

Si tomamos otra permutacion

La composicion de ambas es la permutacion

NN
ot ot W

1
oT = 3
3

Ejemplo 2. La permutacion de Sj

tiene por inversa

L (12345
9 =\421 5 3

Ejemplo 3. Paran =2 yn = 3 los correspondientes grupos de permutaciones son

#(13)(27)



Definicién 2. Dada una permutacion o € S,, se define su paridad p(c) como

donde n(o) es el nthuero de inversiones de la permutacién o
n(o) = nimero de pares (i,7) coni < j yo(i) > o(j) .

Para calcular n(o) miramos para cada o(7) en

cuantos o(j) con j > i estdn a su izquierda. La suma de todos estos nimeros es n(c). Si n(o) es par

(impar) entonces la paridad p(o) es igual a 1 (a 1).

Ejemplo 4. Las paridades de las permutaciones en Sy son

UIZG ;),p(al):L 02:(; f),p(@):—L

Ejemplo 5. Las paridades de las permutaciones en S3 son

12 3 1 2 3 1 2 3
0’1:(1 9 3>7p(0'1)2170'22<1 3 2)727(02):—170'3:(2 3 1)7p(03):1

1 2 3 1 2 3 1 2 3
0'4:<2 1 3),p(0-4):_1,0-5:(3 1 2)71)(0-5):170-6:(3 9 1>7p(0-6):_]'

Propiedades

1. La paridad de un producto de permutaciones es el producto de las paridades
ploo’) = p(o)p(a’).
2. Las paridades de una permutacién y de su inversa son iguales

p(o™") = plo).

Demostracion:

Para probar la propiedad 1 introducimos la nocién de transposicion: permutacién 7 en que solo

se intercambian dos elementos i < j de {1,2,...,n} quedando todos los dems fijos. Es decir:

(i) =4, 71(j) =1, 7(k)=k VYk+#1,j.



Toda permutacién se puede descomponer (aunque no de manera tinica) como un producto de transpo-
siciones
0 =T1T2" " Tm,

donde el nimero m de transposiciones en dos descomposiciones de ¢ solo puede variar en un nrhero
par. Por tanto la paridad satisface p(0) = (—1)™ independientemente del producto de transposiciones
que usemos. Por tanto si

o =TT T

oo’ =TTy - -TmT{Té - -T{n/ Sad p(UU') = (—1)m+m/ = P(U)P(U')'

La propiedad 2 se deduce inmediatamente de la propiedad 1 ya que

ploc™) =ple) =1, plooc) =plo)p(c™?).

Determinante de una matriz cuadrada

Definicién 3. Sea A = (a;;) una matriz cuadrada en K*™™. Se define su determinante como el
numero de K dado por

detA = Z p(O’)Cng(l)GQU(g) © Qpg(n) - (6)
O'ESn
También lo denotaremos como
apy a2 - Qp
ag1 QAg2 -+  Aa2p
detA = |A| = .
Am1 Qm2 Amn

Ejemplo 6. Para matrices 2 x 2

Del ejemplo 4 se obtiene inmediatamente

’A\ = Q11022 — A12G2].



PROOUCTOS POSITIVOS FRODUCTOS NEGATIVOS

Figura 1: La regla de Sarrus.

Ejemplo 7. Para matrices 3 x 3
@11 a1z ais
A= G21 Q22 (23
Ga31 G32 Ag3

Del ejemplo 5 se obtiene inmediatamente

|A| = a11a92a33 — G11023A32 + A12023031 — Q12021033 + Q13021032 + Q13022031 .

Que puede interpretarse mediante la regla de Sarrus de la figura.

De acuerdo con la anterior definicién, para formar los términos del determinante tomamos un ele-
mento de cada fila, de columnas diferentes, los multiplicamos y aadimos el factor de paridad. Veamos
que puede emplearse también una regla de formaciéon andloga con columnas.

Teorema 1. Para toda matriz cuadrada A

Al = |AY.

Demostracion:

Usando la definicién anterior de determinante

|AY| = Z p(a)aia(l)aéoﬂ) - 'afw(n) = Z P(0)as1)100(2)2 * * * Uo(n)n-

oESy oESy



Ahora bién el conjunto S, de todas las permutaciones o de n objetos es el mismo conjunto que el
conjunto de las permutaciones inversas o~!. Por tanto

|At|: Z p(U_l)%flun%fl@)z"'aafl(n)n-

o—les,

Pero p(oc™!) = p(o) y es facil ver que

A5-1(1)105-1(2)2 * " Qo—1(n)n = Alo(1)A20(2) * * " Cno(n),
luego
AT = p(0)aro(1) @202 no(n) = A
O'GSn
O
Consecuencia:

Del teorema anterior se desprende que podemos también calcular determinantes con la féormula

Al = p(0)as1)1e22 - Ao(uin-

UES’n

Es decir para formar los términos tomamos un elemento de cada columna, de filas diferentes, los mul-
tiplicamos y aadimos el factor de paridad.

2. EL DETERMINANTE COMO APLICACION
MULTILINEAL

El determinante como funcion de las filas (o de las columnas).

Podemos escribir la matriz A en la forma




en términos de los vectores fila de K®

f; = ( aip aiz - QGip )7
f, = ( Qo1 Q22 -+ Q2p )7
......... ,
f, = ( Gp1 Qpa  *++  Qpp )
Si nos olvidamos por el momento del caracter de vectores fila de fy, ..., f,, podemos considerar el
determinante de A como una aplicacion que depende de n vectores fi, ..., f, de K"

D :K'x---xK'—K, D(f,....f,)=]|A.
Es decir

D(fi, ..., £.) = > p(0)a1s(1)a20@) ooy = Y P(0)E)e)(E)a@) -+ (Fa)ain)- (7)

O’GSn O’GSn
Esta aplicacién posee dos propiedades fundamentales

Propiedades

1. Linealidad respecto de cada vector f;:

a) D(fy,....§+1f,....£)=D(f,.... 5 ....£)+D(f,... £ ... f,) paratodo par f;, f € K".

b) D(fy,...,cfi,... . £,)=cD(f,.... £, ..., £,) para todo ¢ € K.

2. Antisimetria. Si intercambiamos dos vectores f; y f; con i # j en la funcién D, esta queda
multiplicada por —1

D(fy, ... £, .. £ £)=—D(f1,... £ ... £, .. .f).

Demostracion: La linealidad es consecuencia inmediata de que cada término en (?7) depende linealmente
de las coordenadas de cada vector f;. En cuanto a la antisimetria, venos que

D(fl, ce . ,fj, ‘e ,fi, ce . 7fn) == D(fT(l), ce . 7f7'(i)7 ‘e ,f.,-(n)>,
donde 7 es la permutacién (transposicién) que intercambia I con j:

(i) =74, 7(j)=1, 7(k)=k, Vk#1i,j.



Pero

D(f a1y, ), - Ermy) = Z P(0) 01 (0r)(1)A2(07)(2) * * * An(or)(n)

O’ESn
= — Z P(OT)a1(67)(1)A2(0r)(2) * * * An(or)(n)
UESn
= - Z p(U)CL1a(1)a2a(2) ©t Opg(n)
O'ESn
== Z p(o)(f1)oy(f2)o@) - (F)omy = —D(f1, ..., £,).
oESy
O
De igual manera si introducimos los vectores columna de K™
ai a12 1n by
21 22 Q2n by
C = , Co = s . Cp = s b= 3
Am1 Am2 Amn bm

podemos indicar la matriz en la forma

A= (cl‘cgj---

)
y considerar el determinante de A como una aplicacién que depende de n vectores cq,...,c, de K"
D' :K'x- - - xK'—K, Dfcy,...,c,) =]|A.

Es decir

D'(cy,...,cn) = Z P(0)ao(1)106(2)2 - * * Qo(nyn = Z P(o)(c1)s)(C2)02)  ** (Cn)owm)- (8)

O’GSn O’ESn

Al igual que la aplicacién D la aplicacion D’ posee dos propiedades fundamentales

Propiedades

1. Linealidad respecto de cada vector c;:

a) D'(cy,...,¢c;+¢y...,c,) =D'(cq,...,¢Ciy...,¢u)+D'(cq,...,ci ..., c,) para todo par c;, c;

(2
en K.
b) D'(cy,...,cciy...,cy) =cD'(cy,...,¢iy...,C,) para todo ¢ € K.

2. Antisimetria. Si intercambiamos dos vectores ¢; y ¢; con i # j en la funcién D', esta queda
multiplicada por —1

D'(c1,...,¢jy .y CiyevnyCp) = =D'(C1,y ..., Ciyety €y, Cp).



Consecuencias

Es inmediato deducir como consecuencia de las propiedades anteriores que:

1. Si en un determinante una fila (o una columna) es una suma de dos vectores fila (o vectores
columna), el determinante es igual a la suma de los determinantes.

2. Si en un determinante una fila (o una columna) es el producto de un nimero por un vector fila
(o vectores columna), el determinante es igual al producto del nimero por el determinante.

3. Si en un determinante dos filas (o dos columnas) son iguales el determinante vale cero.

Es también inmediato probar las siguientes propiedades del determinante cuando en la matriz A se
efectian las de operaciones basicas de la reduccién Gaussiana

1. Intercambiar dos filas distintas:

fi < £, (0 # j) = |A] = —|A4].
2. Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero:

f; — cf;, (c#£0) = |A] — c|A]..
3. Sumar a una fila un multiplo de otra fila:

£, — £, + cf;, (i £ j,c £ 0) => |A| — |A..

Una propiedad muy importante es el siguiente teorema

Teorema 2. FEl determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes

[AB| = ||| B]

Demostracion: Escribiendo la matriz B en términos de sus columnas

bn>,

podemos determinar el producto como una matriz con columnas dadas por

B= (bl

b,

AB — <Ab1

Ab,

---‘Abn>.

Por tanto

|AB| = D'(Aby, Aby, -+ , Ab,).
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Si consideramos ahora la aplicacién D" dependiente de los n vectores (by, ba, - -+, b,) definida por

D"(by, by, -+ ,b,) = |AB| = D'(Aby, Aby, - -+ , Ab,,), 9)
es fcil ver que satisface las propiedades de linealidad, respecto de los n vectores (by,bg, -+, b,) de
K™ y antisimetria. Debido a estas propiedades, si desarrollamos los vectores (by, by, -+ ,b,) en la base
canonica (e, eq, - ,€y,)

bi = Zn: bjiej
j=1

se verifica que

D"(by,by, -+ ,b,) = D"(e1,e2, -+ ,€,) Z P(0)bo1)1b6(2)2 - - * bo(nyn = ¢ |B|,

ogE€Sn

donde
"
c=D"(er, ey, ,€,).

En particular, tomando B = I y teniendo en cuenta (9) se obtiene
c= 4], (10)

y por lo tanto |AB| = |A||B| O

Grupos especiales de matrices cuadradas.

En el tema 3 vimos varios tipos de grupos importantes de matrices cuadradas :
1. GL(n,K) ={A € K™ : 3A~'} (Grupo general lineal).

2. O(n) ={A e R™" : JA 1y cumple A~! = A’} (Grupo ortogonal).

3. Un)={AeCv™ : JA7! y cumple A=t = AT (Grupo ortogonal).

Debido al teorema 2 que acabamos de demostrar podemos definir otros grupos importantes de
matrices cuadradas

1. SL(n,K) ={A € K" : |A| = 1} (Grupo especial general lineal).
2. SO(n) ={R e R : 3R 'y cumple R~! = R, |R| = 1} (Grupo especial ortogonal).

3. SU(n) ={U e C™" : 3U! y cumpleU~! = UT, |U| = 1} (Grupo especial unitario).
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3. DESARROLLO de un DETERMINANTE en
COFACTORES

Sabemos calcular facilmente determinantes de matrices de dimensiones 2 y 3. Para calcular deter-
minantes de matrices con dimensiones superiores es muy 1til emplear la nocion de cofactor.

Cofactores de un determinante

Definicién 4. Sea A una matriz cuadrada n x n (A € K"*") se define el cofactor (i,7) de A (i,j =
1,...,n) como

A= (—1)i+jdetA(i’j), AW = matriz obtenida de A eliminando la fila i y la columna j.

Ejemplo 8. Sea la matriz

0 1 1
A= 1 2 =5
6 —4 3
Se obtiene
2 =5 0 1 0 1
A11 = (_1)2 -4 3 ‘ = 147 A32 = (_1)5 1 —5 ' = 17 A22 = (_1)4 6 3 ‘ = —0.
El teorema siguiente permite reducir la dificultad del calculo de determinantes.
Teorema 3. SEa A una matriz en K"*". Las siguientes identidades se verifican
|A| = anAn + ainlip + -+ ainNi  (desarrollo por la fila i-ésima). (11)
|A| = a1;A1; + a9ilg; + - - - ani A (desarrollo por la columna i-ésima). (12)

Demostracion: Escribiendo la matriz A en términos de sus columnas

A= <c1 cn>,

o -

C;
y desarrollando la columna c; respecto de la base candnica

Ci = A14€1 + A2i€2 + * +* + Api€p,

11



por la linealidad del determinate se encuentra

Al = ay; <C1 Cn) + az; (Cl

= a1;A1; + a92i Do + -+ - ani Ay,

cn) +~~-—|—am-(c1

C2 .. el .« .. C2 o .. e2 o .. C2 o .. en-..

donde hemos usado la identidad que se comprueba facilmente
Ay = (Cl

Esto prueba (12), la demostracién de (11) es analoga. O

C2 ..“ek‘...CTL)'

Determinante y matriz inversa

Teorema 4. Una matriz A = (a;;) € K"*" es invertible si y solo si

4] 0.
En ese caso su matriz inversa viene dada en términos de cofactores de A por
A
A7 = (ay), @y = —2. 13
= @), =Ty (13)

Demostracion: En primer lugar veamos que si A es invertible su determinante no se anula.
A = AAT =T = |AATY = |A||ATY = |1| =1,

luego |A| #0y
(A7 =1/]A].
Veamos ahora la forma (13) de los elementos de matriz de A~! = (a;;) es correcta

n

(AAil)ZJ = Z alkak’] |A| ZalkAjk

k=1

Entonces para i = j, usando la férmula de desarrollo en cofactores (11) del determinante

1Al
( ii azkAzk
Al & Z [A]
Mientras que para i # j
( J |A| ZaZkAjk

ya que el sumatorio es el desarrollo en cofactores (11) del determinante de la matriz obtenida poniendo
en lugar de la fila j la fila i (por tanto con dos filas iguales)
Obsérvese que en esta demostraciéon se prueba también que si |A| # 0 entonces existe A~! [
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4. REGLA de CRAMER

Sea un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas en K.:

a11 1+ @12 Ty + -+ - 4 a1y Ty, = by,
21 T1 + Qo T + - -+ + gy Ty, = bo,

an1x1+an2x2+"'+ann$n:bn-

que en forma matricial se escribe como

Az =b
donde
@11 Q12 - Aip
Q21 Q22 ~---  dop
A= ]
an1  Ap2 Ann
g by
X2 by
X - ) b — )
Ty by,

Teorema 5. El sistema (14) tiene solucion unica si y solo si |A| # 0. En ese caso viene dada por

T = %, B; = matriz obtenida sustituyendo la columna i-ésima de A por b.

Demostracidén: Si |A| # 0 entonces existe A™! y despejando x en Ax = b vemos que (14) tiene la
solucién unica

x = A 'b.

Si (14) tiene solucién tnica entonces KerA = {0} (luego A es una aplicacién inyectiva de K™ en KV )y
como dimK" = dim(KerA) + dim(ImA) se deduce que

dim(ImA) = dimK" = n = ImA = K".

Es decir A es no solo inyectiva sino también sobreyectiva. Por tanto A es biyectiva y existe A= y
sabemos que esto ultimo solo ocurre cuando |A| # 0.
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Supongamos ahora que la solucién unica es (z1,...,x,), en ese caso
b=uxc+ -+ x,c; + -+ x,C,.
Es claro entonces que sustituyendo este desarrollo en la i-esima columna de la matriz B;
|B;| = x;det(cy, ... ¢, -, ¢,) = x;] Al

O

Consecuencia importante: Un conjunto de n vectores {cy,...,c,} en K" es linealmente indepen-
diente si y solo si
)

Demostracion: Un conjunto de n vectores {cy,...,c,} es linealmente independiente en K" si y solo si
todo vector b € K" admite una descomposicién tnica

c2 DR Ci--.

|A| #0, siendo A = (c1

b:J?lCl—f-"'—f-lL'iCi—f-"'—f-fL'nCn.

Lo cual equivale a decir que el SEL asociado (14) tiene solucién unica, ello ocurre si y solo si |A] # 0 O
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TEMA 7

VALORES y VECTORES PROPIOS

Google

Figura 1: Hay mucha algebra lineal detras de Google. Concretamente, teoria de valores y vectores
propios. La compainia salié a bolsa en 2004 con un valor de 25.000 millones de dolares .

1. PROBLEMAS de VALORES y VECTORES PROPIOS

Valores y vectores propios de una aplicacion lineal

Definicién 1. Dada una aplicacion lineal
T:V =V,

donde V' es un espacio vectorial V' sobre K, un niumero A € K se denomina valor propio de T si existe
algin v € V distinto del vector cero (v # o) tal que

Tv = \v. (1)

En ese caso se dice que v es un vector propio de T' correspondiente al valor propio \.
Es también habitual denominar autovalores y autovectores a los valores y vectores propios, respecti-
vamente.

El conjunto de valores propios de una aplicacion lineal T se denomina espectro de T y se denota

o(T).



Operators and Eigenvalue Equations

One Dimensional Schrédinger Equation
n? diy
L +V(x)y=Ey

2m dx*

B 4
———+V(x) |y=Ey
|: 2m dx 3 }/ #

Hy =Ey HEL;;”‘L\J
I

2m dx?

Operator  Eigenvalue Eigenfunction

This is an “Eigenvalue Equation

Af =af
7 AN

Operator Eigenvalue Eigenfunction

Figura 2: La Mecanica Cuéntica se formula en términos de valores propios (eigenvalues) y vectores
propios (eigenfunctions) de operadores diferenciales.

Propiedades

1. Un nimero A € K es un valor propio de 7" si y solo si la aplicacion lineal
T—X:V =V,
no es inyectiva.
2. Siwv; (i =1,...,7) son vectores propios
Tv, = \v;, 1=1,...,r,

correspondientes a valores propios A; (i = 1,...,r) distintos, entonces son linealmente indepen-
dientes.

3. Dado un valor propio A de T entonces el conjunto
Vi={veV|Tv=\v},

es un subespacio vectorial de V. Este conjunto recibe el nombre de subespacio propio asociado
a A.

4. El vector cero siempre pertenece a V) (aunque no es un vector propio).

5. Si A1, Aa..., A, son valores propios distintos, entonces la suma de los correspondientes subespacios
vectoriales de vectores propios es una suma directa

VA1+VA2+"'+V)\TZVM@VAQ@'”@V)\T.



Demostracion:

1. Como ocurre con toda aplicacion lineal, la aplicacion 17" = T'— A es inyectiva si y solo si el inico
vector v tal que T"v = 0 es v = 0. Luego T” es no inyectiva si y solo si existe v # o tal que

T'v=Tv— v =0<+=Tv = ).
Es decir, si y solo si A es un valor propio de T'.

2. Sea k el mayor de los niimeros entre 1 y r tal que {vy, v, ..., v, } son linealmente independientes.
Si k£ es menor que r entonces v, sera combinacion lineal de los anteriores

Vi1 = U1 + -+ - + GV,
y alguno de los ¢; no es cero pues v, # 0. Pero entonces

TVki1 = Mt 1Vk41 = Mg (o1 + -+ + cpv),

' T =T (o1 + -+ i) = 1 Tvy + -+ + ¢ To, = vy + -+ - + AV
Luego
(M = Agp1)arvr + -+ (A — A1) vy = 0,
y algin coeficiente (A; — Ag11)¢; no es cero al ser todos los valores propios \; (i = 1,...,7)
distintos. Es decir los vectores {vy, vs, ..., v} son linealmente dependientes en contradiccién con

la hipotesis de partida. Por tanto k = r.
3. Dados dos vectores v; € V) (i = 1,2) entonces para cualesquiera ¢; € K (i = 1,2) se cumple
Tv;, = v;, i = 1,2 = T(c1v1 + cav3) = 1TV1 + 2Ty = 1AV + cA\Vy = (101 + Cov3).
Luego civ, + covy € V).
4. Evidente ya que To = o = )o.
5. Supongamos vectores v; € V)., (i =1,...,r) tales que
v+ -+ v, =o0.

Entonces debido a la propiedad 2 han de ser todos cero, lo cual significa que la suma de los
subespacios V), es directa UJ

Definicién 2. La dimension dimV), de V\ se denomina multiplicidad geométrica del valor propio
A. St dimV), =1 se dice que A es un valor propio simple y si dimV, > 2 se dice que A es un valor
propio degenerado.

Problemas de valores y vectores propios

Dada una aplicacién lineal T': V' — V| su problema asociado de valores y vectores propios consiste en



» Determinar los valores propios de T'. Es decir, hallar el espectro o(7") de T.

= Determinar los vectores propios de T'. Es decir, caracterizar todos los subespacios propios V) para
todo A € o(T).

Ejemplo 1. Sea el operador diferencial
Tv = xDv(z).
actuando sobre el espacio vectorial V' (sobre C) de polinomios de grado menor o igual que uno
V =A{v(z) = ap+ a1z |ap,a1 € C}, T(ap+ a1x) =xD(ag+ a1x) = xa; = a .

Un nimero X € C es valor propio de T si y solo si eziste v(x) = ag + a1z # 0 tal que xDv(x) = \v(zx).
Es decir

a1 = Mag + a1x) = Aag + Aa1x <= Aag = 0, Aa; = a;.

Hay entonces dos posibilidades
1. A=0yv(x)=ag#0.
2. A=1yv(r)=ax con ay # 0.

Por tanto o(T) = {0,1} con
Vo = Lin{1}, Vi = Lin{z}.

2. VALORES y VECTORES PROPIOS de MATRICES
A E KTZXTL

Como hemos visto en el tema 6, toda aplicacion lineal entre espacios vectoriales de dimensién finita
se reduce a una matriz tomando bases en los espacios. Por tanto, dada una aplicacion lineal T : V' — V|
usando una base vectorial cualquiera B de V' el estudio de problemas de valores y vectores propios

Tv=M, veYV.

se reduce a un problemas con matrices

(T)p(v)p = A(v)g, (v)p K"



Valores propios y polinomio caracteristico

Una matriz A € K"*"

11 Qa2 -+ Aip
Q21 Q22 -+ dA2p

A= (aij) = . : : : y Q5 S K,
Ap1 Ap2 ¢ Ann

define una aplicacién lineal de K" en K"
A:K"—= K", w=Av,

donde suponemos los vectores de K™ en forma de vectores columna de n componentes y Av denota el
producto de la matriz A por el vector columna v. Un nimero A € K es valor propio de A si existe algin
v € K™ distinto del vector cero (v # o) tal que

Av = .

En cuyo caso v es un vector propio de A correspondiente al valor propio .
Por la propiedad 1 de la seccién anterior, A € K es un valor propio de A si y solo si la matriz

a;; — A a2 te A1n
21 agy — A - Q2n,
A=\ = ,
an1 an2 e App — >\

no es inyectiva. Es decir si y solo si su determinante se anula. De esta forma si introducimos la funcion
de la variable A

ap; — A 12 te Q1n
a Qo — A -+ Qop,
PO =det(A—Al)=| - o0 e
an1 (07%%)) e App — /\

que es un polinomio de grado n denominado polinomio caracteristico de A,

Los valores propios de A son las soluciones \; € K de P(\;) = 0.

La multiplicidad n; de una raiz \; recibe el nombre de multiplicidad algebraica de .
Debe tenerse cuidado en el caso K = R pues

Si K = R las soluciones \; de P();) = 0 con Im\; # 0 no son valores propios de A




Ejemplo 2. La matriz
1 -1
=),

1-X -1
2 1—A

tiene como polinomio caracteristico a

P()\):' ’:A2+1,

cuyas raices son A = *i (con multiplicidad unidad). Hay dos posibles elecciones para el cuerpo K que
podemos usar:

1. Si consideramos A como una aplicacion lineal de C* en C? (caso K = C) entonces las raices
A = +i de P(\) estan en K = C y por tanto son los valores propios de A

o(A) ={—i,i}.

2. Si consideramos A como una aplicacion lineal de R? en R? (caso K = R) entonces las raices
A = +i de P(\) no estin en K =R y por tanto A no tiene valores propios

a(A) = 0.
Ejercicio 1. Dada una matriz diagonal
ag; 0 -+ 0
0 929 0
A= o o0 --- 0
0 0 - ap

Probar que sus valores propios son los elementos de su diagonal principal
/\i = g4, (Z = 1,...,n).

Ejercicio 2. Dada una matriz triangular

ailz aig -+ Aip

0 axp -+ a

A= 0 0 R
0 0 - ap

Probar que sus valores propios son los elementos de su diagonal principal

/\i:aii, (2:1,,n)



Propiedades

1. El nimero de valores propios de una matriz A € K"*" varia entre cero y n.
2. Si A, B € K™ son matrices semejantes, entonces tienen los mismos valores propios.
3. La multiplicidad algebraica n; de un valor propio \; es siempre mayor o igual que su multiplicidad
geométrica d; = dimV,.
Demostracion:

1. Es consecuencia inmediata de la Propiedad 4 de la seccion 1.

2. Si
A=P'BP,
entonces
A— N =P YB- )P,
y

det(A — AI) = det(P~' (B — A)P) = detP~"det(B — M )det P = det(B — AI).

Por tanto los polinomios caracteristicos de A y B coinciden y como consecuencia A y B tienen
los mismos valores propios.

3. La demostracion no es elemental.

Vectores propios

Una vez determinado el espectro o(A) = {\1,..., A} de una matriz A € K"*" podemos atacar el
problema de determinar los correspondientes subespacios propios

Vi, ={veV]|Av=N v}, k=1,...r
De esta manera, para cada valor propio debemos resolver el SEL homogéneo

(CLH — )\k)xl + a2 + ¢+ + A1 Ty = 0
a2121 + (CLQQ — )\k>I2 + o4 a9, = 0

11 + Qpay + -+ -+ (App — Ag)Tn =0



Ejemplo 3. Hemos visto que los valores propios de la matriz

1 -1
=)

como aplicacion lineal de C* en C? son A\ = %i. El cdlculo de sus subespacios propios es como sigue

A= i {2x1+(1+@')x2:().’ Vei=Tind{ o ) F

. (1—i)$1—[E2:0, T 1
A= {2x1+(1—i)x220.’ Vi=Lin{{ | _; |}

Matrices diagonalizables

Definicién 3. Una matriz A € K"" es diagonalizable si admite n vectores propios linealmente
independientes. Es decir si existe una base vectorial de K™ formada por vectores propios de A.
Si B ={vy,vs,...,v,} es una base de K™ formada por vectores propios

Avi:/\ivi, Z:]_,...77l7

donde los nimeros X\; se repetirdn, para los valores propios degenerados, entonces la matriz (A)pp
correspondiente a tomar la base B como base en ambos lados de la aplicacion lineal A : K* — K" es

N O - 0
0 X -+ 0
(A)pp = ((Avi)p[(Ava)pl|---[(Ava)p) = | . . . .
0 0 - A,
Es decir (A)gp es una matriz diagonal que denotaremos D
N O - 0
0 A -+ 0
D= (A)pp = T
0 0 - X\,

Dado que A = (A)p,p. y v; = (v;)p, donde B, denota la base candnica de K", se verifica que
D=M"1AM, A=MDM™
donde M es la matriz de cambio de base entre la base B y la base canénica B,. de K"
M = Mp.p = ((02)n](v)n |-+ |(a)s.) = (va]va) -+ |vs ). @

Por tanto A y D son matrices semejantes. Es inmediato probar que:

(v2)B.

Propiedades




. Sio(A) ={A,..., A\ } y las multiplicidades geométricas respectivas d; = dimV), satisfacen
di++d =n,
entonces A es diagonalizable.

. Si A tiene n valores propios distintos entonces A es diagonalizable.

. Si A es diagonalizable con

M0 - 0
. 0 Xy -+ 0
A=MDM™', D=| 7
0 0 - M\,
Entonces
detA:/\l)\Q---/\n, trA:/\1+/\2+_|_)\n7
. Si A € K" es una matriz diagonalizable y A, A5 ..., A, son sus valores propios distintos, entonces

VM@V)Q@"'@V)\T:Kn.



TEMA 8: PRODUCTO ESCALAR

The Mathematics of Quantum
Mechanics

3. State vector, Orthogonality,
and Scalar Product

Figura 1: Las Matematicas de la Mecanica Cuéntica.

1. PRODUCTO ESCALAR, NORMA y DISTANCIA

La nocién de producto escalar

El producto escalar es una operacién fundamental que puede definirse en un espacio vectorial .

Definicién 1. Sea V' un espacio vectorial sobre K (R 6 C), un producto escalar en V es una
aplicacion

()VXV DK (u,0) > (u,v),
que asocia a cada par ordenado (u,v) de vectores un nimero (u,v) en K que cumple las propiedades
siguientes

1. Linealidad por la derecha:

(w,v1 +v2) = (u,v1) + (u,v2), Yu,v;,v2 €V,

(u,cv) =c(u,v), VeeKVu,veV.



2. Simetria
(u,v) = (v,u), Yu,vevV.

Adviértase que si K = R los productos escalares son nimeros reales, asi que en ese caso la relacion
de simetria se reduce a

Si K =R entonces (u,v) = (v,u) = (v,u).

3. Positividad
(u,u) >0 y (u,u) =0 siy solo siu=o.

Hay dos ejemplos basicos de producto escalar

Producto escalar (euclidiano) en R"™

En el espacio vectorial R™ se define el producto escalar euclidiano como

(u,v) :Zmiyi, w=(T1,...,%n), ©V=(Y1, -, Yn)-
i=1

Producto escalar (unitario) en C”

En el espacio vectorial C" se define el producto escalar unitario como
(u,v) = Zfiyi, u=(21,...,2,), V= (Y1, -, Yn)-
i=1

Ejemplo 1. Sean los vectores de C?
w=(1,i), v=_(>i1+19).
Entonces su producto escalar unitario es

(u,vy=1-i+(—i)(1+i)=i—i+1=1.

Propiedades

1. Si K =R la linealidad por la derecha y la simetria implican la linealidad por la izquierda

(uy + ug, v) = (U, v) + (ug,v), Yuj, uz,v €V,
(cu,v) =c(u,v), VeeR Vu,veV.

Sin embargo, si K = C la linealidad por la derecha y la simetria implican la antilinealidad por
la izquierda

<’U:1+’U,2,’U> = <'U,1,’U>+<’U,2,’U>, vulau%v EV7
(cu,v) =¢(u,v), VeeC,Vu,veV.



2. Se verifican las identidades

T T
(u, Z ;) = Z ci(u,v;),
i=1 i=1
T T
<Z CiU;, V) = Z@(ui,v).
i=1 i=1

Demostracion: Propiedad 1: Veamos la antilinealidad en el caso K = C. Se tiene que

(U + ug, v) = (v, u; + us) = (v, uq) + (v, u) = (V,u1) + (v, U2) = (U1, v) + (U, v).

(cu,v) = (v,cu) = c({v,u) =¢(v,u) =¢(u,v).

Propiedad 2: Aplicar induccién y las propiedades de linealidad y antilinealidad . [J

Forma del producto escalar respecto de una base vectorial

La expresion del producto escalar en funcién de las coordenadas de los vectores depende de la base
vectorial usada. Sea {uy,...,u,} una base vectorial de V' y sean los desarrollos de los vectores en esa

base
n n
u = E riu;, V= E Yil;.
i=1 =1

Entonces tenemos que

(u,v) = <Z T, V) = ZTi(ui,v) = Z@(u“z%u»
= ZZEiyj<ui,uj>.

i=1 j=1

Si introducimos los vectores columna de K" dados por las coordenadas de w y v en la base B

L1 1
L2 Y2
(U)B - ) (U)B = )
Tn Yn
y denotamos ()}, al vector fila
(u)l, = (71 7 Tn ),



podemos expresar el producto escalar en la forma de un producto matricial
(u,v) = (u)}, G (v)s, (1)
donde G es la matriz simétrica con elementos
G =(9i5), 9i = (wi, u ).
que caracteriza el producto escalar en la base B. Asi podemos escribir
n n
(u,v) = Z Zfz‘gijyj
i=1 j=1
Si efectuamos un cambio de base vectorial
(u)B/ = MB'B(u)B7 (2)

tenemos que
(u,v) = (u)} G (V)5 = (w)p Gy ()5 = (w)y My G My, (v)5,

y por tanto
GB/ - ML’B GB MB/B'

Norma y distancia asociadas a un producto escalar

Definicién 2. Dado un producto escalar (, ) en un espacio vectorial V' se denomina norma asociada
a la aplicacion
V=R w— lul],

que asocia a cada vector w € V' el nimero real positivo (consecuencia de la propiedad de positividad del
producto escalar)

lul| = +v/(u,u).

Teorema 1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[(w, v)| < |[[u]l[[v]],  Vu,veV. (3)
Demostracion: Si u = o entonces |(0,v)| = |0] = 0 =< ||o|| ||v]| = 0 (dado que ||u|| = /{u,u) =
V0=0.Siu # 0 tomamos
(u, v)
c= 5
||



Entonces

0<||lv—cul]>={(v——cu,v—cu)=(v,v) —clv,u) —clu,v) +cclu,u)

= [v|l* = (v, u) — 2w, v) + e |Jul*.

Ahora bién

2
u,v
c{v,u) + ¢(u,v) = c(u,v) + ¢(u,v) = 2Re(¢(u,v)) < 2[¢(u,v))| = 2| [{(u,v)| =2 %
' (. v)f
u, v
e [Jul]® = =
[|ul?
Asi que la desigualdad anterior queda
2
0 S HUH2 o ’<u7vZ|
||l
Es decir
[(u, v) < [u]][[v]]
O
En el caso de los productos escalares euclidiano y unitario se deduce que las normas asociadas son
Producto escalar euclidiano en R™: norma asociada ||u|| = \/2% + - - 22
Producto escalar unitario en C": norma asociada ||ul] = \/|z1[2 + - - - |2, [?

Ejemplo 2. Sea el vector de C?
v=(i,1+1).

Entonces su norma asociada al producto escalar unitario es

ol = V]iP+ T +i?=v1I+2=13

Propiedades de la norma

1. Positividad
llul| >0, vy ||lu||=0siysolosiu=o.

2. [leul| = [e[[|ull, VeeK,VueV.

3. Desigualdad triangular
lu+ ol < lull + ]|, Yu,veV.



Demostracion: Propiedad 2:

leull = V/{cu, cu) = Ve (u,u) = Vel [[ul]? = |c] [[ul].

Propiedad 3
lu+ ol = (u+v,u+v) = (u,u) + (v,v) + 2Re(u, v) < [Ju|* +[|v]|* + 2|(u, v)] < (|Jul| + [Jv]])*.
O

Definicién 3. Debido a la desigualdad de Cauchy-Schwarz (3) para todo par de vectores no nulos en
un espacio vectorial sobre K =R

e fwo)

= ullfjol]
Luego existira un unico dngulo 0 tal que
COS@ZM, 0<o<m.
[|ull[|v]]

Diremos entonces que 6 es el dngulo formado por ambos vectores.
Ejemplo 3. Sean los vectores de C?
w=(1,i), v=_(>,1+1).

Entonces el dngulo entre ellos tiene por coseno

1 1

NN

Definicién 4. Dado un producto escalar (, ) en un espacio vectorial V' se denomina distancia asociada
a la aplicacion

cosf =

A, )V XV SR, (u,v) - d(u,v) = |lu— v,

que asocia a cada par ordenado de vectores w,v € V un numero real positivo que se denomina distancia
entre u Yy v.

Propiedades de la distancia

1. Positividad
du,v) >0, VYu,veV.

2. Simetria
d(u,v) =d(v,u), Yu,veV.

3. Desigualdad triangular

d(u,v) < d(u,w) +d(w,v), Yu,v,weV.



Demostracion: Veamos la desigualdad triangular
d(u,v) = [[u = || = [|(u = w) + (w - V)[| < [[u—w|| + |Jw - || = d(u, w) + d(w, v).
O

Distancia asociada al producto escalar euclidiano en R"

Ejemplo 4. Sean los vectores de C?

u=(1,i), v=_(>,14+19).

Entonces la distancia entre ellos es

d(u,v) = /|1 —i]2 + 12 = V3.

2. PRODUCTO ESCALAR y ORTOGONALIDAD

Ortogonalidad

Definicion 5. Dos vectores uw,v € V' se dice que son ortogonales entre si y se indica
ulwv,

cuando
(u,v) =0.

Dado un subconjunto X C V', un vector uw € V' se dice que es ortogonal a X y se indica

ul X,
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cuando es ortogonal a todos los elementos de X. FE decir
(u,v) =0, Vv € X.
El conjunto de todos los vectores ortogonales a X se denota X+

Xt={ueV|ulX}.

Propiedades

1. El unico vector v ortogonal a todos los vectores de V' es el vector cero v = o.

2. Para todo subconjunto X C V el conjunto X+ es un subespacio vectorial de V.

Demostracion: Propiedad 1: Si v es ortogonal a todos los vectores de V', en particular v1lv luego
(u,u) = 0y por el axioma de positividad del producto escalar u = o. Por otro lado el vector cero es
ortogonal a todo V' ya que

(o,u) = (u—u,u) = (u,u) — (u,u) =0, YueclV.
Propiedad 2: Si w; € X+ (i = 1,2) entonces para todo v € X
(uy +ug,v) = (U, v) + (U, v) =0+0=0=u; +uy € X"

Andlogamente se demuestra que si Si u € X+ entonces cu € X+, Ve € KO

Conjuntos ortogonales y ortonormales

Definicién 6. Un subconjunto {uy,...u,} de vectores de V' se denomina ortogonal cuando todos esos
vectores son ortogonales entre si. Fs decir

(uj,uj) =0, i#j.
Hay dos propiedades importantes de los conjuntos ortogonales:

Propiedades

1. Si {uy,...u,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos (u; # 0,7 = 1,...,r) entonces
{u1,...u,} son linealmente independientes.

2. Teorema de Pitagoras: Si {u;,...u,} es un conjunto ortogonal entonces

s+ [P = ][+ + [



Demostracion: Propiedad 1: Si
cuy + -+ cu, = 0,

entonces
(uj,crug + -+ up) = (u;,0=0, i=1,...,7

pero también
T

(wi,crug + -+ ouy) = Z%’(Uu%‘) = i, w) = ¢l |u;

Jj=1

1%,
¥ como ||| # 0
Propiedad 2: Operando se obtiene

w4 P = + o w ) = (u,uy)

T T
=D (i wg) =Y llwll = [P+ |
i=1 i=1

O
Y
u+v
—
u
Figura 2: Teorema de Pitagoras para dos vectores ortogonales u_lv.

Definicién 7. Un subconjunto {uy,...u,} se dice ortonormal cuando es ortogonal y todos los vectores
tienen norma unidad ||w;|| = 1,1 =1,...,r. Es decir

(s, u;) = 0.

Por la propiedad 1 anterior todo conjunto ortonormal es linealmente independiente.

Bases ortonormales

Los conjuntos ortonormales {uq,...u,} son bases vectoriales de los subespacios Lin{ug,...u,} que
generan y los desarrollos a que dan lugar son muy simples



Teorema 2. Si {uy,...u,} un conjunto ortonormal entonces se cumplen las siguientes propiedades:
1. Yu € Lin{uy, ... u,}, w=>,  z;u, z;=(u,u).
2. Vu € Lin{uy,...u, }, |lu|?=3_ |z’ 2= (u;,u).
/

3. Yu,v € Lin{uy,...u,}, (u,v)=>_ 7Tz, ;= (u;,u), ;= (u;v).

4. St B={u,...u,} es una base ortonormal de V' entonces
G = (glj) = [7 Yya que g;; = <ui7uj> = (sz]

Asi que el producto escalar se escribe en forma matricial como

(u,v) = (u)h(v)5.
Demostracion: Si w € Lin{u,, ... u,} entonces admite un desarrollo de la forma

T
u = E I,I?j ’U;j.
j=1

Por tanto . i
(wi ) = (i, Y wjug) = xy (wi, wy) = a,
j=1 j=1

que demuestra el apartado 1. Ademas

T ' T T T T
ull? = (u,u) = O wow, Y wjug) =Y Y Tiwjlupu) =Y Tiwg= Y |uldl,
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 i=1
que demuestra el apartado 2. Finalmente, dados
' '
u = Zmiui, v = Zx;uj € Lin{uy, ... u,}.
i=1 j=1
Tenemos que
T T T
<’U/, ’U) = <Z T; Wy, Z SL’; ’U/j> = Zfz LL’;,
i=1 j=1 i=1
que prueba el apartado 3 [
Ejemplo 5. Es inmediato ver que la base canénica B = {ey,...,e,} de K", con el producto escalar

euclideo en el caso K =R y el producto escalar unitario en el caso K = C, es una base ortonormal de
K™.
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El método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Supongamos que {vy, ... v, } es un conjunto de vectores linealmente independientes. Forman entonces
una base vectorial del subespacio vectorial Lin{wvy,...wv,}. El siguiente proceso (método de Gram-
Schmidt) genera una base ortonormal {uy, ... u,} de ese subespacio.

V1

V1 U= T/,

[[v1]]
Vo — Us Vo — <U1>’02> ’

||’U2 - (U17U2>|
Vs — U = 3 — <U1,U3> - <U2,113>

|[vs — (w1, v3) — (w2, v3)||
o O () = (o) o )

" " ||’Ur—<’U,1,’UT>—<UQ,’UT>—"'—<’U,7n_1,’U7~>||

Vemos que a cada paso k-ésimo con 1 < k < r la construccion garantiza que

Lin{uy, cldotsu,} = Lin{vy,---vi}, (w;,u;) =95, 1,j=1,...k.

3. PROYECCION ORTOGONAL

u
/T UML

M

Figura 3: Proyeccién ortogonal de un vector u de R? sobre un plano .

Un resultado fundamental sobre el producto escalar es el siguiente teorema

11



Teorema 3. Teorema de la proyeccion ortogonal: Si M es un subespacio vectorial de V' entonces
la suma de los subespacios M y M~ es directa e igual a todo el espacio V :

V=MaoM"

Demostracion: Sea By = {vi,vs,...,v,} una base de M y B = {vy,v,...,0,,Vr41,...,V,} una
extension de By a una base de V. Aplicando el método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt podemos
generar bases ortonormales
By = A{uq,us,...,u,.}, LinBy =M,
B ={uj,uy,...,u,urq1,...,u,}, LinB=1V,

de M y V| respectivamente. Ademas
Lin{w,q1,...,u,} = M*.

Es por tanto claro que M + M+ = V. Ademés la suma es directa pues si v € M N M* entonces
(v,v) =0 lo que implica v = 0. De esta forma

Todo v € V admite una descomposicién tnica v = vy + vy,0 con vy € M, vy € ML,

De hecho teniendo en cuenta las bases ortonormales introducidas B, y B, deducimos que

n T n

v = Z(ui,mui, vy = Z(ui,wui, vyl = Z (u;, v)u,;. (4)

i=1 i=1 i=r+1
U

Definicién 8. El vector vy, se denomina proyecciéon ortogonal del vector v sobre el subespacio
vectorial M. La aplicacion
P:V =V, Pv=uwy,

se denomina proyector ortogonal sobre M.
Ejercicio 1. Probar que

1. P es una aplicacion lineal.

2. KerP = M+ yImP = M.

3. P*=P.
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TEMA 9

APLICACIONES LINEALES en ESPACIOS

con PRODUCTO ESCALAR

El producto escalar permite definir varios tipos de aplicaciones lineales muy importantes. En este
capitulo usaremos explicitamente espacios vectoriales V' sobre K (R 6 C) de dimensién finita dotados

de un producto escalar
(,): VxV =K (u,v)— (u,v),

aunque muchos de los resultados se generalizan a espacios vectoriales de dimension infinita.

1. APLICACIONES LINEALES y PRODUCTO ESCALAR

Matrices asociadas a aplicaciones lineales en bases
ortonormales

Recordemos que dada una aplicacién lineal de V' en si mismo
T:V =V w=Tuv,
y una base vectorial B = {vy,...,v,} en V, se verifica que

1. La matriz asociada a T en esa base viene dada por

aipxy Qa2 -+ QAip
Q21 Q22 -+ Q2p

M=) =| 1 7 07| = (@] @ea)s| - [(Twn)s)
Am1  Am2 Amn



donde

a1 a19 Q1n
a921 929 Q2n,
(TUI)B = ) (TU2)B - . ) ) (Tvn)B - . )
Am1 Am2

son los vectores columna formados por las componentes en la base B de los vectores

T’UZ' = ZCL]‘Z"U]'. (1)
j=1

2. Si desarrollamos v y w en la ecuacién w = T'v respecto de la base B

n n
2 : 2 : /
V= r;v5, W= Z; Uy,
j=1 i=1

tenemos que

siendo
T x
To x
(U)B = ) (w)B
Tn, x
Supongamos que la base B = {v,...,v,} sea una base ortonormal, entonces el desarrollo (1)
queda

n
T’Ui = E A;;Vj, Qj; = <'Uj,T’UZ‘>
Jj=1

Es decir la matriz asociada a T en una base ortogonal es dada por

(T)5 = (aiy), aij = (v, Tvy)



Aplicacién lineal adjunta

Definicién 1. Dada una aplicacion lineal T -V — V de V' en si mismo, se define la aplicacion adjunta
asociada

TV >V
mediante la condicion
(T'w,u) = (v,Tu), Yu,veV. (3)
Tomando desarrollos respecto de una base ortonormal cualquiera B = {vq,...,v,} de V

2 : / 2 :
v = x,;v;, u = T;V;,
A %

podemos escribir en forma de producto de matrices

(v, Tu) = (v)} (Tu)p = (v)} (T)p(u)p = ZE(Z a;x;) = Z (Z@%)%
Por otro lado
(T',u) = ((T") )" (u)p.

Es decir la condicion (3) significa que T es la aplicacion lineal cuya matriz asociada en una base
ortonormal cualquiera B es la matriz adjunta de Tg

(TT>B = (CLT) = (T)E, al = aj;.

) )

La matriz asociada a 77 en una base ortonormal es la matriz adjunta de la matriz asociada a T

Propiedades

Teniendo en cuenta las propiedades vistas en el tema 3 sobre la matriz adjunta de una matriz, se
demuestran las siguientes propiedades de la aplicacion adjunta

1. (THf =T.
2. (L +T) =TI +1), (cT)f =eTt.

3. (VD) = TyT7}.
i
a=(0L 1)

determina una aplicacion lineal en C?. Su aplicacién adjunta es

f =i 1+
=2

Ejemplo 1. La matriz



Aplicacidénes lineales simétricas

Definicién 2. Una aplicacion lineal T -V — V' se dice que es simétrica si
TH=T.
Es decir cuando
(Tv,u) = (v,Tu), Yu,veV. (4)

Propiedad: La condicién (4) significa que la matriz asociada a T en una base ortonormal cualquiera
B es simétrica

(T = (1) = (ay), ay = a;.

Basta ver que si B = {uy,...,u,} es una base ortonormal
aij = (wi, Tug) = (Tug, u;) = (uy, Tug) = aji.
En el caso en que K = R entonces 7" es simétrica si y solo si

(T)p = (15 = (aij), ay = aj.

Las aplicaciones simétricas también se denominan aplicaciones autoadjuntas y si K = C hermiticas.

Ejemplo 2. La matriz

1 i
A= .
determina una aplicacién lineal simétrica en C2.

Ejemplo 3. Sea P el proyector ortogonal sobre un subespacio lineal M de V
P:V =V, Pv=wvy.
Veamos que es una aplicacion simétrica.
(Pv,u) = (vpr,up +upr) = (vp,upy) = (v,uy) = (v, Pu), Yu,veV.
Ejercicio 1. Probar que para toda aplicacion lineal T : V' — V', la aplicacion
TTT,

es simétrica.



Aplicaciones lineales unitarias y ortogonales

Definicién 3. Una aplicacion lineal U : V. — V se dice que es unitaria si existe su inversa U~! y
coincide con su adjunta

Ut=ut.

En el caso K = R las aplicaciones unitarias se denominan aplicaciones ortogonales y sus matrices
asociadas en bases ortonormales B cumplen:

U es ortogonal < (U)5' = (U)k.

Las aplicaciones ortogonales son las aplicaciones unitarias en espacios vectoriales V' reales (con K = R).

Teorema 1. Una aplicacion lineal U : V' — V' es unitaria si y solo si
(Uv,Uu) = (v,u), Yu,veV. (5)
Demostracion. Si U es unitario se verifica que
(Uv,Uu) = (UUv,u) = (U 'Uv,u) = (v,u), Yu,veV.
Por otro lado si se cumple (5) entonces
|Uu|]* = (Uu,Uu) = (u,u) = ||ul|>, YucU.
Por tanto si w # o entonces ||Uul|| = ||u]| # 0, luego Uu # o. Es decir U es biyectiva. Ademas (5)

implica

(v,Uu) = (UU v, Uu) = (U v, u), Yu,veV.
Por lo tanto UT = U~! y U es unitaria. O

0 =2
o-(84)

determina una aplicacion lineal unitaria en C2., ya que

0 1
t_
o=(40),

Ejemplo 4. La matriz

satisface UTU = I, luego UT = U,



Ejemplo 5. Una rotacion R en el plano de dngulo 6 en el sentido contrario a las agujas del reloj
transforma los vectores de la base canonica en la forma

Re; = cosf e + send e,
Rey = —senfl ey + cosb ey

determina una aplicacion lineal en R? dada por la matriz

R = (Rey|Res) = ( cosf —senf ) 7

senf  cosf
que satisface R'R = I, luego R* = R™' y R es una aplicacién ortogonal.
Ejercicio 2. Determinar TrR y detR.

Ejercicio 3. Demostrar que una rotacién en R? de dngulo 0 alrededor del eje determinado por un vector
unitario i ((||7]] = 1) en el sentido contrario a las agujas del reloj viene dada por

R¥ = cos0 &+ (1 —cosb)(n - )1l —senf i x Z.

Probar que es una aplicacion ortogonal.

Aplicacidones lineales normales

Definicién 4. Una aplicacion lineal T -V — V' se dice que es normal si conmuta con su aplicacion
adjunta
TT =T'T.

Los dos casos méas obvios de aplicaciones normales son:
1. T simétrica ( TT =T).
2. U unitaria (Ul = U1 = UU' =1 =U'U.)
Ejercicio 4. Probar que si T} y Ty son aplicaciones normales de V' en V' tales que conmutan entre si
N1y =11,

entonces
ciTy + Ty, Vey, e €K,

es también una aplicacion normal.



2. VALORES y VECTORES PROPIOS

Aplicacidones lineales simétricas

Teorema 2. Si T :V — V es una aplicacion lineal simétrica entonces se verifica
1. Los valores propios de T son nimeros reales

o(T) CR.

2. Vectores propios asociados a autovalores distintos son ortogonales.

Tv; = N, (i =1,2) con \y # Ay = v1Lws.

3. Emiste una base ortonormal de V' formada por vectores propios de T'.
Demostracion. Propiedad 1: Si A € (T existe v # o tal que
Tv = v,

por tanto
(v, Tv) = (v, M) = Mo, bv) = A||v]|*.

Ahora bién al ser T' simétrico
(v, Tv) = (Tv,v) = v, v) = Mv,b) = N|v|]%.
Como consecuencia, teniendo en cuenta que al ser v # o se tiene ||v|| # 0
Al = AJv]]* = A= A.

Propiedad 2: Si
T’UZ' = )\i’Ui, 1= 1 2

tenemos que por la Propiedad 1 se verifica que \; € R (i = 1,2). Ahora bién
<’U1,T’U2> = <’017/\2172> )\2<’Ul,’02>

y al ser T' simétrico
(v1, Tvg) = (T, v2) = (Mv1,V2) = A\ (V1,V2).

Como consecuencia , si A\; # Ay
(/\1 — /\2)<’Ul, ’Ug> =0= <’Ul,’02> =0= vl

Propiedad 3: Es la mas complicada de demostrar. Supondremos que hemos tomado una base vectorial
de V' y que A es la correspondiente matriz de T" en esa base. Asi que A determina una aplicacion lineal
simétrica A : K" — K". Haremos la demostracién en varios pasos.
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1. Primer paso: Siempre existe algin vector propio de A en K"

Si K = C esto es asi dado que el polinomio caracteristico de A tiene n raices en C (contando
multipliciades), que serdn valores propios de A : C" — C". De esta forma existir algin valor
propio A\; € C que tendra algin vector propio asociado x; en C".

Aml = )\1&}'17 T € cr \ {O}

Ademas, al ser A una matriz simétrica, por la Propiedad 1 se tiene que A\; € R.

Si K = R la matriz A es una matriz real y define una aplicacién lineal A : R” — R"™. También
serd real la matriz A — A\;I donde \; es la raiz del polinomio caracteristico de A del parrafo
anterior. Al ser det(A — A1) = 0, la aplicacién lineal A — A1 : R — R™ no es inyectiva luego
habra alguna solucion x; de

Awl = )\1581, T € R" \ {O}

2. Segundo paso: Existen n vectores propios de A en K" linealmente independientes.

Sin =1 la afirmacién estd probada, SI n > 1 denotemos M; = Lin{x, }, entonces
K" = M, & M

veamos que la restriccién A’ de A sobre M-

A M= M, Az = Az,
determina una aplicacién lineal de Mi- en si mismo. Sea & € Mj-

Vu € My, (u,Ax) = (Au,x) = \{u,x) =0,
luego Ax € Mit. Pero A’ es también una aplicacién simétrica en M- dado que
(u, Av) = (Au,v), Yu,v € K" = (u, A'v) = (Au,v), Yu,v € Mi-.

Entonces por lo demostrado en el primer paso existird algin vector propio de A en M-

Ay = Aoy, x2 € M7\ {0}.

Los vectores {1, x5} son linealmente independientes al ser ortogonales entre si y no nulos. Repi-
tiendo el proceso con pasos intermedios

M, = Lin{zxy,...,zz}, K'=M, @M, k=1,....n

se completa un conjunto {1, ...,x,} de n vectores propios ortogonales no nulos y por lo tanto
linealmente independientes.

]



Aplicaciones lineales unitarias y ortogonales

Teorema 3. SiU : V — V es una aplicacion lineal unitaria en un espacio vectorial V' sobre los nimeros
complejos K = C entonces se verifica

1. Los wvalores propios de U son niumeros complejos de modulo unidad

N = 1.

2. Vectores propios asociados a autovalores distintos son ortogonales.

Uv, = )\Z”Ui, (Z =1, 2) con /\1 7é )\2 = v;lv,.

3. FExiste una base ortonormal de V' formada por vectores propios de U.
Demostracion. Propiedad 1: Si A € o(U) existe v # o tal que
Uv = ),

por tanto
(Uv,Uv) = (\v, \v) = ])\|2<'v,v> = ]MzHUHZ.

Ahora bién al ser U unitario

(U, Uv) = (v,v) =||v]|*.
Como consecuencia, teniendo en cuenta que al ser v # o se tiene ||v|| # 0
Aol = [lv]]* = [A] = 1.

Propiedad 2: Si
U’UZ‘ :)\i’Ui, 1= 1,2,

tenemos que por la Propiedad 1 se verifica que |\;|* =1, ( = 1,2). Es decir

1 —
x =\
Asi que
Ul = i’u, =\v;, 1=1,2,
Ai
Ahora bién

y al ser U unitario
(v1,Uvq) = <UT'01,'02) = (U vy, v5) = (M1, v2) = A {v1, v9).
Como consecuencia, si A\; # Ay
(A1 — X)) (v1,v9) =0 = (v1,v2) = 0= v Lv,.

Propiedad 2: La demostracién es similar a la de la Propiedad 3 de las aplicaciones simétricas. O
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Las aplicaciones unitarias en espacios vectoriales sobre los nimeros reales no tienen las mismas
propiedades que sus analogas en espacios vectoriales sobre los niimeros complejos.

Ejercicio 5. Sea U : V — V una aplicacion lineal ortogonal en un espacio vectorial V' sobre los nimeros
reales K = C, probar que entonces se verifica

1. U puede carecer de valores propios y en todo caso o(U) C {1, —1}.
2. Vectores propios asociados a autovalores distintos son ortogonales.

Uv; = >\ivi7 (Z = 1, 2) con Aq 7é A2 = v lwv,.

3. U puede no ser diagonalizable.

Aplicaciénes lineales normales

Se puede demostrar el siguiente teorema
Teorema 4. Si T :V — V es una aplicacion lineal normal entonces se verifica
1. Vectores propios asociados a autovalores distintos son ortogonales.

Tv; = )\i’Ui, (Z = 1,2) con )\1 7é )\2 = v1lvs.

2. Ezxiste una base ortonormal de V' formada por vectores propios de T

3. DIAGONALIZACION de MATRICES SIMETRICAS y
UNITARIAS (complejas)

Sea {w1,...,v,} es una base ortonormal de K", si consideramos la matriz formada por las columnas
de sus coordenadas
vn), (6)

/l)2...

M:<’U1

y su matriz adjunta
vl
1

Uy
M= —-




Entonces dado que

’U,}L ’Uj = 5ij7
se verifica que

MM =1.
Por tanto

Mt =Mt

Es decir M es una matriz unitaria en K".
Como consecuencia de este resultado se deduce que:

Teorema 5. 1. Toda matriz simétrica A en K" es diagonalizable
A0 0
. 0 X 0
A=MDM*, D= .
0 0 An
donde M es la matriz unitaria
M = (’Ul ’vg‘--- 'vn>,
siendo {vy,...,v,} una base ortonormal de n vectores propios de A

14’0,‘:/\1"01'7 z:l,,n

2. Toda matriz unitaria U en C" es diagonalizable

M O - 0
) 0 X -+ 0
U=MDM ", D= . . .
0 0 An
donde M es la matriz unitaria
siendo {vy,...,v,} una base ortonormal de n vectores propios de U

U’UZ‘:)\Z"Ui, 2:1,,n
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