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TEMA 1

1. INTRODUCCION A LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES

Nociones generales

Definicién 1.

{ FEcuacion diferencial } = { Relacion que debe cumplir una funcion incognita y sus derivadas }

= Si en la relacion solo aparecen derivadas respecto de una sola variable decimos que es una ecuacién
diferencial ordinaria (EDO).

= Si en la relacién aparecen derivadas respecto varias variable decimos que es una ecuacién dife-
rencial en derivadas parciales (EDP).

= El orden de la derivada de orden maximo de la funcién incgonita que aparece en la ecuacién se
denomina orden de la ecuacién diferencial.

Ejemplo 1. La ecuacion del oscilador armonico en la recta
mi = —kux.

La funcion incégnita es x = x(t). Solo aparece una derivada de orden 2 respecto de la variable t. Es
una EDO de orden 2.

Ejemplo 2. La ecuacion de Laplace

0*U N 02U N 0*U
ox?  Jy? 022

=0.

La funcion incdognita es U = U(x,y, z). Aparecen derivadas de orden 2 respecto de 8 variables. Es una
EDP de orden 2.

Definicién 2.

Conjgunto de dos o mas relaciones que deben }

{ Sistema de ecuaciones diferenciales } = . . ) .
cumplir una o varias funciones y sus derivadas



= Si en las relaciones solo aparecen derivadas respecto de una sola variable decimos que es un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (SEDO’s).

= Si en las relaciones aparecen derivadas respecto de varias variables decimos que es un sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (SEDP’s).

= El orden de la derivada de orden maximo de las funciones incgonitas que aparecen en las ecuaciones
del sistema se denomina orden del sistema de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 3. La ecuacion del movimiento de una particula bajo la accion de un campo de fuerzas
F(Z) = (Fy, Fy, F3) es un sistema de tres ecuaciones ordinarias

mi = F(7),

en componentes

mi = Fi(z,y,2)

miy = Fy(x,y, 2)

mzZ = F3(x,y, 2)
Hay tres funciones incdgnita, las componentes de & = Z(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Es un SEDO’s de orden
2.

Comentarios

= Las variables de las que dependen las funcién incégnitas se denominan variables independien-
tes.

= Las funciones incégnitas se denominan variables dependientes.



Ejercicio 1. Las ecuaciones de Mazwell son el SEDP’s:

Sy

€o
V-B=0
)
VET T
S OF
VXB=ﬂ0J+[t0c0—

1. ;Cuantas ecuaciones hay?
2. ;Cuales son las variables independientes?
3. 4 Cuales son las incognitas?

4. +Cudl es el orden del sistema?

Ejercicio 2. Las ecuacion de Schrdodinger es:

oV (t,r) h? o

ih— 2 = ——V U(t,7) + V(7 1)U (t, 7
0 - ) + V)W)
1. sCuales son las variables independientes?

2. ¢ Cuales son las incognitas?

3. ¢Cudl es el orden de la ecuacion?

’EN ESTE CURSO SOLO ESTUDIAREMOS EDO’s Y SISTEMAS DE EDO’S‘




Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s)

Definicién 3. Nuestra notacion general serd la siguiente: la variable independiente se denotard x, la
funcion incognita y = y(z) y sus derivadas sucesivas como y',y", ... y™

{ EDO de orden n } = { F(z,y,v,...,y™) =0 }
Se supone que la funcion F depende de la derivada y™ .
Una funcién y = y(x) es solucién en un intervalo abierto [ si

1. Existen y = y(x) y sus derivadas 3/(x),y"(z),...y™ (z) para todo x € I.

2. Se cumple la ecuacién F(z, y(z),y' (z),...,y™(z)) = 0 para todo = € I.
Ejemplo 4. La EDO
y —zy =0,

es de orden 1. La funcion y(z) = e* /2

Ejemplo 5. La EDO

es solucion en cualquier intervalo abierto I de la recta.

m;y” . y/// . ery2 — 07

es de orden 3. La funcion y(x) =0 es solucion en cualquier intervalo abierto I de la recta.

{ EDO de orden n en forma normal } = { y™ = F(z,y,¢/,...,y" V) }

Comentarios
» Denominaremos solucién general de una EDO de orden n a una funcién y = y(z, Cy, Cs, ..., Cy)
solucién que dependa de n constantes arbitrarias Cy, Cy, ..., C),. ; Motivo?
» Cuando somos capaces de obtener una solucién general y = y(z,Cy,Cy, ..., C,) escrita usando

funciones elementales o integrales indefinidas (o de extremo variable) de funciones elementales
decimos que la EDO es integrable.

» Toda EDO F(x,y,%/,...,5™) = 0 de orden n arbitrario puede reducirse a un sistema de n EDO’s
de primer orden usando las derivadas de y como incognitas. Es decir denotando

o=y =y, p=y"V=
o= Y =wp, h=y"=ys y,=y"=
Y1 =42
Yy = Y3
= .
y;—l = UYn

F(y17y27"'7y;) =0
Por tanto el estudio de EDO’s de orden n se reduce al de sistemas de EDQO’s de primer orden.



Integracion indefinida

Repasar la operacion de integral indefinida

Integrales indefinidas basicas:

;:-iuh‘.. i cochlx) 4 (

Ejemplo 6. Sea la EDO de sequndo orden

Integramos una vez

y// — O

/y//dl':/Odl',, yl+0126277 ylzcl'

Integramos una vez mas

/y’dx:/cldx,, y+toa=Cz+c,, y=Cuz+Cs

Ast que la solucion general es y(x,Cy,Cy) = 2%/2 + Ciz + Cs.

Ejemplo 7. La EDO de primer orden

tiene por solucion general

y:

/

P
)
X

y(x,C’)z/%—i—C.

El término integral no puede expresarse como una funcion elemental, pero es una integral de una funcion

elemental.



Problemas de valores iniciales (PVI’s)

Definicién 4. Un problema de valores iniciales (PVI) para una EDO de orden n consiste en pedir una
solucion y = y(x) de la EDO

F(I7 y7 y/7 ct 7y(n)) - 07

tal que y y sus derivadas y*) hasta el orden n — 1 estén fijadas en un punto dado

y(z0) = vo, ¥ (x0) = w1,y V(x0) = Yn_1.

Comentarios

= En general, salvo casos de EDQO’s especiales, solo existe soluciones locales alrededor de zy. Es
decir soluciones y = y(x) que no pueden extenderse fuera de un cierto intervalo I alrededor de xy.

= Dominar los enunciados de los teoremas de existencia y unicidad de EDO’s es imprescindible
para aprovechar la teoria de EDO’s. Es una condicion indispensable para poder manejar métodos
numéricos.

» La forma elemental de tratar problemas de valores iniciales es construir una solucién general
y =y(xz,C,...,C,) e intentar determinar los valores de las constantes que permitan satisfacer
los valores iniciales mediante el sistema

y(%, Chy.., Cn) =%
y/(ZL'(), Cl, S Cn) =1

y(nil) (.’,CO, Cla o 7Cn) = Yn—-1
Ejemplo 8. Resolver el problema de valores iniciales

y' =0, y(0) =y, ¥(0)=uw.

Sabemos que la solucion general es y(z, Cy, Cy) = Cix + Cy. Imponemos por tanto
(Crx + Cy) = Cy =y, (Crrv+Cy) W Ci=u

La solucion es
y(x) = 12 + yo.



2. EL TEOREMA DE PICARD

Consideramos el siguiente problema de valores iniciales (PVI)

/

Y :f(x,y), y(x(J):yO

Comentarios

» El problema requiere una formulacién més precisa. Debemos suponer que la funcién f(z, y) esté de-
finida sobre algtin abierto conexo U del plano XY y que (xg,yo) € U. Es decir, buscamos una
funcién y = y(z) que pase sobre el punto (zg,yo) y que verifique y'(x) = f(z,y(z)) en algin
intervalo [ alrededor de xg.

» El teorema siguiente requiere que f(z,y) sea suficientemente regular para poder asegurar que
hay una solucién tnica que pasa por (xg, o).

Teorema 1. ( Picard).
St se cumple que las funciones

f(z,y), g—f(x,y) son continuas en U,
Y

entonces para todo punto (xo,yo) € U

1. Eziste un intervalo abierto I no vacio de la recta con xq € I y una funcion y = y(zx) tal que
(z,y(x)) € U para todo x € I y que verifica el PVI

y'(z) = f(z,y(z)), Vzel, y(zo)=yo.
2. Solo existe una funcion que satisface esas propiedades sobre el intervalo [

Comentarios

» Para facilitar las cosas llamaremos dominio de Picard de la EDO a cualquier abierto conexo en
que se cumplan las condiciones del teorema y punto Picard a cualquiera de sus puntos.

» Decimos que y = y(z) (x € I) es una solucién maximal del PVI si no se puede prolongar a una
solucién del PVI sobre algin intervalo mayor I’ O I. Siempre existe una ’'nica solucién maximal.

= ;Qué le puede pasar a una solucion maximal al tender a un extremo finito de su
intervalo de existencia? Por ejemplo si [ = (a,b) 6 I = (—o00,b) 6 I = (a,+00) con a y b
finitos.



No puede suceder que (a,lim, ., y(x)) (6 (b,lim,_,, y(x))) sean puntos de Picard de U ni de
un dominio de Picard U’ mayor que U.

Lo que puede suceder es que esos puntos alcancen la frontera de U 6 que no existan los limites
lim, ., y(z) ((lim,_p y(z)).

Si U no es un conjunto acotado lim, ,, y(x) (lim,_;,y(x)) pueden tender a +oo. Es decir
(a,lim,_, y(z)) (6 (b,lim,_, y(x)) pueden tender a un punto en el infinito de la frontera de

U.

Si (a, lim,_q y(z)) ((b, lim,_;, y(z))) existen como puntos finitos de la frontera de U, entonces
no son puntos Picard y la solucién y(z) puede no ser tinica mas alla de ese punto.

\
Solucién unica local que pasa por el punto (xg, yo)-

|

Prohibido si se cumplen las condiciones del teorema de Picard .



3. EDO’s DE PRIMER ORDEN INTEGRABLES

1. EDO’s lineales

Son las de la forma

Y +a(z)y = b(x)

Se denomina EDO lineal homogénea asociada a

v +a(r)y=0.

» Adviértase que si @ = a(x) y b = b(x) son continuas, podemos tomar como dominio de Picard de
la EDO lineal todo el plano R2.

» Si conocemos una solucién particular y, = y,(x) entonces cualquier otra solucién serd de la forma

Y ="Yn+ Yp

donde yj, es solucion de la EDO homogénea asociada. Obvio ya que
Y +al@)y=b(z), y,+a(@)y =0 = (y—y) +aly—y) =0
= Para resolver la EDO se construye la solucién de la EDO homogénea
Y /y=—a(z) = /y'/y de = —/a(m)dx = logy(z) = —/a(:c)dm + c.
Es decir la solucién general de la homogénea es

yn(z) =C e~ Jal@)dz

10



Para buscar una solucién particular aplicamos el método de variacién de constante. Buscamos
una funcién C(z) tal que y,(z) = C(x)e /4@ verifique la EDO

Cle~Jal@de _ a(x)Ce*f“(’”)d"” + a(x)C’e*fa(x)d‘” =b(x) = C' = b(x)e*f“(m)dz.
De esta forma la solucién general de nuestra EDO es

y(x) = Ceffa(x)dx + </b(x)efa(x)dxdx> effa(x)dz.

Es decir

y(x) = Ceffa(x)dx + </b(£l?)€fa(x)dxdm> effa(x)dz.

Ejemplo 9. Sea la EDO lineal
)
/

Yy = + 22
T

Resolvemos la homogénea asociada (a(x) = —1/x)

yh:CeXp</%):C:c.

Aplicamos variacion de constantes para encontrar una solucion particular y, = C(z)x
C'r+C=C+2°=C" =z= CO(x) =2*/2(una de las soluciones)
Luego se obtiene la solucion general:

3

y(x,C) =Cx + %

Ejemplo 10. Resolver el PVI
cos(1/x)
y = T2 y(1/m) = 0.
Hay dos dominios de Picard maximales

U, ={(z,y) €eR?|2 >0}, U_={(z,y) € R*|z <0}

El punto (xo,y0) = (1/7,0) pertenece a U.,.. Integrando la ecuacion

y(x) = —/de = y(x) =sen (1/x) + C.

12

Imponiendo la condicion inicial queda C = 0. Luego la solucion del PVI es

y(xz) =sen(1/x).

Es una solucion mazximal sobre el intervalo I = (0,400), Ademds

A lim y(x).

11



2. EDO’s de variables separables

Son las de la forma

Para integrarlas se procede como sigue

Y —glamty). s =stde,, [ = [ o

Introduciendo ahora las funciones

1) - [ 75 6= [gs,

que estaran definidas salvo una constante aditiva, se obtiene una ecuacién implicita

H(y) =G(z)+ C.

De esta relacién, en caso de poder despejar, encontraremos las soluciones generales y = y(z, C).

» Adviértase que si g(x)) es continua en un intervalo abierto I1, y h(y) y h'(y) son continuas en un
intervalo abierto I, el abierto I; x Is es de Picard de la EDO .

= En uno de los pasos hemos dividido por la funcién h(y). Este paso no es admisible en puntos z
en donde h(y(z)) se anule. Asi, los valores yy de y en los que h(y) = 0 son especiales. De hecho
las funciones constantes asociadas y(z) = yo son soluciones de la EDO.

= La solucion de estas EDQO’s aparece en forma implicita, que podra o no llevarnos a formas explici-
tas. Este aspecto hay que estudiarlo en cada caso particular.

» Estas EDO’s son de gran interés en las aplicaciones a la Fisica.

Ejemplo 11. Sea la EDO separable

Aplicamos el esquema

d—yZ—w/y,, ydy = —zdz ,, /ydyz—/xdx
dz

Es decir
y?/2=—a"/2+c

Asi que obtenemos la solucion implicita:
?+y? =C.
Que produce dos soluciones generales:

y(z,0) =VC — 22, y(x,C)=—VC —2a2,

Representar las soluciones y obtener las soluciones constantes.

12



Ejemplo 12. Sea la EDO separable

Aplicamos el esquema

dy
@Zy/ﬁn dy/y = dz/z,, /dy/y:/dx/x

Es decir
log |y| = log |z| + ¢,
Tomando la exponencial de la ecuacion
lyl = Clz|, (C > 0).
Que produce la solucion general:
y(z,C)=Cx, C € R.
Representar las soluciones y obtener las soluciones constantes.

Ejemplo 13. Resolver el PVI para la EDO separable

y = 3y*"3, yl(xe) = .

Aplicamos el esquema

d

d—y=3y2/3,, dy/y*? = 3duw,, /dy/y2/3=/3dm
xXr

Es decir
3y? =3z + .

Sitmplificando el factor 3 y elevando al cubo se obtiene la solucion general:
y(z,C) = (x+ C)*.

También tenemos la solucion constante y = 0.
En este caso

af 2

_,.2/3 ZJ —

f(‘xay)_y ’ ay(x7y> 3y1/3’

La derivada no es continua (no existe siquiera) para y = 0, luego hay dos dominios mazimales de Picard
U, ={(z,y) eR?|y >0}, U_={(z,y) €R*|y <0}

Dado (x0,y0) € Uy (yo > 0)la solucion del PVI es

1/3

y(r) = (v + 0)37 Yo = (zo + 0)3 = C =y, Zo.

Es decir
y(z) = (x — w0+ 5/)%,

13



La solucion estd definida para todo x de la recta, pero para v = xg — yé/?’ se anula y se cruza con la
solucion constante y = 0. Ha perdido la unicidad al llegar a un punto finito de la frontera del dominio
de Picard U, . Luego la solucion maximal tiene por intervalo de definicion

1/3
I=(x9— yo/ , +00).
Anlogamente ocurre con los puntos de U_

Ejemplo 14. Resolver el PVI siguiente

Y =—y*  ylzo) = yo.

Podemos tomar como dominio de Picard todo el plano R?. La solucién general es

1
x) = .
ya) = —4
St imponemos la condicion inicial
1
Yo = m7
determinamos la constante
C = XTo — ]-/yOa
y por tanto la solucion del PVI
1
r)=———
v(@) x — 20+ 1/y0

La solucion es singular en el punto x = xo—1/yy. Asi que el intervalo I correspondiente a la solucion
mazximal es de la forma siguiente:

1. Siyg <0 entonces I = (—o0,xo — 1/yo)
2. Siyo > 0 entonces I = (xg — 1/yo, +00)
3. Siyo =0 la solucion del PVI es y =0 (no incluida en la solucion general) y por tanto I = R

En los dos primeros casos la solucion mazimal y(zx) tiende a oo cuando x tiende al extremo finito
xo — 1/yo del intervalo 1

Ejemplo 15. En una dimension si una particula se mueve bajo la accion de un potencial V- =V (x),
la energia total es constante en el tiempo

Lo e
E = ém(x) + V(x).

Despejando entonces x' encontramos que las trayectorias obedecen una de las dos EDO’s siquientes

¥ = %(E—V(:z:)), Y= %(E—V(w)).

Ambas son de variables separadas.

14



Ejercicio 3. En la teoria cudntica de campos las interacciones entre las particulas son caracterizadas
por constantes de acoplamiento o = a(E) que dependen de la energia E del proceso estudiado. Cuanto
mayor es el valor de estas constantes mds intensa es la interaccion de las particulas en el proceso. FEstas
funciones satisfacen EDQO’s separables de la forma

da _ B(a)

dE E
Las funciones [(a) caracterizan la evolucion de estas constantes de acoplamiento (running of the
coupling constants) . Por ejemplo, en la interaccion electromagn “tica y en la Cromodindmica cudntica

donde ¢ > 0 en la interaccion electromagnética y ¢ < 0 en la Cromodinamica cudntica. Resolver la EDO
correspondiente ;Que pasa entonces cuando E crece en las dos teorias?

3. EDO’s homogéneas

Son las de la forma

donde P(z,y) y Q(z,y) son polinémios en z é y homogéneos y del mismo grado. Se reducen a EDO’s
separables para u mediante el cambio de variable

Y =TU.

En efecto

vy = (zu) =u+zu.

Por otro lado si n es el grado de los polindmios homogéneos P y @)

P(z,y) P(z,zu) 2"P(1,u)

Qz,y)  Qz,zu)  27Q(1,u)’
Es decir la EDO nos queda de la forma

u = l(M—u>

z\Q(1,u)
Ejemplo 16. Sea la EDO homogénea
/ Y- 2z
v = 2y +x
Hacemos el cambio de variable
=zu=1u = 2u’+1
vy= z2u+1

15



Aplicando el esquema de las EDO’s separables

2 1 d
/ Ut du = -2 _x.
u? +1 x

Obtenemos la solucion en forma implicita
log(1 + u?) + arctanu = — log 2 + C.

Deshaciendo el cambio
log(2? + y*) + arctan(y/x) = C

3. EDO’s exactas

Son las de la forma

donde f(z,y) v g(x,y) son funciones que satisfacen
fo(@,y) = gu(@,y). (1)
En notacidén diferencial la EDO se escribe como
flz,y)da + g(z,y)dy = 0.

Lo que induce a buscar una funcién H = H(z,y) tal que

Pues en ese caso
dH (z,y) = 5,4+ —ydy = f(x,y)dz + g(z,y)dy = 0.

Lo cual quiere decir que H(z,y) serd constante sobre las soluciones y = y(x) de la ecuacén. De esta
manera obtenemos una solucion den forma impl’icita dada por

H(z,y)=C

Como sabemos del cdculo integral en varias variables las condiciones (1) nos aseguran la existencia
de la funcién H al menos localmente, que puede construirse mediante una integral curvilnea

H(z,y) ZH(xo,yo)+/ f(z,y)dz + g(z,y) dy,

v(@y)
siendo y(z,y) una curva que una (zg,yo) con (z,y).

El mtodo directo de resolucién consiste en calcular H y es el siguiente:

16



1. Se considera el sistema de EDP’s para H

oH oH

9r oy

f($,y), —:g(x,y)

Se integra una de las dos como si fuera una EDO en la variable de derivacién. Por ejemplo,

tomando la primera

H(z,y) = /f(w,y)dﬁv +C(y) = F(x,y) + Cy),

2. Se sustituye el resultado en la otra EDP

oF

o +C'(y) = g(z,y).

(2)

Esta ultima ecuacién debe reducirse a una EDO en la variable y para la funcién desconocida C(y).

El resultado se lleva a (2).

Ejemplo 17. Sea la EDP
. _Zmy +1

24y

Escrita en notacion diferencial

flz,y)dz +g(z,y)dy =0, f(x,y) =22y + 1,

Como se cumple (1), la EDO es exacta. Procedemos con el cdlculo de H.

ox dy

Integramos la primera respecto de x
H =2y +2+C(y).

Sustituimos en la sequnda

?+C'y) =2"+y,,C'(y) =v.

Integramos esta ultima
O(y) = +c,

y obtenemos
H(z,y) =2’y +z+y°/2+c

La solucion en forma implicita es
vy +x+y?/2=C.

Despejando la variable y encontramos dos soluciones generales

y(x) = —2* +Vat =22+ C, y(r)=—2>—Vat -2z +C.

17

g(z,y) =" +y.

oH 0H
— =2y +1, — =24y



3. Reduccion a EDQ’s exactas. Factores integrantes

Una EDP no exacta de la forma

,_ fy)
g(z,y)’
Puede que se convierta en exacta multiplicando numerador y denominador por una funcién conveniente
o=z, y)

iz y)f(z,y)
w(z, y)g(z,y)

Tales funciones p(z,y) se denominan factores integrantes. Por tanto deben satisfacer

)y = (1g)ess frry — gpw + (fy — g2)pp = 0. (3)

Esta es una EDP, en general complicada, asi que , salvo informacién adicional, se buscan soluciones
particulares de la misma.empezando por las mas simples:

p=p(x), p=mply), p=pr+y), p=py), p=p?), p=py’...

Si se ha encontrado un factor integrante entonces hemos formulado nuestra EDO como una EDO
exacta

y construimos H como solucién de

OH o
e wlx,y)fx,y), Dy = p(z,y)g(z, y),

para expresar la solucién de la EDO en forma implicita H (z,y) = C.

Ejemplo 18. Sea la EDP

,  (r—1)y+seny
N xr+cosy
En este caso
flz,y) = (1 —x)y —seny, g(x,y) = x + cosy.

No es una EDO exacta, pero es facil comprobar que podemos encontrar un pu(x) que satisface la ecuacion

(3)
—(z +cosy)ps — (x+cosy)p =0, ptz +p = 0.

Podemos tomar p = e~* y buscamos H(x,y) tal que

on _
or

e " ((1 —x)y — seny), aa—[; = e_w(x + Cosy).

Integramos la sequnda de las EDP’s con respecto a la variable y
H=¢e" (xy + seny) + C(x),

18



y sustituimos el resultado en la primera EDP
e (y — xy + sen y) +C'(z) = e’x((l — )y — sen y> = C'(z) =0.
Tomamos C(z) = 0 y por tanto encontramos la solucion implicita

e’ (xy + sen y) =C.

19



TEMA 2

1. EDO’s LINEALES (EDOL?’s)

Nociones generales

Definicién 1. Notacion general : x= la variable independiente, u = u(x)= la funcion incdgnita. Sus
derivadas sucesivas u',u", ... u™

{ EDOL de ordenn } = { u™ + a,_1(z)u™ ™V + - + a;(2)u + a(x)u = b(z) }.

Las funciones ag(x), ... ,an_1(x) y b(x) pueden tomar valores reales o complejos y se suponen continuas
en un intervalo abierto (acotado o no acotado) I en (R).

Las funciones ag(x), ..., a,_1(z) se denominan coeficientes de la EDOL.

La funcién b(z) se denomina término independiente de la EDOL.

Si b(xz) =0 en todo = € I decimos que la EDOL es homogénea.

Si b(x) no es cero en todo = € I decimos que la EDOL es inhomogénea.

Suponemos que la derivada de orden més alto u(™ no lleva ninguna funcién coeficiente en la EDO.
Esta forma se denomina forma normal.

Ejercicio 1. Las siguientes EDQO’s son lineales
1. v —u=e
2. u" +u = tagr.

3w’ — tu' 4+ (14 25)u=0.

4. v+ (z +isenz)u = e
sSon homogéneas? ;En que intervalos abiertos son continuos los coeficientes?
Ejercicio 2. ;Por qué las siguientes EDQO’s no son lineales?

1. W —zu? = e,

2. U 4+ u = e“.

3. U +senu==x



Una EDOL fundamental

-0 d*¥(x)

2m  dx®

+ U(x)¥W(x)= EV¥Y(x)

Fig. La ecuacién de Schrodinger para los autoestados de energia

Fig. El mundo lineal es mucho mas facil

Problemas de valores iniciales (PVI)
Consideramos el problema de valores iniciales (PVI) consistente en la EDOL

u™ + a1 (2)u™V 4+ ag () + ag(x)u = b(x),

y las condiciones iniciales

(o) — g, (o) = 1y - 0D (0) = s

Comentarios
= El nimero de condiciones iniciales es el mismo que el orden de la EDOL.

= Los datos iniciales uyg,...,u, 1 son n numeros reales 6 complejos arbitrarios.

Teorema 1. (TEU)

Dado un intervalo abierto I si se cumple que tanto los coeficientes ag(z), . . ., a,_1(x) como el término
independiente b(x) son funciones continuas, entonces para todo punto xo € I y todo conjunto de datos
iniciales ug, . .., Up—1 entonces

1. Eziste una unica solucion u = u(x) del PVIL.



2. Esa solucion estd definida sobre todo el intervalo 1.

Comentarios

= A diferencia del caso general (Teorema de Picard), la solucién de una EDOL es GLOBAL. Es
decir, es solucién sobre todo el intervalo I.

» La solucién u(x) debe admitir derivadas continuas hasta el orden n en I.

= El teorema se aplica a EDOL’s en forma normal.

En adelante supondremos que los coeficientes ag(z), ..., a,_1(x) y el término independiente b(x) son funciones

Ejercicio 3. Usar el TEU para probar que si se cumplen las dos condiciones
1. ap(z),...,an_1(x) y b(x) son funciones con valores reales.
2. Los datos iniciales ug, . .., U,_1 Son numeros reales.

Entonces la solucion u(x) es una funcion con valores reales.

Ejercicio 4. Determinar intervalos I lo mds grandes posible para los PVI de las EDOL’s lineales
siguientes en los que se puede aplicar el TEU

1 v —u=2?
2. u" —xu +logru=0.
3. 2?u" +xu + (22 — m?)u = 0. (Bessel).

4. 1 —2*)u" —2zu' +1(l+1)u=0. (Legendre)

2. ESPACIOS LINEALES DE FUNCIONES Y
OPERADORES DIFERENCIALES

Espacios lineales de funciones derivables

Definicién 2. Sea I un intervalo abierto en R y N =0,1,... definimos

CN(I) ={u:1—Clu, u,...,u" ezisten y son continuas en I}.



Comentarios

= Por las propiedades lineales de la derivacién y de la propiedad de continuidad, el conjunto C™(I)
es un espacio lineal sobre C. Es decir:

l.ceC,ueCN(I)= cueCV()
2. u,v € CN(I) = u+v e CV(I)

» El vector 0 en CN(I) es la funcién cero (la que se anula en todos los puntos de ).

» La dependencia lineal en CV(I) se define en la forma habitual de un espacio lineal : uy, uy, . .., uy; €
CN(I) forman un conjunto linealmente independiente si y solo si los tinicos ¢y, ..., cy € C tales
que

Clu1+"'+CMUM=0,

son
61:...:CM:0.

= Las bases vectoriales de los espacios C™V(I) tienen un ntimero infinito de elementos y son objetos
matematicos inaccesibles (nadie sabe como construir una).

Ejemplo 1. Las funciones uy(x) = 1, us(x) = cos(2x), uz(z) = sen® x son l.d. en cualquier CN(I) ya
que
1 —2sen’r —cos(2z) =0, Vzel.

Ejemplo 2. Las funciones ui(z) = 1, us(z) = x, uz(z) = 2%,...,u,(x) = 2" son Li. en cualquier
CN(I) ya que si
cF+er+-Fe, v =0,

entonces el polinomio que forma el primer miembro se anula en todos los puntos de I. Pero al ser un
polinomio de grado a lo sumo n, salvo que sea el polinomio cero, solo deberia anularse en n o menos

puntos. Luego debe ser el polinomio cero. Es decir ¢c; = ... =c, = 0.
Teorema 2. uy, s, ..., uy conjunto linealmente dependiente en € CN(I) (con N > M —1 )

uy () up ()

ui () uy ()

—| g —0, Vrel
M-1 M-1
i ) e @)
Demostracion:
La demostracién es la siguiente: sea g € I, al ser uy, us, . . ., ups 1.d. en OV (I) existirdn (cq, ..., cy) #

0,...,0)

cuy + -+ eyuy =0,

lo cual quiere decir
cur(x) + -+ epup () = 0,V € 1.
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Por tanto derivando repetidamente esta ecuacion se obtiene

cur(x) + -+ eprup(z) =0

auy(x) + -+ eyt (r) =0

(M—-1) (M—1) _
cruy () + - +emuy, (x)=0

para todo x € I. En particular

crug(xg) + -+ + eprups(xg) =0
vy (xo) + -+ 4+ epty (o) =0

clungl)(:L’o) 4+ -4 cMu(Mfl)(:co) =0

Por tanto (cq,...,cp) es una solucién de un sistema de M ecuaciones lineales homogéneas con M
incégnitas, y como (cy,...,cp) # (0,...,0), el determinante de los coeficientes de ese sistema debe ser
cero. [J

Comentarios

= [a funcién

uy () un ()
uy () U ()
Wu,...,u)(@)=| M
M-1 M-1
u' V(@) oy ()
se denomina Wroonskiano de las funciones uy, ..., uy;.

» La implicacién en el otro sentido (<=) es falsa.
Ejercicio 5. Probar que ui(z) = 2% y us(x) = x|z| son Li. en [ = (—1,1) y sin embargo

Wiuy,ug)(z) =0, Vel

Operadores diferenciales

Definicién 3. Sea I un intervalo abierto en R y ag(x),...,a,(x) funciones continuas en I con a,(z)
distinta de la funcion cero. La aplicacion

L:C"(I)—C°I), Lu=ay(z)D"u+...+a(z)Du+ a(r)u,

k)

donde denotamos D*u = u® | se denomina operador diferencial de orden n



Comentarios
= [ es una aplicacién lineal. Es decir:

l.ceC,ueC"(I) = L(cu) = cLu.

2. De forma mas operativa, se tiene que dados ntimeros cy, ..., cy vy funciones uq, ..., uys

M M
L( Z ckuk) = Z Ck Luk
k=1 k=1

3. u,v e C"(I) = L(u+v) = Lu+ Lv.

= Los operadores diferenciales son objetos matematicos basicos en la fisica cuantica. Por ejemplo, la
energia de una particula cuantica en una dimensién sometida a un campo de fuerzas con potencial
V =V (z) es descrita por el operador diferencial

hZ
Hu = —%Dzu + V(z)u,

donde 7 es la constante de Planck y m la masa de la particula.

Ejemplo 3. Sea
Lu = D*u — xDu+ log z u,

es un operador diferencial de orden 2 que define una aplicacion lineal L : C*(I) — C°(I) siendo
I = (0,4+00). En particular

Lsenx = —senx — xcosx + logxsen x.



3. EDOL’s HOMOGENEAS

El espacio S"(I) de soluciones

Una EDOL homogénea
u™ + @y (2)u" 44 ag (@) + ag()u =0,

puede expresarse en la forma abreviada
Lu=0,

siendo L el operador diferencial
L:CYI)— C°I), Lu= D"+ an,1(2)D" Yu+ ...+ a(x) Du+ ap(x)u.

Definicién 4. Sea I un intervalo abierto en R y ag(x), ..., a,(z) funciones continuas en I con a,(x)
distinta de la funcion cero. Denotaremos S™(I) al conjunto de soluciones de la EDOL homogénea Lu =
0. Es decir

S™(I)={ueC™(I)|Lu=0}.
Comentarios

= S™(I) es un espacio lineal sobre C (Principio de superposicién).

l.ceClue S"(I) = Lu=0= L(cu) =cLu=c¢-0=0.
2. u,veS"(l) = Lu=0,Llv=0= L(u+v)=Lu+ Lv=0+0=0.

» La funcién u(z) = 0 es solucién de cualquier EDOL (la solucién trivial).
= Los operadores diferenciales son objetos mateméaticos basicos en la fisica cuantica.

» El espacio lineal S™(I) es muchisimo mds simple que los espacios C"(I), como se comprueba en
las propiedades siguientes.

Teorema 3. Formula de Abel

Sean uq,...,u, € S"(I) soluciones de una EDO homogénes de orden n, entonces su Wronskiano
Wi(x) =W(u,...,u,)(z) verifica

W (z) = W(xg)e Jro 1@ oz e T, (1)



Demostracion:
Haremos la demostracion solo para n = 2 (EDOL’s de segundo orden) Demostracion: Sean dos
soluciones uy, us € S™(I)
w; + ar(z)u;, + ap(x)u; =0, i=1,2.

Entonces

W (z) = uyuly — ujus = W'(x) = ujuy + uyuy — ujus + ujuly = ujuy — ufus.
Usando la EDOL queda

W'(z) = —uy <a1(x)u’2 + ao(x)u2> + (al(x)ull + ao(x)u1>u2 = —ay(x) W(x).
Integrando entre zg y « encontramos (1). O

Bases vectoriales en S™(/)

Las bases vectoriales de S™(I) se denominan sistemas fundamentales de soluciones de la EDOL |

Teorema 4. Se verifica que
1. dim S™(I) = n.

2. Las n soluciones de los PVI siguientes (donde xo € I)

( Lu; =0 ( Luy, =0 ( Lu, =0
Ul(alo) =1 UQ(.CL’O> =0 un(lio) =0
uy(zo) =0 uy(zo) =1 ! up(w0) =0

[ 0" @) =0 ([ ufV(ao) =0 [ uf' ™ (o) = 1

forman una base vectorial de S™(I).

Demostracion:
Dado que
uy (o) U () 1 0
W)= Wy —| 00wl ey
UE"*I.) (7o) - u%"’i)(g;o) 0 .. 1
las funciones uy, ..., u, son Li. Por otra parte dada v € S™(I) si denotamos
c1 =v(xg)y ..., Cp = v("_l)(xg).
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Entonces v es solucién del PVI

Lu=20
u(xg) = ¢
U (xg) = co

\ u™ () = ¢,

Pero es facil ver que también lo es la funcién
Ux) = cuy(z) + - - - cpupn(x).

Entonces por el teorema de existencia y unicidad v = U y por tanto v es combinacion lineal de uq, . . ., u,.
Con lo cual

lin{uy,...,u,} = S"(1).
O

Métodos para resolver EDOL’s lineales homogéneas

Dada una EDOL homogénes Lu = 0 de orden n para determinar su espacio de soluciones S™(I)
necesitamos n soluciones Li. {uy, ..., u,}. Entonces:

La solucion general de una EDOL homogénea es de la forma

w(x) = crur(z) + - cp up (),

siendo ¢1, ..., ¢, constantes arbitrarias. Luego debemos encontrar una base del espacio S™(I).
1. El método de reduccién del orden(é de la segunda solucién)

Supongamos que conocemos una solucién ui(x) # 0 de nuestra EDOL homogénes Lu = 0. Entonces
el cambio de variable dependiente

u(z) = v(z), ulr)=u(r)v(x),

convierte la EDOL original Lu = 0 en otra para v'(x) de un orden una unidad menor, y por tanto mas
fcil de resolver. Lo demostraremos para orden n = 2. Sea la EDOL

"+ ay(z)u' + ap(z) u =0,
y supongamos que conocemos una solucion no trivial uy(z) #Z 0
uy + ay(z) uf + ag(x) uy = 0.

9



Haciendo el cambio de variable
u(r) = uy(z) v(z),

se obtiene, que para que u sea solucion debe suceder que

(u1v)" + a1 (u1v)" + ag(ugv) = 0 =
upv” + 2uiv" + uv + ag (uv 4+ i) + aguiv = (uf + a1u] + agur)v + wv” + (2u) + aug )’ = 0 =
upv” + (2u] + ajup)v' = 0.

Es decir v debe satisfacer la EDOL

!/

V" + (2% - al)v’ =0,, (logv +logu]) =—ai,, log(ufv) = —a;.
1

que es una EDOL de orden 1 para v’. Podemos resolverla inmediatamente. Hacemos una primera
integracion
1
v = — effzaldx'
uy

Ahora otra integracién nos dé (interpretando con cuidado las dos integraciones indefinidas)
x 1 =
v(x) = / dr— ¢~/ mde,
uy
Un vez calculada v deshacemos el cambio y obtenemos una segunda soluciéon de nuestra EDOL

x 1 =
uz(x):ul(x)/ dr— e~/ mde,

uy

Ejercicio 6. Probar que uy y ug son li. Por tanto forman un sistema fundamental de soluciones de la
EDOL.

Ejemplo 4. Sea
' +u=0.

Tomemos
ui(x) = cos x.

En este caso ay(x) =0, por tanto

€T
us(x) = cos x/ dz = cos ztagr = senu.

cos? x

La solucion general es
u(z) = ¢y cos & + cosen x.

10



Ejemplo 5. Sea

/ /
2u" +xu —u=0.

La pasamos a forma normal

1 1
u' 4 —u' — —u=0
x xZ

Tomemos como solucion (se comprueba que los es)
uy(z) = x.

En este caso a(x) = 1/x, por tanto

" el oI/ Tl oge co 1 1

La solucion general es

1

w(z) =crx+ ey et

Donde hemos absorbido en cy un —1/2 de us(x).

2. El método del polinomio caracteristico (EDOL’s con coeficientes constantes)

Sea una EDOL homogénea en que los coeficientes a; son constantes
u™ + a1 u™ Y 4+’ + aou = 0.
Por simplicidad es conveniente escribir la ecuacién con el operador diferencial asociado L
Lu = 0.

Busquemos soluciones de tipo exponencial

Dado que
De/\x — )\e)\x’ D2€)\x _ )\27 ) ’eAkae)\x — )\k e/\x’
se obtiene
Let® =p(\) e,
donde

Polinomio caracteristico de la EDOL

p(>\) ="+ anfl)\n_l + -+ (11/\ + ay

11



Entonces e*® es solucién de la EDOL si solo si \ satsisface

Ejemplo 6. Sea
En este caso

Soluciones asociadas

Caso general
En el caso general al ser p(A) un polinomio de grado n admitird una factorizacién de la forma
p()\) = ()\ _ Al)nl()\ _ )\g)m - ()\ _ )\s)ns’ ny+ne+---+ns=n,

donde Ay, Ag, ..., \s son las raices de p con sus multiplicidad nq, ns, ..., n,. Veamos los casos que pueden
darse:

1. Si A\ es una raiz simple (n; = 1), entonces determina una sola solucién:

M

2. Si A\; es una raiz con multiplicidad nj, > 1, entonces determina las n; soluciones siguientes:

eAkz’ Ie)xkx’ . 7.17nk_1 6>\k$.

La demostracién parte de la identidad
Ler® = p(\) er”.
Denotemos D) = 0/0\, entonces derivando respecto de A la identidad se obtiene
DiLeM = LD = L(x’”e”>.

Por otro lado
DiLe*® = Dj (p(0)e** ) = Z i (P (D51

Si hacemos A\ = A\, en esta ecuacion y tenemos en cuenta que, al ser A\ una raiz con multiplicidad
N

(DLp)(\e) = 0, 120,1,...,nk—1:>L(gfe“> —0, r=0,1,... np—1.
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Ejercicio 7. Probar que
M g e L gl e
son funciones Li. en todo CN(I).

Es fcil ver entonces que el método nos proporciona un sistema fundamental de soluciones de la EDOL
homogénes con coeficientes constantes.

Raices complejas
Una raiz del polinomio caracteristico puede ser compleja

A=Y Hiwg, wp#0; M= e”’“x<cos(wk:1:) + isen(wm:)),

incluso cuando los coeficientes ag, a1, ..., a,_1 sean nimeros reales. En este tltimo caso se desea cons-
truir la solucién general real. ; Qué hacer entonces?
Si los coeficientes ag, ay, ..., a,_1 son nimeros reales, tomando el complejo conjugado

p(A) = p(N).

Luego si A\; es raiz también lo sera 7

Es decir que las races complejas vienen en pares
Ap =Ykt iwg, A=Yk — Wk,

Ademads como el espacio de soluciones S™(I) es un espacio lineal, para formar el sistema fundamental
podemos tomar en lugar del par

™ e)\kx7 ™ e)\kz

el par de combinaciones lineales

1 v 1 T
™ e cos(wpx) = 5 (a:m M g™ e)"“x> , o x™ el sen(wyr) = % (xm M — g™ e’\’“> .
i

Ejemplo: EDOL’s de orden n = 2
Para la EDOL homogénes de orden 2 con coeficientes constantes y reales
v+ a v +agu=0, ag, a €R,

el polinomio caracteristico es
p(A) = A%+ a3 A + ao.

1 /
)\172:§<—a1i G%—4CL0>.

Podemos distinguir los dos siguientes casos:

Sus raices son:
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1. Hay una tunica raiz Ay, que por tanto sera doble y real

PO = (A= M)

Esto sucede si ag = —a?/4, con lo que \g = —ay /2. Entonces determina dos soluciones linealmente
independientes de la EDOL
6)\0 ac, T 6>\0 T
La solucion general se escribe
u(z) = ¢ e 4 cywe”.

2. Hay dos races A\; y A\ distintas, que determinan el par de soluciones linealmente independientes
siguientes:

La solucion general se escribe
u(z) = ¢ M7 4 ¢y e

Solo hay dos posibilidades: ambas raices A; y Ay son reales ( a? —4ag > 0 ) 6 bién ambas son
complejas (a2 — 4ag < 0) y conjugadas una de la otra

AM=7+iw, =7v—iw, (w#0).
En este ultimo caso podemos escribir
eMT = 1? ( cos(wz) + isen(wx)), M = I® ( cos(wz) — isen(wx)).
También podemos tomar como base del espacio de soluciones el par de funciones reales:
e’® cos(wr), €7¥sen(wx),
y la solucion general admite el desarrollo

u(z) = C1 e cos(wx) + Cy €7 sen(wx).

3. EDOL’s de Euler

So aquellas EDOL’s homogéneas de la forma (adviértase que no es forma normal):
2" u™ 4, 2" Y gzl + agu = 0.
Hay dos formas de resolverlas:

1. Mediante el cambio de variable independiente



las derivadas se transforman como

Dyu = (Dyu) (Dyx) = (Dyu) et = x Dyu,
D?u = (Dz)(Dyu) + x DiDyu = & Dyu + 22 D2u =

212, _ 2
x*D,u = D;u — Dyu,

continuando el proceso, todos los términos z* D¥u se convierten en sumas de derivadas Dlu con
coeficientes constantes. Asi que la EDOL se convierte en una EDOL con coeficientes constantes.

. Se buscan soluciones de la forma

Dado que
*DF=AXA-1)---A=n+1)2

A cumpla la EDO se encuentra que

Para que =
La* = p(N)at = 0 <= p(\) = 0,
donde p(\) es un polinomio de grado n, que podra factorizarse
PO) = A= A" (A= 2™ (A= A)™, iy +mg o +my =,

siendo A1, Ao,..., s las raices de p con sus multiplicidad nq,ns,...,ns. Veamos los casos que
pueden darse:

a) Si A es una raiz simple (ny = 1), entonces determina una sola solucién:

™k,

b) Si Ay es una raiz con multiplicidad nj > 1, entonces determina las ny soluciénes siguientes:

Ak

2, (log 2) 2™, ..., (log z)™ 1

La demostracién se basa en la identidad
D5 La* = LD5a* = L((log z)"x™)

Por otro lado
DiLa = D} @(A)ﬁ)

Si hacemos A = )\, en esta ecuacién y tenemos en cuenta que, al ser A\, una raz con multipli-
cidad ng

DipY\) =0, 1=0,1,...,n,— 1= L(2"e**) =0, r=0,1,...,n5 —1,
A

se demuestra que
L((logz) z™) =0, r=0,1,...,n, — 1.
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Ejemplo 7. Sea la EDO de Fuler:

2220 + v —15u = 0.

Sustituyendo v = x> se obtiene
cuyas raices son

y ddn lugar a las soluciones
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4. EDOL’s INHOMOGENEAS

El conjunto de soluciones

Como dijimos al principio de este capitulo una EDOL inhomogénea es de la forma
u™ 4 @y (2)u™ Y £ ay (o) + ag(z)u = b(z),  b(z) Z 0. (2)

Puede expresarse en la forma abreviada
Lu = b,

siendo L el operador diferencial
Lu = D"u+ ap_1(x) D" Du+ ... + ay(x) Du + ag(z)u.
Denominaremos EDOL homogénea asociada a la EDOL inhomogénea (2) a la EDOL
u™ + a, ()™ 4 g (o) + ag(z)u = 0.

En forma abreviada
Lu=0.

Supongamos que conocemos una solucién particular cualquiera u,(x) . Es decir Lu, = b. Entonces
para cualquier otra solucién Lu = b, se tiene que

L(u—wu,) =Lu—Lu,=b—0b=0.

Por tanto u — u, es una solucién de la EDOL homogénes asociada. Podemos asi enunciar que

La solucion general de una EDOL inhomogénea es de la forma

UW(T) = Upart (T) + 1 ur (T) + - - - ¢ up (),

siendo Upayt () una solucién particular cualquiera de la EDOL inhomogénea, y ¢y uy(z) + - - - ¢, up () la
solucion general de la EDOL homogénes asociada.

Luego para determinar el conjunto de soluciones de una EDOL inhomogénea debemos hacer dos
cosas:

1. Resolver la EDOL homogénea asociada.
2. Encontrar una solucién particular upa(z) de la EDOL inhomogénea.

La seccién anterior traté la resolucion de EDOL’s homogéneas, veamos que podemos decir del calculo
de Upart () -
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Métodos para determinar ()

1. El método de variacién de constantes

Si hemos resuelto la la EDOL homogénea asociada y conocemos su solucion general
crur(x) + - cpup(a),
el método de variacion de constantes consiste en buscar una up,(z) de la forma
Upart (2) = c1(x) ur () + - - a () un (),

donde ¢i(x),...,c,(x) son funciones desconocidas. Para ello se sustituye esta expresén en la EDOL
inhomogénea y se impone no solo que sea solucion, sino también una serie de condiciones a las funciones
d(x),...,d (z). Concretamente se exige el sistema

e n

C

(@) @)+ (x) u

()

/
1
/
1

/

Las funciones ¢|(z), ..., c, () pueden obtenerse de este sistema lineal dado que el determinante de sus

coeficientes es el Wronskiano
Wiug, ... uy)(x),

que no se anula en ningin punto x € I.
Solo probaremos el resultado para el caso n = 2. Busquemos una solucién de
ugart +ay ('T) u;aart + ao (.CE) Upart = b(.fl?),
de la forma
Upart () = c1(x) uy (z) + co(2) ua (),

donde
u! +a(x)u) + ag(z)u; =0, 1=1,2. (3)

Procedemos como sigue:
/ / !/ / /
Upary = C1UY + U + () ur + cyug),

si imponemos que
/ /
cLuy + cyug =0, (4)

entonces
/ _ / / " . " " / / / /
Uy = C1LUY + Co Uy = Up,y = CLUY + Co Uy + (¢ Uy + ¢ up). (5)
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Si exigimos ahora que Lupay = b, teniendo en cuenta (5) y (3)

" 1 / / / ! / /
Lupay = cruf + couy + () uy + dyus) + ar (e uy + cauy) + ag(crug + coug)

/ !/ / / / / / /
= ¢ Luy + ¢y Lug + ¢y uy + ¢y Uy = ¢ Uy + Cy Us.

basta imponer
/o ror
coup +cyuy =b

Es decir ¢1(x) y co(x) deben satisfacer el sistema de dos ecuaciones lineales

huy + hus =0
duy+chuy=>

Resolviendo por la férmula de Cramer del dlgebra lineal

R N L
g= Lm0 _wb
WUy b W

donde
P / /
W =W (uy,ug) = uy ujy — uj us..

Integrando ahora
U9 b U1 b
w'’ W

Finalmente, la expresion de upay queda (siendo cuidadoso con las integrales)

cp=— [ dzx e = [ dzx

b b
upart(x) = —U,l(iC) dl‘% + Uz(l') dx%
Ejemplo 8. Sea
W —u=zx%e"
En este caso
x3 2
Uy =¢€e*, upy=e " —=>W , C 5 Co 1 1
Asi que
(2) <:L'3 2 1) N
Upart\ ) =\~ Ty T 8)°
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2. El método de los coeficientes indeterminados

Solo se aplica a las EDOL’s con coeficientes constantes
Sea una EDOL inhomogénea en que los coeficientes a; son constantes
u™ + ap_ ™Y 4 agu + agu = b(x), (7)
y el término independiente es de la forma
b(z) =e*P(z), P(x)=bya’+ - +bax+b, XN€C, b,#0. (8)

En ese caso podemos encontrar una solucién particular up,, () de (7) de una manera simple, sin recurrir
a integraciones. La forma de esa solucion la proporciona el siguiente teorema, que usa el polinomio
caracteristico de la EDOL homogénea asociada a (7)

pAN) = A"+ an A )+ ag.
Teorema 5. Hay dos situaciones distintas dependiendo de si Ao es o no raiz de p(\) :
1. Sip(Xo) # 0, entonces eziste una solucion de (7) de la forma
Upart (T) = €°7Q(2), Q(7) =cpa? + -+ 12+ ¢ 9)
2. Sip(Xo) # 0, entonces existe una solucion de (7) de la forma
Upart (7) = €27Q(7), Q(x) = 2™ (cpaP + -+ + 12+ ), (10)
donde m es la multiplicidad de Ay como raiz de p(\)

Demostracion:
Busquemos una solucion de la forma

upart(x) = 6))\0 x@(x)a

donde Q(w) es un polinomio incognita. Apliquemos la regla de Leibnitz para la derivada de un producto

D’ (&o@(@) - Z ( . ) D’"_k(e’\”>DkC~2(x) = ez Z ( . > A~k DFQ(2).

k=0
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Sustituyendo estas expresiones en (7), el primer miembro nos queda

. n T r . 5
0 ;ar kz_; ( I ) A DFQ(x)

Aoz r! r—k kO
=y = ikl 4 )P
k=0 r=k
p = 1 /e r—k\ kA
— o ZE< r(r—=1)---(r—k+1)a.\; >DQ($)
k=0 " r=k
n 1 _
_ oz Z Ep(k)O\O)DkQ(x), en el caso 1
k=0
n 1 ~
_ oz Z Ep(k)()\o)DkQ(g;), en el caso 2
k=m

donde para el caso 2 hemos tenido en cuenta que

p()\o) = 0, p/(/\g), e ,p(m_l)()\o) = 0

Simplificando el factor exponencial en los dos miembros de (7) encontramos una ecuacién de la forma

n 1 5
Z Ep(k)(/\o)DkQ(x) = P(z), enel caso 1,
k=0

n 1 N
Z yp(k)(/\o)DkQ(x) = P(x), en el caso 2.
k=m

Estas ecuaciones son igualdades entre polinomios en z. Usando las formas (9) y (10) para Q(z),
se demuestra que identificando coeficientes de potencias de x en las ecuaciones obtenemos un sistema
lineal de p+ 1 ecuaciones para las p+ 1 incdgnitas co, ¢1, . .. ¢, (los coeficientes indeterminados). [J

Términos independientes b(z) con factores oscilatorios

Dado que el pardmero )\ en la expresién b(x) = e**P(z) del término independiente puede ser un
nimero complejo

Mo=7+iw, w#0; %= e”(cos(w x) + isen(wx)),
nos permite también resolver EDOL’s
u™ + ap_ ™Y 4k agu + agu = b(x), (11)
tales que

1. Todos los coeficientes ag, aq, ..., a,_1 son nimeros reales.
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2. El término independiente es de la forma
cos(w x)
b(x) =¢e" 6 P(z), P(z)=0bya’+---+bix+by, b,#0.
sen(w x)
con by, ...,b, € R.
Para ello aplicamos el método de coeficientes indeterminados a la EDOL

™ 4 a, 0™ a0+ agu = M7 P(x). (12)

para calcular una solucién vy, de (13). Tomando entonces parte real o imaginaria en

vl(f;zt + an,lvgr}l) + -+ 4 a1V + GoUpart = eM” P(z), (13)

encontramos inmediatamente que

Re vpart ()
Upart = o ’
Im vpare ()
verifican (11) con
cos(w )
b(z) =e'" 6 P(z).
sen(w )

Ejemplo 9. Sea
u —3u 4+ 2u = cos .

Aplicamos el el método de coeficientes indeterminados a
v — 30 +2v=¢" (14)

Debemos buscar una solucion de la forma
v=¢"c

Sustituyendo en (14) y simplificando el factor €'® nos queda

1431 1431
= v =
10 7 10

e,

(1-3i)c=1,,c

Por tanto

1
u(z) = Rev(z) = 1—0(005 r —3senx).
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TEMA 3

1. SISTEMAS DE EDO’s LINEALES

“Siempre nos quedard el dlgebra lineal”

Nociones generales

Definicién 1. Notacion general : x= la variable independiente,
yi(z)
y=y(z) = : la funcion incdgnita.
Yn()

Su derivada

Y () = :
Yn ()
Se denomina sistema de EDQO’s lineales de primer orden y de dimensién n a un sistema de
la forma



Y = Alx)y +b(2),

siendo
aji(z) -+ ap(x) bi(x)
Alz) = : : : , blz) = :
an1 () 0 apn(x) by ()

De manera equivalente, el sistema se escribe en componentes como

Yy =an(®)yr + -+ a1 () Yo + bi(z)

y’:’L = anl(x) Y1+ + ann(x) Yn + bn(x)

Las funciones a;;(z) y bi(x) pueden tomar valores reales o complejos y se supondremos que son
continuas en un intervalo abierto (acotado o no acotado) I en R.

= Las soluciones del sistema en el intervalo I son funciones vectoriales y : I — C" con n componentes
derivables.

» Las funciones a;;(x) se denominan coeficientes del sistema.
» Las funciones b;(x) se denominan términos independientes del sistema.
» Si b es la funcién cero (b(x) = 0 en todo x € I) decimos que el sistema es homogéneo.

= Si b no es la funcién cero decimos que el sistema es inhomogéneo.

Sin disponer por el momento de un método de caculo de soluciones, veamos un ejemplo en que
podemos llegar hasta el final

Ejemplo 1. Sea el sistema de dimension 2

siendo A(x):“})’ b(x):(g)

{ vi =y +y2 + o,
y§=y2

Podemos resolver la sequnda ecuacion obteniendo

En componentes se escribe como

Yo = CQ e’.



Sustituimos ahora el resultado en la primera ecuacion y queda de la forma
vy =11 + Coe” +
que es una EDO lineal para y,. Resolvemos primero la homogénea asociada
yin = C e,
y luego aplicamos variacion de constantes para buscar una solucion particular
yp = Clx)e”,, C'e” + Ce® = Ce® + Cye” + x,, C' = Cy + xe ™.

Luego
C(z) = Cor — (z+ e, yip = Coze” — (z + 1).

que nos lleva a la solucion para vy,
Y1 = (Cl + CQLE) e’ — (33' -+ 1)

Ejercicio 1. Resolver el sistema de dimension 2
siendo
Ejercicio 2. Considerar una EDOL de orden n

u™ + a, ()™ 4 g () + ag(z)u = b(x),

y probar que mediante el cambio de variables

h = u, y2:ul7"'7yn:u(n71)7
es equivalente al sistema
( yi = Y2,
yé = Vs,
y;—l = Yn
L Yn = —ao(@)y1 — ar(z)y2 — - -+ — an—1(x)yn + b(2).

Es decir, mediante el cambio de variables transformamos soluciones de la EDOL en soluciones de un
sistema lineal y reciprocamente.

Ejercicio 3. Considerar las ecuaciones del movimiento de una particula en un campo electromagnético
constante
mi=qFE+q% x B.

Convertirlas en un sistema de EDQO’s lineales de primer orden para T y v = .



Problema de valores iniciales para sistemas de EDQO’s limeales

Consideramos el problema de valores iniciales (PVI) consistente en

Y = Al@)y +b(x), y(xo) = ¥y,

Se verifica el siguiente teorema de existencia y unicidad:

Teorema 1. (TEU)

Dado un intervalo abierto I si se cumple que tanto los coeficientes a;;(x) como los términos indepen-
diente b;(x) son funciones continuas, entonces para todo punto xy € I y todo conjunto de datos iniciales
Yy, en C"

1. Eziste una tunica solucion y = y(z) del PVI.

2. Fsa solucion estd definida sobre todo el intervalo I.

Comentarios

» A diferencia del caso general (Teorema de Picard), la solucién de un sistema lineal de EDO’s es
GLOBAL. Es decir, es solucién sobre todo el intervalo [.

» La solucién y(z) debe admitir primera derivadas continua en I.

s Como veremos mas adelante todas las soluciones de un sistema lineal de EDO’s de dimension n
pueden englobarse en una solucién general de la forma

yzclyl+"'cnyn+yp7

donde {y,...,y,} son n soluciones linealmente independiente del sistema homogéneo asociado

¢ y,, una solucién particular cualquiera.
Ejercicio 4. Usar el TEU para probar que si se cumplen las dos condiciones
1. Tanto los coeficientes a;j(x) como los términos independiente b;(x) .
2. El dato inicial es un vector real y, € R".

Entonces la solucion y(x) es una funcion con valores vectoriales reales.



2. SISTEMAS de EDO’s LINEALES HOMOGENEAS

El espacio S, (I) de soluciones

Definicién 2. Sea I un intervalo abierto en R. Denotaremos S, (1) al conjunto de soluciones del sistema
de EDO’s lineales de dimension n homogéneo

Es decir
Sn(I) ={y: I = C"|y = A(x) y}.
Comentarios

= Con las operaciones de producto de un nrhuero por una funcién vectorial y la suma de funciones
vectoriales, S,,(I) es un espacio lineal sobre C (Principio de superposicién).

l.ceCyeS,(I) =y =Ay= (cy) =cy =cAy = A(cy).
2. Y1, Yy €Sul) = by; = Ayi (i = 1,2) = (y1 +92) = Y1+ y5 = Ayy + Ay, = Ay, + ).

» La funcién y(z) = 0 (es decir y(x) = 0,Vz € I) siempre es solucién de cualquier SEDOL
homogéneo (la solucién trivial).

= Un conjunto de funciones {y,,...,y,,} es linealmente dependiente en S, () si existen nimeros
c1,y...,¢m € Cno todos cero tales que

ay,+...+cepy, =0.

Es decir
ay(z)+ ...+ eny,,(r) =0, Vrel

Bases vectoriales en S, (/)

Teorema 2. Se verifica que
1. dimS,(I) = n.
2. Las n soluciones de los PVI siguientes (donde xo € I)

Yy = A(r) yy, Yy = A1) yy. Yy, = Ar)y,.

Y. (zo) = ey, Yo(70) = ey, Yo (10) = €y,



donde {ey,...,e,} es la base candnica de C"

1 0 0
0 1 0
€1 = . , €2 = . R . )
0 0 1
forman una base vectorial de S, (I).
Demostracion:
La hacemos en dos apartados:
1. {y,,...,y,,} son linealmente independientes. Si existieran nimeros ¢, ..

tales que
ay, +...+cny,, =0.

En particular
ay1(zo) + ... + Y, (20) = 0.

Pero por las condiciones iniciales, esto significa que
ce+...+cpen =0,

Pero esto no es posible dado que {ey,...,e,} es la base canénica de C"

., Cm € C no todos cero

2. lin{yy,...,y,,} = S,(I). Dada una funcién y(x) en S,(I), se cumple que y' = A(x)y. Por otra

parte denotando
Yo = y(o).
Se verifica el PVI
Y =A@y, y(@o) =y,

Ahora bién descomponiendo y, en la base canénica de C"
Yo = C1€1 + - Cpep,

Se comprueba inmediatamente que la funcion

y = Clyl + o .Cﬂy'ru
satisface el mismo PVI, con la misma condicién inicial
¥ =A@y, Yw) =y,

Luego por el TEU
y=y=ay+ -y,



Matrices fundamentales

Definicién 3. Dado un sistema homogéneo

Y = Az)y, (1)

de dimension n , se denomina sistema matricial asociado a la ecuacion matricial

Y =A(x)Y (2)
siendo Y =Y () una funcidn con valores matriciales
yi () - yia(w) bi ()
Y(z) = A  bla)=
yn(2) -+ Yan() bn()

Es decir, en componentes
yéj = Z Ak Yrj-
k
El sistema matricial (2) es una forma conveniente de tratar el sistema de EDO’s homogénero (4).

Teorema 3. Se verifica que
Y' = A(x)Y,

sty solo si los vectores columna que forman la matriz Y

Y11 Y12 Yin
y1: Jy2: 7"'7yn: )
Yn1 Yn2 Ynn

satisfacen el sistema (4). Ademds dado un vector fijo cualquiera ¢ € C" | entonces
y = Y (x) ¢ satisface el sistema homogénero y' = A(x)y (3)

Demostracion
Si escribimos el sistema matricial de la forma equivalente siguiente indicando las columnas de las

matrices como
(wifwi| - w2) = (A@ v A@) |- A0) ).

Es evidente la primera afirmacion del enunciado. En cuanto a la segunda afirmaciéon

Yh

y=Y'(x)e=Ax)Y(x)e= Alx)y.



Definicién 4. Se denomina matriz fundamental a cualquier matriz Y (x) cuyas columnas Y (x) =

<y1 Y2
decir tales que formen una base de S,,(I). Una matriz fundamental de denomina matriz fundamental
canoénica en g si Y (xg) = 1.

yn> sean soluciones linealmente independientes del sistema homogéneo y' = A(x)y. Es

Teorema 4. Dada una matrizY =Y (x) solucion del sistema matricial (2), las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Y(x) es una matriz fundamental.

2. ‘Y(x)‘ #0, Veel

3. ‘Y(xo)’ £ 0 en algin xo € 1

Demostracion
=2
Si Y(:L‘g)‘ = 0 en algtin zy € I, entonces los vectores columna de Y (x() son linealmente dependientes

en C" y por tanto existieran nimeros cy, ..., c, € C no todos cero tales que En particular

a1y, (o) + ... + cuy, (o) = 0.

Pero esto significa que la funcion

y(r) = ay(z) +... + ey, (2),

satisface el PVI
y/ = A(:E) Yy, ’!/(350) = 07

Al igual que la funcién 0. Por el TEU se cumple entonces que
yx)=ay,(z)+...+cy,(r) =0, Vel

Es decir, los vectores columna de Y (z) serfan linealmente dependientes, lo cual contradice la afirmacién
L.

Obviamente 2 = 3. Veamos finalmente que 3 = 1. Si la afirmacién 1 fuera falsa entonces los
vectores columna de Y (x) serfan linealmente dependientes en S,, (1), asi que existen nimeros ¢y, .. ., ¢, €
C no todos cero tales que En particular

ay,(z)+...+cy,(z) =0, Vel
En particular
c1y1(0) + ... + €Yy, (20) = 0.
Luego los vectores columna de Y () serian linealmente dependientes en C" y por el teorema de Rouche

’Y(:L‘o) = 0. Contadiccion con 3. O




Propiedades

1. Si Y(z) es una matriz fundamental canénica en z, entonces la solucién del PVI

v =A@y, y(zo) = Yo,

vine dada por
y =Y (z)y,

(La demostracion se sigue de la afirmacién (3) y de que y(x) = Y (20) yo = L Yo = Yo-)

2. SiY(z) es una matriz fundamental entonces también lo es Y (x) P para cualquier matriz no singular

P.
(Obvio ya que ‘Y(x)P‘ = ‘Y(a:)HP‘ #0.)

3. Si Y(x) es una matriz fundamental entonces Y (z)Y (zo)~! es una matriz fundamental canénica

en xg . (Obvio).

RESUMEN

Hemos visto que la solucién general de un sistema homogéneo

Yy = A(z)y,

de dimensién n puede expresarse de dos formas una vez conocida una base {y, ...

1. Forma vectorial

y(x) =y (x) + ... + cry,(2),

siendo ¢y, ..., ¢, constantes arbitrarias.

2. Forma con la matriz fundamental

y=Y(z)c,

siendo
&

Yo

V(@)= (v|w| - [wa), =

Ademas hemos probado que la solucién del PVI

v =Al)y, y(x0) =y,

vine dada por
y =Y (x)y,

siendo Y (z) la matriz fundamental candnica en x.
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Ejemplo 2. Sea el sistema homogéneo de dimension 2

y' = A(2)y,
siendo
1 1
Ax) = ( 01 ) .
En componentes se escribe como
{%=m+%
yé =Y

Podemos resolver la sequnda ecuacion obteniendo

Yo = o €e”.

Sustituimos ahora el resultado en la primera ecuacion y queda de la forma
Yy =1 +eoe”,
que es una EDO lineal para y,. Resolvemos primero la homogénea asociada
Yin = c1€”,
y luego aplicamos variacion de constantes para buscar una solucion particular
y1p = c(z) e”,, de” + ce® = ce® 4 ce”,, ¢ = cy.

Luego
T
co(x) = oz, , Y1p = Cowe”.

que nos lleva a la solucion para vy,
Y1 = (01 + CQI’) e”.

Es decir, hemos obtenido la siguiente solucion del sistema
(z) = (c1 +cox)e® | o€ ny ze®
v = co€” Lo 2\ et )

La base de soluciones asociada es

La matrix fundamental es
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Métodos para resolver sistemas de EDOQO’s lineales
homogéneas con coeficientes constantes

Estudiaremos solamente el caso en que la matriz de coeficientes A(z) es constante.

y =Ay.

En este caso consideramos que el intervalo en que consideramos el sistema es toda la recta I = R.

1. El método de vectores propios

Valores propios y vectores propios de una matriz

Sea A una matriz n X n compleja (en general). Recordemos algunas nociones fundamentales del
lgebra lineal.

Definicién 5. Un niumero complejo A € C es un valor propio de A si existe algiun vector v € C"
distinto del cero (v # 0) tal que
Av=)\v. (5)

En ese caso decimos que v es un vector propio asociado al valor propio .

Comentarios

= El conjunto de vectores propios asociados a un valor propio A, junto con el vector cero, que siempre
cumple (5), forman un espacio lineal sobre C

Vi={veC"'Adv=\v}.

Se denomina multiplicidad geométrica s de un valor propio A al nimero de vectores propios
linealmente independientes que tiene asociados. Es decir

s =dim V.
También se dice

s =1, X\ valor propio simple; s > 2, X\ valor propio degenerado.

= Los autovalores de una matriz se determinan calculando los ceros del polinomio caracteristico

de A .
V) = |4 = 21| = ()" [T = r)™
i=1
Para cada autovalor \;, el nimero entero m; de denomina multiplicidad algebraica de )\;. En
general las multiplicidades geométrica y algebraica de un autovalor son distintas.

11



= Una matriz A es diagonalizable si existe una base de C" formada por vectores propios de A. Hay
dos casos importantes en que esto sucede

1. A tiene n valores propios distintos (m; = 1 para todo J\;).

2. La matriz A es autoadjunta (a;; = a;; para todo par i, j)

Vectores propios y soluciones

Teorema 5. Dado un sistema y' = Ay si v € C" es un vector propio de A asociado a un valor propio
A € C, entonces
es solucion dey = Avy.

Demostracion: Muy simple
Yy =eMAv=e""Av = A(e“v) =Auy.

O

Si A es diagonalizable el resultado anterior nos proporciona un método de solucién del sistema
y' = Ay, ya que si {vy,...,v,} es una base de C" formada por vectores propios de A asociados con
valores propios respectivos {A1,..., A, } (que pueden repetirse), las soluciones

A A
Yy, =e€ lxvlw"vyn:e nxvna

forman una base del espacio de soluciones S,,(I) ya que

Y(z) = (yl‘yz(---

)
yn) = exp ((i Az):c> det <v1

2. El método de la exponencial matricial

satisface

y2... ’1]2 DR

‘Y(a:) ‘ = det (yl

vn> # 0.

Definicién 6. Dada una matriz cuadrada M real o compleja, su exponencial se define como la suma

de la serie
o0

1 1
M 2 n
e M4 DM S M kEO

Mn
n!

Puede probarse que esta serie es convergente en el espacio de matrices.

Ejemplo 3. Si la matriz M es tal que M"™ = 0 para algin entero positivo r (matriz nilpotente),
entonces

MT+1:MT+2:---:07
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asi que

1 1
M_T4+M+-M*+. 4 ——— ML
e + +2 + +(k—1)!

(01 -
M_<0 0),A4—Q

ﬂ:[+M:(11).

Eso sucede con

que 1mplica
01

Teorema 6. La matriz
Y (z) = @04,

es una matriz fundamental del sistema
Yy = Ay,

que es canonica en xg.

Demostracion Dado que

1 1
e(r_xO)A:]+(:z:—xo)A+§(x—m0)2A2+---+m(w—xo)”A"—i—---,

si derivamos respecto de z término a término la serie (lo cual puede probarse que puede hacerse )

1
(n—1)!

/
(e(xfxo)A> :A+A2+"'—|— (x_xo)nflAn_i_u_:Ae(mfxo)A.

Es decir
Y'=AY.
Ello prueba que Y satisface el sistema matricial. Ademas, aplicando la identidad ‘eM ’ = exp (TT M >

es obvio que ‘Y(x)‘ = 0. Por tanto, el teorema 4 nos dice que Y es una matriz fundamental. Finalmente

es claro que
Y(Qf()) = 60 =1.

O

Ejercicio 5. Considerar el sistema

;o B 4 1
y = Ay, A_<—1 2).

Determinar e*.

Polinomio caracteristico de la EDOL
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PA) = A"+ ap A" )+ ag

Caso general

En el caso general al ser p(A) un polinomio de grado n admitird una factorizacién de la forma
p()\) = ()\ _ Al)nl()\ _ )\g)m . ()\ _ )\s)nS’ ni+ng+---+n,=mn,

donde A1, Ag, ..., As son las raices de p con sus multiplicidad nq, ns, ..., ns. Veamos los casos que pueden
darse:

1. Si Ax es una raiz simple (n; = 1), entonces determina una sola solucién:

M,

2. Si A\; es una raiz con multiplicidad nj, > 1, entonces determina las n; soluciones siguientes:

ALT

M g ML

. 7$’nk—1 GAkx.

La demostracion parte de la identidad
Ler™ = p(A) et
Denotemos D) = 0/0\, entonces derivando respecto de A la identidad se obtiene
DiLer® = LD M = L(a:’”e”).
Por otro lado

r A r Az - T! ! r—l Az
DiLer® = D3 (p(Ve )—ZZ:;—“(T_Z)!wAp)(DA %)

Si hacemos A = \; en esta ecuacion y tenemos en cuenta que, al ser A, una raz con multiplicidad
Ny
(Dip)(Ak) =0, 1=0,1,...,n — 1= L(:L‘TG)‘I) =0, r=0,1,...,n5— 1.

Ejercicio 6. Probar que

6/\kx, $’€)\kx,"' T

np—1 e/\kx.
son funciones Li. en todo CN(I).

Es fcil ver entonces que el método nos proporciona un sistema fundamental de soluciones de la EDOL
homogénes con coeficientes constantes.

Raices complejas
Una raiz del polinomio caracteristico puede ser compleja

M= Hiwg, wp#0; M= ew<cos(wkx) + isen(ww)),
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incluso cuando los coeficientes ag, a1, ..., a,_1 sean nimeros reales. En este tltimo caso se desea cons-
truir la solucion general real. ; Qué hacer entonces?
Si los coeficientes ag, ay, ..., a,_1 son nimeros reales, tomando el complejo conjugado

p(A) = p(N).

Luego si Ay es raiz también lo sera 7

Es decir que las races complejas vienen en pares
Ak =Tk T 1WA =Y — LW

Ademads como el espacio de soluciones S™(I) es un espacio lineal, para formar el sistema fundamental
podemos tomar en lugar del par

™ GAkm, ™ e)\kz

el par de combinaciones lineales

1 S 1 v
™ e cos(wyx) = 5 (xm M 4 g™ e)‘km> , a™ e sen(wpr) = ¥ (xm M — ™ e)"“> :
i

FORMULA de PUTZER

El célculo de la matriz exponencial e** puede ser complicado en general. Nos contentaremos con
dejar sin demostracion una férmula de gran utilidad:

Sea A una matriz n X n y sean sus autovalores diferentes A} (con multiplicidad m4), A, (con multi-
plicidad my),...,A}, (con multiplicidad my), siendo my + - - - my, = n. Entonces

oA :rll—i—rg(A—)\lI) +r3<A—)\1[) (A—Aﬂ) +---+rn<A—)\II> (A—AJ) (A—A,H[),

donde hemos formado una lista (A1, Ag, -+, A,) tomandoprimero A\ (m; veces seguidas) , luego X, (ms
veces seguidas), hasta A} (my veces seguidas). Los coeficientes 7; son funciones de x que se obtienen
resolviendo las EDO’s

=My, 1(0)=1, (ri(z) = eM?)
7’/2:/\27"24‘7“1, 7”2(0) :0,

/
Tiv1 = Ais1Tip1 7 1i(0) =0,

L 7= AT+ 701, T(0) = 0.

n

Obsérvese el lugar en donde aparece A, en todo el proceso.
Caso n =2

Para matrices 2 x 2 la férmula de Putzer es especialmente simple

€xA:T1]+T2<A—>\1[>,
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donde
{ ri(z) = eM®

rh = Xory +eM% 1y(0) = 0.

La EDO para 75 es lineal de primer orden con un término independiente e**. La resolvemos por el
método de variacién de constantes

ron =C e solucién de la homogénea; rop = C(x) e solucién particular;
O/ 6)\2:1: + C)\Q e)\gx _ /\20 e)\gac + 6/\1x s Cl _ e(/\1—)\2)x

Lo que, teniendo en cuenta la condicién inicial r5(0) = 0 nos lleva a

(A —=2X9)z . AT _ A9, .
Clx) =S5 st #Nh ra(r) = CREEET s M £ Ny
e
Clx) ==z, sid=XN ro(x) = xeM® si A = Ny

Por tanto
e/\ z_e)\ \T .
ezA:e)qx[{—ﬁ(A—)\l[), S1 )\1%)\2

e A = eAlxI—l—xeA”(A— )\1[>, St A= Ay
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4. EDOL’s INHOMOGENEAS

El conjunto de soluciones

Como dijimos al principio de este capitulo una EDOL inhomogénea es de la forma
u™ 4 @y (2)u™ Y £ ay (o) + ag(z)u = b(z),  b(z) Z 0. (6)

Puede expresarse en la forma abreviada
Lu = b,

siendo L el operador diferencial
Lu = D"u+ ap_1(x) D" Du+ ... + ay(x) Du + ag(z)u.
Denominaremos EDOL homogénea asociada a la EDOL inhomogénea (6) a la EDOL
u™ + a, ()™ 4 g (o) + ag(z)u = 0.

En forma abreviada
Lu=0.

Supongamos que conocemos una solucién particular cualquiera u,(x) . Es decir Lu, = b. Entonces
para cualquier otra solucién Lu = b, se tiene que

L(u—wu,) =Lu—Lu,=b—0b=0.

Por tanto u — u, es una solucién de la EDOL homogénes asociada. Podemos asi enunciar que

La solucion general de una EDOL inhomogénea es de la forma

UW(T) = Upart (T) + 1 ur (T) + - - - ¢ up (),

siendo Upayt () una solucién particular cualquiera de la EDOL inhomogénea, y ¢y uy(z) + - - - ¢, up () la
solucion general de la EDOL homogénes asociada.

Luego para determinar el conjunto de soluciones de una EDOL inhomogénea debemos hacer dos
cosas:

1. Resolver la EDOL homogénea asociada.
2. Encontrar una solucién particular upa(z) de la EDOL inhomogénea.

La seccién anterior traté la resolucion de EDOL’s homogéneas, veamos que podemos decir del calculo
de Upart () -
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Métodos para determinar ()

1. El método de variacién de constantes

Si hemos resuelto la la EDOL homogénea asociada y conocemos su solucion general
crur(x) + - cpup(a),
el método de variacion de constantes consiste en buscar una up,(z) de la forma
Upart (2) = c1(x) ur () + - - a () un (),

donde ¢i(x),...,c,(x) son funciones desconocidas. Para ello se sustituye esta expresén en la EDOL
inhomogénea y se impone no solo que sea solucion, sino también una serie de condiciones a las funciones
d(x),...,d (z). Concretamente se exige el sistema

e n

C

(@) @)+ (x) u

()

/
1
/
1

/

Las funciones ¢|(z), ..., c, () pueden obtenerse de este sistema lineal dado que el determinante de sus

coeficientes es el Wronskiano
Wiug, ... uy)(x),

que no se anula en ningin punto x € I.
Solo probaremos el resultado para el caso n = 2. Busquemos una solucién de
ugart +ay ('T) u;aart + ao (.CE) Upart = b(.fl?),
de la forma
Upart () = c1(x) uy(z) + co() ua(x),

donde
u! +a(x)u) + ag(z)u; =0, 1=1,2. (7)

Procedemos como sigue:
/ / !/ / /
Upary = C1UY + U + () ur + cyug),

si imponemos que
/ /
cLuy + cyug =0, (8)

entonces
/ _ / / " . " " / / / /
Uy = C1LUY + Co Uy = U,y = CLUY + Co Uy + (¢ Uy + ¢ up). (9)
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Si exigimos ahora que Lu,,,+ = b, teniendo en cuenta (9 7
P )
" " / / / / !/ /
Lupay = cruf + couy + () uy + dyus) + ar (e uy + cauy) + ag(crug + coug)
/ !/ / / / / / /
= ¢ Luy + ¢y Lug + ¢y uy + ¢y Uy = ¢ Uy + Cy Us.
basta imponer
o ror
ciuy + chuy =0
Es decir ¢1(x) y co(x) deben satisfacer el sistema de dos ecuaciones lineales
Cll Ul + C/2 Ug = 0
Aduy+cdyuy=>

Resolviendo por la férmula de Cramer del dlgebra lineal

p L0 u ) u2b
TTWly w | T W
g= Lm0 _wb
2wy, b W

donde
P !/ /
W = W(uy,ug) = uy ujy — uj us..

/dx— Cy = /dx—

Finalmente, la expresion de upay queda (siendo cuidadoso con las integrales)

upart<x) = —U,l(I) \/dx%b + Ug(l‘) d{L‘—b

Integrando ahora

w
Ejemplo 4. Sea
u// —u= Q:Q e®
En este caso
x? 22 r 1
:(E, :—(E_>W:_27 = —, :(—— ———> 2Z_
Uy =e Uy = € 1 5 Co 1 + 173 e
Asi que
( )_<:c3 x2+:c 1) N
Upart (T) = 5 T t173 e’.
Debemos buscar una solucién de la forma
v=e"c.
Sustituyendo en (??) y simplificando el factor €' nos queda
1431 1437
(1-3i)c=1,,c= + Z,, v = i Leiv
10 10

Por tanto 1
u(z) = Rev(z) = 1—0(005 r —3senx).
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PARTE 2:
FUNCIONES DE VARIABLE
COMPLEJA

Fig. Cauchy



TEMA 1: FUNCIONES ANALITICAS

1. NUMEROS COMPLEJOS Y FUNCIONES

El conjunto C de los nimeros complejos

Definicién 1.

{ Numeros complejos } = { Conjunto de puntos z = x + iy del plano con dos operaciones: }

Dados z=x+ 1y, 2/ =2' +iy
» SUMA: z+ 2 =(z+2')+i(y+ ).
» PRODUCTO: 22/ = (z2' — yy') + i (zy + ya').

= Es como manejar simbolos de ntimeros reales, agrupando los términos proporcionales a 7, y susti-
tuyendo
7= —1.

Todas las propiedades habituales: conmutativa, asociativa, distributiva se verifican.

» Dado z =z + 1y, se denomina parte real de z a Re z = = y parte imaginaria de z a Imz = y.

= El conjunto de los nimeros complejos se denota C. Las operaciones anteriores lo dotan de la
estructura de CUERPO.

Numeros complejos.



Definicion 2. COMPLEJO CONJUGADO zZ dez=x+1y
Z=T—1y.

Es simplemente cambiar de signo la parte imaginaria de z

Propiedades
1. Z==z.
2. 21+ 29 =21 + Z5.

3. 2129 = 21 22-

Z—Z

4. x = Rez = #£= .

2

y=Imz=
Definicién 3. MODULO de de z =z + iy
2] = +/22 + 12,

Es simplemente la longitud de z como vector del plano.

Propiedades

1. |z>=2z

2. 1z] = |z
3. |21+ 2] <2+ |2l
4. ‘Zl 22‘ = ’Zl| |ZQ‘.

z—Z
24 "

Definicién 4. ARGUMENTO de z # 0, es el conjunto Argz de todos los dangulos orientados (con
signo) que forma z con el semieje real positivo.

5. x=Rez=22 y=Imz=

Propiedades

1. Conocido uno de los argumentos 6 de z # 0, construimos todos mediante el conjunto

Argz={0, 0 +2r, 0 £ 4r, 0 +6m,...}.

2. Dado un nimero real 6y, se define la DETERMINACION del argumento entre 0y y 6y + 27
como la funcién que asigna a cada z no nulo su tinico argumento 6(z) que verifica

0y < 0(2) < 0 + 2.

Es decir, el argumento que esté en el intervalo [0y, 0y + 27). Se denomina DETERMINACION
PRINCIPAL 0,(2) la que varia en el intervalo [—m, )
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La determinacién principal del argumento.

Definicién 5. Se denomina SISTEMA DE COORDENADAS POLARES del plano complejo C

al par (r,0) siendo r = |z| y 0 = 0(2) cualquier funcidn determinacion del argumento. Por tanto

x =71 cosf

Z:x+zy,{ y = rsend

Forma trigonométrica de un nimero complejo

Definicién 6. Dado 0 € R se define
0

e'” =cosf + isen0, (1)

con lo cual un nimero complejo z # 0 se puede escribir en la forma trigonométrica

z=re?,

siendo 0 cualquiera de sus argumentos.



Propiedades

1. La definicién (1) no es un capricho, si usamos la serie de Taylor de la exponencial, es natural

definir
S 2% (25! +Z 2k:+
0 2k 0o g2k+1
= (—1)k +1 (—1)’“—
— (2k)! kZ:O (2k + 1)!
= cosf +isend.
2. let?| = 1.

3' ei91ei92 —_ ei(91+92)'

4. 61.19 =10 = ¢if

5. €0 =1<=0=0,421,+471....

6. Producto en coordenadas polares :

91 % (91 +92)

2129 = T1€° 192 = riree

n ,in6

7. Potencias 2" =r"e'"? = r"(cos(nf) + isen (nf)) (Férmula de De Moivre).

8. El significado del producto z e es el de girar z un dngulo «.

Ejercicio 1. Hacer las demostraciones de las propiedades 2)-5) anteriores.

Otras operaciones con niimeros complejos

Hemos visto las operaciones de suma y producto de ntimeros complejos. Veamos otras operaciones
importantes, que se simplifican usando coordenadas polares.

COCIENTE de dos nimeros complejos z; y 25 # 0.




Es decir, Se multiplican numerador y denominador por el conjugado del denominador. De
esta forma el 1ltimo denominador es un nimero real por el cual se dividen las partes real e imaginaria
del numerador. Usando coordenadas polares queda

701
21 _ e — ﬂei(ﬁ*@z)

29 To€f2 1y

RAICES n-ESIMAS de un ntimero complejo. Todo niimero complejo z # 0 posee n raices n-ésimas
distintas. Sea w = pe'® una raiz n-ésima de z = r '’

w" =z =re? < pre"® =re?.

Tomando modulos queda
pl=r=p=1/r

Volviendo a la ecuacién anterior obtenemos

et =l = 0 =l = a=—+ "k k=0,£1,42,....
n o n
= Es obvio que solo hay n raices distintas correspondientes a k = 0,1,...,n—1, ya que la correspon-

diente a un valor k + 1 se obtiene de la correspondiente al valor k£ girando esta un "ngulo 27/n.
Al incrementar k£ en n unidades volvemos al mismo sitio.

» Las races tienen el mismo médulo y dos de ellas consecutivas estén espaciadas un dngulo 27 /n.
Por tanto forman un polibono regular de n lados.

RAICES CUADRADAS (forma alternativa) de un ntimero complejo.

wr=z2 w=a+ib, z=x+1iy.
> — bV +i2ab=x+iy < a* b =x, 2ab=y= (a®—b*)*+4a’* = (a® +V*)* = 2% +¢°.
Por tanto se obtiene el sistema
a® — b =z,
a? +b* = +/x? 4 2.

Luego , para y # 0, (ndtese que 2ab = sgn(y)|y|)

1
w:iﬁ<\/:c+\/xQ—i—y?—l—isgn(y)\/—:c—l— :1:2—|—y2)

Las funciones elementales

Definicién 7. EXPONENCIAL. Dado z = x + 1y, se define

e =e"e"Y = ex<cosy+iseny>.



Propiedades
1. es1T%2 = e*1 %2,

z

2. |ef| = e, Arge®* =y +2km (k=0,£1,...)

Definicién 8. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. Se definen

ezz_efzz eiz_i_efiz sen z
seny = ——, cosz=———, tanz= )
21 2 COS 2
Definicién 9. FUNCIONES HIPERBOLICAS. Se definen
senh z = i, cosh z = i, tanh z = senh 2
2 2 cosh z

Ejercicio 2. Probar las identidades:
sen’z + cos® z = 1,

cosh? z — senh?z = 1,
sen (iz) = isenh z, cos(iz) = cosh z,
sen(z + u) = sen z cosu + cos z sen 1.

Ejercicio 3. Probar que
sen z = senx coshy + ¢ cos x senhy.

Definicion 10. LOGARITMOS. Dado z # 0, se define el conjunto log z de logaritmos de z como
logz={ueCle" =z}

Propiedades
L. logz={lnr+i0|r=|z|, 0 € Argz} = {lnr +i(0 + 2km) (k =0,£1,...)}

2. log(z122) = {wug | uy € log 21, us € log 22}

Demostracion: Solo haremos la de 1). Sea u = a + i b € log z, entonces
z=e'=¢%? —r=|z=¢" Argz=0b+2kn(k=0%£1,...).
Es decir
a=Inr, beArgz.

O

Cuando usemos funciones logaritmo debemos introducir alguna DETERMINACION del argu-
mento entre 6y y 0y + 27 para algun 6, dado

logg, 2 = Inr +i0(2), 0y < 0(z) < Oy + 2.

Es decir, el argumento que tomamos para z estd en el intervalo [0y, 0y + 27). Se denomina DETERMI-
NACION PRINCIPAL del logaritmo log, z a la que usa la determinacién principal 6,(z) que varia
en el intervalo [—m, )

Definicién 11. POTENCIAS COMPLEJAS. Dados z # 0 y u, se define el conjunto z* como

24 =187 = [ |y € log 2}



2. FUNCIONES ANALITICAS

Funciones f: QQCc C — C

Consideraremos funciones f : 2 C C — C donde {2 es una regién (un abierto conexo no vacio) del
plano C. Es decir funciones de dos variables reales (z,y) y dos componentes reales u(x,y) v v(z,y)

flz.y) = u(z,y) +iv(z,y).
Denotaremos Ref = u é Imf = v a las componentes de f.

Todo lo que sabemos sobre calculo de funciones de varias variables y varias componentes se
aplica: continuidad, derivabilidad, derivadas parciales respecto de x é y... Operacionalmente
lo tinico que debemos pensar es en tratar a ¢ como una constante.

En muchas ocasiones emplearemos la notacién de variable compleja f = f(z) en lugar de la de
f = f(z,y). Aunque en general solo deberfamos usarla para cierta clase de funciones (las funciones
analiticas que veremos pronto.

xo, = lim
x( 05 Yo)

flzy) | ulz,y) v(z,y)
z x Y
22 2?2 — 9? 21y
e* e® cosy e” seny
senz | senx coshy | cosx senhy
log, 2 Inr 0,
Z x —y
B 0

f(x,90) — f(x0,0)

of

Recordemos la definicién de las derivadas parciales en un punto zy = ¢ + iyo del plano:

f(xo,y) — f(x0, y0)

(wanO) = lim

T—T0 T — X ’ Oy Y=Y
Ejemplo 1. Sea f(z,y) = 2* = (2* — y?) + i 2zy. Entonces
af , of , o*f
9 _optizy, L= _9y4io -
Ox THLY, oy y+ren, Oxdy




Funciones analiticas

Definicién 12. Dada f: Q C C — C y zg = 2o + iy € 2, que denotaremos f = f(z), decimos que f
admite derivada f'(z) respecto de z en el punto zy si existe el limite

F(z0) = Y () = 1 1A= IC0),

dz z2—20 Z— 2
Si existe f'(zo) en todo punto zy € Q se dice que [ es analitica en €).
Hay que observar las siguientes peculiaridades de esta nueva nociéon de derivada.

= El limite 2 — 2y que aparece es el limite respecto de sucesiones de puntos del plano z que pueden
tender al punto zy en todas las direcciones posibles.

= Tanto el numerador como el denominador del cociente de incrementos son niimeros complejos.
Esto se aprecia mejor si escribimos ese cociente con la notacién (z,y) para los puntos del plano.

d J—
_f<='170ayo) = lim f(:L’,y) f(370>.y0).
dz (z,y)—(zo,y0) T+ 1Y — Tg — 1Yo

Propiedades
1. Si existe f’(a) entonces f es continua en a.

2. Se cumplen las propiedades habituales de las derivadas con las operaciones algebraicas:
/
(a f(z) + bg(z)) =af'(z)+bd(z), Va,beC.

f'(2)g9(2) = f(2)g'(2)
9(2)?

3. Se cumple la REGLA DE LA CADENA. Dada una funcién f(z) que es composicién

(F(2)9(2)) = F@g) + 1)), (F()/92)) = (9(=) £0).

de dos funciones derivables g(z) y h(w) , entonces también es derivable f(z) y se cumple

df dh dg
&(2) = @(g(z))a(z)-



4. Se cumple el teorema de la funcién inversa en los términos siguientes: Dada una funcién w = w(z)
analitica con derivada continua w’ = w'(z), definida sobre una regién 2 de C, si en un punto
zp € Q la derivada w'(zp) es distinta de cero, entonces existe funcién inversa z = z(w) localmente
alrededor de wy = w(z) y

dz 1

aw'" )

Ecuaciones de Cauchy-Riemann
En este punto hay dos preguntas obvias:
1. ;Como sabemos si una funcién es derivable respecto de z en un punto?
2. ;, Como se calcula la derivada respecto de 27

Ambas preguntas las responde el Teorema siguiente:

Teorema 1. Sea f: Q2 CC — C yzg=z9+ iy € ). Entonces:

1)f es diferenciable en zy.
3 (z) <= ) )
2) %(ﬂﬁoj Yo) = —i 8—5(1’0, Yo)-

Ademds en ese caso

0 0
f’(zo) = a—i(%,yo) = —1 8—5(%;%)

Comentario: Una condicion suficiente para que f sea diferenciable en zy es que existan Of /O0x y O f [0y
y sean continuas en un abierto que contenga a zy.

Demostracion Solo comentaremos el papel que juega la segunda condicién que imponemos en el enun-
ciado. Es simplemente la exigencia de que el calculo de f’(zy) mediante limites del cociente incremental
a través de las dos direcciones ilustradas en las figuras a) y b) debe dar el mismo resultado. Asi si
usamos sucesiones como las de la figura a)

B _ — 0
. £(z) = f(zo) _ . f<x’z_/0) f(SC(),'yo) ~ lim f(z,90) — f(x0, v0) _ —f(azo,yo).
2—720 Z— 2 (z,y0)—=(zo,y0) T + 1Yo — To — 1Yo T—T0 T —To O
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a) Limites z — 2z con y = yo.

Sin embargo, si usamos sucesiones como las de la figura b) se obtiene

Hm f(Z) - f(ZO) — Hm f(x()?y) - f($o,y0) — Hm lf(x()?y) - f(x()?y()) - af
2—20 Z— 2y (o, y)—(z0,50) Tg + Y — Tog — Yo y—yo 1 Y — Yo

b) Limites z — zg con = = xy.

Conclusion fundamental
Para que f sea analitica debe satisfacer la ecuacion diferencial :

De forma equivalente, en términos de las partes real é imaginaria de f :

Uy = Vy, Uy = —vx‘

Ambas formulaciones se conocen como ecuaciones de Cauchy-Riemann

La notacién f = f(z)

Hemos dicho anteriormente que la notacién general para funciones f : Q C C — Ces f = f(z,y),
y que la notacién f = f(z) solo es realmente apropiada para las funciones analiticas. La razon es que
una funcién general f = f(z,y) da lugar a una expresiéon que depende en general de z y de Z ya que al
sustituir x é y debemos usar

z+z z—Z
2 0 YT T
lo cual nos va a conducir a una expresion de la forma f = f(z,z), salvo que se anule la derivada respecto
e of _oros ooy _L(or o)
0z 0x0z 0Oyodz 2\0z oy/’
lo cual sucede cuando f es analitica. Es decir, podemos escribir otra formulacién de las ecuaciones de
Cauchy-Riemann:

Tr =

11



%(Z,E) =0

Ejemplo 2. La funcion
f(2,2) = |2]? = 27,

no es analitica ern ningun dominio del plano ya que

g—g(z,i) =z#0, Vz#N0.

12



Funciones analiticas elementales

POLINOMIOS. La funcién f(z) =1 es analitica en todo C ya que su derivada existe y vale

1 1-1
d—(zo) = lim = lim 0= 0.

dz 220 Z — Zp 2—20

La funcién f(z) = z es también analitica en todo C ya que su derivada existe y vale

dz Z— 2
—(20) = lim =lim1=1.
dz 220 2 — Zg 220

Por la Propiedad 2 de las funciones analiticas, tomando potencias de z y combinaciones lineales obte-
nemos funciones que son también analiticas en todo C: que son los polinomios

P(2) = ap2" + ap12"  + -+ a1z + ag.
Ademas usando la férmula de la derivada del producto se obtiene
P'(2) =nap,z2" '+ (n— Da,_12" 2+ +a.

FUNCIONES RACIONALES. Como los polinomios son funciones analiticas en todo C, por la
Propiedad 2 de las funciones analiticas un cociente de polinomios

_ Pz

Rz) =5 Bl

es una funcién analitica en todo C salvo, quizas, en los ceros a del denominador Ps(a) = 0. Ademas
usando la férmula de la derivada de un cociente se obtiene

R(z) = Pll(Z)P2(Z]zQ(—Z;’1(Z)P£(2)

) (P2(Z> 7£ 0)
EXPONENCIAL. Dado z = x + iy, la exponencial se define como
e =e"e'Y = ex<cosy —i—iseny).)

Es claro que las partes real e imaginaria de e* son funciones de clase C'*™ en todo el plano. Ademés

de*  Oe® _ . _ ,
= cosy +eseny ) = e | cosy +18eny | = e°,
Ox Ox
oe* o, , - , .
=e" —|cosy+iseny| =e’| —seny+1cosy) =—re”,
Ay dy

13



Luego se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann en todo C, Asi, e* es analitica en todo C y
(e*) = ¢

Si componemos la exponencial con otra funcién analitica y aplicamos la regla de la cadena, se obtiene
la féormula de derivacién usual: .
(ef(2)> = F'(2) @,

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS e HIPERBOLICAS. Parrtiendo de las propiedades de

la funcién exponencial , es inmediato probar que

eiz _ 671'2 eiz + efiz
senz = ———,  COS 2 = ————,
21 2
y
e —e* e +e”

senh z = — cosh z = —

son también analiticas en todo C y sus derivadas son
(senz) =cosz, (cosz) = —senz,

(senh z)" = cosh z, (cosh z)" = senh z.

FUNCION LOGARITMO Cuando usamos una funcién logaritmo debemos usar alguna determina-
cion del argumento. Por ejemplo la llamada determinacion principal del logaritmo log, z usa la deter-
minacién principal del argumento 6,(z) que varia en el intervalo [—m, )

log,z = Inr+if,(z), —m<0(z)<m.

De esta forma la funcién deja de ser continua en el semieje real negativo —oo < x < 0, luego por la
Propiedad 1 de las funciones analiticas log, z no es analitica en el semieje real negativo —oo < x < 0.
Sin embargo en el resto del plano es analitica pues existe su derivada. Para probarlo usemos el teorema
de la funcién inversa (Propiedad 4 de las funciones analiticas) denotando

w(z) =e*,  z(w) =log,w.

Entonces
dz 1 :>dlogpw_ 11
dw ‘fi—lz” dw e w
Renombrando las variables, vemos que log, z es analitica en C \R™ y que
1
1 ==,
(1og, 2)' = -

POTENCIAS COMPLEJAS. Para usar una funcion potencia compleja debemos usar alguna deter-
minacion del logaritmo . Por ejemplo la llamada determinacion principal del logaritmo log, z. De esta
forma definimos

(z%), = e“ ™% u£0,+£1,42, ...
Usando la la Propiedad 3 de las funciones analiticas y la regla de la cadena, vemos que (2*), es analitica
en C\R™ y

(Zu)/ _ E v log,z _ ue(u—l) log,z _ U(Zu_l)

p = p

14



Funciones armonicas
Definicién 13. Sea una funcién u = u(x,y) de clase C* con valores reales u : Q2 — R, decimos que es
ARMONICA en Q) si satisface la ecuacion de Laplace
Upy + Uy =0,  (2,y) € Q.

Teorema 2. Si f(z,y) = u(x,y) +iv(z,y) es una funcion analitica en 2, entonces sus partes real
u=u(z,y) € imaginaria v =v(x,y) son funciones aremdnicas en )

Demostracion: Como veremos posteriormente si f(x,y) = u(x,y) +iv(z,y) es una funcién analitica en
Q2 entonces es de clase C* en (). Por tanto si consideramos las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Uy = Vy, Uy = —Uy,
y derivamos sucesivamente, obtenemos

Upg + Uyy = Vyg — Uy = 0, Uy + Vyy = —Uyy + Ugy = 0.
U

Definicién 14. Dos funciones armdnicas u(z,y) y v(z,y) se denominan armdnicas conjugadas en
Q st f(z,y) =u(x,y) +iv(zr,y) es analitica en S).

Calculo de la conjugada armoénica.
Dada una funcién arm ‘nica u = u(x,y) para calcular su funcién arménica conjugada v = v(zx,y) se
procede de la forma siguiente:

1. Se impone que las funciones u y v satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann, que pueden
considerarse como un sistema de ecuaciones diferenciales para la funcién desconocida v

{ Uy = Uy
Uy = —Uy
2. Integramos una de las dos ecuaciones, por ejemplo la primera de ellas:
v(x,y) = /dyux(x,y) +C(z) =V(z,y) + C(z), (V(z,y)= /dy uz(x,y)).
3. Sustituimos este resultado en al otra ecuacién para determinar la funcién C(x)

Va(z,y) + C'(2) = —uy (2, y).

15



Ejemplo 3. Calcular la funcion armonica conjugada de
u(z,y) = 2° — y* + 2xy.
Adviértase que u es armonica. En este caso
vy = u, = 22 + 2y = v(x,y) = 22y + y*> + C(x).
Imponiendo la sequnda ecuacion (v, = —uy), nos queda
2y + C'(x) = 2y — 22 = C(z) = —1* = v(x,y) = 20y + y* — 2°.
Es decir

f(z,y) = ulx,y) +iv(x,y) = 2° —y* + 20y +i(20y +y* — %) = (1 — 1) 2°.

16



TEMA 2: EL TEOREMA DE CAUCHY

1. INTEGRACION DE FUNCIONES DE VARIABLE
COMPLEJA

Integrales sobre arcos, cadenas y ciclos

Definicién 1. Sea f: Q C C — C continua sobre la region ) del plano C.
f(@,y) = ulz,y) +iv(z,y).
LLamaremos arco vy en el plano a toda aplicacion (parametrizacién del arco)
z:a,b] > QCC, z(t)=uz(t) +iy(t),
tal que (ver Fig.1)
1. z = z(t) es continua en [a,b).

2. La derivada 2'(t) existe y es continua en el interior de [a,b] salvo en un nimero finito de valores
t1 < ty < ... < t, en los que ezisten los limites laterales de z'(t), aunque con wvalores finitos
distintos. Asimismo los limites laterales de z'(t) en los extremos a y b deben ezistir y ser finitos.
Los puntos z, = z(a) y zfin = 2(b) se denominan puntos inicial y final de vy, respectilamente.

/f dz_/f t)dt + - /f

Cada integral se efectiia sobre el integrando siguiente considerado como funcion de t

W) = (@), y0) +iv@®).yw) (0 +iy ()
= (u(a(®), y(0) /(1) = (2 (@), y(1) y'(1)) + i (u(@(t), y(©) ¥/ () + o), y(1) 2'(1)).

Se define



Figura 1: Arco en el plano.

N

e

Figura 2: Cadena en el plano.

Dado un conjunto de arcos v1,%a, ..., Vn, denominaremos cadena a cualquier expresion simbolica
del tipo (ver F'ig.2)
P:k171++kn7n7

donde ky, ..., k, son enteros positivos o negativos. Se define
/f(z)dz = kzl/ f(z)dz+---—l—kn/ f(z)dz.
T Y1 Tn
Diremos que ' es un ciclo si es una cadena formada por arcos ~y,7s, ...,V cerrados (ver Fig.3). En

ese caso denotaremos la integral como
r

Ejemplo 1. v = Intervalo entre z, y zo (ver Fig.4)

2(t) =21 +1t(22—21), te]0,1].
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Figura 3: Ciclo en el plano.

Figura 4: Intervalo.

Ejemplo 2. v = Circunferencia centrada en a y radio v orientada + (ver Fig.5)
z(t)=a+ret, te]0,2n).

En adelante se denotara v = c(a,r).

Ejemplo 3. Sea v el arco de la Fig. 6 con parametrizacion

t, tel0,1]
Z(t)—{ 1+i(t—1), tell,2]

1 2
/ez dz = / et dt + / =D qp = ¢
¥ 0 1

Ejemplo 4. Sean las integrales

Entonces

1 .
—|—Z'€171 -
0 1




a'

Figura 5: Circunferencia.

V4u

Figura 6: Arco.

Entonces:
=0, n#-—1,

Propiedades

1. Linealidad:
/(af(z) +bg(z)dz=a /f(z) dz+b /g(z) dz, a,beC.
r r r



. Si denotamos — al arco opuesto de v ( es decir si v se parametriza con z,(t), t € [a, b], su opuesto
lo hace con parametrizacion z_,(t) = z(a+b—1t), t € [a,b])

——[/f(z)dz

. La integral no depende de la parametrizacién de ~y elegida z(t) (t € [a,b]) 6 Z(s) (s € [¢,d]) con

s=s(t), s:[a,b] = [c,d], §(t)>0,Vte]|a,b].
. Se define la suma y resta de cadenas
D=k + kg, T =Ky 4+ ko,

en la forma obvia
P+l =kyn+ - +k Tkt -tk A,

Las integrales respectivas satisfacen

f(z)dz:/Ff(z)dzj: F,f(,z)dz

==

. Teorema fundamental del Calculo Si f : 2 C C — C es analitica con derivada continua f’y
v C €) entonces

[ £z = fagi)  fa).
.
. Independencia del camino Si f : {2 C C — C es continua, entonces

%f(z) dz =0, VIcicloen Q <= Existe g analitica tal que f=g’ en Q

Y

. Independencia del camino. El enunciado 5) equivale a (ver Fig. 7 )

f(z)dz = ]{ f(2)dz, para todo par de arcos 71 y 72 con los mismos extremos en Q.
71

Demostracion 1), 2), 3) y 4) se deducen inmediatamente de las propiedades de las integrales de funciones
reales que aparecen al descomponer el integrando f(z(t)) z/(t) en parte real e imaginaria. El Teorema
fundamental del Calculo se deduce de

[r@as= [ rewyzwa= [ T a o jew) - o)

5
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Figura 7: Arcos con los mismos extremos.

Donde hemos usado la identidad

d afd afd
) e A Foe +if @) = )2,

en que tenemos en cuenta las ecuaciones ' = f, = —i f,,.
En cuanto a 6), la implicacién <= es consecuencia inmediata de 5) y omitimos la demostracién del
resto.

Ejemplo 5. Sea v un arco cualquiera que comience en z = —1 y acabe en z =1

4 1 z=1
/(z3+3)dz:<z—+3z> = —6, /ezdz:ez —e—cl.
v 4 z=—1 v

z=—1

Integraciéon con respecto a la longitud de arco

Definicién 2. Dada f: 2 C C — C continua sobre la region 2 del plano C.
f(x,y) = ulz,y) +iv(z,y).
Y un arco vy con parametrizacion
z:la,bl > QCC, z(t)=a(t)+iy(t).
Se define .
JECLEEY REOIECED

donde
') = Va'(t)? + ' (£)*



Propiedades

1. Linealidad:

J@r@ +bgen it =a [ fG)lasl 40 [ gl apec

~

2. Si denotamos — al arco opuesto de y

/ FELEE / £(2) |z,

3. La integral no depende de la parametrizacién de 7 elegida.

\Lf<z)\dzl\ < /vf(z) |dz|

En particular si |f(z)| < M para todo z € « entonces

4. Desigualdad fundamental:

[ s 1ael| < aie,

siendo 1(y) la longitud de 7.

Demostracion Se deducen inmediatamente de las propiedades de las integrales de funciones reales que
aparecen al descomponer el integrando f(z(t)) |2/(¢)| en parte real e imaginaria.



2. EL TEOREMA DE CAUCHY

Indice de un ciclo respecto de un punto

Definicién 3. Sea I' un ciclo y a € C\ T'. Se denomina indice de T' respecto del punto a

n(T, a) = Lj{ dz

ori Jrz—a’

Representa el nidero de vueltas con signo que da I' alrededor de a.

Conjunto interior de un ciclo

Definicién 4. Dado un ciclo I' en el plano C, llamaremos interior de I' al conjunto
Intl = {aeC\T ‘ (T, a) # 0}

Es decir, son los puntos sobre los que " d4 alguna vuelta (ver Figs. 8 y 9).

Figura 8: Interior de un ciclo I' = v; + 5.



%
|

|

T’:K«—pﬁz

Figura 9: Interior de un ciclo I' = 1 + 5.

Definicién 5. Una region Q) se dice que es un conjunto simplemente conexo cuando
IntI' C Q para todo ciclo T" en €.

Es decir Q) es un abierto conexo sin huecos rodeables.

TEOREMA de CAUCHY.
Sea f: ) C C — C analitica en (). Entonces se verifica

ff(z) dz =0, para todo ciclo tal que IntT" C Q.
r

Demostracion. Haremos una demostracion parcial para ciclos I' que sean fronteras de conjuntos K C €2
cerrados y acotados (ver Fig. 10) y suponiendo que f es de clase C'. Es obvio para tales ciclos que

IntI' = K C Q.

Figura 10: Conjunto K y su frontera I' = v, + v5 + 73.



Ademas, desarrollando la integral

éf(z)dz = jlg(u(x,y)—i—iv(:p,y))(dx—kidy)
= é(u(m,y)dm—v(m,y)dy) +1 }{ (v(x,y)dx—l—u(x,y)dy),

como suma de dos integrales curvilinenas en el plano y dado que I' es la frontera de un conjuntos K del
plano. Aplicando a ambas integrales la férmula de Green

7{ (P(a:,y) dz + Q(z,y) dy) = //K <Q(:U,y)x — P(:c,y)y> dxdy,

vemos que por las ecuaciones de Cauchy-Riemann
%f(z)dz:// (—vx—uy)dxdy—i-i // (ux—vy>da:dy:O
r K K

CONSECUENCIAS

O

Del Teorema de Cauchy se deduce inmediatamente que dada f : 2 C C — C analitica en €2:

C1) Sidos ciclos I'; y I'y tales que Int (I'y — I'y) € © (ver Fig. 11), entonces
f(2)dz = ¢ f(z)dz
r I
C2) Si 2 es simplemente conexo

j[f(Z) dz =0, para todo ciclo en Q.
r

Ademas existe g = g(z) analitica en Q tal que f = ¢’ en Q.

Demostracion:
Para probar C2), recordar que como vimos anteriormente si f : 2 C C — C es continua, entonces

j{f(z) dz =0, VIcicloen Q <= Existe ¢ analitica tal que f=g’ en Q
r

10



3. LA FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY (FIC)

Teorema 1. Sea f : Q C C — C analitica en Q2 y v un arco cerrado simple orientado + en ) tal que
Inty C Q (ver Fig. 11). Entonces

- § 22

dz, Vaelnty.
Demostracion: Dado a € Int 7, consideremos la funcién
g(z) = —"——= 2e€Q' =0\ {a}.
que es analitica en 2. Consideremos una circunferencia c(a, ) tal que c¢(a,r) C Int~y y denotemos

I'=vy—c(a,r).

Es claro que Int I C €, luego por el TC

7{ g(z)dz = 7{ g(z)dz — jé(w) g(2)dz = 0. (1)

Ahora bién al ser g(z) y, por tanto, |g(z)| continuas sobre c(a,r), existe algin z. € c(a,r) tal que
l9(2r| = Mazcm|g(2)| . Por tanto

§ g < § 1) lael < Lol Uelar) = 2nlglen]r = 2rlg(an) ()] = 277 ()~ F (@)l
c(a,r) c(a,r)

Luego, al ser f continua en a, cuando r — 0, z, — a 'y f(z,) = f(a). Por tanto

7{ g(z)dz — 0, r—0.
c(a,r)

forae= {100 10,

/(z) dz:f(a)f ! dz =2mi.

zZ—a zZ—a

Entonces (1) implica

Luego

~

11
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Figura 11: FIC.

INTERPRETACION

La fformula integral de Cauchy (FIC) debe entenderse como la expresion de la solucién de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann:

of . of
——1=—=0
dy ox
Estas soluciones son las funciones analiticas. Si escribimos la FIC en la forma
1
f(z) = =— ﬂdu, Vz € Intr, (2)

271 U= Z

nos proporciona la forma de f(z) en el interior de v conociendo su forma f|, = f(u) sobre 7: Es la
solucién de las ecuaciones de Cauchy-Riemann con la condicién de contorno f|, = f(u).

CONSECUENCIAS

A partir de la FIC en la forma (2), si derivamos respecto de z la integral, se puede demostrar que
puede hacerse derivando primero el integrando, teniendo en cuenta que

d* 1 k!

debu—z  (u—2)0

se deduce

Teorema 2. 5i f : Q C C — C analitica en ) , entonces admite todas las derivadas superiores
" ", ... respecto de z en Q). Ademds si vy un arco cerrado simple orientado + en € tal que Int~ C €,
entonces

27 — a)k+l

k!
f®(a) = J(I{(z f(z) dz, Vaelnty,k=1,2....
i

Ejercicio 1. Sea f : Q C C — C analitica en Q) y c(a,r) una circunferencia en §2 tal que Int c(a, ) C €.
Probar las denominadas desigualdades de Cauchy

k!
9] < B M = Masgn fG) k=01,

12



Ejercicio 2. Probar que si f(z) es analitica en todo el plano C y estd acotada (existe M tal que
|f(2)| < M, Vz € C, entonces
f(2) = Constante.

13



TEMA 3: DESARROLLOS EN SERIE

1. SERIES DE NUMEROS COMPLEJOS

Sucesiones y series

Recordatorio de limites lim,,_,., 2z, de sucesiones

Una sucesion (z, = x, + 1y,)5>, de nimeros complejos es una sucesion de puntos del plano. La
definicién de limite es la conocida

lim z, =a <= lim |z, —a| =0,
n—oo n—oo

que es a su vez equivalente a (siendo a = a; + i az)

lim z, =a;, lim y, = as.
n—oo n—oo

Una sucesion se denomina convergente si tiene limite, en caso contrario diremos que es divergente.
Una sucesion es convergente si y solo si verifica la condicion de Cauchy

Ve > 03ng = no(e) [n,m > ng = |z, — 2| < €.
Todas las propiedades del limite de sucesiones de puntos del plano se aplican. Ademas

lim (2, 2)) = (lim z,) (lim z),

Zp  lmy, o0 2y
- ’ / )
lim,, o0 2/,

cuando el limite del denominador sea distinto de cero.

Ejemplo 1. La sucesion
zn = €™ = cos(1/n) + isen(1/n),

es convergente con limite '
lim e"/™ = cos(0) + isen(0) = 1.

n—oo



Series > z,

Definicién 1. El simbolo de serie

o0
> za=zmtzmto-
n=1
denota el limite
o
E zZ, = lim s,
n—oo
n=1

donde ($,)2, es la sucesién de sumas parciales
Sp =21+ 20+ + 2.

Cuando ezista este limite diremos que la serie Y~ | z, es convergente y en caso contrario que la serie
es divergente .

Propiedades

P1) Condicién necesaria de convergencia: >~ | z, convergente = lim,,_,, 2, = 0.

P2) Convergencia absoluta: >~ | |z,| convergente ( = >~ | z, convergente ).

lzn+1]
|Zn‘

P3 Criterio del cociente: Sea ¢ = lim,,_,,

0<c<1l= 3", z, converge absolutamente

c>1= >, z,divergente
P4 Criterio de la rafz: Sea r = lim,, o |2,|/"

0<r<1l=> 7, %,converge absolutamente
r>1= 5"z, divergente

Demostracion: P1) Usar z, = s, — $,_1. P2) Usar el Criterio de Cauchy y la desigualdad

P3) y P4) se deducen de P2) y de los criterios del cociente y de la raiz para la convergencia de las series
de términos reales positivos. [



Ejemplo 2. Un tipo de series muy importante en este curso es la serie geométrica de razédn
compleja u € C y término inicial a # 0

Zau”:a+au+au2+-~.

n=0

Podemos calcular la suma parcial s, = a +au+ au® + --- +au™ teniendo en cuenta que

(A1),

Si |u| > 1 es obvio que el término general au™ + 0 luego la serie diverge. Si |u| < 1 es claro que
Sp — a/(1 —u). En resumén:

a—aut!
snu:au+au2+---+au”+1:>sn—snu:a—au”+1:>sn:1—
—u

a
1—u’

0 si|ul <1
Zau":a+au+au2+~~:

n=0 Divergente si |u| > 1

La suma de una serie geométrica convergente es el primer término dividido por uno menos la razon.

Ejemplo 3. Las series telescopicas son de la forma:

oo

Z(unﬂ —Up) = (ug — uy) + (ug —ug) + - -

n=1
Es evidente que
Sp = Up+1 — U7-

Luego
Z(U”H —Up) = ( lim un) — U.
—1 n—oo

Ejemplo 4. La serie

E eZ'I’L7

n=1

es divergente ya que es geométrica de razén €' con

= 1.

Ejemplo 5. Apliquemos el criterio del cociente a la serie

(e 9]

in n ' 1 1 1
c 21| _ \expz(n.—l— )| _ 50, c=0
— n! |20 lexp(in)] n+1 n+1
Por tanto es convergente absolutamente.
Ejemplo 6. Apliguemos el criterio de la raiz a la serie
= (1 +4)" 14
IR AL R (VL L I SN S
= n nt/m

Por tanto es divergente.



2. SERIES DE FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

Series > | f.(z) de funciones

Convergencia puntual y uniforme

Definicién 2. Sea una sucesion de funciones f, : Q@ C C — C (n=1,2,...) definidas sobre una misma
region Q del plano C. Se dice que la serie de funciones Y | fn(2):

1. Converge puntualmente en un subconjunto C' de § si existe una funcion S = S(z), tal que
para cada zy € C la serie numérica Y- fa(20) converge al valor S(zy). Es decir, dado zy € C

Ve > 0 existe un entero positivo N, que dependera de zy, tal que si n > N se verifica que

5(z0) - zn:fk(zo)‘ <e
k=1

En otras palabras
lim |S(zo) — sn(zo)‘ =0, VzeC,

n—oo

donde denotamos

5u(2) = 3 ful2),

a las sumas parciales de la serie de funciones. En ese caso se dice que la funcion S = S(z) es la
funcidn suma de la serie y se escribe Y | fn(2) = S(z).

2. Converge uniformemente en un subconjunto C' de Q) si existe una funcion S = S(z), tal que

Ve > 0 existe un entero positivo N tal que sin > N entonces

)S(z) — zi:fk(z)‘ <e Vzedl.

En otras palabras
= ()7

lim Sup,cc|S(z) — sn(2)

Es claro que si la serie converge uniformemente en un conjunto C', entonces también lo hace en
todo subconjunto Cy C C'.



Ejemplo 7. La serie de funciones con términos f,(z) = z" definidos sobre todo C
>
n=0

es una serie geométrica para cada valor z de razon igual a z. Por tanto converge puntualmente en el
conjunto

D={zeC||z| < 1},

a la funcion suma

Ademds la serie diverge fuera de D.
Para examinar la convergencia uniforme, tomamos las sumas parciales

1—znt
Zz 1—z

Se tiene que

Zn-i—l ‘Z|n+1

T

5(2) = 5 (2)

Consideremos esta expresion en un disco cerrado

Cr={z€C||z| <r},

conr < 1. Para z € C, se cumple |1 —z| > 1 —r y |z|"™ < r"* con lo cual
Tn+1
S(2) — s, ‘ <
(2) - sule)| <

Con lo cual

)
Sup.cc, |S(2) = s(2)] <

"t 5 0 cuando n — oo, se verifica

Como r
lim Sup,c |S(2) — sn(z)‘ =0,
n—oo

luego la serie converge uniformemente en C...

Propiedades

P1) Convergencia uniforme en C' = Convergencia puntual en C.

5



P2) La funcién suma de una serie de funciones continuas que converge uniformemente en C' es también
continua en C.

P3) Dada una serie )~ f,(z) de funciones continuas que converge uniformemente en C, si I' es una
cadena contenida en C' entonces

/Fifn(z) dz = i/rfn(z) dz.

P4) Dada una serie )~ | f,(z) de funciones analiticas en una regién €2, si la serie converge uniforme-
mente en cada disco cerrado C' contenido en {2 entonces

1. La funcién suma de la serie es también analitica en €.

2. La serie de derivadas ) | f/(z) converge uniformemente en cada disco cerrado C' contenido

en Qy N N
OIAC)EDIFACH

Esta propiedad es béasica para construir funciones analiticas mediante series.

El criterio de los Mayorantes de Weierstrass

Un método fundamental para determinar donde converge uniformemente una serie de funciones
esta basado en el siguiente resultado

Teorema 1. Si existen mayorantes M, de los términos de la serie Y-, fn(2) sobre un conjunto C

Y ig cumple que la serie Y -, M, de los mayorantes es convergente, entonces la serie de funciones
Y2 fal2) converge uniformemente en C.

<M,, VzeC,

Ejemplo 8. La serie

o)
§ e—nz7
n=1

converge uniformemente en el conjunto
C={ze€Clz=Rez>ux0}, x>0.
Esto es consecuencia de la convergencia de la serie y -, M, de mayorantes en C

—x
—nz €

e

[o.¢]
SemEema M, Y=g

— e~ %o ’



Ejemplo 9. La funcion zeta de Riemann se define como la suma de la serie

(=3~

n®
n=1

cuyos términos 1/n* = e=* 198" son funciones analiticas en todo C. Dado que

1 1
i ’e—z Inn| _ e % Inn _ —,
n* n=
y que para x > 1 la serie armoénica
o0
1
—,
n=1 n

es convergente, es claro que para todo disco cerrado C' contenido en el semiplano Q0 = {z |z > 1} existe

xo > 1 tal que
xr>mxy, VzeCl,

ast que
1

nZ
i 00 . 00 1 .
y al ser convergente la serie )~ | M, de los mayorantes, la serie )y~ | — es uniformemente convergente

en C.

En consecuencia la funcion zeta de Riemann ((z) es una funcidn analitica en el semiplano

1
<—=M,, Vze(,

= o

Q={zeC|z > 1}.

3. SERIES DE TAYLOR

Definicién 3. Una serie de Taylor centrada en un punto a € C es una serie de potencias con
exponente positivo de la forma

Zan(z—a)”:ao—iral(z—a)+a2(z—a)2+~--.

n=0

Teorema 2. Teorema de Abel: Dada una serie de Taylor Y - a, (z —a)" centrada en un punto
a € C, entonces existe un R > 0 (radio de convergencia de la serie) tal que

1. La serie converge en el interior del disco abierto (disco de convergencia)
D(a,R) ={z € C||z —a| < R},

y diverge fuera (para |z —a| > R)



Figura 1: Disco de convergencia.

2. La serie converge uniformemente en todo disco cerrado contenido en D(a, R)

Demostracion: Haremos la demostracién suponiendo que existe el limite

lim [an 1| =1
n—oo ’@n’

1). Si aplicamos el criterio del cociente:

Serie absolutamente convergente (Divergente) si lim,, % <1(>1)

entonces
n+1 |

lim |a’1’L+1 (Z B a)

=1 —
n—00 |an (z—a)”| |Z G’,

Asi que el disco de convergencia es D(a, R) con R = 1/I. Es decir

R—1/ lfm l9ns1l
ne [an]

De igual forma se demuestra que
R=1/ lim |a,|'",

n—oo

si existe el limite del denominador.
2) Veamos que la serie converge uniformemente en cualquier disco cerrado

C.={z€C||z—a|<r}conr <R,

y por tanto lo hard también en todo disco cerrado contenido en D(a, R).
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Sea 1y intermedio r < rg < R, entonces si z € C,

z— 2" r\"
(2 — )| = Jaulr 220 < g (1) )

Ademds como 1y < R la serie Y |a,|r{ es convergente pues aplicando el criterio del cociente a esta
serie 11
n
. Nangalrg To

lim ———— = — <1

n—o0 ’an’ro R
Como consecuencia el término general |a,|ry, que debe tender a cero, estd acotado. Es decir existe
M > 0 tal que

lan|re < M, Vn.
Volviendo entonces a (1)

r

lan (2 — a)"| < |an|r6L(L>n <M ( )" = M,, ¥z e C,.
To

To

Pero al ser r/ry < 1, la serie de mayorantes >~ M, es convergente (es una serie geométrica de razén
r/70) . De donde se deduce el enunciado. [

Consecuencias

Usando la propiedad P4) de la convergencia uniforme de funciones analiticas y el teorema de Abel,
se obtiene que dada una serie de Taylor >~ a, (2 — a)" con disco de convergencia D(a, R), entonces

1. La funcién suma de la serie es analitica en el disco de convergencia D(a, R).

2. Las series de derivadas de cualquier orden convergen uniformemente en cada disco cerrado de
D(a, R) y las derivadas de la suma de la serie verifican

S(k)(z):<2an(z—a)">(k) = Zn(n—1)---(n—k:—|—1)an(z—a)"_k

= Kklag+(k+Dapsr(z—a)+---.

En particular se deduce que los coeficientes de la serie satisfacen la relacion de Taylor

1
ar = k—’S(k)(a), k=0,1,....



Desarrollos en serie de Taylor de funciones analiticas

Como vimos en el Capitulo 2:

Si f:Q c C — C analitica en Q , entonces admite todas las derivadas superiores f”, f"”, ...
respecto de z en . Ademads si v un arco cerrado simple orientado + en €2 tal que Int~y C 2, entonces

k! f(2)
R () )
fo) 27Ti]£(z_a)k:+1dz’ Vaclnty,k=1,2....

Probaremos ahora que :

Teorema 3. Teorema de Taylor. Si f : 2 C C — C es analitica en 2 y a € ), entonces f admite
un desarrollo de Taylor centrado en a dado por

f(Z> = Zan (Z - a)n, Qn

n=0

cuyo disco de convergencia es el mayor disco abierto D(a, R) contenido en Q0 (ver Fig.2 )

Figura 2: Disco de convergencia de la series de Taylor.

Demostracion: Sea z € D(a, R) y consideremos una circunferencia c(a, r) con radio r < R tal que (ver
Fig. 3)
z € Int c(a, ).

10



Figura 3: Circunferencia c(a,r) en D(a, R).

Por la FIC
f(z) = 1 f) du.

27 cla) U — 2

Tomemos ahora el factor 1/(u — z) del integrando como la suma de la serie geométrica

o0

I 1 CYu—a) 1 <(z—a)" (z —a)"
u—z u—a—(z2—a) 1-22 _u—a;(u—a)”_nzo(u—a)”“'

Como u € ¢(a,r) y z € Intc¢(a, ), la razén de esta serie satisface

= <L
[u — al

‘z—a‘_ |z — al
u—a

Luego, como serie de funciones dependientes de u, la serie converge y ademés uniformemente sobre
c(a,r) dado que tenemos mayorantes

(z = a)

r
‘ (U _ a)nJrl

SM’I’LE Rn+17

Por tanto

270 J o) U — 2 271 u— a)+!
_ 0 1 f(u) . o0 f(”)(a) .
= % (2_7” f(a,r) (U — CL)"+1 du) (Z — (Z) = ; oy (Z . CL)



Donde hemos aplicado las FIC para las derivadas [J
Series de Taylor de funciones basicas

Calculando directamente las derivadas sucesivas correspondientes y mirando los dominios de analitici-
dad, se encuentran inmediatamente los siguientes desarrollos de Taylor y sus radios de convergencia.

1. La serie geométrica:

2. La exponencial:

4. El logaritmo:

5. Potencias no enteras

Ejemplo 10. Los primeros términos de (v/1 + z), son:

z

3
(Vitz),=1+-2 5

i

Calculo de series de Taylor

Para determinar series de Taylor de funciones elementales construidas a partir de las funciones basicas,
sin tener que calcular los coeficientes derivando, debemos usar algunas estrategias como las siguientes:

1. Para cocientes de funciones analiticas en un punto a

f(z) = % h(a) £ 0.

Si conocemos los desarrollos del niiumerador y del denominador

gz)=ap+ai(z—a)+as(z—a)*+---, hz)=by+bi(z—a)+b(z—a)y*+ -,

12



Para calcular el de f(z)
fx)=cot+ei(z—a)+ea(z—a)*+---,
se identifican coeficientes en la ecuacion
ap+ay (z—a)+ay (z—a)*+-- - = <b0+b1 (z—a)+by (z—a)*+- - > <CO+01 (z—a)+cy (z—a)’+-- ~>,
obteniendo ecuaciones para los coeficientes desconocidos c¢q, ¢q, . ..

ap = bocy, a =bycy+ by,

2. Para una composicién de funciones analiticas

f(z) = g(h(2)),

tales que h(z) es analitica en z =a 'y g(w) en b = h(a)

h(z) =) a,(z—a)", g(w)=Y by(w="b)", b=nh(a)=a.

Se sustituye en g(w) la variable w por el desarrollo de h(z) y se agrupan términos en potencias
de (z —a)

f(z) = bo+0b; (al(z—a)—i—ag(z—a)Q—l—---)—|—b2 (al(z—a)—|—a2(z—a)2—|—--->2+--~

= by+bia(z—a)+ (bay+bya?)(z —a)* +---

Ceros de funciones analiticas

Si f:Q C C — C es analitica en 2 y se anula f(a) = 0 en un punto a € €, entonces si consideramos
su serie de Taylor en a
pueden ocurrir dos casos

1. Todas las derivadas en a se anulan y por tanto la serie de Taylor tiene por suma la funcién cero.
En ese caso la funcion es idénteramente cero en €2

2. Existe alguna derivada de orden minimo dado m tal que f™(a) en a, que no es cero, siendo cero
todas las anteriores

fl@)= f(@) == f"D(@) =0, f™(a)#0,

Entonces se dice que a es un cero de orden m de f(z). La serie de Taylor en ese caso es

f™(a)

n!

Y

fE)=) an(z—a)" = (z=a)"g(2), 9(z) =) an(z—a)"™", ay

La funcién g(z) es analitica en el disco de convergencia de la serie, luego es continua alli. Por tanto,
como g(a) = a,, = f™(a)/k! # 0, la funcién g(z) no se anulara en algiin disco suficientemente
pequeno alrededor de a. Asi a es un cero aislado. Es decir

13



’Los ceros de funciones analiticas son puntos aislados.

La regla de I’'Ho6pital

Sean dos funciones anali f = f(z) y g = g(z) en un abierto conexo 2 y a €  un cero de ambas
f(a) = g(a) =0, de orden p para f y orden ¢ para g. Dado que

o0

(n)
f(Z)—nzzpan(Z—a)”—ap(z—a)p+... . a, = f n!(a)7
N (n)
9(2) :;bn(»z_a)nzbq(z—a)q+... . b, = g n!(a)’
Se obtiene que el limite indeterminado
[ = lim &7
z—a g(z)
viene dado por
, sip>q
o0, sip<q

14



4. SERIES DE LAURENT

Definicién 4. Una serie de Laurent centrada en un punto a € C es una serie de potencias con
exponente positivo ¢/y negativo de de la forma

Z z—a Ezz—a +Zanz—a

Es decir es una suma de dos series, una con potencias de exponente megativo y otra con potencias de
exponente positivo. La serie de Laurent se dice convergente en un punto cuando lo son simultaneamente
las dos series.

Teorema 4. Dada una serie de Laurent Y >~ a,(z —a)™ centrada en un punto a € C, entonces
existe una corona abierta centrada en a (corona de convergencia de la serie) (ver Fig. )

C(a;R1,Ry) ={2€ C|Ry < |z —a| < Ra},
tal que
1. La serie converge en el interior de la corona y diverge fuera (para |z —a| < Ry d |z —a| > Ry )
2. La serie converge uniformemente en todo disco cerrado

D.(zy,r) = {z € C| |z — 2| < r} contenido en C(a; Ry, Ry).

Desarrollos en serie de Laurent de funciones analiticas

Probaremos que :

Teorema 5. Teorema de Laurent.Si f : 2 C C — C es analitica en Q y C(a; Ry, R2) es una corona
abierta contenida en §2, entonces f admite un desarrollo de Laurent convergente en dicha corona, de la
forma

f(2) =Y an(z—a)
donde .
an:—,% Lu)du, n=0,+1,+£2,...
270 St (w—a)™t!

siendo el radio v de la circunferencia c(a,r) tal que Ry < r < Ry (ver Fig. 4).

15



Figura 4: Circunferencias c(a, ;).

Demostracion: Sea z € C(a; Ry, Ry) y consideremos dos circunferencias ¢(a, r;) (i = 1,2) como se indica
en Fig. . Definamos la cadena
' =cla,r) — c(a,rs).

Es claro que
zeIntT C Q.

Dado que n(T', z) = 1, por la FIC
L f) 1 fw) 1 f(w)
f(2) du 7{(@,“) du j{ du. (2)

2wl Jpu— 2 2w u—z 270 Jopag) U — 2

Tomemos ahora el factor 1/(u — z) del integrando como la suma de una serie geométrica. Podemos
escribirlo de dos formas diferentes:

1. Siuec(a,m)

’z—a‘_ |z — al
u—al |u—a

Luego podemos desarrollar segin la serie

I 1 Cu—a) 1 K(z—a)"  (z—a)
u—z u-—a—(z2—a) 1-22 _u—anz_% u _Z( a)r

Como consecuencia

1 f@) g, 1 - (z—a)"
27 u—z du= 27 7€(a,m) ; (u — a)tl f(u) du

c(a,r1)

— Z (% }{(Wl) —(u {(Z))”“ du> (z—a)"™

n=0

16



2. Siu € c(a,ry)

u—a| |u—al
2= <1
z—a |z — al
Podemos asi desarrollar
I 1 ~ Ylz—a) 1 i(u—a)”__i (u—a)"
u—z u-—a—(z—a)  1-%2 z—anzo(z—a)”_ = (z—a)t

por tanto

1 ]{ f(u) 1 f — (u—a)"
N du=—— S A fu)du
270 Sy U — 2 270 Jetars) — (z —a)nt!

=/ 1 1
-3 (i f,

( z— a)nJrl ’
LLevando ambos desarrollos de las integrales a (2) y teniendo en cuenta que ambas integrales no varfan

al cambiar las circunferencias c(a,r;) por una circunferencia c(a,r) tal que Ry < r < Rs, se sigue el
resultado

Como u € ¢(a,r) y z € Int ¢(a, ), la razén de esta serie satisface

f(w) (u— )" du)

a,r2)

z—a’_ |z — al

< 1.

u—al |u—al

Luego la serie converge y ademés uniformemente sobre ¢(a, ) como serie de funciones dependientes de
u, dado que tenemos mayorantes

‘ (z —a)"

(u— a)n*t

r’n
SM”ERH+1’ u € c(a,r); ZMn<oo.
n>0

O

Ejemplo 11. Una funcion puede ser analitica en varias coronas centradas en un mismo punto a, y
asi poseer varios desarrollos de Laurent en ese punto. Por ejemplo

es analitica en las dos coronas
Clas0,lb—al), Clas|b—al, ).

Podemos desarrollar en la forma

1 1 1/a—b ZOO z—a)"
o bién
1 1 1/(z—a ZOO (b—a)"
— — g _— b
/() z=b z—at+a-b 1-2=2 (z —a)rtl’ 2 € Claifb - al, 00).
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Ejemplo 12. Como las series de Laurent son series de funciones analiticas que convergen uniforme-
mente en cada disco cerrado de sus coronas de convergencia, pueden derivarse término a término. De
esta forma a partir del ejemplo anterior deducimos nuevos desarrollos de Laurent

1 B > (z —a)"t d N )n—2 -
(2_6)2__Zn(b—a)”+1’ z—b Znn— — )n+1"“ z € C(a;0,]b —al),
n=1 n=2
0 bién
N (b—a)" 1 = b—a)"
= Zn—i—l _a)r)z+2’ (Z_b)g:Z(n+1)(n+2)—(i_a)i+3,... z € C(a;|b—al, 00).
n=0 n=0

5. SINGULARIDADES AISLADAS Y RESIDUOS

Definiciéon 5. Sea f: Q C C — C una funcion analitica en Q) y a € C una singularidad aislada de f
tal que existe una corona

C(a;0,R)={2€C|0< |z—a|] < R} CS
entonces f admite un desarrollo de Laurent convergente en dicha corona, de la forma

o0

[ =3 an(z—a,

n=—oo

Se denomina residuo de f en la singularidad a al coeficiente a_; de ese desarrollo:
a_1 = Res(f,a).
Definicién 6. Hay tres casos tipos distintos de singularidades aisladas:

1. Singularidad evitable: La serie de Laurent no tiene términos con potencias de exponente negativo

(a_y = a_o =---=0). Entonces f(z) tiene un desarrollo en serie de Taylor en el disco abierto
D(a, R)
f(2) =) au(z—a)",
n=0

y por tanto define una funcion analitica en D(a, R). En este caso

Res(f,a) = 0.

2. Polo de orden p > 1: La serie de Laurent no tiene términos con potencias de exponente mds ne-
gativo que —p
A_(py1) = Q_(pg2) = "+ = 0, a_p 7é 0.

18



Entonces f(z) tiene un desarrollo en serie de Laurent de la forma

_ a—p A—p+1 . a—1 - _\n .
= g T oo T T . —i—;an(z a)", z€C(a;0,R),

y por tanto (z — a)P f(z) define una funcion analitica en D(a, R) con desarrollo de Taylor
(z—al f(z)=ap,+a pi(z—a)+-+a(z—a)lf '+ Zan (z—a)"*? 2z € D(a, R).
n=0
Se deduce por tanto que si a es un polo de orden p de f(z), entonces

Res(f,a) = _1 Iy ;;1 ((z —ap f(z)).

3. Singularidad esencial: La serie de Laurent tiene infinitos términos con potencias de exponente
negativo.

Ejercicio 1. Probar que dado un cociente de funciones analiticas

_9(2)

1. Sia es un cero de h(z) de ordenn >0 y g(a) # 0, entonces a es un polo de orden n de f(z).

2. Sia esun cero de h(z) de orden n > 0 y es también un cero de orden m > 0 de g(z), entonces a
es un polo de orden n —m de f(z). (singularidad evitable sin =m)

Ejercicio 2. Probar que dado un cociente de funciones analiticas

Si a es un cero simple de h(z) y g(a) # 0, entonces

Res(f,a) = g}{? :

~—
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TEMA 4: INTEGRACION POR RESIDUOS

1. EL TEOREMA DE LOS RESIDUOS

Una de las aplicaciones del andlisis de funciones de variable compleja es un método de integracién
muy potente, que permite calcular varias clases de integrales definidas sobre intervalos finitos o infinitos
de la recta real. Se basa en el siguiente resultado:

Teorema 1. Teorema de los residuos: Sea f : Q C C — C analitica en Q2 y sea v un arco cerrado
simple orientado positivamente contenido en ). Si f es analitica en Inty salvo en un conjunto de
singularidades aisladas {z1, z2, ..., 2.} (ver fig.1), entonces

}{f(z) dz = 2mi ZRes(f, 2k).
v k=1

Figura 1: El arco 7.



Demostracion: Tomemos una circunferencia orientada positivamente c¢(z, 1) centrada en cada singu-

laridad aislada z; como se indica en la figura (ver fig.2).

Figura 2: El v y las circunferencias c(zy, ry).

Denotemos

'=~-— Zc(zk,rk).
k=1

Como f es analitica en IntD', por el teorema de Cauchy

f[} F(z)dz =0,

Pero

Por tanto .
J(I{f(z) dz = ;j{(%rk) f(z)d=.

Alrededor de casa singularidad z; la funciéon f admite un desarrollo de Laurent

f)= > af (z =),



vélido en alguna corona C(z,0, R;). Tomando cada circunferencia c(z,r;) contenida en la corona
C(zk, 0, Ry) (1, < Ry). Entonces como la serie converge uniférmemente sobre ¢(zy, 7% ), tenemos que

7{ z)dz = Z ]{ (z — z)"dz.
c(zk,rk) (2k57k)

n=—oo

Pero todas las integrales de las potencias se anulan salvo la correspondiente a n = —1 que vale 274, por
lo tanto

j{ f(z)dz = 2mi a(_kl) = 2mi Res(f, zx),
(2k:7k)

y usando ahora (1) se concluye el enunciado. [J

Comentarios

1. En el enunciado del teorema se supone que 7 un arco cerrado simple orientado positivamente.
Obviamente en el caso de que estuviera orientado negativamente entonces el resultado es

ff(z) dz = —2mi Z Res(f, k).
v k=1

2. Recordemos que para calcular el residuo de f(z) en un polo a de orden p se utiliza la férmula

Res(f,a) = _1 ;i ;;:1 ((Z —ap f(z)).

Asi para polos simples:

Res(f,a) = lim ((z —a) f(2)>,

z—a

y para polos dobles
Res(f,a) = lim 4 <(z —a)? f(z))

z—a dz

Es también 1til recordar que dado un cociente de funciones analiticas

si a es un cero simple de h(z) y g(a) # 0, entonces

Res(f,a) =



Ejemplo 1. Apliquemos el teorema a las integrales siguientes:

7{ et* dz,
¢(0,1)

La vinica singularidad del integrando en el interior de ¢(0,1) es z = 1, luego

1.

]4 e'/*dz = 27i Res <el/z, 1) = 2mi.
¢(0,1)

2. )
]{ 2%
c(i,1) 2241
La tinica singularidad del integrando en el interior de c(i, 1) es z = i, luego
1 1 1
% 5 dZ:27TZ'ReS<2—,7;> :27Ti—,:7T.
iy 271 2+ 1 21
3.

]{ tan zdz.
¢(0,8)

Las singularidades de tan z = sin z/ cos z son los ceros de cos z que vienen dados por
zk=2k+1)m/2, k=0,£1,....
y determinan polos simples de tan z. Los residuos correspondientes son

sin z

Res(tan z, z,) = =—1.

—sin z

En el interior de c¢(0,8) solo estdan seis de ellos: +m/2, £37/2 y £57/2. Por tanto

j{ tanzdz = —12 7.
¢(0,8)



2. CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

c0, 1)

Figura 3: Arco de integracién para integrales de tipo I.

Tipo 1
Son las de la forma o
/ R(cos 6,send) db,
0

donde el integrando R(cos 6, senf)) es una funcién racional de cos 6 y senf que es regular sobre el intervalo
de integracién 0 < 6 < 27. Considerando la circunferencia unidad ¢(0, 1) parametrizada segin

2(0) =€", 6 0,27],

podemos escribir

cosf = %(z(@) + %), senf = 2%(2(9) — %),

y la integral se convierte en

5



donde
1= (30 ) S0~ ) &

es una funcién racional en z y regular sobre ¢(0,1). Aplicando el teorema de los residuos (ver fig.3) a

(2)
/ R(cos6,send) df = 2mi Z Res(f, zx),
0

‘Zk|<1

donde la suma se extiende a todas las singularidades z; de f(z) en el interior de ¢(0, 1).

Ejemplo 2. Apliquemos el método a las integrales siguientes:

1. )
I = / _ 40
o 2+cost
Se transforma en
7 ]{ dz/iz 7{ 2dz
= = — _.
¢(0,1) 2+ (Z + 271)/2 ¢(0,1) 22+4z+1
El integrando tiene singularidades en las soluciones de 2> + 4z +1 = 0 que son —2 £ /3 y solo
—2 4+ /3 estd en el interior de c(0,1). Asi se obtiene
1 2m
]:47TRGS(—,—2+\/§> =A4r = —.
22 +4z+1 2(—2+V3)+4 V3
2.

2m
1:/ _ e
o H—3send

I % dz/iz 7{ 2dz
= = — ]
o) D = 3(z = 271) /2 co1) —322 + 1002 +3

El integrando tiene singularidades en las soluciones de —32* + 107z + 3 = 0 que son 3i y i/3.
Solo /3 estd en el interior de ¢(0,1). Asi se obtiene

Se transforma en

9 i 1
I=2 ( —):2 = — /2.
mRes\ 3 107,133 T/



Tipo II

Son las de la forma .

f(z)de,

—00

donde el integrando f = f(x) es tal que

1. La funcién f se extiende a una funcién f = f(z) analitica en un semiplano Imz > —r (para algin
r > 0 salvo en un conjunto finito de singularidades aisladas {z, 29, . .., 2, } situadas fuera del eje

real Imz; > 0.

2. La funcién f = f(z) verifica una acotacién de la forma

M
|f(Z)|§—, p>17M>07

z|P
vélida para |z| > Ry, con algin Ry > 0.

Si consideramos la integral

Ir

sobre el arco I'g indicado en la fig.4, podemos descomponer I(R) en la forma

R Ir R

Figura 4: Descomposicion del arco de integraciéon para integrales de tipo II y de tipo III con w > 0.

1) = [ s+ [ e

(4)

donde Ir = [—R, R] y g es el semicirculo superior de la figura 4.Ahora bién, aplicando el teorema de

los residuos

Ir =2mi Z Res(f, k).

|Zk‘<R

7



Por otro lado, tomando R > R, y usando la acotacién (3) se deduce que
M 1
( £(2) dz’ < (Maxpy—l f(2)]) (27 R) < Zo R = MR'™ 50, R oc.
TR

Tomando el limite cuando R — oo en (4) se obtiene

—+00

f(z)dz = 27m'ZRes(f, zk), Imzg >0, (5)

Comentarios

= Supongamos que en lugar de la condicién 1, la funcién f se extiende a una funcién f = f(z)
analitica en un semiplano Imz < r (para algin r > 0 salvo en un conjunto finito de singularidades
aisladas {z1, 29, . . ., 2, } situadas fuera del eje real Imz, < 0. Debemos asumir también la condicién
2, ahora en el semiplano inferior. Entonces sustituyendo vz por el semicirculo simétrico en el
semiplano inferior, se obtendria

“+o00

flz)dz = —ZWiZRes(f, zk), Imzp <O0. (6)

= La condicién 2 se verifica de forma inmediata para funciones racionales

tales que

Figura 5: Descomposicion del arco de integracion para integrales de tipo Il y de tipo III con w < 0.

Ejemplo 3. Usemos el método para calcular las integrales siguientes:



[_/Jroo dz
) (@24 1)
1
(22+1)2’

es una funcion racional con polos dobles en +i. Ademds satisface la condicion 2 ( en la forma de
(8)). Por tanto

En este caso

f(z) =

I = 27riRes<(22—j_1)2,i>.

El residuo se calcula en la forma

R65<ﬁ7i) = £%%%(<Z‘i>2ﬁ> :EE%%((ZL)Q -

De forma que
T
I=—.
2

/‘+oo dz
I= _
oo X2+ 4z +13

El integrando se extiende a la funcion racional

1

1) = 224+ 42+ 137

que tiene polos simples en las soluciones de z° + 4z + 13 = 0, que son —2 =+ 3i. Ademds satisface
la condicion 2 ( en la forma de (8)). Por tanto

I=2miR (—,—2 3').
7 Res 24113 + ot
El residuo es
R ( 2+3‘) Ii (( 2 3i) ) I ! !
_— - = lim — — = lim —mMm =—.
N\ rat13 )T P Yoatazy13) szt 243i 6i
De forma que
T
I=—.
3



Tipo III

Son las integrales

+oo
/ e“? flx)dr, w#0.

—00

Hay dos casos a considerar dependiendo del signo de w:
Caso 1: w >0

El integrando f = f(z) es tal que

1. La funcién f se extiende a una funcién f = f(z) analitica en un semiplano Imz > —r (para algin
r > 0 salvo en un conjunto finito de singularidades aisladas {z1, 29, . .., 2, } situadas fuera del eje

real Imz; > 0.
2. La funcién f = f(z) verifica
lim [f(z)[ =0,
Z—00

en el semiplano cerrado superior Imz > 0.

Consideramos la integral siguiente
Inw) = § e () ds,
I'r

sobre el arco I'g indicado en la fig.4, podemos descomponer Ir(w) en la forma

JR(W):/R emf(x)da;+/ e f(2) dz.

-R YR
Por el teorema de los residuos

Ir(w) = 2mi Z Res(e“*f(z2), zx).

‘Zk|<R

Por otro lado, puede demostrarse que de la condicién (3) y dado que

f(2)

Y

ei“’zf(z)’ =e v

al ser w > 0 se deduce que
‘ / e“?f(z)dz =0, R — oo.
R

10

9)

(10)



Tomando el limite cuando R — oo en (4) se obtiene

+oo
/ e f(z)do = 2mi Z Res(e™?f(2), z), Imz, >0, (11)

o0

Caso 2: w <0

En lugar de la condicién 1 debemos suponer que la funcién f se extiende a una funcién f = f(z)
analitica en un semiplano Imz < r (para algin r > 0 salvo en un conjunto finito de singularidades
aisladas {z1, 22, ..., 2, } situadas fuera del eje real Imz; < 0. Debemos asumir también la condicién 2,
ahora en el semiplano inferior. Entonces sustituyendo vz por el semicirculo simétrico en el semiplano
inferior, se obtiene

—00

/+OO e f(x)dr = —27ri2 Res(e™?f(2),z), Imz, < 0. (12)

La condicion (9) se verifica de forma inmediata para funciones racionales

f(z) = (13)

tales que
grado de Q(z) > grado de P(z) + 1. (14)

Ejemplo 4. Calculemos las integrales siguientes:

1.

En este caso

2241
es una funcion racional con polos simples en +i. Ademds satisface la condicion 2 ( en la forma
de (14)). Por tanto
2miRes(e™*f(z),1), paraw >0
I(w) =
—2miRes(e“? f(z),—i) para w <0
Los residuos se calculan en la forma

R ( e i) y ( ) eiwz > y eiwz > eTw
es| ——. +i) = lim (z F1 = lfm ——, ) = —.
241 ALV ) T M ) T 1

De forma que

(16)



+oo +o0
I, :/ cos(wx) I :/ sen(wz)

o T2+17 e T2H1

Como los integrandos en I e Iy son funciones que toman valores reales, es claro que

+oo eiwm +oo eiwz
I, =R IL=1 )
! e/oo 2+1 m/oo 72+ 1

Luego de (16) se obtiene
7T

—elwl”

[1 [2 :O

I /+°° 005(27@)'

o T

Escribamos la integral en la forma

1 400 €i27ra: + e—i27rx 1 +oo 6i27rac 1 +o00 e—i27rac
== - dx== dr + =
2/—00 T —1 2/_001:—2' +2/_Oo T —1
1 12Tz
= —2mt Res(6 _,i) +0 = ime ",
2 z—1

12

dz
(17)
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