Indice general

1. Ecuaciones en derivadas parciales. Problemas lineales| 1
(I.1. Definicion de EDP. EDP linealesl . . . . . .. .. ... ... .. ... .... 1
[1.1.1. Aspectos generalesde EDP| . . . . . ... ... ... ... ... .. 1

[1.1.2. Algunas EDP lineales relevantes en la Fisical. . . . . . . . . ... .. 6

[1.1.3. Cambio de variables independientes . . . . . ... ... ... .... 7

[1.1.4. Solucion general de una EDP| . . . . . . ... .o o000 9

(1.2, Condiciones de contorno o frontera. Condiciones iniciales/. . . . . . . . . .. 10
[L2.1. Dominios. Fronteras . . . . .. ... ... ... ... .. ... 10

[1.2.2. Condiciones de contornol . . . . . . . . .. .. ... ... ... 11

[.2.3. Condiciones iniciales] . . . . . . . .. . ... ... L. 16

[1.2.4. Funcionesde clase C*°[. . . . . . . . ... .. ... ... ... . ... 17

|1.3. Problemas lineales. Operadores diferenciales.| . . . . . ... ... ... ... 18
[1.3.1. Operadores diferenciales| . . . . . . . ... ... ... ... ...... 18

[1.3.2. Operadores de frontera y de condiciones iniciales| . . . . . . . . . .. 20

[[.3.3. Problemas con EDP Tinealed . . . . . . .. ... ... ... ...... 21

|1.4. Autovalores y autofunciones de operadores diterenciales| . . . . . . ... .. 22
(L.5. Problemas de autovalores en una dimensionl . . . . . .. ... ... ... .. 24
[1.5.1. Ejemplos: Operadores con coeficientes constantes| . . . . . . . . . .. 25

|1.6. Problemas de contorno en electrostatica y mecanica de fluidos|. . . . . . . . 27
[L.6.1. Ta cuestion de launicidad|. . . . . . . . . . . . ... ... 27

[1.7. Ejercicios propuestos| . . . . . . . ... 30
2. El método de separacion de variables| 33
[2.1.  El método de separacion de variables para EDP lineales homogéneas y |

| separables| . . . ... Lo L 33
[2.1.1. Operadores diferenciales separables|. . . . . . .. ... ... ... .. 33

[2.1.2. Soluciones de EDP lineales homogéneas y separables . . . . . . . .. 34

[2.2. El método de separacion de variables en problemas de contorno lineales |

| homogéneos y separables|. . . . . . . ... .. ... ... .. 36
..................................... 38
[2.4. EI MSV vy las ecuaciones de la fisica matematica] . . . . .. ... ... ... 40
Resolucion de la ecuaci ] 42

[2.6. Ejercicios propuestos| 46




|3. Espacios de Hilbert. Conjuntos ortogonales completos. Operadores simétri- |

[cosl

|3.1. Espacios de Hilbert|. . . . . . . . . .. .. ... o

[3.2.  Conjuntos ortogonales de funciones| . . . . . . . . .. ... ... ... ...,
[3.2.1.  Desarrollos en serie de funciones ortogonales|. . . . . . . .. ... ..
[3.2.2.  Conjuntos ortogonales completos| . . . . . .. ... ... .......

13.3. Operadores diferenciales simétricos| . . . . . . . ... .. ... ... ... ..
13.3.1.  Autovalores y autofunciones de operadores simétricos| . . . . . . . .

13.4. Operadores de Sturm—Liouville |. . . . . . . ... .. ... ... ... ....

13.5. Ejercicios| . . . . . ...
[3.5.1. Ejercicios resueltos| . . . . . ... ... o L
[3.0.2.  Ejercicios propuestos| . . . . . . ...

. Series y transformadas de Fourier|

|4.4.2. Propiedades de la transformada de Fourier| . . . ... ... .. ...
4.5, Ejercicios| . . . . . ...
|4.5.1. Ejercicios resueltos| . . . . . .. ... o L

[4.5.2. Kjercicios propuestos| . . . . . . . ..o oL

B Miodos do d 1 Finciones

[5.1. El método de desarrollo en autofunciones (MDA)| . . . . . . ... ... ...

5.1.1.  El MDA en problemas inhomogéneos|. . . . . . .. ... ... ....
5.2. EI MDA en problemas con condiciones iniciales y de contorno| . . . . . . . .
b.3. EI MDA y la transtormada de Fourier| . . . . .. ... ... ... ......

[9.3.2. Ejercicios propuestos| . . . . . . ... Lo

|6. Soluciones en forma de serie de EDO lineales. Funciones especiales|

6.4.1. La solucion u; en serie de Frobenious| . . . .. ... ... ... ...
6.4.2. Lasolucion wol . . . . . . . . .
[6.5. Ejercicios| . . . . . ...
[6.5.1. KEjercicios resueltos| . . . . . . . .. ..o
16.5.2.  Ejercicios propuestos| . . . . . . ... Lo

49

65
65
68
76
78
78
83
89
89
90

93
93
93
97
104
104
107



§0.0]

[7. Resolucion de problemas de EDP lineales en coordenadas curvilineas| 133

[r.1. La ecuacion de Helmholtz en coordenadas cilindricas/ . . . . . ... ... .. 133
[7.1.1. Coordenadas polares| . . . . . . .. . ... ... ... ... ..., 134

[7.1.2. Particula cuantica en una cuna cilindrica impenetrable]. . . . . . . . 135

[(.1.3. Flwido en una tuberia cilindrical. . . . . . . ... .. ... ... ... 138

[r.2. La ecunacion de Helmholtz en coordenadas estéricas| . . . . . . ... ... .. 140
[7.2.1. Resolucién de la ecuacion angular] . . . . ... ... ... ... ... 141

[(.2.2. Resolucion de la ecuacion radiall . . . . . . ... .. ... ... ... 145

[7.2.3. Particula cuantica en una caja esférical . . . . . . .. ... ... ... 146

[7.2.4. Fluido en el interior de una caja esférical . . . . . . . ... ... ... 148

[7.2.5. El MDA en problemas de electrostatica y mecanica de fluidos con |

| simetria esférical . . . . . . ... 149
[7.2.6. Estera conductora cargada en equilibrio electrostatico en un campo |

| eléctrico constantel . . . . . . .. ..o 150
[7.2.7. Fluido en movimiento uniforme detormado por una bola estérical] . . 152

[7.3. Ejercicios | . . . . . . . . . L 153
[7.3.1. Ejercicios resueltos| . . . . . .. ... oo 153

Opt=.4pt

METODOS MATEMATICOS 11



CAPITULO 1

Ecuaciones en derivadas
parciales. Problemas lineales

1.1. Definicion de EDP. EDP lineales

1.1.1. Aspectos generales de EDP
Funciones con valores complejos

En este curso, salvo que se diga de lo contrario, siempre consideraremos funciones que
toman valores complejos y que dependen de un cierto nimero de variables reales (¢, z, .. .).
Asi, escribiremos u = u(t,x,...) = ui(t,x,...) +iug(t,z,...) para denotar una funcién
que depende de las variables reales (t, z,...), que toma valores complejos cons partes real
e imaginaria dadas por

Reu =wu; =ui(t,z,...), Imu=us=us(t,x,...).
Como numeros complejos, los valores de la funcién uw pueden conjugarse
U = up —iusg,

y poseen moédulo y argumento:

— U2
lu| = +y/u? +u} = +Vuu, argu = arctan —.
(1
Asi, si denotamos
r=lul, 60=argu,

podemos escribir
u; =7 cos B, wus=rsend.

La funcién exponencial de niimeros complejos Recordemos que en el dlgebra de
numeros complejos, dados a,b € R, se definen las exponenciales con exponentes complejos
mediante las formulas de Euler:

elb

= cosb+isenb, TP =e%l® =e%(cosb+isend) a,beR. (1.1)
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Ejercicio Deducir de las férmulas de Fuler las siguientes propiedades
1. ev=¢% wuecC.
2. eUel2 = eUttUu2 4y 9 € C.

3. L=em weC.

e

Las férmulas de Euler nos permiten expresar las funciones con valores complejos en la
forma

u=rcos 0+irsend=re? r=|u 0=argu.

Esta expresion es muy util para las aplicaciones en fenémenos ondulatorios.

Ejemplos

1. Sea
2 2
u(z,y) =xy +ie” TV,
En este caso
2 2
ul(a:?y):my’ U2($,y) :ea: ty )

por lo tanto

d=ay—ie” TV Ju = \/(ﬂcy)2 + e2(z+y?)

2. Sea

w(z, ) = G,

Utilizando las férmulas de Euler
u = ™ (cos(z? + y?) + isen(z? + 32)),

luego
up = e cos(z? +9°%), uo = e%¥sen(z? 4 3?),

lu| = e, argu = 2+ 3>

La funcién logaritmo de nimeros complejos. FEn ocasiones utilizaremos también
la operacién multivaluada logaritmo de nimeros complejos

llogz = log|z| + i(arg z + 2nm), nzO,jzl,:I:2,...,‘

donde log |z| denota el logaritmo natural o neperiano del nimero real positivo |z| y arg z
es uno cualquiera de los argumentos de z.

Ejercicio Probar que la operacién In nos permite expresar la soluciones de una ecuacién

para un nimero complejo u
u

e = 2o,
en la forma

u = log zp = log|zo| + i(arg z0 + 2n7), n=0,+£1,£2,....
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§1.1] Definiciéon de EDP. EDP lineales

Ejemplos
1. Resolver la ecuacion
e’ =1.
Tomando arg 1 = 0 obtenemos
u=logl=1i2nw, n=04+1,+2,....
2. Resolver la ecuacién
e = —21.

Tomando arg(—21i) = —m/2 obtenemos
u = log(—21) :log2+i<—g+2n7r), n=0,+1,42,....

Notacion extendida para derivadas

En muchas ocasiones las derivadas parciales de u se denotardn como muestran los
ejemplos siguientes:

o
Ut _at) Uy = 81"
0%u 9%u

e =g "= gy

Supondremos siempre que las funciones que manejamos admiten derivadas hasta el orden
requerido por las operaciones que debamos efectuar. Lo mas comodo es suponer que ad-
miten todas las derivadas de todos los ordenes. En ese case el resultado de una derivacion
multiple es independiente del orden en que efectuemos las derivaciones individuales. Por
ejemplo:
Ugryrzy = Uzzayyz = Uzzyzyz-

La regla béasica para derivar e integrar funciones u con valores complejos es pensar en

la unidad imaginaria i como en una constante. Asi, por ejemplo

_@_8u1+18u2 _@_8’11,1_'_1871,2

“at T ot ot YT T oz oz’
aQ’LL 82u1 . 32UQ 82u 82u1 . 3QUQ

Uzy =55 = 755 T 1755, Upy = = +i
or?  Ox? Ox? 0xdy  Oxdy  Ozdy

/udx:/(u1+iu2)dx:/u1d:c+i/u2d:c.

En particular, la funcién exponencial e* de una funcién u con valores complejos cumple
la misma regla de derivacion que si v tomara valores reales. Por ejemplo

oe"
— = e"uy.
ox v
Para demostrarlo basta con proceder en la forma siguiente
Oe" 0 [ wi i 0 0 0
—=—e 1e”‘2> = —(e“l cosug +1ie" senu ) = —(e“l cos u ) +i—<e"1 sen u )
ox ox ( ox 2 2 ox 2 ox 2
ou ou ou ou
= 771 (og ug — e"! senugy 24 (e“l “1 sen ug + e cos ug —2>
ox ox ox ox
ou ou
= <e“1 cosug +1ie™ senug) (—1 +1i —2) = e"u,.
Ox ox
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Ejemplos
1. Para Y
u(x,y) =ay +ie” TV,
Se calcula inmediatamente que

Uy =Y + 2ixex2+y2, Uz = 1(2 + 4x2)ex2+92.

2. Para
u(z,y) = vHE),
Las derivadas de primer orden son

2+ y?) +isen(a? +y?)),

uy = (x +12y)e™ (cos(z? + y*) + isen(2? + y?)).

Uy = (y +12z)e™ (cos(x

3. La integral indefinida de una funcién exponencial cuyo exponente depende lineal-
mente de x
u(z) =@tz g4 ip£0,

se calcula igual que si ¢ = a +1b fuera un nimero real. Es decir
+ib
/e(am)xdx _ e
a+ib
De esta forma, se puede calcular una integral definida como la que sigue

s 1+i)z |
/ B Pl L «(e(”i)” - eo) ="
0 1+ilo 141

1 T
1.
et

Notacién compacta para derivadas

En una notacién compacta las funciones las escribiremos en la forma v = u(x) =
u1(z) +iug(z), donde
x = (2o, T1,...,Tn_1),
denota un punto de R™. Frecuentemente, aunque no siempre, la variable zq seré identificada
con una variable tiempo t. Para las derivadas escribiremos

olely
D%y := lal =ap +ag- -+ anp
: ag a1 Qn—1) n—1,
83)0 a.ﬁl A a$n_1
donde aparecen indices vectoriales
a= (o, a1, ,ap-1) € Z} CR",

con n componentes enteras «; > 0. Obsérvese que || es el orden de la derivada D®u . Por
definicién si o = (0,0,...,0), entonces D% = wu.
La relacién entre los dos tipos de notacién que usaremos es facil de establecer. Por
ejemplo Si (x()a xla CCQ, LU3) = (t? x? y7 Z):
Ugzzyz = Dau, o = (0, 2,1, 2)

Cuando tengamos una sola variable independiente z, usaremos la notacién

d"u

dan’

Para definir el concepto de EDP es conveniente usar la notacién compacta.

D"y =
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Definicion 1.1.1. Una EDP es una ecuacion de la forma:
F(z,D%) =0, (1.2)

siendo F' una funcion que depende de v = (xg,21,...,Zn—1) (0 > 1), y de un nimero
finito de derivadas D*u. La nomenclatura es la siguiente:

i) Las variables x;, i = 0,...,n—1, se denominan variables independientes de la EDP.
ii) La funcion incdégnita u de la EDP se denomina variable dependiente de la EDP.

iii) Si r es el orden mdximo de las derivadas D*u de las que depende la funcion F,
entonces r es por definicion el orden de la EDP.

La situacién mas frecuente es que la EDP venga definida por una funcién F' que es un
polinomio en las variables D“u. Sin embargo, existen situaciones fisicas en que aparecen
ecuaciones mas generales. Por ejemplo, la denominada ecuacién de sine-Gordon:

Ut — Ugye = SENU.

En particular, si F' es un polinomio de grado uno en las variables D%u se dice que la EDP
es una EDP lineal. En ese caso la EDP es de la forma

S o (@)D — f(z) =0, (1.3)

«

donde )’ a/ significa que la suma se extiende a un conjunto finito de multi-indices o con
|a| > 0. Las funciones aq(z) y f(z) se suponen dadas. Normalmente cuando tratamos con
una ecuaciéon como pasamos el término f(x) al segundo miembro de la ecuacién y la
escribimos como

Z/aa () D% = f(z).

«

Nos referiremos al término f(z) como el término inhomogéneo de la ecuacién. Si la
funcién f(z) = 0 diremos que la EDP lineal es homogénea. En caso contrario f(z) # 0
diremos que la EDP lineal es inhomogénea

En general las EDP no lineales son mucho mas dificiles de tratar que las lineales. No
las estudiaremos en este curso.

Para considerar EDP concretas la notacion extendida es més conveniente.

Ejemplos

1. La EDP
Uy + ey, —u = 2%y,

es lineal y de orden 1. Es inhomogénea con término independiente dado por z2y>

2. La EDP
UgzU + Uy + 2y = 0,

es no lineal, obsérvese el término u,,u, y de orden 2.

METODOS MATEMATICOS 11
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1.1.2. Algunas EDP lineales relevantes en la Fisica

La Fisica estd repleta de EDP lineales y no lineales. Tanto en electromagnetismo como
en mecanica cuantica las ecuaciones bdsicas son lineales, pero en otras areas, como la
dindmica de medios continuos o la relatividad general, las ecuaciones fundamentales son
no lineales.

Hay cuatro ejemplos de EDP lineales, todas ellas de segundo orden, a las que vamos
a dedicar un interés particular en este curso. Sus versiones principales con tres variables
espaciales (x,y, z) son:

1. La ecuacién de Poisson

umx+uyy+uzz:f‘

siendo f = f(x,y, z) una funcién dada. Si f = 0 la EDP se conoce como ecuacién de
Laplace. Ambas EDP aparecen a menudo en electrostatica y en mecanica de fluidos.

2. La ecuacion de ondas

Uty = c? (uxx + Uyy + Uzz)

donde ¢ es un nimero real positivo que representa la velocidad de propagacion de
las ondas.

3. La ecuacién de Schrodinger

ﬁQ

iﬁUt = 7%(1/@1 + Uyy + uzz) + V(SE, Y, Z)’LL

que describe la dindmica de una particula de masa m en un campo de fuerzas con
funcién potencial V' = V(x,y,z). El simbolo & representa la constante de Planck
normalizada. Es de observar la presencia del nimero imaginario i en el coeficiente de
uz. Este hecho es el principal motivo por el que en este curso consideramos funciones
con valores complejos.

4. La ecuacién del calor

Uy = a’ (uxm + Uyy + Uzz)

es relevante en procesos de difusion térmica y de difusién de fluidos en general. El
simbolo a? representa el coeficiente de difusién.

Para escribir de forma abreviada las ecuaciones anteriores es conveniente usar la notacion
del operador Laplaciano :
AU = Ugy + Uyy + Uz,

que es un ejemplo fundamental de un concepto, el de operador diferencial, al que
dedicaremos una gran atencién en este curso. En términos del Laplaciano las ecuaciones
anteriores se expresan como sigue:

1. Ecuacion de Poisson :
Au=f

2. Ecuacién de ondas :

uy = 2Au

METODOS MATEMATICOS 11
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3. Ecuacién de Schrodinger :

ﬁ2
ihuy = ——Au+Vu
2m

4. La ecuacién del calor :

En ocasiones consideraremos versiones simplificadas de las ecuaciones anteriores en las que
u no depende de algunas de las variables (z,y, z). Asi, una versién en 142 dimensiones
de las ecuaciones de ondas, Schrodinger o del calor es una EDP en que suponemos que u
depende de (¢, z,y) solamente.

1.1.3. Cambio de variables independientes

Dada una EDP (1.2, una de las manipulaciones mas frecuentes que debemos efectuar
es determinar la forma que adquiere cuando efectuamos un cambio de variables indepen-
dientes x — 2/ = 2/(z) con ecuaciones de transformacion:

/ / -
x; = zi(xo, 1, ..., Tp1), ©=0,1,...,m—1,

que siempre supondremos invertible 2’ — x = z(2’), con ecuaciones de transformacién
inversa
I, / / !/ .
x; = xi(xg, @y, .., T,_q), 1=0,1,...,n—1.

Para simplificar no utilizaremos un nuevo simbolo de funcién para la funcién compuesta
u(z(z')), que simplemente denotaremos u(x’).

La forma que toma en las nuevas variables se determina sustituyendo en F'(x, D%u)
las variables x por x(z'), y las derivadas respecto de x (D%u) por sus expresiones en térmi-
nos de derivadas respecto de z’. Para esto tltimo hay que utilizar la regla de la cadena.
Las expresiones de las derivadas de ordenes uno y dos son

ou ou Oz},

o= ] o
O - Oz}, Ox;

0%u 0 % ou
0;xj Oz p Ox;j 0w},

%z} Ou ox) 0z}, 9*u
N zk: O0x;0x; 0x), + Zl: Zk: ox; %j@mfaxz

En ocasiones un cambio de variables puede convertir una EDP en otra mas simple. El
ejemplo clésico es la ecuacion de ondas en 141 dimensiones.

Ejemplos

i) Sea la EDP:
Utt — Ugpy = 0.

Efectuemos el cambio de variable:
n=t+z, Yyp=t—z

METODOS MATEMATICOS 11
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con cambio inverso:

1 1
t= 5(1/1 +y2), x= 5(1/1 —y2)

Inmediatamente se obtiene:

oy 0y
Uy = uylﬁ + uy2§ = Uy, + Uyy,

o On Oy2
Uz = Uy, 5~ +Uyz% = Uy — Uyy,

0 0
Utt = (7 + 7) (uyl + uyz) = Uyyy; T Uyays + 2Uy, g,

dy1  Oyo
0 0
Ugy = (37y1 - 873/2) (g, = Uyy) = Uyyyy + Uyayy — 2y,

Como consecuencia la EDP se escribe:
iy, 4o = 0.
En su nueva forma la EDP puede integrarse y se obtiene la solucién:
u= f(y)+9g(y2) = f(x+1)+ gt —2),
donde f y g son funciones arbitrarias.
ii) Formulemos la ecuacién de Laplace en el plano
Uz + Uyy = 0,

en coordenadas polares:
x=rcos, y=rsenb,

r=+yx?+y?, 6 =arctan %

Aplicando la regla de la cadena:

x Y 0 sen 0
Uy = Up — ug = cos 0 u, — ug,
xT /7'%2 + y2 s x2 + y2 0 A 6
Y n T 0w + cos 6
Uy = u ug = senfu ug,
Y /71.2 n y2 L) T y2 0 T 0
0 6 0 0
Upy = (cos 96— - %%)(COSQUT _ ug)
2 cosfsend cos @ send sen? 0 sen? 0
=cos" O upy +2——5——up — 2————up, + Ur + —5—Ugy,
r r r r
( 98+cos98>( p +C089 )
u sen  — — ) (senfu u
v o v 09 " ’
9 cosfsen cos fsenf cos? 0 cos? 0
=sen” 0w, — 2 3 Ug + 22— ug, + Uy 5 Uog,
r r r r

Luego la EDP se escribe:
1 1
Upp + —Up + —Uge = 0.
r r
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1.1.4. Solucién general de una EDP

La idea de solucién general de una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) o en de-
rivadas parciales (EDP) surge al intentar resolver la ecuacién aplicando operaciones de
integracién. En principio en una EDO de orden r se requieren r integraciones indefinidas,
y como cada una de ellas introduce una constante de integracién arbitraria, la soluciéon
obtenida serd una expresién con n constantes arbitrarias que se denomina solucién ge-
neral de la EDO. Pero las cosas no son tan faciles. En primer lugar, porque sélo para
casos sencillos es posible obtener soluciones explicitas aplicando operaciones de integra-
cion indefinida. Por otra parte, atin en los casos en que sea posible no estd garantizado
que podamos generar todas las soluciones de una EDO de orden n mediante una unica
expresion dependiente de r constantes arbitrarias. Los siguientes ejemplos ilustran esta
situacién.

Ejemplos

1. La ecuacién

d®u /du

o (ap ) =0
es de orden 2. Sin embargo no podemos caracterizar todas sus soluciones mediante
una sola expresion con dos constantes arbitrari2as dado que u es solucién si y solo
d“u (du

1= 5 ([ — — u) Es decir todas sus
T

si se anula al menos uno de los dos factores, 1
x

o

soluciones vienen dadas por dos expresiones
u=cir+co b6 u=cge”

donde (c1, ¢2, ¢3) son constantes arbitrarias. Adviértase que la expresion ¢y x + co es
una solucién general, pero no lo es la expresion cze® a pesar de que es solucion de
la ecuacion.

2. La ecuacion 4
d7u =V 10 — u,
T

es de orden 1. Todas sus soluciones vienen dadas por una solucién general

(x —c1)?

=10 —
U 1 ,

y la solucién constante
u = 10.

En el contexto de las EDP la situacién es atin mucho mas compleja. En principio, en
una EDP de orden r con n variables independientes, al efectuar una integracién indefinida
con respecto a una de las variables se introduce, en lugar de una constante arbitraria, una
funcién arbitraria de las otras (n—1) variables. Si el proceso de integracién puede efectuarse
hasta el final se requeriran r integraciones indefinidas, y como cada una de ellas introduce
una funcién arbitraria de (n — 1) variables, la solucién obtenida serd una expresién con
r funciones arbitrarias de (n — 1) variables que se denomina solucién general de la
EDP. A pesar de las limitaciones de esta nocién es 1til su uso a la hora de calibrar si
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los métodos empleados para obtener soluciones de una EDP caracterizan un espacio de
soluciones apreciable. Un sencillo de solucién general se obtiene en la ecuacién

Ugy = 0.
Integrando la ecuacién con respecto de y obtenemos
Uy +c(x) =0

y si ahora relazamos una integraciéon en x llegamos

u=ci(x)+c2y), ci(x):= /93 c(x)dx.

Debemos advertir que no siempre las funciones arbitrarias, que aparecen en los métodos
de construccién de soluciones generales de EDP, dependen de las variables independientes
de la EDP. Por ejemplo, para la EDP

Uy +uy = 0,

con r =1y n = 2 podemos proceder de la siguiente forma para construir una solucion
general. En primer lugar observamos que

u = el Mz—Y)

es solucién de la EDP para cualquier posible valor A € R. Ademads como la EDP es lineal
concluimos que

u—/c()\)ei)‘(xy)d/\,
R

donde ¢(\) es una funcién arbitraria de una variable, es solucién general de la EDP. Este
tipo de soluciones generales son los que aparecen en este curso.

1.2. Condiciones de contorno o frontera. Condiciones inicia-
les

1.2.1. Dominios. Fronteras

En general cuando consideramos una EDP (1.2)) la funcién incégnita u = u(x) se
supone definida sobre un conjunto dado €2 de R™. Supondremos siempre que () satisface
las dos condiciones siguientes:

i) Q es un conjunto abierto. Esto es, para todo punto a € 2 existe un radio r > 0 tal que
todo punto x € R™ cuya distancia a a es inferior a r (d(x,a) < r) pertenece a €.

ii) © es conexo. Es decir, no es posible encontrar dos conjuntos abiertos no vacios €2;, (i =
1,2) tales que Q1 N2 =0y Q1 UNy = Q.

En tal caso diremos que 2 es un dominio de R". La frontera S(Q2) de 2 es el conjunto
formado por los puntos a € R” tales que para todo radio r > 0, existen puntos x ,tanto
dentro z € € como fuera x ¢ (2, tales que d(z,a) < r. Obviamente la propiedad i)
significa que € no tiene puntos en comin con su frontera S(£2). En cuanto a la propiedad
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ii), podemos interpretarla como la prohibicién de que Q pueda dividirse en dos sectores
separados. El conjunto unién
Q=0US(Q),

se denomina el cierre de ).

En el caso unidimensional n = 1 un dominio es necesariamente un intervalo abierto
Q= (a,b) ={x € R||,a < x < b} y por tanto, si el intervalo es finito, S(2) = {a, b}.

A continuacién mostramos diagramas de un dominio y de conjuntos que no son domi-
nios dado que violan la propiedad i) o la propiedad ii).

conjunto no abierto conjunto no conexo

1.2.2. Condiciones de contorno

Dada una EDP sobre un dominio 2 C R™:
F(x,D%u) =0, z€qQ, (1.4)

normalmente se nos pide no sélo que encontremos una funcién v = u(z) que satisfaga la
EDP en todo punto de €2, sino también que tal funcién satisfaga una serie de condiciones

file,D*u) =0, z€S; i=1,...m,

donde los simbolos S; denotan partes de la frontera S(£2) de €2, y las f; son funciones
dependientes de las variables z;, y de un numero finito de derivadas D%u con |a| > 0.
Condiciones de esta clase se denominan condiciones de contorno —también se conocen
como condiciones de frontera, en este texto utilizaremos ambas— .Solo consideraremos
condiciones de contorno en las que las funciones f; son polinomios de grado uno en las
variables D®u (condiciones de contorno lineales). Es decir, de la forma

Z,biva(‘r)Dau - 97«(1") =0, €09,

o bien ,
> biaDuls, = gi.
(e}
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Un problema consistente en resolver una EDP sobre un dominio €2 y un conjunto de
condiciones de contorno se denomina problema de contorno —o problema de frontera—.

Una EDP no siempre admite la imposicién de determinadas condiciones de contorno.
A titulo de ejemplo podemos considerar la ecuacién

Ugy = 0

en el cuadrado Q = {(x,y) € (0,1) x (0,1)}. En este caso la frontera son los cuatro lados
del cuadrado

S() ={(2,0), 0 <z < 1}U{(2,1), 0 <z < 1}U{(0,5), 0 <y <1} U{(1,y), 0 <y < 1}.
Impongamos las condiciones de contorno siguientes

u(x,O) = fl(x)7 u(x, 1) = f2($)v u(O,y) = g1(y), u(lay) = 92(2/)-

Veamos ahora que este problema puede no tener solucién. Como se satisface la la EDP
Uzy = 0 la funcién u, no depende de y, u; = u;), y por ello debemos tener

fi= 15
y un argumento andlogo conduce a
91 = 92

Por tanto, para que el problema de contorno tenga solucién es necesario que se satisfagan
condiciones adicionales sobre los datos de frontera.

En problemas sobre un dominio € en el espacio R? se utiliza la siguiente nomenclatura
para las condiciones de frontera mas simples sobre una superficie S contenida en S():

1. Condicién de Dirichlet:

2. Condicién de Neumann:

o _
on —9
s

siendo

ou
In =n-Vu=niu; + nauy + ngu,
n

donde n = (n1,n2,n3) es el campo de vectores normales a la superficie S.
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En ocasiones consideraremos versiones en R? de las anteriores condiciones de contorno.
En tales casos 2 serd un recinto del plano, S una curva contenida en S(£2) y en lugar de
la notacién S, S(2) preferiremos usar I', I'(Q2) respectivamente.

l%\\\\\
\\Q\ \\\\\\\\
R W
\ \S@ r
n

En todo caso, siempre que trabajemos con una condicién de contorno sobre una parte
S de la frontera de 2 C R™, con n > 2, supondremos que S puede describirse mediante
una ecuacién implicita:
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tal que

Vis(z) #0, z€S.

Podemos definir un campo normal unitario segtiin

n(x) = 7Vf5(a:) )
IV fs ()]

Ejemplos

Los ejemplos siguientes muestran los campos de vectores normales y las correspondien-
tes operaciones de derivacién en la direccién del vector normal.

1. Q = circulo con centro el origen y radio r en R?, I' = T'(€2).

fr(z,y) =2® +y* =12,

1 ou
= 7(x7y)7

r on

(2z,2y)
(22, 2y) ||

1
= ; (a:uw + yuy).
r

‘ T

]RQ

2. Q) = interior del cilindro con eje OZ y radio 7 en R?, S = S(Q).

fS($7y7Z) = ZL‘2 +y2 _727

1 ou

(22,2y,0) du
(x’ y? 0)7 8n

2z, 20.0)] |

1
= ;(xum + yuy).
S

r
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3. Q = interior de la esfera centrada en a = (aj,az,as) y radio r en R?, S = S(Q).

fS('Tvy?Z) = (I - a1)2 + (y - (12)2 + (Z - a3)2 - T27

1 ou 1

n= ;(55 —ai,y—a,z —az), on . = ;((43 —ar)ug + (y — a2)uy + (2 — a’3)uz)-
S R3
n
z
a
)
X

Existe otro tipo de condiciones de contorno asociadas con pares apropiados de hipersu-
perficies de la frontera de €. Supongamos dos hipersuperficies S;, ¢ = 1,2 de R™ contenidas
en S(Q), tales que existe una aplicacién biyectiva entre ellas

o Sl — SQ,
x—  o(x),
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tal que tanto ¢ como su inversa, expresadas en coordenadas locales de sus superficies
dominio, son funciones que admiten todas las derivadas. Una condicion de contorno
periddica viene expresada como una ecuacién de la forma

’f(x,Do‘u(x)) = f(o(z), D%u(o(z)), =€ Sl‘

Por ejemplo, si n = 1, podemos considerar S; = {0} C Ry o la translacién z — x + a,
con o(0) = a, las condiciones de contorno podrian ser u|,—o = Ug—q, Uz|z=0 = Uz|z=q-

1.2.3. Condiciones iniciales

Otro tipo de condiciones que se suelen exigir a las soluciones de una EDP son las
denominadas condiciones iniciales respecto de una de las variables independientes que
denotaremos t o x¢. Normalmente son un conjunto de condiciones de la forma:

@ B oy
Ot .

U|t:to = @y, —‘517.--7% =®,_q,

=to t=to

donde r > 0y las funciones ®; dependen del resto de variables independientes. En general,
las condiciones iniciales no son condiciones de contorno ya que también se consideran
situaciones en las que el conjunto determinado por la ecuacion t = ty puede estar en el
interior de ).

En problemas fisicos en los que se analiza la evolucién de un sistema suelen coexistir
tanto condiciones de contorno como iniciales.

Los siguientes ejemplos muestran un par de situaciones genéricas diferentes.

Ejemplos
1. Sea la ecuacién del calor en 141 dimensiones:
Ut = Ugy,

sobre el dominio
Q={(t,x) eR? | t>0,1<z<2}.
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Podemos imponer las condiciones
tl=o = (x — 1)(z — 2), ulz=1 =0, ug—o = 0.
En este caso la condicién inicial es también condicién de contorno.
2. Sea la ecuacion de Schrodinger en 141 dimensiones:
U = —Ugyg,
sobre el dominio

Q={(t,z) eR?| —0 <t <oo,—1<z<1}.

t

AN

Podemos imponer las condiciones
2
—X
uli—p = sen(wz)e™™ , ulz=—1 =0, u|pz=1 = 0.

En este caso la condicion inicial no es condicion de contorno.

1.2.4. Funciones de clase C*®

Cuando se buscan soluciones de un problema de contorno se consideran diferentes
tipos de espacios funcionales en donde investigar la existencia de tales soluciones. Para los

problemas de contorno suele utilizarse el espacio C*°(£2) de funciones de clase C* en el
cierre ) de €. Por definicién u € C*°(Q2) si admite todas las derivadas parciales de todos
los ordenes D%u(x) en todos los puntos = de algin abierto Qy D 2. Las propiedades de

las funciones de clase C*° que maés nos interesan ahora son

1) Siu,v € C*(R) entonces las funciones
Mu(x) + po(z), YA pueC
’U,(.Z') ’ ’U(x),
(z
(z

también pertenecen a C*°(Q).

e

~—

,(siv(x) #0 en todo x € Q ),

<

~—
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2) Si u pertenece a C*°(Q) entonces también todas sus derivadas D%u(x) pertenecen a

= (Q).

1.3. Problemas lineales. Operadores diferenciales.

En esta seccién se formulan los problemas de contorno y/o de condiciones iniciales
de tipo lineal, que son el tema de estudio de este curso. Se proporcionan las notaciones
apropiadas para tratar con comodidad tales problemas.

1.3.1. Operadores diferenciales

Definicién 1.3.1. Sea C*®(Q) el espacio de funciones de clase C*® en Q. Un operador

diferencial L sobre C*°(Q2) es una aplicacion

L:C®Q)— C™(Q)
U — Lu,

de la forma siguiente
!/
Lu = Z aq(z)D%u,

«

/ . . . . . ., .
donde " significa que la suma se extiende a un conjunto finito de multi-indices o con

la| > 0 y se supone que los coeficientes aq(x) son funciones de C*°(2) dadas.

Todo operador diferencial es una aplicacion lineal. Es decir, verifica

L(Au+ pv) = ALu+ pLv, Yu,v € C*°(Q), A\,u € C.

Una notacién habitual que usaremos para referirnos a un operador diferencial es

L= Z,aa(az)Da.

@
Ejemplos
1. Sea el siguiente operador en C*°(R)
L=2D+z.
Su accién sobre la funcién u = cosz es

Lu = ZL‘2DU + xu = —332 senx + x cos .

2. El operador laplaciano
Lu = gy + Uyy + Uz,

puede denotarse como
0? 0? 0?
T2 o2 o
Es un operador diferencial sobre C*(Q) , siendo € un dominio cualquiera de R3. Su
accién sobre la funcién

L

u = exp(z? + y? + 22),
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€S

2 2 2
Lu= iex2+y2+z2 + iez2+y2+z2 + iex2+y2+22 = (4(z? + 2+ 22) +6)e® TV

Ox? Oy? 022

Los operadores diferenciales son los objetos matematicos apropiados para manejar las EDP
lineales. Asi, una EDP lineal de la forma

S ta(@) D = f(x),

a

se escribe de forma condensada como

Lu

I
il

siendo L el operador diferencial

Lu := Z/aa(a:)Do‘u.

«

Por tanto el problema que representa la EDP lineal consiste en encontrar elementos u €

C> () cuya imagen mediante la aplicacién lineal L coincida con la funcién f.
Ejemplos de estas EDP son

1. Ecuacién de Poisson en 3 dimensiones:

Lu=f, Lu:=Au.
2. Ecuacién de ondas en 1+3 dimensiones:
Lu=0, Lu:=uy—Au.

3. Ecuacién de Schrodinger en 143 dimensiones:

ﬁ2
Lu=0, Lu:=ihu+ —Au+ qu.
2m

4. La ecuacién del calor en 143 dimensiones:

Lu=0, Lu:=u—ad*Au.

Los operadores diferenciales tienen propiedades algebraicas muy importantes. Admiten
las siguientes operaciones naturales

1) Suma de operadores L + M
(L+ M)u := Lu+ Mu.

2) Producto de nimeros complejos por operadores AL

(AL)u := A(Lu).

3) Producto de operadores LM
(LM)u := L(Mu).
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4) Conmutador de operadores [L, M|

[L, M]u := L(Mu) — M(Lu).

Con respecto a la suma y al producto de niimeros complejos los operadores diferenciales
forman un espacio lineal. El operador cero, definido como el operador diferencial con todos
los coeficientes iguales a cero, se denota L = 0 (obviamente en tal caso Lu = 0 para toda
u). Con respecto a la operacién de producto de operadores, que coincide con la composicién
de operadores como aplicaciones, la peculiaridad més destacada es que no es una operacion
conmutativa. Por ejemplo, si tomamos

L=D, M=D+u,

se tiene que
L(Mu) = D*>u+ xDu+u, M(Lu) = D*u+ zDu.

Por tanto LM # M L.

Es claro que dos operadores conmutan si y sélo si su conmutador es el operador cero
[L,M] = 0.

Calculemos ahora un ejemplo en tres dimensiones con L, = y0, —20y y L. = 10, —y0x,
el conmutador es

[Ly, Ly] = [y0. — 20y, x0y — yOy| = Y0, x0y] + [y0s, —ydz] + [—20y, x0y] + [—20y, —y0y]
= [y0z, x0y| + 20y, y0u] = (=20, + 20:)[0y, Y]
= 20, — 20,
=:L,.

Este conjunto de tres operadores (Lg, Ly, L.) es, esencialmente, el operador de momento
angular orbital que aparece en Fisica Cudntica

1.3.2. Operadores de frontera y de condiciones iniciales

Definicién 1.3.2. Sea C*(Q) el espacio de funciones diferenciables en Q. Un operador

de frontera | sobre C*°(§2) es una aplicacion

1:C°(Q) — C(9),
— l(u),

U

siendo C(S) el conjunto de funciones continuas sobre una hipersuperficie S C S(Q) en la
frontera de €, de la forma siguiente

l(w) ==Y ba(z) D% s,

donde Ea' stgnifica que la suma se extiende a un conjunto finito de multi-indices o con
la| > 0 y se supone que los coeficientes by () son funciones de C(S) dadas.

Todo operador de frontera es una aplicacién lineal. Es decir, verifica

I(Au+ pv) = N(u) + pl(v), Yu,v € C®(Q), A\, u € C.
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Definicion 1.3.3. Cuando una de las variables independientes es el tiempo
= (t,x), ¢ :=(r1,...,Tp_1),

y S denota el subconjunto interseccion de un hiperplano t = to con § definimos un operador
de condicidn inicial como una aplicacion de la forma

1:C®(Q) — O(9),
u I(u),

dada por
o"u
l =
) = G|

to

r > 0.

Es claro que estas aplicaciones son también lineales.

Los operadores de frontera y de condiciones iniciales son los objetos matematicos apro-
piados para manejar las condiciones de contorno lineales y las condiciones iniciales. Asi,
una condicién de contorno lineal de la forma

/
Z bo(x) D% |s= g,

se escribe de forma compacta como
l(u) =g,

siendo [ el operador de frontera
/
l(u) = ba(z)D |,

Ejemplos tipicos de operadores de frontera asociados con condiciones de contorno [(u) = g
son

1. Condicién de Dirichlet:

l(u) == uls.
2. Condicién de Neumann:
ou
l = —
(u) = o
S

1.3.3. Problemas con EDP lineales

El problema tipico que consideraremos en este curso es el de caracterizar las funciones

u € C*(€2) que son solucién de un sistema de ecuaciones de la forma

{L”‘f’ | (15)

li(u)=g;, i=1,...,m,

donde L es un operador diferencial y I; una serie de operadores de frontera o de condiciones
iniciales.
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1.4. Autovalores y autofunciones de operadores diferencia-
les

Uno de los ingredientes béasicos de nuestros métodos para resolver problemas lineales
como (|1.5)) serd usar autovalores y autofunciones de operadores diferenciales.

Definicién 1.4.1. Denomiraremos subespacios asociado D a un conjunto {l;}7*, de

operadores de frontera sobre el espacio C*(2), al conjunto de funciones uw € C*(§2) tal
que

li(u) =0 para todo i =1,...,m.

Ejercicio Probar que los subespacios asociados D a conjuntos {l;}/"; de operadores de

frontera son subespacios lineales del espacio lineal C*°(€2). Es decir

Yu,v € D, VA, ue C= Au+puv € D.

Definicién 1.4.2. Sea L un operador diferencial sobre el espacio C*(Q2) y D un subespa-

cio asociado a {l;}", en C*(2). Si nos limitamos a considerar la accion de L sobre los
elementos de D podemos considerar L como una aplicacion lineal que nos lleva desde D a

C>(Q)

L:Dw— C™(Q)
U Lu

En ese caso diremos que consideramos el operador L definido sobre el dominio D de

()

Definicién 1.4.3. Sea L un operador definido sobre un dominio D de C*(Q) Diremos
que un numero complejo A es un autovalor de L sobre D si

’ existe alguna funcion u # 0 en D tal que Lu = /\u‘

En ese caso diremos que tal funcion u es una autofuncion de L correspondiente al auto-
valor \:

El conjunto o (L) de todos los autovalores de L se denomina espectro de L. Para cada
autovalor \ € o(L) se define su subespacio propio correspondiente como el subespacio
lineal siguiente

’D)\::{UGD:Lu:)\u}‘

Cuando dim Dy = 1 decimos que el autovalor es simple y si dim Dy > 2 que es degene-
rado.

En general resolver un problema de autovalores y autofunciones Lu = Au, u € D en R™
requiere encontrar las soluciones de la EDP lineal homogenea Lu — Au = 0 en n variables
independientes. Hasta el capitulo siguiente no dispondremos de un método para tratar
este tipo de EDP con n > 2. Asi que por el momento nos limitaremos a problemas con
una sola variable.
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Ejemplos

1. Sea
Lu=u;, D={ueC>(0,1])]|u(0)=0}.

El problema de autovalores es
uy = Au, u(0) =0.

La solucién a la ecuacién diferencial es u(z) = ce*® y la condicién de frontera implica
que ¢ = 0y por ello u = 0. Luego no hay autovalores y o(L) = 0.

6im
4im

2im

—2im
—4im
—6im

2. Sea ahora el operador anterior pero en un dominio diferente asociado a condiciones
de contorno periddicas:

Lu=wu;, D={uecC>(0,1])]u(0)=mu(l)}.

La solucién de la ecuacién diferencial es u(z) = ce®® y la condicién de frontera
implica e* = 1; por tanto:

A=logl=2n7i, o(L)={2nmilnez,

con los subespacios propios
_ 2nmix
Donri = Ce

y autovalores simples (dim Day,; = 1). En la figura adjunta se observa la distribucién
del espectro en el plano complejo.

3. Sea el operador
Lu = —ugze, D={ueC>([0,1])]u(0) =0, u(l) =0}.
El problema de autovalores es
—Uze = Au, u(0) =0, u(l) =0.

Para A\ = 0 la solucién a la ecuacién diferencial es u(x) = ¢ x 4 c2 y las condiciones
de frontera implican co = 0, ¢; + co = 0. Es decir ¢; = ¢o = 0 asi que u = 0. Luego
A =0 no es un autovalor.
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Para A # 0 la solucién a la ecuacion diferencial es
u(x) = 1 cos(VAz) + casen(VAx).

Las condiciones de frontera se reducen ahora a

Ccl1 = 0,
{01 cos(VA) + casen(v/A) = 0.

Para que exista solucién no trivial (c1,c2) # (0,0) de este sistema es necesario y
suficiente que se anule el determinante de la matriz de coeficientes del sistema

1 0
cos(VA) sen(v/\)

‘ = sen(VA) = 0. (1.6)
Por lo tanto los autovalores son
Ao = (nm)%, n=1,2,....

Para cada uno de estos autovalores las soluciones del sistema (1.9)) son ¢; =0y ¢
arbitrario. Asf los subespacios propios son

D(nr)2 = Csen(nmz).

Observacion importante

’Los autovalores y las autofunciones de un operador diferencial dependen del dominio D

1.5. Problemas de autovalores en una dimension
Consideremos un problema de autovalores
Lu=Mu, ue€?D,

en una dimensiéon. Supongamos que el operador es de la forma

N
Lu = Z an(z)D"u(z),
n=0

y que el dominio D viene determinado por una serie de condiciones de contorno sobre un
intervalo acotado [a, ]
li(u)=0, j=1,...,N,

donde, en el caso habitual, N es el orden del operador L. Para resolver el problema
espectral podemos proceder como sigue:

1. Se resuelve la ecuacion diferencial ordinaria lineal homogénea Lu — Au = 0 conside-
rando A como un parametro. La solucién general serd de la forma

u(A, z) = crur (A x) + -+ - + eyun (A, x), (1.7)

siendo {u;};=1,.. n un conjunto maximal de soluciones linealmente independientes.
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2. Se imponen las condiciones de contorno a la solucién general
li(u)=0, j=1,...,N.

Lo cual, sustituyendo ((1.7)) en cada ecuacién I;(u) = 0 y debido a la linealidad de los
operadores de frontera, proporciona un sistema de IV ecuaciones lineales homogéneas

R (1.8)

{lj(ul)cl +- 4+ lj(UN)CN =0,
para los N coeficientes c¢1,c,...,cny de la solucién general. Los elementos A del
espectro de L estdn caracterizados por la propiedad de admitir soluciones u € D
no nulas de Lu = Au. Pero esto ocurre si y solo si el sistema de ecuaciones (|1.8])

para (ci,...,cn) admite soluciones no triviales (c1,...,cn) # (0,...,0). A su vez
esto tiene lugar si y soélo si se anula el determinante de la matriz de coeficientes del
sistema
ll(ul) e ll(uN)
: =0.
lN(ul) e lN(uN)

Esta condicién constituye una ecuacién del tipo

y sus soluciones forman el espectro o(L).

3. Paracada A, € o(L) resolvemos el sistema lineal ([1.8)) correspondiente para (c1, ..., cn)
y determinamos la solucién general u = u(A,,x) en ([1.7) que constituird el espacio
propio asociado D, .
1.5.1. Ejemplos: Operadores con coeficientes constantes

Un caso tipico que nos encontraremos es un problema con un operador diferencial L
con coeficientes constantes. Describimos a continuacién como se procede en los dos casos
mas simples.

1. Operadores de primer orden
Lu=au, + Bu, D={uecC>(a,b]), tal que yu(a) — vu(b) = 0},

donde, para evitar casos triviales, suponemos que las constantes «, 3,7, v € C satis-
facen

a#0,v#0.
La ecuacion de valores propios, Lu = Au, es
aug + (f—A)u=0,
cuya solucion general estda dada por

A—p

u(x) = c exp ( a:) ,con ¢ € C arbitraria.
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Imponiendo la condicién de contorno obtenemos la ecuacién que caracteriza los au-

tovalores \ \
c(’yexp( ;Ba) —Vexp<%5b)> =0.

Simplificando el factor constante ¢ nos queda

A\ —
(6%

vexp( (a—b))zy.

Como v # 0 tenemos que

«
a—>

exp()\_ﬁ(a—b)>zzz>)\:5—|— logz,
a g v

luego los autovalores son
Ay = B+ L(logjf( +i (arg (3) +2n71')), n=0+1,+2,. ...
a—b gl v
con autofunciones correspondientes dadas por

A
un(x) = c exp <—n :c) ,con ¢ € C arbitraria.
a

. Operadores de segundo orden

Lu=aug+ fuz+vyu, D={ueC>(a,b]),tal que [;(u) =0,i=1,2},
siendo los operadores de frontera de la forma
li(u) = viu(a) + p; ug(a) + viu(d) + phug(b), i=1,2.
La solucién general de la ecuacion diferencial
QUgy + BUzy + YU = Au,

es de la forma
u=cy em()\)x + e erg()\):r,‘7

donde 71(A) y r2(\) son dos soluciones distintas de la ecuacién caracteristica
ar? +Br+y=A
Las condiciones de contorno requieren que

Cc1 ll(erl()‘)x) + ¢y ll(erz(/\)x) = 0,
c1 l2(e7“1(>\)$) + c2 lg(e“(k)f"’) =0.

Para que exista solucién no trivial (c1,c2) # (0,0) de este sistema es necesario y
suficiente que se anule el determinante de la matriz de coeficientes del sistema

ll (em \) m) ll (erz()\) :E)

l2(er1(>\)$) lQ(erg()\)x) =0 (19)

Esta es una condicién de la forma f(A\) = 0, cuyas soluciones son los autovalores
del operador. Una vez determinados estos, se resuelve el sistema para ¢y y ¢ y se
determinan las autofunciones respectivas.
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1.6. Problemas de contorno en electrostatica y mecanica de
fluidos

En electrostatica el potencial eléctrico satisface el problema de contorno

Au = p,

aj(u)=g;,, i=1,...,m.

Aqui suponemos que el dominio € de trabajo es una regién abierta conexa de R3, p
representa la distribucién de carga y a; son operadores de frontera. Por otro lado, en
mecéanica de fluidos perfectos el potencial de velocidades estd determinado por el mismo
tipo de problema pero con p =0

Au =0,

ai(u) =g;,, i=1,...,m.

1.6.1. La cuestion de la unicidad

En este curso estudiaremos métodos que nos permiten, en particular, determinar solu-
ciones de este tipo de problemas de contorno. La cuestién importante que se plantea desde
el punto de vista de la Fisica es saber si esas soluciones son las tnicas posibles (cuestién
de la unicidad). Vamos a ver que es posible analizar de manera sencilla tal cuestién para

los problemas
{Au =,
ul s — 9

y
Au = p,
ou
onls@)

Estamos pues considerando el problema de Dirichlet o el de Neumann para la ecuacién de

Poisson. Buscamos u € C*°(£2). Sin embargo se puede dar dos casos:

R3

= Problema interior: Q es un conjunto acotado de R3.

METODOS MATEMATICOS 11



Ecuaciones en derivadas parciales. Problemas lineales [Capitulo 1

= Problema exterior: 2 es un conjunto no acotado y su complementario lo es.

Debemos recordar el teorema de Gauss de la divergencia que nos asegura que

/V.A&x—/ A-dS.
9) S(Q)

Aplicdndolo a A = uVu y teniendo en cuenta que

V- (uVu) = Vu - Vu + uAu,

obtenemos la identidad de Green

Vul? + uAu)d®z = u@dS.
(|Vul
Q s@ On

Unicidad del problema interior Supongamos dos soluciones u; y us del problema de
contorno de Dirichlet o de Neumann. La funcién diferencia v = u; — u9 satisface

Au =0,
{Wﬂmzo
6
Au =0,
ou
nlgm

respectivamente. Aplicando la identidad de Green a esta funcién tenemos

/ |Vu|?d®z =0
Q

por ello Vu = 0 en un conjunto conexo €) por lo que u es una funcién constante en (2.
Para el problema de Dirichlet como u se anula en la frontera dicha constante es cero. Por
tanto, concluimos

Teorema 1.6.1. s El problema de Dirichlet interior admite a lo sumo una solucion.

= FEn el problema de Neumann interior dos soluciones distintas se diferencian en una
constante.
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Unicidad del problema exterior Ahora €2 no es acotado y no podemos aplicar a la
ligera la identidad de Green a la funcién diferencia v = u; —uo de dos soluciones. Por ello,
cambiamos a un dominio que denotaremos por (g y que describimos a continuacién. El
complementario ¢ := R3\Q de  es un conjunto acotado, luego existe un Ry > 0 tal que
si R> Ry = Q° C B(0,R), aqui B(0,R) := {x € R?: ||| < R} es la bola de radio R en
el origen. Pues bien, denotamos

QR = B(O, R)\QC,

y su frontera es
S(Qr) =S1(Q)USN) U...Sn()US(0,R)

donde S(0,R) := {x € R3: ||z|| = R} es la esfera de radio R centrada en origen. En la

R?’

Sy
\
\ \

©) q,

)
()

5
2

.

_

@

5y
A,

B

siguiente figura ilustra la geometria de este conjunto
Aplicando la identidad de Green a u en {2 obtenemos

/ |Vu|2d3x:/ u%ds
Qg S(0,R) on

y recordando que la derivada normal sobre la esfera es u,, nos lleva a

/ |Vu|2d3x:/ uu, dS.
Qr S(0,R)

La integral de superficie la podemos acotar como sigue

/ uu, d S
5(0,R)

< 47 R? méx |uu,|,
S(0,R)

y suponiendo que

y que por tanto u, = O(r=2), lleva a
2 13 , 2 13 .1
|Vu||*d”z = lim [Vu||*d®2z < C lim — =0.
Q R—o0 Qg R—oo R
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Teorema 1.6.2. Para garantizar la unicidad en el problema de Dirichlet exterior y la
unicidad salvo constante en el problema de Neumann exterior es necesario exigir que en
el infinito las soluciones satisfagan una condicion de la forma

uwf—l—O(%), r — 00.

siendo f una funcion fija dada

1.7. Ejercicios propuestos

1. a) Hallar los nimeros complejos z que satisfacen

2

1) =1, 2) =i, 3) ¢ =1

b) Determinar las partes real e imaginaria, el médulo y las derivadas parciales de
primer orden de las funciones siguientes:

f(z,y,2) = exp(i(k1z + koy + k32)), (K1, ko, k3) € R?,
flx,y) = (z +y) exp(z® + iy?),
fz,y,2) = exp(—rQ), f(z,y,2) =1/r, siendo r = \/x? + y2 + 22.

2. Determinar el orden de las siguientes EDP. Indicar cuales son lineales y cuales son
lineales homogéneas.

Uy — T Uy = 0;  u+uzuy =0,
2
V1422 (cosy) ug + Ugy — exp(z/y) u = z°,
- 2
Ut + Uggg + WUy = 05 GUp + Ugy + |u|“u =0,
Uy + €Y uy = z2: Ugy = €%, uy — Au = zyz.
3. Considerar la ecuacién del calor en una dimensién espacial
_ 2
Ut = G Ugy (1.10)

a) Demostrar que la funcién

M ( x2 )
2Vrmalt P 4a?t)’

donde M es una constante arbitraria, es solucién de la ecuacién.

u

b) Para cada valor fijo de t # 0 representar u como funcién de x. Determinar su
maximo y sus puntos de inflexiéon como funciones de ¢.

¢) Determinar el valor de la integral

/ u(t, ) dzx.
Ayuda: [% e dx = /7.
d) Describir como cambia la forma de la gréfica de u cuando crece t.

e) Si u(t,z) representa la concentracién de una sustancia por unidad de longitud,
interpretar lo que describe esta solucién.
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4. Considerar la ecuacién de Schrodinger en una dimension espacial

iur = —Cuge, C>0. (1.11)

a) Demostrar que la funcién

e e (e
= ——exp|i——),
ovmCt N iACt

u

donde M es una constante arbitraria, es solucién de la ecuacién. b) Para cada valor
fijo de t # 0 representar las partes real e imaginaria de u como funciones de z. c)
Para cada valor fijo de ¢ # 0 representar |u| como funcién de z.

5. Determinar la solucién general de las ecuaciones:

Ugy = 0; Ugryy = 0,
Buy + Uzy =05 Uy =
Uy — Uy = 0;  up +uy =0

2 ) 2, _
Ut — CUze = 05 Uy — Cugy =t

6. Determinar los vectores normales salientes n para las curvas y superficies siguientes:
el circulo: (z — a)? + (y — b)? =12,
la esfera: (z —a)? + (y — b)? + (y — ¢)? =12,
el cilindro: (z —a)?+ (y—b)?=7r%0< 2z <h,
el rectangulo de interior: a <z < b, c <y <d,
el paralelepipedo de interior: a < x < b, c<y<d,e<z< f.

7. Sean los operadores diferenciales siguientes

82

0
- Y -
L o M = sen(xy)

aiy .
Calcular el resultado LM w de aplicar el operador producto LM a la funcién u = x Y.

8. Sea A = Oyz + Oyy + 0. el operador Laplaciano en tres dimensiones Calcular el
resultado A u de aplicar el operador A a la funcién

u=-cosr, r=+x2+y>+ 22

9. Demostrar que el conmutador de dos operadores diferenciales satisface las propieda-
des
[A,BC]=[A,B]C+ B[A,C], [AB,C]=A[B,C]+[A,C]B.

Determinar los conmutadores siguientes:
[H’ Q]7 [H’ P]’

siendo
H=-0., Q=z, P=-i0,.
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10. Considerar el operador diferencial Lu = —i u, sobre el dominio D de las funciones

11.

u de clase infinito en el intervalo [—1,1] que satisfacen la condicién de contorno
u(1) = iu(—1). Determinar los autovalores y las autofunciones de L.

Hallar los autovalores y las autofunciones del operador Lu = —u,, sobre los dominios
D de funciones de clase C*° en [—1, 1] que satisfacen las condiciones de contorno

METODOS MATEMATICOS 11



| )
CAPITULO 2

El método de separacion de
variables

2.1. El método de separacién de variables para EDP linea-
les homogéneas y separables

Uno de los métodos méas antiguos para generar soluciones particulares de EDP lineales
es el método de separaciéon de variables. Bdsicamente permite reducir el problema de la
busqueda de soluciones de cierto tipo de EDP a problemas de resolucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Por otro lado, constituye el elemento bésico de los métodos de
desarrollo en autofunciones para determinar soluciones de problemas de contorno y/o de
condiciones iniciales.

2.1.1. Operadores diferenciales separables

Sea L un operador diferencial lineal actuando sobre C°°(£2) donde 2 es un dominio de
R’n
Lu := Z/aa(az)Dau.

Para la discusion siguiente es conveniente denotar L en la forma

o 0 0
L= L(-r(hxl?'"7xn—1;7777"'77)a
81‘0 8901 890”_1
que indica que L efectia derivaciones con respecto a las variables (xq,...,Zn,—1) ¥y que sus

coeficientes a, = a,(z) dependen de esas variables.

Definicion 2.1.1. Se dice que L es un operador separable respecto de la variable xq si
puede descomponerse en suma de dos operadores

L=A+B,

de la forma
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Es decir A solo efectia derivaciones respecto de xqg y sus coeficientes solo pueden depender

de xo, mientras que B solo efectia derivaciones con respecto de las variables (z1, ..., xTn_1)
y sus coeficientes solo pueden depender de (x1,...,Tp—1).
Ejemplos

1. El operador
Lu = zuy + yuyy + yzu, + :r2u,

es separable respecto de x ya que L = A + B siendo

A(:c;i) = ﬂsaax + z2, B(‘y’Z;@ay’;z) = yaa; +yzaaz.

2. El operador Laplaciano
Lu := Au = gy + tyy + Uz,
es separable respecto de cualquiera de sus tres variables (z,y, 2).
3. El operador d’Alambertiano que aparece en la ecuacién de ondas en 143 dimensiones:
Lu = uy — CQAU,
es separable respecto de cualquiera de sus cuatro variables (t,z,vy, 2).

4. El operador que aparece en la ecuacién de Schrodinger en 143 dimensiones:

ﬁ2
Lu:=1ihu + —Au+ V(z,y, 2)u,
2m

es separable respecto de la variable t. Sera separable respecto respecto de la varia-
ble z solo cuando la funcién V' = V(z,y,2) sea de la forma V = u(x) + v(y, 2).
Andlogamente para las variables y y z.

2.1.2. Soluciones de EDP lineales homogéneas y separables

El método de separacién de variables (MSV) se aplica a EDP lineales homogéneas en
las que el operador L es separable. Puede resumirse en el siguiente enunciado

Teorema 2.1.2. Dada una EDP lineal y homogénea de la forma

0 0 0
Ao 2 Vs B 22 Yuzo, 2.1
iy D0 u+ b1 Tn—1 o1 o1t U (2.1)
todo par de funciones
v=uv(zg), w=w(x1,...,Tp_1),
que verifiquen el sistema de ecuaciones
Av =X v, Bw=-\w, (2.2)

con A € C arbitrario, determinan una solucion de (2.1) dada por

u=v(xo)w(xs,...,Tn-1).
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Demostracion. Dadas dos funciones no nulas v = v(zg) y w = w(x1,. .., o,—1) verificando
(2.2), por la forma de los operadores A y B es claro que u = vw satisface

Au = A(vw) = w - Av = dvw = Au,
Bu = B(vw) =v - Bw = —Avw = —\u,

por tanto
Au+ Bu = Au — Au = 0.
O
Observaciones
1. La utilidad del MSV radica en que reduce el problema de la busqueda de soluciones

de una EDP (2.1))
Au+ Bu =0,

con n variables independientes (zg,z1,...,Z,—1) & un sistema (2.2)) que consta de
una ecuacién diferencial ordinaria

Av = v,
y una EDP
Bw + Aw =0,
con (n — 1) variables independientes (z1,...,2,—1), que es a su vez otra EDP lineal

homogénea. Si a esta EDP podemos aplicarle el MSV, es decir si es separable respecto
de alguna de sus variables independientes, la reduciremos a una ecuacién diferencial
ordinaria y una EDP lineal homogénea con n—2 variables independientes. Iterando el
proceso concluimos que si es posible aplicar el MSV n —1 veces habremos conseguido
reducir la EDP original a un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias. Cuando
esto ocurre decimos que la EDP es resoluble mediante el MSV.

. Las funciones v y w que aparecen en el MSV son autofunciones de los operadores A

y B con autovalores A\ y —\ respectivamente.

Cuando aplicamos el MSV suponemos que A es un parametro complejo arbitrario.
Luego las soluciones u obtenidas dependeran de ese parametro A. En una EDP con
n variables independientes resoluble mediante el MSV deberemos aplicar el MSV
n — 1 veces, luego las soluciones obtenidas dependeran de los n — 1 pardametros
A = (A,---, A1) introducidos por el MSV. Es decir el MSV proporciona una
familia (n — 1)-paramétrica de soluciones

u=u(\x).

. Como la EDP (2.1))

Au + Bu =0,

es una EDP lineal y homogénea, dada una familia cualquiera de soluciones,
{u=uAz), A€ A},
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cualquier combinacién lineal de los elementos de la familia

N

Z cru(Ag, ),

k=1
es también soluciéon de la EDP. Bajo condiciones apropiadas también podremos
construir soluciones mediante combinaciones lineales generalizadas del tipo serie

infinita
oo
Z cku( Ak, T),
k=1

0 una expresion integral

/C()\)u()\,x)dn_l)\, Ao C A
Ao

Incluso también una superposicién de ambas formas

o0

cru(Ag, ) +/ cMN)u(X, z)d" LA

k=1 Ao

Aunque no utilizaremos el concepto de solucién general, puede comprobarse en ejem-
plos concretos que este esquema para generar soluciones conduce bajo condiciones
apropiadas a soluciones generales del problema.

2.2. El método de separacion de variables en problemas de
contorno lineales homogéneos y separables

El MSV puede también aplicarse en ciertas situaciones en que el problema sea una
EDP lineal homogénea junto con una serie de condiciones de contorno

Lu =0,
li(u)=0, i=1,...,m,

Definicion 2.2.1. Se dice que un operador de frontera | opera solo sobre la variable xg
si para todo par de funciones v = v(xg) y w = w(x1,...,Tn_1) Se verifica

lvw) = w(z1, ..., 2n—1)l(v).

Andlogamente, se dice que | opera sblo sobre las variables (z1,...,%,—1) cuando para todo
par de funciones v = v(zg) y w = w(x1,...,Ty—1) Se salisface que

l(vw) = v(xo)l(w).

Ejemplos
1. Sea Q C R?, los funcionales
lu) = ulg=1, l(u)=1ug|p=1,
solo operan sobre la variable x. Sin embargo
W(u) = (utuy)l=1, U(u) = ulytz=s3,

solo operan sobre las variables (y, z).
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2. Sea Q C R? y I la circunferencia de radio r = 1, el funcional
l(u) = ulr,

no es separable ni respecto de = ni de y. Sin embargo si tomamos coordenadas polares
(r,0), el funcional es separable respecto de la variable r ya que

l(u) = ulp=1.

El MSV puede aplicarse a problemas de contorno homogéneos cuando la EDP es separable
y las condiciones de contorno son apropiadas. Podemos resumir la situacién propicia en el
siguiente enunciado.

Teorema 2.2.2. Dado un problema de contorno de la forma

0 0 0
A(mo,87:60>U,+B(.’L'1,...,[En_1787x17...,8w7n_1)u—0, (23)
ai(u) =0, i=1,...,r (2.4)
bj(u) =0, j=1,...,s, (2.5)

tales que
i) Los operadores de frontera a; operan solo sobre la variable z .
ii) Los operadores de frontera b; operan solo sobre las variables (x1,...,Tn—1) .
Entonces todo par de funciones
v=uv(zrg), w=w(Tl,...,Tpn_1),

que verifiguen los sistemas de ecuaciones

Av = v,
. (2.6)
a;(v)=0, i=1,...,r

Bw = —\w, (2.7)
bj(w) =0, j=1,...,s, '

con X € C, determinan una solucion de (2.3)-(2.4)-(2.5) dada por
u = v(a:o)w(ml, ey xn_l).

Demostracion. Lo tnico que resta por demostrar respecto del teorema anterior es que si
v = v(xp) satisface las condiciones de contorno (2.4) y w = w(zy,...,x,-1) satisface las
condiciones de contorno , entonces u = vw satisface y . Pero esta propiedad
es consecuencia inmediata de las propiedades de los operadores de frontera a; y b;

a;(u) = a;(vw) = wa;(v) =0, bj(u) = bj(vw) = vbj(w) = 0.
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2.3. Ejemplos

1. Sea v(z, z) el campo de velocidades de un fluido estacionario moviéndose en el plano
xz por encima de un fondo impenetrable a una profundidad z = —h.

\§
N

El potencial de velocidades del fluido u = u(z, z) estd definido por la relacién
v = Vu,
y satisface el problema de contorno

Ugy T Uyy = 07
Uz’z:fh =0.

Podemos aplicar el MSV, buscando soluciones de la forma u = v(z)w(z) donde
Vzz = AU, vz‘zth =0,

Yy
Wee = —AW.

Introduciendo el cambio de pardmetro A\ = k2, se obtiene que la solucién de la
ecuacién ordinaria para v es

v(z) = Ae" + Be %2,
imponiendo la condicién de contorno sobre v se obtiene
k(Ae ®h — Beft) =0, B = Ae ¥,

Es decir
v(z) = A(e" + e Hhe k=) = 2 4e M cosh k(2 + h).

Por otra parte, resolviendo la ecuacién ordinaria para w
w(x) = Ceth® 4 De ik,
De esta forma hemos determinado la siguiente familia de soluciones

u(z, z) = 2A(Ce'*® + De™ %) cosh k(2 + h), Ae€C.
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2. Es muy frecuente encontrarse con problemas de contorno en que el MSV no es apli-
cable inicialmente, pero que si lo sea al efectuar un cambio apropiado de variables
independientes. Por ejemplo, consideremos de nuevo el problema del campo de velo-
cidades de un fluido estacionario moviéndose en el plano zz por encima de un fondo
impenetrable, pero supongamos ahora que este fondo no es horizontal sino que es
descrito por una recta de ecuaciéon z = —mazx, m = tana.

WWWMWM x

El potencial de velocidades del fluido u = u(x, z) satisface entonces el problema de
contorno

Ugpy + Uy = 0,
ou

8"’& Z=—mx

=0.

Teniendo en cuenta que un vector normal unitario al fondo es
n =senat+ cosak

el problema de contorno se transforma en

Uy + Uyy = 0,
=0.

Z=—mx

(sena Uy + COS & uz)

Esta claro que la condicién de contorno no permite la aplicacion directa del MSV.
Sin embargo, si introducimos el cambio de coordenadas
2 =cosax—senaz, 2 =senax+cosa z,
el problema se reduce a
Ugl gt + Uyt 1 = Oa
Uz|z’ =0 — 07
al cual si podemos aplicar el MSV, y como vimos en el ejemplo anterior
w(a',2') = 24e M (Ce R + De™ R cosh k2.

Para escribir la solucién en términos de las variables (z, z) basta introducir en u las
expresiones de (z/,2') en funcién de (z, 2).
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2.4. El MSV Yy las ecuaciones de la fisica matematica

El MSV esté ligado a la resolucion de problemas del tipo

aLNU—Lu—f t € (a,b), € Qg CR!
atN - ) ) 0 = 5
O ; (2.8)
: = fi(x), i=1,...N—1,
ot |,y
Liw)=g;(t,e), j=1,...,s,

donde o € C, L es un operador en las variables espaciales @ = (x1,...,2,-1)
0 0
DT P R
L " day 0%p—1

y los [; son operadores de frontera en las variables espaciales. Estos problemas surgen de
manera natural en electromagnetismo, mecanica cudntica y mecénica de medios continuos.
Es de observar que en general el problema es no homogéneo, aunque el primer miembro
de la EDP

oNu

QW—LU

constituye un operador separable respecto de la variable .

Como veremos posteriormente, el método para resolver estos problemas es el método
de desarrollo en autofunciones que se basa en la construccién de la solucién a través
de familias de soluciones del problema espectral asociado

{ Lw = \w, (2.9)

lij(w)=0, j=1,...,s.

Este 1dltimo si que es un problema homogéneo, que cuando las condiciones de separabilidad
apropiadas se cumplen, podré resolverse mediante el MSV. Las soluciones w(x) de (2.9)
determinan las denominadas ondas estacionarias del problema fisico descrito por (5.9)).
Estas ondas estacionarias son las funciones de la forma

u=c Whylx), weR,
donde w(x) es una solucién de (2.9) y el factor temporal e~ %! se halla exigiendo que u

verifique la EDP de (5.9). Esta condicién determina la frecuencia w de la onda, ya que
al sustituir la funcién v en la EDP se obtiene

a(— iw)Ne_ Wl = Xe™ 1@y,

simplificando se obtiene la relacion de dispersion

a(—iw)N = A,

que relaciona w con A. Solo en el caso en que existan soluciones w reales de esta relacién
podemos hablar de ondas estacionarias en el fenémeno fisico correspondiente.
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En muchos problemas fisicos interesantes se tiene que L = —A, asi que la correspon-
diente ecuacién de autofunciones es

Denotando \ = k2 esta ecuacién toma la forma de la ecuacién de Helmholtz

’Aw—l—)\w:&‘

Ecuaciéon fundamental que estudiaremos en detalle.

Ejemplos
1. Consideremos un problema tipico con la ecuacién de ondas en 1+ 1 dimensiones

c2uy = Uge, tE€ (a,b), x€(0,1),

= h(0), w|_ = hl)

t=to
= o).

u)
t=to

= t
um:() gl( )7 u

xT

El problema espectral asociado es
Wy = Aw, w(0) =0, w(l)=0.

Las soluciones son

wp(z) = sen(kpx), ky = %n, n=12...
con )\, = —k2. La relacién de dispersién es
c2(—iw)? = -k,

luego las ondas estacionarias del problema son

un(t,z) = e rlsen(k,z), w, = tcky.

2. Consideremos ahora un problema con la ecuacién de Schrodinger en 141 dimensiones

. h?

ihu = — gt t € (a,b), x€(0,10),
u’tzto - fl(x)’

u‘x:O =91(t): u| = o(t)

El problema espectral asociado es
72
— g, Wer = Aw, w(0) =0, w(l)=0.
Las soluciones son

wn(x) = Sen(kn$)a kp =
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donde -
Ap = f k".
2m
La relacién de dispersién es
B hk?
=5

luego las ondas estacionarias del problema son

_ Iy
om’

—iwnt

un(t,z) =e sen(kpx), wp

2.5. Resolucion de la ecuacion de Helmholtz en coordenadas
cartesianas

Consideramos ahora la ecuacién de Helmholtz en coordenadas cartesianas

umx—l—uyy+u22+k2u:0, k e C.

Este es un problema espectral en tres dimensiones y al ser una EDP lineal, homogenea y
separable respecto de las tres variables, podemos usar el MSV. De esta forma comenzamos
buscando una solucién de la forma

u(z,y,2) = X(z)w(y, 2),

tal que
? X
— = AX,
dz?
Wyy + W + Ew = —\w,
donde A\ = —k? € C. Separando variables de nuevo, buscamos una solucién de la segunda

ecuacién de la forma

w(y, z) =Y (y)Z(z)

tal que
4’y
— =\Y,
d2y2
d=Z
FCR (K2 —kHZ=-NZ
donde N = —k3 € C. Llamando k2 = k? — k% — k2 vemos que la solucién buscada tiene la
forma
Uk k2, k3 (z,9, Z) = Xy, (x)YkQ (y)st (Z),
— ikiz —ikix
K (2) = @12 bye™ B, (2.10)
Vi, (z) = ageth2y + bye™ 172y,
Zk1 (33) = agei k3z =+ bge_ik?’z.
con

k* =k} + k3 + k3.

Las condiciones de contorno a las que se adeciian estas soluciones son aquellas en las que la
frontera estan formada por planos paralelos a los planos coordenados. Pasamos a analizar
varios ejemplos de este tipo.
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Particula cuantica en una caja impenetrable Los estados estacionarios de una
particula de energia E en una caja impenetrable de lados L1, Lo y L3 se describe mediante
el siguiente problema de Dirichlet

12 _
—%AU = EU,

u ‘ paredes

2mE

La EDP es una ecuacién de Helmholtz con k? = w2 Y la condicién de contorno se
desglosa en las siguientes condiciones

u(0,y,2) =0, wu(Ly,y,z)=0;

u(z,0,2) =0, wu(x,Le,z)=0;

u(z,y,0) =0, wu(z,y,Ls)=0.

Impongamos estas condiciones de contorno sobre ug, k, ks (%, Y, 2) = Xp, () Yy (y) Ziy (2)
de (2.10)). Para X}, se tendrd

a1+ by =0,

arel Ml 4 pre il =

que implica que
s
a1 =-by, ki=-—ny, n €Z
Ly
y por tanto
™
Xk, (x) = Aj sen .
Ly
Un procedimiento andlogo en las variables y, z nos permite concluir que

™ TNo ™3
Ukey ko ks (T, Y, 2) = asen (—x) sen (—y) sen(——z), ni,n9,ng € 7Z.
e Ly Lo Ls

El pardmetro k? = k% + k3 + k2 es entonces de la forma

2 2 2
ETL N WLy
T L§+L§+L§
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y se obtiene asi la siguiente cuantificacion de la energia

> _ hPr? (n% n3 n n§>
ni,n2,n3 — T2 T 12 2
Ly Ls L

Podemos considerar una versién del mismo problema en dos dimensiones haciendo z = 0.
Representamos a continuacién la funcién |u(z, y)\2 que representa la densidad de probabi-
lidad de presencia de la particula en el punto (z,y) del rectangulo [0, 2] x [0,1] con n; =3
y no =2

\\ [l
A
&/ 4

l i
il
| M\'Il'[l
il i I’/['

»/
’” ’ ' “‘ \‘;/// I ,

“\\

II,
' I'
' ‘\\1 II \\
IIII[, e w " M‘\

i ' II‘O
" \\\\Q'I"u‘\f

Particula cuantica en una caja con condiciones periédicas Imponemos ahora
condiciones de contorno periédicas, esto es:

u(07 y7 Z) = u(L17y7 Z)’ Uw(o, y’ Z) = Ux(L]_’y, Z);
uw(z,0,2) = u(z, Lo, 2), uy(z,0,2) =uy(x, Lo, 2);
'LL(.%,y,O) :U($,y,L3), uz(x7y70) :uz(xay7L3)'

Estas condiciones aplicadas a las autofunciones wy, i, k, de (2.10)) nos llevan a

+ b; = a;€' kili 4 bz-e_‘kiLi7

a; — bl = CbielkiLi — bie_lkiLi

con i = 1,2 y 3. Para que estos sistemas lineales posean soluciones no triviales (a;, b;) #
(0,0) debemos exigir que

1 _ ellez 1 _ e_ikiLi

1—elhili (1 — e ikili)| = 0;
esto es
(elkiLi/2 _ eflkiLi/Q)Q — O,
condicién que se satisface idénticamente cuando
27 )
ki: fni, T, GZ, 22172,3.
(2
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Las energias posibles son

W2, o(ni  my  mj
Eningng = 5 —4m (L% + 2 + L§)

Para los valores hallados de k;, las ecuaciones para a; y b; se verifican trivialmente, asi que
las soluciones u correspondientes son las funciones de (2.10)).

Fluido en una tuberia paralepipédica El fluido en un tuberia, modelada como el
conjunto [0, L] x R x [0, L'] C R3,

tiene un potencial de velocidades u determinado por el siguiente problema de contorno de
Neumann para la ecuacién de Laplace

Au =0,
uﬂﬂ(()?y:z) =0, Um(L,Zh Z) = 0;
Uz(mayvo) :Oa UZ(:L‘ay?L/) :0

Vamos pues a imponer sobre ug, k, k; = Xk, (¥)Yk, (y)Zk, (2) estas condiciones. Para la
funcion Xy, = a1e'F1% 4 pre~1F% tenemos

X'(0) = X'(L) =0
que implica el sistema
a; — by =0,
agel — pe—ikil — .
La existencia de soluciones no triviales (a1, b1) # (0,0) requiere

1 -1

eikil  _—ikiL =0,
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esto es sen(2k1 L) = 0, luego
T
ki=—-n, necZ.
'
Como a1 = by las autofunciones son

Xp(x) = cos T na.

L
Un andlisis similar en la variable z lleva a
T
ks = ﬁn’, n €7

con autofunciones asociadas

Znw(z) = cos %n’z.

Para la variable y no tenemos condiciones de contorno que imponer, sin embargo, ahora
estamos resolviendo la ecuaciéon de Laplace; esto es la ecuacién de Helmholtz con

K =0.
Por tanto, como k? + k3 + k3 = k? = 0 deducimos que

n2 12

. n
k’z::l:l'ﬂ' ﬁ+ﬁ’

y obtenemos las soluciones siguientes

2 12
/ )eﬂ:ﬂ' %‘F’Zﬁy

— T m / Z
Up, (2, Y, 2) = cos (an) cos (?n z , n,n €Z.

2.6. Ejercicios propuestos
1. Aplicar el método de separacién de variables a las EDP siguientes
a) ug+uy,=0; b) xug+uy,=0, ¢) xTuy—yu, =0.
Proporcionar mediante superposicion lineal un candidato a solucién general.

2. Aplicar el método de separacion de variables a la ecuacién de Laplace en dos dimen-
siones

Ugg + Uyy = 0.

3. Aplicar el método de separacion de variables a la ecuacién de Laplace en dos dimen-
siones

Ugg + Uyy = 0,

con condiciones de contorno

u(0,y) =0, wu(l,y)=0.

METODOS MATEMATICOS 11



§2.6]

Ejercicios propuestos

47

4.

10.

11.

Aplicar el método de separacién de variables a la ecuacién de Laplace en dos dimen-
siones

Ugz + Uyy = 0,

con condiciones de contorno

u(0,y) =0, wu(l,y)=0, wu(z,0)=0.

. Aplicar el método de separacién de variables a la ecuacién del calor en una dimensién

espacial
U = D ugy.
Aplicar el método de separacién de variables a la ecuacion de Schrodinger en una
dimension espacial
h2
Thu = —— Ugy.
2m

Aplicar el método de separacion de variables a la ecuacién de ondas en una dimensién
espacial
Ugt — cZum =0.

Una particula cuantica en una dimensién espacial encerrada en una caja de longitud
L es descrita por un problema de contorno del tipo:

W = —Uge, t>0, 0< <L
u|x:0 = 0, u]x:L =0.
Determinar las soluciones que proporciona el método de separacion de variables.

Determinar las soluciones que proporciona el método de separacion de variables para
el problema de contorno:

t-ur =Upy +2u, t>0,0<z <,

u‘az:O =0, u|x:7r = 0.

Determinar las soluciones que proporciona el método de separacion de variables para
el problema de contorno:

Up = Ugg, >0, 0< <1
u|x:0 =0, (Um + au)|m:1 =0,

Una cuerda infinita sujeta por uno de sus extremos es descrita por el problema de

contorno:
{ Uy = gy, —00 <z <0, t>0;

Determinar las ondas estacionarias del problema e interpretarlas dindmicamente.
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12.

13.

14.

15.

Una cuerda sujeta por sus extremos es descrita por el problema de contorno:

Ut = gy, 0<x <L, t>0;
U|g=0 =0, ulp=p = 0.

Determinar las ondas estacionarias del problema e interpretarlas dindmicamente.

Bajo determinadas condiciones ciertas componentes del campo electromagnético en
el interior de una guia de ondas de seccién rectangular son descritas por el problema
de contorno:

{utt:(:QAu, O0<z<Li, 0<y <Ly —00<z< 400;

U‘paredes = 0.
Determinar las ondas estacionarias del modelo.

Bajo determinadas condiciones las componentes de un campo electromagnético confi-
nado en el interior de una caja de forma paralepipédica son descritas por el problema
de contorno:

{utt—C2AU, O<z<Li,0<y<Lsy 0<2z< Ls;

u‘paredes = 0.
Determinar las ondas estacionarias del modelo e interpretarlas dindmicamente.

La altura sobre la posicion de equilibrio de la membrana de un tambor de forma
rectangular obedece el problema de contorno:

{uttZCQAu, 0<x<Li, 0<y< Lo,
0.

u’paredes =

Determinar las ondas estacionarias del modelo e interpretarlas dindmicamente.
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Espacios de Hilbert. Conjuntos
ortogonales completos.
Operadores simétricos.

3.1. Espacios de Hilbert

3.1.1. Producto escalar de funciones
Supongamos que tenemos un espacio vectorial complejo V.
Definicién 3.1.1. Un producto escalar en V' es una aplicacion (-,-) : V. x V — C tal que
i) (u,v) = (v,u), Yu,v € V.
ii) (u,av1 + Bv2) = a(u,v1) + B(u,v2), Yu,v1,v2 € V y Va, g € C.
iii) (u,u) >0, Vu e V; (u,u) =0« u=0.

De las propiedades i) y ii) deducimos que (a1 +Bv2, u) = a(vi, u)+B(va, u). Vemos que
(+,-) es casi una forma bilineal que a veces se denomina forma sesqui-lineal. La propiedad
iii) nos dice que el producto escalar de un vector consigo mismo es siempre un nimero
real no negativo y que se anula tan sélo para el vector 0. El producto escalar nos permite
dotar de longitud, que llamaremos norma, a los vectores:

ull == +/(u,w). |

Una desigualdad bésica (desigualdad de Cauchy—Schwarz) que relaciona la norma y el
producto escalar es

1, )] < [l
Se cumplen para la norma tres propiedades fundamentales
i) [Jul| =0< u=0.
ii) |lou|| = |a|||ul|, Va € Cy Yu € V.

iii) |lu 4 v|| < ||u|| + ||v|| (desigualdad triangular), Vu,v € V.
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Estas tres propiedades nos permiten definir una distancia en V'

d(u,v) = |lu—v|]| = (u—v,u—v).

La nocién de producto escalar tal como la hemos esbozado aqui se puede aplicar a
espacios de funciones como ahora veremos.

Definicion 3.1.2. Consideremos un abierto 2 C R™ y una funcion p : Q — R diferenciable
y positiva (p(x) > 0Vx € Q). Dadas dos funciones u,v definidas sobre Q0 su producto
escalar correspondiente a la funcién peso p se define en la forma

(u,v):/u(az)v(a:)p(x) d" z.

Debemos recordar que la integral de funciones sobre {2 de funciones con valores complejos
se entiende como:

/ w(@)p(z) d" z 1= / Re(u(z))p(z) d" o + i / I (u(z))p(z) d” 2.

Q Q Q

Obviamente, para que este producto escalar tenga sentido es necesario que la integral
correspondientdj exista. Esta condicién estd garantizada si trabajamos en el espacio de
funciones

£2(0Q) = {u 0 cc\ ul? = /Q|u(1:)|2p(x) d"z < oo} .

En realidad la operacién (-,-) que acabamos de definir no es estrictamente un producto
escalar, lo que falla es que existen funciones u(z) # 0 no nulas en {2 que tienen norma nula
llul| = Om Para subsanar este problema debemos considerar que una funcién es la funcién
cero si su norma lo es. Igualmente, dos funciones serdan iguales si y solo si su diferencia
tiene norma cero. El conjunto obtenido a partir de L%(ﬁ) mediante estas identificaciones
lo denotaremos por L%(ﬁ) y es un espacio vectorial de dimensién infinita con producto
escalar. El producto escalar en LIQJ(Q) dota a este espacio de funciones de una estructura
matematica que se conoce con el nombre de espacio de Hilbertm Los elementos de
Lf,(ﬁ) se denominan funciones de cuadrado integrable sobre . Si © es un conjunto
compacto (lo que equivale a que 2 sea un conjunto acotado) entonces es claro que toda
funcién diferenciable en Q es de cuadrado integrable en Q. Es decir

Q compacto = C>(Q2) C Li(ﬁ).

Si €2 no es compacto tal inclusion no es cierta y solo aquellas funciones diferenciables que
decrezcan suficientemente rapido en el infinito seran de cuadrado integrable.

*Surge aqui la pregunta ;Qué integral estamos utilizando? el lector ya conoce la integral de Riemann;
sin embargo, ésta no es completamente adecuada en este contexto. De hecho, es necesario utilizar una
teoria de integracion mas sofisticada debida a Lebesgue.

“Por ejemplo, la funcién de Dirichlet que sobre los racionales vale 1 y sobre los irracionales 0, es
integrable Lebesgue y con norma 0.

“En rigor, lo que aqui hacemos no es més que considerar clases de equivalencia de funciones: u ~ v
siempre que |lu — v|| = 0. El espacio cociente £2(£2)/ ~ es lo que denotamos por L3(€2).
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Ejemplos

1. Sea 2 = (0,400) C R; u(x) = = y v(x) = 1, si el peso es p(zr) = 1 entonces el
producto escalar de u y v no existe ya que

oo
(u,v):/ xdx = oc.
0

—x

Si tomamos ahora el peso p(z) =e * el producto escalar de v con v existe

(u,v)—/ :L'e_de:rzl/Q.
0

2. Si tomamos el dominio Q = (0,1) y el peso p(z) = 1, el producto escalar de las
funciones u(z) = 1/xz y v(z) = 1 no esta definido debido a la singularidad del

integrando en x = 0.
1
1
(u,v) —/ —dz = 0.
o T

Sin embargo, para el peso p(z) = = obtenemos el siguiente producto escalar

1
1
/ rz—dz =1.
0 Xz

3. Tomamos ahora Q = (0,1), u(z) = +i2? y v(z) =1 —ix con p(z) = 1. Entonces

1 1
= x—ix? —ix)dx = r—123—2iz8)dz = — 21
(u,v) —/0 ( )(1 )d /0 ( 2 )d 1/2—-2i/3

v la norma de u es
1 ) 1
Jull? = ) = [ o+ da = [ (@ +ahdo =815
0 0
4. Si Q = (0,27), u(x) = €% y v(z) = e?1* con p(r) = 1 obtenemos

27
(u,v):/ e et Tdr =0
0

y el cuadrado de la longitud de w sera

2 2
Hu!Q—/ |elx|2dx—/ ldz =27.
0 0

3.1.2. Cambios de coordenadas

Hemos definido el producto escalar de funciones sobre dominios en R™ usando coorde-
nadas cartesianas. Sin embargo, por el teorema del cambio de variables del célculo integral
estos productos escalares se pueden expresar en otro tipo de coordenadas, apareciendo asi,
desde un punto de vista activo, un cambio de dominio y de funcién peso, que en este caso
serd el jacobiano de la transformacion. Por ejemplo:
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= Si el dominio de definicién es el plano R? podemos considerar coordenadas polares
y llegar a

00 21
(u,v) = /]1@2 a(x,y)v(x,y)p(z,y)dzdy :/0 /0 a(r,0)v(r,0)p(r,0)rdrdo.

Asi, cuando cambiamos a coordenadas polares tenemos p(z,y) — rp(r,0).

» En el espacio R? tenemos las coordenadas esféricas y ahora

(o) = [ a2l Dplep ) dwdyds
R3

00 T 27
= / / / a(r,9,¢)v(r,0,¢>)p(r,9,¢)r2 senfdrdfde.
o Jo Jo

y p(z,y,z) = r¥senfp(r,0,¢).

Ejemplo Sean el peso p = 1 y las funciones u(r,6,¢) = '/2/(r? + 1) y v(r,0,¢) =
(sen 0)/r?; entonces, su producto escalar es:

27 —1¢/2 sen 6 2
(u,v) / / / T2+1 7 senfdrdfdo

TR e oan) [ [ ad

=[aretans] 7[5 = = i) = [F][5] it-2)] = e

3.2. Conjuntos ortogonales de funciones

En esta seccién intoducimos los conceptos de ortogonalidad, conjunto completo de
funciones y base ortogonal de un espacio funcional.

Definicién 3.2.1. Dado un conjunto de funciones {un(x)}nes en Lf)(ﬁ), donde J C 7

es un congunto de indices finito o infinito, decimos que es ortogonal si|(uy,un,) =0,
Vn £ m;n,m € J.

Ejemplos

i) El conjunto { sen (T)} o ortogonal en el intervalo [0, £] con peso p(z) = 1. Basta
n>

comprobar que

[ )on (7)o
:/0 ;[COS(W)_COS(W)}M:O,
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para n # m@

nmTxr

ii) El conjunto { oS (T)} 0 & ortogonal en el intervalo [0, ¢] con peso p(z) = 1. Como
n

antes tenemos que para n # m

[ (om0
:/o ;[cos (W) + cos (W)} dz =0,

3.2.1. Desarrollos en serie de funciones ortogonales

Dado un conjunto ortogonal {u,(z)},cs una cuestién importante es conocer qué tipo
de funciones se pueden desarrollar en la forma v = ) ;cpu,. Cuando el conjunto de
indices J que etiquetan el conjunto ortogonal es infinito, debemos tener sumo cuidado
con el significado de la suma extendida a los indices en J. Si J = N la expresion u(x) =
Yo% | cnupn(x) se entiende como el limite limpy o0 27]:[:1 cnun (). De igual forma cuando

J=7
[e's) M

N
u(z) = Z Cntn(x) = A}finoogcnun(x) + N}gnoo ComU—m ().

n=-—o00 m=1

Ahora bien, cuando tratamos con funciones hay varias nociones distintas de limite. En
este curso hay tres nociones de limite que usaremos:

i) Limite puntual: Vg € Q tenemos u(zg) = limpy o0 25:1 Cnn (o).

ii) Limite uniforme: limy_, o SUp,cq ‘u(m) - 25:1 Cnun(x)‘ =0.

[k 5k >k >k 5k
n—1 CnUn|| = 0

iii) Limite en media: limy_, o Hu — ZN

A partir de este momento, salvo que digamos lo contrario, solo nos referiremos a series de
funciones que convergen en media. Las propiedades siguientes sobre funciones desarrolla-
bles en serie de funciones ortogonales son de gran importancia.

kokok ok , . . . . . . )
En el cédlculo de la integral hemos reducido expresiones cuadraticas en funciones trigonométricas en

formas lineales gracias a las férmulas del seno y del coseno:

cos A+ B) = cos Acos B Fsen Asen B,
sen(A + B) = sen A cos B + cos Asen B,

que dan lugar a las férmulas de suma siguiente
sen Asen B = %(COS(A — B) — cos(A + B)),
sen Acos B = %(sen(A — B) +sen(A + B)),

cos Acos B = %(cos(A — B) + cos(A + B)).

La convergencia uniforme implica la convergencia puntual, sin embargo el inverso no es cierto en

general. Por otro lado, cuando el cierre de €2 es compacto la convergencia uniforme implica la convergencia
en media y de nuevo el reciproco no se verifica.
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Proposicion 3.2.2. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Siw admite un desarrollo u = Y cay, entonces este desarrollo es tinico y sus
coeficientes ¢, vienen determinados por

_ lumv) (3.1)

Cnp 2
[

2. Siu="73,  Calln YU = 5 Chun su producto escalar es

v) =D ey [lunll®. (3.2)

neJ

8. Siu=7),c;cally sunorma satisface la siguiente identidad (identidad de Parseval)

(u
neJ ”H
Demostracion. @
1. Como u =3 ;CnlUm ¥ {Un}necs es ortogonal tenemos
(Unyu) = (una Z Cm“m) = Z Cm(“nyum) = Cn(“na“n)-

meJ meJ

2. Como u =3 s Cplln y V=1 Chup su producto escalar vale
(u,v) = Z CnCh (U, U chanunH

n,meJ

3. Es consecuencia de las dos anteriores tomando v = wu.
O

Una propiedad relevante que permite construir conjuntos ortgonales de funciones en varias
variables es la siguiente

{un(z1)}nes, es ortogonal en el dominio ; con respecto al peso pi(z) y
{vm(x2) }mey, es ortogonal en el dominio s con respecto al peso p2(x), entonces
{un(21)vm(22) } (n,m)e, x 1,68 ortogonal en el dominio 1 X Q23 con peso p1(x1)p2(w2).

Demostracion. Factorizando la integral
/ U (1) O (22) Uy (21) Vs (22) (1) p(22) d 1 d 29
Ql XQ2

= [/Q Un(xl)un/(xl)pl(azl)dml} [/Q T)m(zg)vm/(mg)pg(xz)dmg] =0

2
sin#n" 6m#m. O

stk ok ok ok

En esta demostracién las sumas dentro del producto escalar la extraemos fuera de él. Esta manipulacién
es obviamente licita siempre que las sumas sean finitas. Sin embargo, también resulta serlo en el caso de
series convergentes en media.
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3.2.2. Conjuntos ortogonales completos

Definicién 3.2.3. Dado un conjunto ortogonal {u,}ncy en L%(ﬁ) decimos que es com-
pleto cuando toda funcion u € L%(ﬁ) se puede desarrollar en serie u = Y _; Cply. En

ese caso se dice que {un} y forma una base ortogonal del espacio Lg(ﬁ).
ne

Si un conjunto ortogonal no es completo siempre puede ser extendido anadiendo nuevos
elementos hasta formar una base ortogonal.

3.3. Operadores diferenciales simétricos

En esta seccién se introduce la importante nocién de operador diferencial simétrico.
Hemos de subrayar aqui que la nocién de operador simétrico estd estrechamente ligada al
concepto de operador autoadjunto fundamental en la Mecdnica Cudantica.

Consideremos operadores diferenciales lineales L

/
L= Z aq(x) D,
[0}
definidos sobre un subespacio lineal de funciones D en Lf,(ﬁ) que denominaremos dominio

del operador.

Definicion 3.3.1. Diremos que un operador diferencial L es simétrico sobre un dominio
D siempre que

’(U,Lw) = (Lv,w), Yv,w € D.

La forma natural de conseguir dominios en que un operador es simétrico es caracterizar
el dominio imponiendo a sus elementos condiciones de contorno apropiadas.

Ejemplos

2
1. El operador L = ———. Sea el operador
dx

L= et Q = (a,b) acotado en R.

Para determinar dominios D C L?([a, b]) en que este operador es simétrico, observe-
mos que para todo par de funciones diferenciables u y v en [a, b]

b b
(U,Lw):/ o(z)(—w"(z))dz = —(v(z)w'(x)) —l—/ v (x)w' (zv)dz

b

b
= (—v(z)w'(x) + V' (x)w(x)) +/ (=" (z)w(z))dx

a

— (~o(e)/ (2) + 7 (@w(@)| + (Lo, w)

a
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por tanto un dominio de simetria debe verificar que

(—v(x)w'(z) + ' (z2)w(z))| =0, VYo,we D.

a

(3.4)

Utilizando la condicién (3.4) es inmediato ver que para este operador existen tres
tipos de condiciones de contorno que determinan dominios donde el operador es

simétrico.

i) Dirichlet homogénea

ii) Neumann homogénea

D= {u e C([a,b]) : u'(a) = W/ (b) = 0}.

iii) Periédicas

D= {u € C*(la,b]) : u(a) = u(b), v'(a) = u’(b)}.

2. El operador L = —A. Veamos ahora un ejemplo en tres dimensiones. Sea el ope-

rador
Lu = —Au = —div(Vu).

Para determinar dominios donde este operador es simétrico consideremos el espacio
L?(Q) para un dominio © acotado en R3. Usando el producto escalar en L?(Q) y

aplicando el teorema de la divergencia, obtenemos

(Lo, w) — (v, Lw) = /Q [( _ div(Vz?(:c)))w(x) +3(2) <div(Vw(a:)>>] R

= / div |:U(Vw) — (Vv)w} d*z

Q

_ /S(Q) {U(Vw) - (Vv)w} dS

= / {vaw — C%fw} ds.

Es inmediato entonces deducir de esta identidad que L = —A es simétrico en los

siguientes dominios

i) Dirichlet homogénea

D= {ueCOO(

o)
~—
_s

=2
=2
Il
o
H—/

ii) Neumann homogénea
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3.3.1. Autovalores y autofunciones de operadores simétricos

Los operadores simétricos juegan un papel fundamental en los métodos de resolucién
de EDP en este curso. Esto se debe a las propiedades de sus autofunciones.

Teorema 3.3.2. Espectro de operadores simétricos. Si L es un operador diferencial
simétrico sobre un dominio D en un espacio de Hilbert, entonces se satisfacen las siguientes
propiedades:

1. Los autovalores son numeros reales

o(L) CR.

2. Siv,w € D son autofunciones correspondientes a autovalores diferentes entonces
son ortogonales
(v,w) = 0.

Demostracion. 1. Si A € o(L) entonces existe una funcién no nula v € D tal que
Lu = Au. Por ello,

(Lu,u) = (Muyu) = Mull?, (u, Lu) = (u, Au) = Alul®,

y como el operador es simétrico (Lu,u) = (u, Lu) y |lu| # 0 debemos tener A = ).
Luego A es un nuimero real.

2. Dados dos elementos distintos A, del espectro de L, que ya sabemos que serdn
nimeros reales, existen autofunciones v y w tales que Lv = \v y Lw = pw; por
tanto,

(Lv,w) = A(v,w), (v, Lw)= p(v,w).
Como L es simétrico, (Lv,w) = (v, Lw) y por ello (A — p)(v,w) = 0 y asi, como
A # u, se deduce (v, w) = 0.
O

3.4. Operadores de Sturm—Liouville

Esta seccién esta dedicada a un tipo especial de operadores diferenciales, los opera-
dores de Sturm—Liouville, que juegan un papel fundamental en las ecuaciones de la fisica
matematica.

3.4.1. Caso unidimensional

Definicion 3.4.1. Un operador diferencial de seqgundo orden definido sobre un dominio
D cC L%([a, b)) es del tipo de Sturm—Liouville si es de la forma

b= |- 55 ()

con p,p,q funciones en C*((a, b)) reales tales que p,p > 0 en (a,b).

Adviertase que en general las funciones p, p, g pueden ser singulares en x = a,b y que
las funciones p, p pueden anularse en z = a, b.
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Caso regular

Se dice que un operador de Sturm—Liouville es regular sobre un dominio

D= {uEC’OO([a,b]) 2 li(u) :0}, (3.5)
con operadores de frontera de la forma
- du ~du )
li(u) = a;u(a) + a;u(b) + Bzﬂ(a) + ﬁz@(b) =0,i=1,2

donde aq, Bé, 51, G, a1, B2, B1, ag € Ry (condiciones de contorno linealmente independien-
tes)
rango <a1 M h @1> =2,
ay Gy P2 P2
i) El intervalo [a, b] es acotado (a # —o0 y b # 00).
ii) Las funciones p, p, ¢ pertenecen al espacio C*([a, b]).
iii) Las funciones p,p son estrictamente positivas en el intervalo cerrado [a, b].

Para qué dominios un operador de Sturm-Liouville regular resulta ser simétrico? la
respuesta es

Teorema 3.4.2. Un operador de Sturm—Liouville L reqular sobre un dominio D C L,%([a, b))
es simétrico si y solo si Yv,w € D se verifica

v(a)  w(a)

vg(a) wy(a) =p(b)

pla) 0a(D) wa(D)]”

o(b)  w(b) ’ 56)

Demostracion. Para demostrarlo basta con probar que la diferencia (Lv, w) — (v, Lw) se
anula para todo v, w € D cuando la identidad (3.6)) se satisface. Ello es cierto dado que si
v,w € D

(Low) - (o) = | b 005 (0 5E@) ) + (1 (0 o) Yot

-]

Observar que la contribucién de ¢ se cancela. Por tanto, el caracter simétrico de L:
(Lv,w) = (v, Lw), Yv,weD

es equivalente al criterio dado. O
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A continuacién mostramos algunos ejemplos béasicos de condiciones de frontera que
garantizan la condicién (3.4]) y que por tanto determinan dominios sobre los que los ope-
radores de Sturm-Liouville regulares son simétricos.

1) Condiciones separadas Una en el punto a y otra en el punto b:

au(a) + aug(a) =0,
Bu(b) + Bug(b) = 0.

Dos casos particularmente relevantes de éstas son las condiciones de Dirichlet

y las de Neumann

2) Condiciones periédicas
u(a) = u(b), pla)us(a) = p(b)us(b).

La relevancia de los operadores de Sturm—Liouville radica en que bajo condiciones
apropiadas sus conjuntos de autofunciones proporcionan conjuntos ortogonales com-
pletos. Por ejemplo se verifica el siguiente teorema

Teorema 3.4.3. Si L es un operador de Sturm—Liouville regular y simétrico en un domi-
nio D C L2([a,b]), entonces existe un conjunto ortogonal completo {u,}o>, de L3([a,b])
formado por autofunciones de L. Ademds el correspondiente desarrollo de cualquier u € D

[eS)
u = § CnUn,
n=1

converge uniformemente a la funcion u en [a,b].

Para operadores de Sturm—Liouville simétricos de tipo singular existen generalizacio-
nes de este resultado, aunque su descripcién nos obligaria a introducir nuevos conceptos
como los de espectro continuo y autofunciones generalizadas. Cuando estudiemos la trans-
formada de Fourier comentaremos algunas de estas situaciones.

3.4.2. Caso tridimensional

Definicion 3.4.4. Un operador diferencial de seqgundo orden definido sobre un dominio
D cC Lz(ﬁ) con Q CR3 es del tipo de Sturm—Liouville si es de la forma

Lu = ;—){— div <qu) + qu],

con p,p,q funciones en C°(Q) reales tales que p,p > 0 en €.

METODOS MATEMATICOS 11



60

Espacios de Hilbert. Conjuntos ortogonales completos. Operadores simétricos. [Capitulo 3

Para determinar dominios donde estos operadores son simétricos supongamos que 2
es acotado en R3 y que p, p, ¢ son funciones en C*°(Q), entonces usando la expresién del
producto escalar en L%(Q) y aplicando el teorema de la divergencia, obtenemos la identidad

A [v(x) (v. (p(x)Vw(x))) - (v. (p(x)Vv(:c)))w(a:)] Bz
— _/Qv- [p(a?)((Vv)w - ’U(V’w)>:| d*z

_ /S(Q) [p(x) ((w)w - z‘)(Vw))] .dS

Lt )

Por lo tanto podemos enunciar

(Lo.w) (v, 20) = |

Teorema 3.4.5. Suponiendo que Q es un dominio acotado en R3 y que p,p,q son fun-

ciones en C*(Q2). El operador de Sturm-Liouville L es simétrico sobre un dominio D en
L%(Q) 51y solo si Yv,w € D se verifica

/Sm) [pm <§f,,w - Eglnl))] ds=0. (3.7)

Como consecuencia inmediata determinamos los siguientes dominios sobre los que el
operador de Sturm-Liouville es simétrico

i) Dirichlet homogénea

D= {u e C™(Q) u(s(m - 0}.

ii) Neumann homogénea

D= {UECOO(Q) : g:i

:0},

Ejemplos relevantes de operadores de Sturm—Liouville en tres dimensiones son los

S(Q)

siguientes

i) Laplaciano. Si tomamos p(z) = p(xz) = 1 obtenemos el operador Laplaciano con signo
negativo

L=-A
2
ii) Hamiltoniano de Schrédinger. Si hacemos p=1y p = o el operador correspon-
m

diente es el operador Hamiltoniano de Schrodinger en mecanica cudntica para una
particula en un campo de fuerzas que deriva de un potencial g =V

2

h
Lu = —%Au +V(z,y, 2)u,
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3.5. Ejercicios

3.5.1. Ejercicios resueltos

1. Consideremos el operador L = —D? sobre el conjunto de funciones u diferenciables en
en el intervalo [a, b] con peso p(z) = 1. Determinar cuales de las siguientes condiciones
de contorno definen dominios en que el operador es simétrico

(a) +u'(a) =0, 2iu(a) + u(d) =0
d) u(a) —2u/(b) =0, u(b) 4+ 2u'(a) =0
e) u(a) +u(b) =0, uv'(a) —u/'(b) =1

Resolucion Las condiciones de contorno deben ser homogéneas y con coeficientes
reales, asi quedan descartadas las opciones (c), (e). Para discernir la respuesta co-
rrecta entre las tres opciones restantes recordemos que el operador —D? es simétrico
si para toda pareja de funciones u,v del dominio se cumple u(a)v'(a) — @ (a)v(a) =
a(b)v'(b) — @/ (b)v(b). Por tanto, la opcién (a) queda descartada inmediatamente
(0 # a(b)v'(b) — @ (b)v(b)). En la opcién (b) podemos expresar u'(a) = 2u(a) y
u(b) = —3/2u(a) en términos de u(a), as{ tenemos u(a)v'(a) — @' (a)v(a) = 0y

a(b)v'(b) — @ (b)v(b) = =3/2(u(a)v’(b) —v(a)u(a)); por tanto no es correcta. Veamos
que la opcién (d) es correcta, ahora tenemos u'(b) = u(a)/2 y u'(a) = —u(b)/2,
asi a(a)'(a) — @(a)ola) = —(al@)o(b) — a(b)(a)/2 y A(b)(b) — @ (B)o(b) =
(u(b)v(a) —u(a)v(b))/2 vy se da la igualdad.

2. Determinar los autovalores del operador diferencial

actuando sobre el dominio de funciones diferenciables en [0, 1] que cumplen las con-
diciones de contorno

a) 4 ,n>1

b) (2n+12 2/4,n >0
c) (2n+2)2 2/4,n>0
d)

)

e

n? ,n>1

n2772 n>1

Resolucion FEn primer lugar observamos que A = 0 no es autovalor ya que si este es
el caso entonces u(x) = A+ Bz, con A, B constantes que determinan las condiciones
de contorno como A = B = 0. Las soluciones del problema de autovalores —u,, = \u,
A # 0, son de la forma u = Ael*” + Be™ 1k con A = k2. Como uy|,—0 = ik(A—B)y
u|z—1 = €'* A4-e~'* B al imponer las condiciones de contorno obtenemos el siguiente

) _ ik(A—-B)=0, ) .
sistema lineal < . Este sistema posee soluciones no nulas, v. g.

etk A+ e kB =0.
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ik —ik

(A,B) # (0,0), siempre que ok o-ik| = 0, lo que conduce cosk = 0 & k =

(n+1/2)7,n=0,1,2,...,y asi los autovalores son A\, = (n+1/2)?7%,n=0,1,2,....

. Dado el operador diferencial

Lu := —D(e*Du),
sobre las funciones diferenciables [0, 1] en determinar para que valor de ¢ las siguientes

condiciones de contorno
u(0) + cu(l) =0,
w(0) +cu/(1) =0

definen un dominio de L?([0,1]) en que el operador es simétrico

a) ¢c=0
b) c=+/e
c) c=e
d) c=-1

Resolucién El operador L es del tipo Sturm-Liouville con p(x) = e%,¢q(x) = 0
sobre el intervalo [0, 1]. Por tanto, la condicién para que sea simétrico es

u(1) v(l)‘
Uz (1) v(1)

u(0)  v(0)
uz(0)  v(0)

‘_e

para toda pareja de funciones u, v en el dominio. Usando las condiciones de contorno
obtenemos que el primer determinante es

u(0) v(0)
u;(0) 0(0)

-

de donde se concluye que se debe tener ¢? = e.

. Sea el operador diferencial

Lu = —D2u,

actuando sobre el dominio de funciones diferenciables en [0, 1] que cumplen las con-

diciones de contorno
v’ (0) =0,
u(l) +4/(1) = 0.

Senalar cual de las siguientes relaciones determina los autovalores A = k2 de L

a) senk =0

b) ksenk =1
c) ktank =1
d) kcosk =0
e) ktank =0
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Resolucién Las posibles autofunciones de L han de ser de la forma u(x) =
acoskz + bsenkz, a,b € Ry con autovalor no nulo A = k? (para A = 0 se bus-
can soluciones u(z) = a + bz, que una vez se aplican las condiciones de contorno fija
u = 0). La derivada es u/(z) = —asenz+b cos z. Por tanto, la existencia de soluciones
no triviales conduce a

0 k 0
cosk — ksenk senk + kcosk|

que implica
k(cos k — ksenk) = 0.

3.5.2. Ejercicios propuestos

1.

Calcular los productos escalares:

correspondientes a los datos siguientes:

1) u(z,y) =2y +i2*y?, v(z,y) =1—izy, Q=[0,1] x [0,1], p(z,y) = 2?y*.
2) u(z,y) = exp(—(2? +¢?)), v(z,y) =1, Q=R p(z,y)=1.

. Probar que si L1 y Lo son operadores simétricos sobre un cierto dominio D, entonces

tambien son operadores simétricos sobre ese dominio todas las combinaciones lineales
A1L1 + AaLo con coeficientes reales A1 y Ao.

2 o . .
Probar que el operador L = _d%’ es simétrico sobre el dominio D de funciones de

clase C™ en [a,b] tales que satisfacen uno de los siguientes tipos de condiciones de
contorno:

u(b) = au(a) + Bu(a), o' (b) = yu(a) + 5/ (a),

siendo «, 3,7, nimeros reales tales que:

ad — py=1.

Sea el operador L = —i% sobre el dominio D de funciones de clase C* en |[a, b] tales
que satisfacen la condicién de contorno:

au(a) + Pu(b) =0,

siendo o y 8 numeros complejos dados. Probar que L es simétrico si y solo si se
verifica:

ol = 15].

Determinar en tal caso el espectro y las autofunciones de L.

. Sea el operador Lu = 22775‘ — 2u sobre el dominio D de funciones de clase C? en [0, 1]

tales que
u(0) =0, wu(l)=0.

Determinar su espectro y sus autofunciones.
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6. Probar que un operador de Sturm-Liouville regular sobre un intervalo [a, b]:
1
Lu=- (—D(pDu)—i—qu),
p

es simétrico sobre dominios correspondientes a las condiciones de contorno

a) Separadas:
au(a)+ o' u'(a) =0,
Bu(b) + 5 u'(b) =0,

con o, /., 3,3 €R.
b) Periédicas
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Series y transformadas de
Fourier

4.1. Bases trigonométricas de Fourier

Consideraremos ahora problemas de autovalores asociados a dos operadores diferencia-
les particularmente simples. Los correspondientes desarrollos en autofunciones constituyen
las llamadas series trigonométricas de Fourier.

Sea el operador (que en Mecénica Cuéntica es el operador momento lineal)

d

L=—1—.
ldx

Un dominio en el que es simétrico es el de las funciones diferenciables u en un intervalo
acotado [a, b] tales que u(a) = u(b), esto es: funciones que satisfacen condiciones periédicas.
El problema de autovalores

du
i =

1dac u,
u(a) = u(b),

tiene como solucién a

u(z) = ce'™®

satisfaciéndose la condicién de frontera si y sélo si

ei )\(b—a) — 1

Esta condicién determina los posibles elementos del espectro

A=nw, neZ, w:=

con las autofunciones asociadas siguientes

U () = e ™7,
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El segundo operador que consideramos es

d2

L=——.
d 22

Estudiaremos dominios asociados a tres tipos de condiciones de frontera

1. Periddicas. El problema de autovalores es

d®u
—@ )\’LL,
z(a) = U(lzi),
E(a) = @( )

Cuando A # 0 tiene como solucién
u(x) = ¢1 cos V Az + cosen vV Az

verificandose las condiciones en la frontera si y solo si se satisface el siguiente sistema
lineal homogéneo para (¢, c2)
[cos V/Aa — cos VAb]ep + [sen VAa — sen vV Ab] ey = 0,

[sen vV Aa — sen vV Ablep — [cos VAa — cos V/Ab]ea = 0. (1)

Soluciones no triviales (c1,c2) # (0,0) de este sistema existen si y sélo si la matriz
de coeficientes tiene determinante cero

cos Va — cos Vb senvAa — sen Vb

—senva +sen Vb cos vV Aa — cos Vb =0

o [cos VAa — cos VAD]? + [sen v/ Aa — sen VAb]% = 0.

Desarrollando los cuadrados y utilizando las férmulas trigonométricas se obtiene
1—cosVA(b—a)=0

y por ello los autovalores no nulos son

2T
b—a’

2,2 —
Ap=wn®, n=12,... w:=

Estos autovalores no son simples (obsérvese que es un problema de Sturm-Liouville
con condiciones de contorno periddicas), ya que para cualquiera de ellos el sistema
lineal homogéneo se reduce a un sistema en que la matriz de coeficientes es la
matriz cero; por tanto, admite como soluciones todos los valores de (c1,¢2). De esta
forma

Dy, = C{sen nwx, cos nwzx}.

Por otro lado, A = 0 también es autovalor y la autofuncién correspondiente puede
tomarse como 1 (las soluciones de —u” = 0 son u(x) = ¢1 + cox, pero las condiciones
de contorno imponen ¢ = 0). Por tanto, el conjunto de autovalores es

2
A =w?n?, n=01,..., w:= ﬂ-.
b—a
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El conjunto de autofunciones
{1, cos nwzx,sennwzr}oo ;.
constituye un conjunto ortogonal completo en L?([a, b]).

2. Dirichlet homogéneas. El problema de autovalores ahora es

El valor A = 0 no estd en el espectro ya que si lo estuviera la correspondiente
autofuncién seria de la forma u(x) = ¢; + cox y las condiciones de contorno implican
que c¢1 + caa = c1 + cob =0, y como b — a # 0 se tiene ¢; = co = 0. Las soluciones a
la ecuacién diferencial para A # 0 tienen la forma

w(x) = ¢ cos V Az + ¢y sen vV Az,
y las condiciones de contorno se satisfacen si y solo si

c1 CoS Va + co sen Va = 0,
c1cos Vb + ca sen vVAb = 0.

Existiran soluciones no triviales (ci, c2) # (0,0) si y sélo si

cosvVia senva| 0
cos Vb sen Vbl
esto es
sen (\&(b — a)) =0.
Asi pues, los autovalores son
2
w 27
)\n:ZTLQa n:1’27 ) w:b_aa
y las correspondientes autofunciones resultan ser
(2) w w n w w
up(x) = —senn—a cosn—x + cosn—a senn—=x
" 2 2 2 2

= senn%(m —a).

3. Neumann homogéneas. Ahora tenemos

d®u
4.2 Au,
du
@(a) =0,
du
1z =0
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En este caso A = 0 esta en el espectro: la solucién es u(z) = ¢1 4 cox , las condiciones
de frontera implican ¢z = 0 y la correspondiente autofuncién es up(x) = 1. Cuando

A # 0 las soluciones tienen la forma
u(x) = ¢1 cos V Az + cosen vV Az

satisfaciéndose las condiciones de contorno si y solo si

—c1VAsen Vaa + caV A cos Vaa = 0,
—c1VAsen Vb + caV cos VAb = 0.

Existen soluciones no triviales (c1, c2) # (0,0) si sélo si

[Capitulo 4

—senva cosva
A =0
VA ‘ —senvAb  cos Vb
esto es
sen (\f)\(b - a)) =0.
Asi pues, los autovalores son
2
2
)\n:%nQ, n=0,1, w:b_ﬂa

Las autofunciones son
w w w w
up(x) = cosn—a cosn—x + senn—a senn—x
2 2 2
w

= CoS ng(x —a).

Desarrollos de Fourier

Los desarrollos en autofunciones inducidos por los operadores diferenciales simétricos
vistos en la anterior seccién constituyen los denominados desarrollos en series trigonométri-
cas de Fourier. A continuacién estudiamos sus propiedades usando (3.1]) y el teorema 2.5.3.

d
El operador L = —i— es simétrico sobre el dominio D de funciones diferenciables

x
u = u(z) en el intervalo [a, b] tales que u(a) = u(b). Por tanto:

Series de exponenciales

Toda funcién u € L%([a,b]) puede desarrollarse en la forma

con

> 27
U= g e ™t W=

n=—oo

L
=3 / e "Ty(x)da.
—a,
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En general la serie converge en media a la funcién u, sin embargo si u € D la serie converge
uniformemente.
Obsérvese que en el anterior calculo de los coeficientes ¢, se ha tenido en cuenta que

2 b

|lunll” = fa dex=b-—a.
d2
El operador L = ——
. dz . .
[a, b] sea un intervalo finito y se den cualesquiera de las tres condiciones de contorno estu-
diadas: periédicas, Dirichlet y Neumann. Por ello, los conjuntos asociados de autofunciones
son bases ortogonales en L?([a,b]). Asi todas las series que vamos a tratar convergen en
media a la funcién v € L?([a,b]) que desarrollan, y si ademds ésta pertenece al correspon-

diente dominio D convergen uniformemente.

es del tipo Sturm—Liouville regular y simétrico siempre que

Series de senos y cosenos (condiciones periédicas)

Toda funcién u € L?([a,b]) se puede desarrollar en la forma

o0
ag
U= + g (an cosnwzx + by, sen nwzx), w:=
n=1

donde los coeficientes se determinan mediante las denominadas formulas de Euler

2 b
“b-a a
2

b—a

an cosnwru(z)dz, n>0

(4.2)
by =

b
/sennwxu(m)dx, n > 1.
a

La base de autofunciones usada es

1 00
{UO = §,Un = COSNWT, Uy = Sennwx}

y se ha tenido en cuenta que

1 [t b—a
2

= — d =
ol = [z =257,

b b
1
||un||2:/ cosana:dx:2/ (14 cos2nwz)dx = ,
a a

b b
‘\UnIQ—/ senznw:vdx—/ (1 —cos® nwz)dz =
a a

Es claro que existe una relacién estrecha entre las series de Fourier de exponenciales y
las de senos y cosenos. Podemos pasar de una a otra simplemente utilizando las férmulas

™7 = cosnwr + isen nwx,

i(einwz . e—inwx)'

1. . i
COS NWT = f(e”““ +e m“’w), sen nwe = 51
i

2

Aunque la funcién u esté en principio definida solo sobre el intervalo [a, b], los dos tipos
de desarrollos de Fourier que acabamos de ver proporcionan series de funciones periddicas
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con periodo (b — a). Las funciones definidas por las series cuando se consideran sobre el
dominio R son funciones periédicas con periodo (b — a). Por tanto, estas series de Fourier
conducen a la extensién periddica de u definida como sigue: Dado = € R, existe un tinico
entero m € Z tal que x € [a+m(b—a),b+m(b— a)] y la extensién periédica es

Uper(2) == u(z — m(b — a)).

Esto es, la grafica de upe; () se construye simplemente pegando copias, una tras otra, de la
de u sobre [a, b]. Los desarrollos en series de exponenciales o de cosenos y senos se pueden
aplicar a u o a su correspondiente extension periddica.

Uper (T)
a—(b—a)| a b b+ (b—a)

Series de senos (condiciones de Dirichlet homogéneas)

Toda u € L?([a, b]) puede desarrollarse como

[e.@]
nw
u:nz_:lbnseHQ(a:—a), W=

con

2 b
by, = / senn—w(m—a) u(z)dz, n>1.

b—a 2

La base ortogonal de autofunciones usada es

{vn = sen %U(x - a)}

n>1
cuyas normas al cuadrado son

b—a

b b
2 _ g MW _ 1( _ ar ) _
[lvn || —/a sen” — (z a)dx—/a 5 1 cosnb_a(x a)|dz = 5

La serie de Fourier de senos tiene sentido no solo en el intervalo [a, b] sino en todo la recta
real R. El resultado es la denominada extensiéon impar de la funcion u. Esta extension
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impar de u a toda la recta se determina en dos etapas: primero se extiende al intervalo
[a— (b—a),b] = [2a — b,a] U [a,b] de forma impar, esto es, si z € [a, b] definimos

Uimpar (@ — (z — a)) = —u(x),

y después se realiza una extensién periédica desde el intervalo [2a — b, a] a toda la recta.
Esta construccion se justifica si observamos que las funciones sen %(:c — a) que aparecen

en la serie consideradas como funciones en R cumplen que
nw nw
sen — (X —a) = —sen —(z — a),
2 X=2a—zx 2

lo que lleva a la extensién impar, y ademés es periédica con periodo 2(b — a).

uimpar (I)

“ u(x):‘:’/ bt (b-a)

b+2(0b—a)

a—(b—a

Series de cosenos (condiciones de Neumann homogéneas)

Toda u € L?([a, b]) puede desarrollarse como

oo
2
uz%—i—Zancosn%(a:—a), w::b—ﬁa
n=1
donde
2 b
an_b—a/a cosn%(:r—a) u(z)dz, n>0.

La base de autofunciones usada es

O )
u0—2,un—cos n2x a o1

1 [t b—a
2
ol = § [ dw ="
a
1 b

b
2 2 W, 1 ( 2T _ ) _
||t || —/a cos n2(:5 a)dz = 2/a 1+cosnb_a(3: a))dz 5

con normas al cuadrado
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La serie de cosenos es una fucnién en definida sobre R que es la extension par de
u definida en la forma siguiente: extendemos la funcién u al intervalo [a — (b — a),b] =
[2a — b, a] U [a, b] de forma par, esto es, si z € [a, b] definimos

upar(a — (¢ — a)) = u(z),
y despues se realiza la extensién periddica desde [2a — b, b] a toda la recta. La justicacién

de esto es analoga a la de las series de Fourier en senos. Observamos que las funciones

cos 5% (z — a) consideradas como funciones en R cumplen que
nw nw
cos — (X —a) = cos —(z — a),
2 X=2a—zx 2

lo que lleva a la extensién par, y ademads es periédica con periodo 2(b — a).

Ejemplos

Consideremos la funcién u(z) = e” en el intervalo [0, 1]. Vamos a analizar los tres dife-
rentes desarrollos trigonométricos de Fourier. En primer lugar consideramos el desarrollo
en serie de senos y cosenos y su extension periddica. Después analizamos los desarrollos
en sblo cosenos y en sélo senos y sus extensiones par e impar respectivamente.

1. La serie de Fourier de cosenos y senos
T ao
e’ = 3 + E an cos 2mnx + by, sen 2mnx
n>1
tiene por coeficientes

1 1 1
ap = 2/ e’ cos2mnrdx = 2Re [/ e%mmxdm} =2Re [/ e(I2imm)z 4 4
0 0 0

e(1+2i7rn)z 1
=2Re |——

| zin
2[e — 1]

T 1+4n%n?

1 1 . e(1+2imn)z !
bn:2/ exsen27rnxd:c:2lm[/ e‘”em”md:p} =2Im
0 0

1+2imn
0

= —2mnay,
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La extension periddica de e” tiene como grafica

y los primeros términos de su desarrollo en senos y cosenos son

1 1 1
(€] periodica ~ 2(e — 1) [2 + 15 an2 cos 2w + 151672 cosdrmzx

1 1
+ mcos&m%—mcos&m—k-“

1 2
—A4r(e—1) ll—i-47r2 sen 2wz + T 162 5en Az

3 4
+ 1~|_wsemﬁwx—{—1_i_wsen87rw—l----

Representamos a continuacién la gréfica de la extension periddica de la exponencial
y la de su serie trigonométrica de Fourier truncada a n = 4 (la linea oscilante).
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Se observa que en las discontinuidades de la funcién la serie tiende al valor medio de
los valores a la izquierda y a la derecha de la funcién dada. Ademads vemos que cerca
de estas discontinuidades la serie truncada oscila, la presencia de estas oscilaciones
es el llamado fenémeno de Gibbs, y permanece aunque tomemos mas términos en la
serie.

. Consideramos ahora las serie de sélo cosenos y de sdlo senos,

ag
e’ = 5 + E an, cosmnx, e = g b, sen Tnzx.
n>1 n>1

Se verifica que

1 1 1
an:2/ ezcoswnxdx:2Re{/ exei”mdx] :2Re[/ e(Hi”")””d;p]
0 0 0

e(l—l—iTm)a:
=2Re |——
1+imn 0
~2[(—1)"e —1]
14 7m2n2 7’
1 1 ) e(1+i7rn):v
b, = 2/ e’senmnrdz = 2Im [/ exe””xdx] =2Im | ——
0 0 1 +17mn 0
= —nwa,
La extension par [e”],ar tiene por gréfica
Y
2 |
1
T

en tanto que la extension impar [e"”“]iml;,ar se representa como
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Yy
2,
1-
X
-3 -2 1 2 3
Las respectivas series son
[ex]par ~e—1+ 2{— ﬁ COSTTX + ﬁCOS2T(£IJ
1
1e_|_+97r2 cos3mx + T 16:2 cosdrmx + } ,
1 -1
[e]impar ~ 27 [% senTx — Qﬁ sen 2w
e+1 e—1
+ SW sen 3wx — 4m sendnwx + - - ]

A continuacién mostramos las gréficas de las funciones extendidas —de forma par e
impar— y sus series —en cosenos y senos— truncadas en n = 6. Para [e”],, tenemos

en ella se marca con cruces la serie de Fourier en cosenos truncada a n = 6 y en
linea continua la funcién e* extendida de forma par. Observamos por un lado que es
una buena aproximacién y por otro que en los puntos x = 0,£1,£2,... la tangente
a la serie truncada tiene pendiente nula, esto es la derivada se anula (como debe ser
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ya que la derivada sélo tiene senos que se anulan en estos puntos) a diferencia de la
funcién original en la que la derivada salta de —1 a 1. En tanto que para [e”]impar
tenemos

La linea oscilante representa la serie de Fourier de senos truncada a sexto orden.
Debemos notar que en los puntos conflictivos 0,4+1,£2,... la discrepancia entre
funcién y serie truncada es notable. Por ejemplo, en x = 0 la funcién original tiene
un salto discontinuo de 2 unidades en tanto que la serie se anula, como debe ser.
Estos fenémenos son debidos a que la funcién elegida no cumple los requisitos de
contorno, aunque sin embargo en el interior la serie de Fourier converge a la extensién
dada.

4.3. Convergencia de series de Fourier

Tratamos ahora el problema de la convergencia de las series de Fourier de una funcién
u(x). Como ya sabemos para cualquier funcion u € L*([a,b]) sus series de Fourier en
exponenciales, en senos y cosenos, en solo senos y en soélo cosenos converge en media.

Mids ann, si la funcién es diferenciable y satisface la condiciones de contorno adecuadas
(periédicas, Dirichlet homogéneas o Neumann homogéneas) las correspondientes series
convergen uniformemente (y por tanto también puntualmente) a la funcién u. Una cuestién
fundamental es saber cudndo las series de una funcién general u € L*([a,b]) convergen
puntualmente y cudl es la relacién entre la funcién limite y la funcién w. Una clase de
funciones para la que podemos dar respuestas muy precisas a estas cuestiones es la siguiente

Definicién 4.3.1. Una funcién u = u(x) es C! a trozos en un intervalo [a,b] cuando
existe una particion a = c; < cg < ... < cpy = b de[a,b] tal queVi=1,..., M —1, tanto u
como su derivada primera u' son continuas en los subintervalos (c;,c;v1) y tienen limites
laterales finitos en los extremos ¢; y ciy1.

Por ejemplo, analizar la convergencia puntual de la serie de senos y cosenos de una
funcién u € L?([a, b]) consiste en averiguar para que puntos = € R existe el limite

lim Sy (u,x),
N—o00
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donde Sy (u,z) denota la suma parcial N-ésima de la serie de senos y cosenos
a N
0
Sn(u,x) = 5 + zjl [an cos nwx + by, sen nw:c} .
n=

y determinar su relacién con el valor de u en x. Una respuesta de gran interés practico es
el siguiente teorema

Teorema 4.3.2 (Dirichlet (1829)). Si u(x) es una funcion C* a trozos en [a,b] entonces
sus series de Fourier convergen puntualmente en todo punto x € R y su limite es igual a

uext(x + 0+) + uext(x -+ 07)
2 9

donde ueyt, denota la correspondiente extension (periddica, par o impar) de u a todo R y

Uesct (z + 0F) := glg% Uext (T £ |€]).

Este resultado resuelve completamente el problema de la convergencia puntual de las series
de Fourier para la clase de funciones del enunciado. Basicamente sélo necesitamos conocer
la extensién a R de la funcién v = u(z) y aplicar las siguientes consecuencias del teorema
de Dirichlet

1) Si z es un punto de continuidad de ueyx; entonces ambos limites eyt ( + Oi) coinciden
con Uext (), asi que la serie de Fourier correspondiente converge puntualmente a tey.

2) Si x es un punto de discontinuidad de eyt los dos limites eyt (2 4+ 0F) son diferentes y
constituyen dos candidatos igualmente atractivos para el limite puntual de la serie
de Fourier. La serie toma en este caso una decisiéon salomonica y decide converger
puntualmente a la semisuma de estos dos limites.

Ejemplo Sea la funcién

T 0<x<m

4 = =/,
U(l’)—{ T T<ax<0
47 - :

Consideremos su correspondiente desarrollo de Fourier en exponenciales. Teniendo en cuen-
ta que en este caso b —a =21, w =1

u(x) = Z cnet™,
n=—oo
1 [~ ) 0, si n es par,
Cn = — u(z)e”"™dr =4 1 ) )
2 J_, ——, sin esimpar.
2in
Por tanto . ) . )
u(z) = E[eix—l—gew“—k...] +E[—e*ix—§e’i3x—...},
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que agrupando términos queda en la forma

1 2 sen(2n + 1)z
u(x) =senz + 5 sen 3z + ngzo 1 1

Esta es la serie de Fourier de senos y cosenos de v en el intervalo [—7, 7] (los términos
en los cosenos tienen coeficiente cero). La gréfica de la funcién y de la suma parcial de la
serie de Fourier para N = 40 son

0,5 1

N
U\/

La funcién u es C! a trozos en [—m, 7] asf que su serie de Fourier debe verificar las pro-
piedades que asegura el teorema de Dirichlet. Podemos comprobar directamente algunas
de tales propiedades. Tomemos los puntos x = 0, £x. En ellos todos los senos de la serie
se anulan, luego la suma de la serie converge puntualmente en x = 0, 7 al valor cero, que
es precisamente el valor que toma la extensién periddica

Uexct (T + 0) + Uext(z +07)
2 )

en tales puntos.

. T . .
Observemos que la convergencia puntual para x = 5 implica

n

4 2n+1"
n=0

4.4. Transformada de Fourier

4.4.1. Definicion de la transformada de Fourier

La transformada de Fourier de una funcién u = u(x) puede describirse como un desa-
rrollo de u en autofunciones del operador

Lu = —1iDu,
cuando el dominio de L es de la forma
D:={uecL*R)[)C®[R): Luc L*R)}.

Adviértase que la definicién de D estd motivada por el hecho de que al considerar funciones
u definidas sobre toda la recta, no estd asegurado que u € L?(R) cuando u € C™, por lo
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que tenemos que exigir que u pertenezca a ambos espacios. Por otro lado también debemos
exigir que Lu € L?(R) para que L constituya una aplicaciéon D — L?(R). Lo especial de
este dominio es que, a pesar de que L es simétrico en él, no existen autofunciones de L en
D. Esto es claro ya que

Lu = \u,

implica

pero tales funciones no estdan en L(R) ya que

+o0 +oo
/ lu?dx = |c|2/ e 2Nz g — 0.
—0o0 —0o0

Sin embargo, vamos a mostrar que un subconjunto de estas autofunciones
B := {ep(x) :=e* /21 : k€ R},

permite desarrollar todas las funciones u € L?(R). El desarrollo ahora no serd una serie,
sino una integral. De hecho la base B de funciones del desarrollo no es un conjunto discreto,
ya que posee tantos elementos e, k € R como el conjunto de los niimeros reales.

Para introducir este nuevo desarrollo partimos de la serie de Fourier de exponenciales
de una funcién u € L?([a, b])

2 ch 1lcn:r:7 V27T —1knac d
T

ne”L

donde hemos cambiado la expresiéon que utilizabamos de los coeficientes ¢, en un factor

271 y denotamos
2

b—a
Nuestra idea es escribir esta suma en la forma de suma de Riemann de una integral respecto
de la variable k. En este sentido tenemos que

kn :=wn, w:=

u(z) \/ﬂ Z Jel ke A (4.3)
neZ

siendo

Ak = Epy1 — kn = w,
(4.4)

c(ky) == e FnTy(z)da.

m=vm )

Si realizamos el limite
a— —o0, b— +oo,

obsérvese que Ak — 0 y que tenemos
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Este es el desarrollo de u en las autofunciones eg(z). La funcién ¢ = ¢(k) juega el papel de
coeficientes del desarrollo . Toda la informacién de la funcién primitiva v = u(x) queda
codificada en la nueva funcién ¢ = ¢(k). La nomenclatura y notacién usual para este
desarrollo son

c(k) =: F(u), transformada de Fourier de w.

u(z) =: F~Y(¢c), transformada de Fourier inversa de ¢

La transformada de Fourier aparece de este modo como un limite continuo del concepto
de desarrollo en serie de Fourier.

Consideramos ahora la extension n-dimensional de la transformada de Fourier. Deno-
taremos
xr = (1'071'1, ceey xn_l) € Rn, k= (ko, ki,..., kn—l) S an

k-x=x-k=xoko+ -+ xpn_1kn_1.

La transformacién de Fourier para funciones de n variables se define como sigue

1 .
u(z) = e*Te(k)d" k = F1(c), transformada inversa de Fourier de ¢
(2m)"/2 Jgn
1 .
c(k) = e FTy(z)d" x =: F(u), transformada de Fourier de u.
(2m)"/2 Jgn

Un problema bésico es saber cuando existe la transformada de Fourier de una funcién.
Algunos resultados importantes son los siguientes

Teorema 4.4.1. Si el valor absoluto de u(x) es integrable, esto es si

/ lu(z)]d" = < oo,

entonces su transformada de Fourier F(u) existe y es una funcion continua en todo R™.

Sin embargo el espacio de funciones con valor absoluto integrable no queda invariante
bajo la transformada de Fourier. Es decir, existen funciones con valor absoluto integrable
cuya transformada de Fourier tiene un valor absoluto no integrable. En este sentido el
espacio L2(R") es més apropiado ya que se verifica

Teorema 4.4.2. Si u(z) es de cuadrado integrable (u € L*(R™)), esto es si

/n lu(z)]*d" z < oo,

entonces su transformada de Fourier F(u) existe y es también una funcion de cuadrado
integrable. Ademds, la transformada de Fourier define una aplicacion lineal biyectiva

F:L*R") - L*(R")
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que conserva el producto escalar
(Fu,Fv) = (u,v), Yu,v € L*R").

La inversa de la transformada de Fourier es lo que hemos definido como transformacion
de Fourier inversa.

Hay que advertir que la integral impropia que acompana a la operacién de transfor-
mada de Fourier sobre elementos de L?(R™) hay que efectuarla en un sentido diferente del
habitual. En concreto, se define como

{ — 1 —ikx n
c(k) = lim cr(k), cgr(k):= e /|x<Re Koy (z) d°

R—o00

donde la operacion de limite es la asociada a la convergencia en media

lfm lc(k) — cr(k)[*d™ k = 0.

Otro espacio de funciones en el que la transformada de Fourier posee importantes
propiedades es el espacio de Schwartz

$(R™) := {u € C*®°(R") : sup (z*D"u) < oo,Va, € .},
z€eR™

de funciones test o de decrecimiento rapido en el infinito. Estamos usando la notacién

o, 00,01 Qn—1
x .—-xo €y ...xn_l.

Este espacio estd contenido en L?(R™).

Teorema 4.4.3. Si u = u(x) pertenece a S(R™), entonces su transformada de Fourier
existe y es también una funcion de S(R™). Ademds la transformada de Fourier define una
aplicacion lineal biyectiva

F: S(R") — S(R™).

Veamos a continuacién algunos ejemplos de cdlculo de transformadas de Fourier de
funciones de una sola variable.

Ejemplos
i) Dada la funcién

1 sizé€[—a,al,
u(z) =
0 en el resto,

su transformada de Fourier se calcula facilmente

1 e—ikx

1 o0 : 1 @ :
ck) = — e kT (x dx:/ PRLLLY, P ————
(k) Vor /oo (@) Vor J_a Vor ik

Representamos a continuacién estd transformacion
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1 u(x)
|
\ x
-3 -2 -1 1 2 3
F
3;"\\
21| <o)
1
\ “‘ ‘ A k
-3 -2 =1/ /1 2 3

ii) Sea la funcién

—axr 0
u(a:):{e x>0,

0 en el resto,
donde a > 0. La transformada es
1 . 1 . 1 _ 1 e—(atik)z|™
clk) = —— eflkxu ) = / eflkzefax _ / ef(a+1k)x - = :
(k) Tw/R @) =72 |, V2r Jo Var (a+ik) |
1 a-—1ik

V2r a? + k2

iii) La funcién lorentziana tiene la forma

Su transformada

se calcula con técnicas de variable compleja. Sea f(z) = e~ %2 /(22 4 a?) y 7 la recta
real orientada de izquierda a derecha. Vamos a computar f7 f(2) d z usando residuos.
Las singularidades de f son dos polos simples en z = +ia, alli los residuos de f(z)
son: Res,—+iq(f(2)) = et /(2ia). Cuando k > 0 la integral es el limite cuando
R — oo de la integral al semi-circulo inferior centrado en el origen de radio R. En tan-
to que si k < 0 se selecciona el semi-circulo superior. Por tanto, en cada situacién con-
tribuye tan sélo un polo en la formula fy f(2)dz=2mi3") ol simple ReSz=p(f(2)).

y el resultado es
— | —alk|
c(k) =4/ 5g ¢ .
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/// Eln \ygx)
~ ) x
-3 -2 -1 1 2 3
F
3A
A\
/21 Nelk)
/ 1 \
-3 -2 -1 1 2 3

4.4.2. Propiedades de la transformada de Fourier

Bajo condiciones apropiadas sobre las funciones (por ejemplo si estas pertenecen al
espacio de Schwartz) la transformada de Fourier tiene una serie de propiedades bésicas
que a continuacién desglosamos. En este primer cuadro recogemos las propiedades més
inmediatas

wi(z) - ei(k), i=1,2
J
Alul(a;) + AQ'LLQ(I') i) /\101(k) -+ )\QCQ(k), VA1, X € C

u(x) N c(k) = u(x + a) N etkac(k)

iif)
w(@) - (k) = e Tu(z) - c(k — 0)

iv) Si A € My (R) es una matriz invertible entonces

1
det A

u(z) N c(k) = u(Azx) 7, C(Aflk:)

w(@) L e(k) = a(z) - e(—k)
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La segunda serie de propiedades, que requieren un mayor andlisis , la exponemos a
continuaciéon. Usaremos la notacién Dy, D para denotar los operadores de derivacion
multiple D% con respecto a las variables x 6 k, respectivamente. Introducimos también la
operacién de convolucion de dos funciones v y v como sigue

(weo)@)i= [ ae =o'y = [ u@pi-pd'y,

Proposicién 4.4.4. i)

| F(D3(u) = (1k)*F(u).

ii)

F(®(u) = (i D) F(u).

iii)

Fluxv) = (20)"2F(u)F(v).

iv) Identidad de Parseval:

/ ()2 d” o :/ (k)2 d" k.
Demostracion. i) En primer lugar tenemos
g(%) _ / e*ik'xal d" x
ox; (27)"/2 Jgn 0x;

2
_ —ikx
CORE /Rn_l [e u(@)
— / (—iki)efik'mu(x) dazi} dzy...dzi_1dziy - -day,

— 00

o0

T;=—00

en donde hemos integrado por partes. Si u € $(R™) se cumple que

luego por tanto obtenemos

9(3&) = i kT (u).

Por ello,

aa() aanfl
= (ikn)® ... (i an—1
( 5 G w) = (ko) - (ihin-1)™ ' F ().
de donde por linealidad se infiere la propiedad buscada.

ii) Comenzamos observando que

) e . 1 O™ R ry(x)) L,
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Si u € §(R™) podemos extraer la derivada con respecto al pardmetro k; fuera de la
integral y escribir

0 F(u).

F(ziu) =1 Ok

Por ello,

Jd \ oo 0 an—1
aQ On—1 f— ] ——— o« e 1
Flag® ... x,"'u) = (1(%0) (lﬁkn_l) F(u)
y por linealidad se obtiene el resultado deseado.

iii) Escribamos la transformada de una convolucién

1 ik
Fuxv) = (QTF)”/Q/RRG ! x[/nu(y)v(x—y)d"y} d" z.
Dado que u, v € §(R™) la integral miltiple es independiente del orden en que hagamos

las integrales sobre cada variable. Por tanto podemos escribir

1

?(u*v)zw

[ e g dyda,
R xR"™
que con el cambio de variables

r=&§+n, y=mn,
se transforma en

1

?(U*U)ZW

/ e R EMy(o(n) d €A™ n = (20)2F (u)F(v),
R7™ xR™

como queriamos demostrar.

iv) El producto escalar en L?(R") de u,v € §(R") se puede escribir como

(o) = [ alyoly)dy = Paso)(0)

donde Pu(xz) = u(—z). Por ello, utilizando el resultado de iii) tenemos

(u,v) = [F7H(F(Pu)F(v)))(0),

esto es

(UJOZi/néh%iMd“ﬁdnk

donde ¢, d son las transformadas Fourier de u, v, respectivamente. Por tanto,

=0

/ a(e)o(e) d" e = / e(kyd(k) ",

y en particular, para u = v se obtiene la identidad de Parseval.
O

Aunque en las anteriores demostraciones nos hemos cefiido a funciones de decrecimiento
rapido, estas propiedades son validas en situaciones mas generales.
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Ejemplos

i) En primer lugar vamos a calcular la transformada de Fourier de la funcién gaussiana
de una variable
2.2
u(z)=e 4", a>0.

En primer lugar, si derivamos esta funcién se obtiene
Dyu(z) = —2a%zu(z),

Aplicando la transformada de Fourier a ambos miembros de esta ecuacion, y te-
niendo en cuenta las propiedades i) y ii) que hemos demostrado, deducimos que la
transformada c(k) de la funcién u(x) satisface

Dye(k) = —ﬁkc(k).

Integrando esta ecuacién diferencial deducimos que

12

c(k) = c(0)e” 1aZ.
Por otra parte, de la definicién de transformada de Fourier

2.2

0 71 e d 71 o G
c(0) = u(x)dz = e x
( ) V2T /_oo ( ) v 2T /_oo
1 /“’O a2 1
= — e der = ——=

2ma J—oo a\/il
Por tanto
1 _ %
clk) = ——e 12
av'?2

Es decir, la transformada de una gaussiana es de nuevo una gaussiana, como se
representa en las siguientes graficas.

‘)h—*<

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

ii) Consideremos ahora la transformada de Fourier de la funcién gaussiana en n variables

u(x) =e” nio Aijziz; /2
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donde A = (A4;j) es una matriz simétrica (A = A") y definida positiva ((z, Az) >
0,Vx # 0)). Tomando derivadas parciales con respecto a x; obtenemos

8:1:1 ( Z Aijj )

Por tanto, utilizando las propiedades i) y ii), encontramos que

1
ikic(k) = =) Ayji ;}j,
7=0 /

y por tanto

n—1

;:j =[N k)e.

=0

Esta EDP de primer orden tiene por soluciéon
o(k) = c(0)eXrimo(A Niikiki/2,

Observemos que

1 _snoloA
C(O) = W /Rn e i,j=0 i TiTi/2 d" «

Al ser A simétrica y definida positiva, se puede factorizar como A = OAO" donde O
es ortogonal y A = diag(Xo, ..., An—1) es la matriz diagonal de autovalores de A, con
X\i>0,i=0,...,n— 1. Por ello, tras el cambio de coordenadas z — & = O~ 'z, de
jacobiano 1 (como O es una matriz ortogonal se tiene |det O] = 1), ¢(0) se expresa

Ccomo
1 2 [2
- = —NZ7 /2 4 —:L‘
C(O) (27T)n/2 E)/]Re dwz n/2 H /

Por tanto, como det A = Ay - - - A\, obtenemos

1
vdet A

c(0) =

con lo que
o(k) = o~ XA ikl /2,
(2m)™ det A

Por ejemplo, la transformada de Fourier de

u(wy, wg) = e~ (@iteirmze)
es )
2 2
c k?l,kg _ 76—(k1+k2—k1k2)/3'
( ) V3
Ahora A = (% %), detA=3y A~ = (_21/?3 7;/;’) y autovalores \; = 1,9 = 3. A
continuacién representamos esta transformacion
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ii) Calculamos ahora la transformada de

T1T2T3 X1, %2,23 € [—a,al,

U(xl, X2, .’L'3) =
0 en el resto.

En primer lugar observemos que la transformada de Fourier en R? de

1 21,292,235 € [~a,a],
'U(xla L2, .’L'S) = 0 en el resto

ﬁ 1 /“ o ik gy, | 8 senak sen aky sen aks
Pl (2m)t/2 J_, oV Ky ko ks

y como u(xy, xe,x3) = r1x223v(21, X2, x3) debemos tener que

c(ki, k k)—iiiiii Esenaklsenakgsenakg,
1,82, R3) = Ok Oky ks \ m Ik kg ks

es

Asi pues
. | 8 Olsenaky)/k1]| dlsen aks/ks| Olsen aks/ks
bk = - 5[ 2k ek Dcnaly )
. | 8 rakycosak; — senaky ] raks cos aks — sen ako
- F[ K2 Il 2 }
N [akg cos aks — sen akg}
3
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iii) Para calcular la transformada de Fourier de
u(z) = (v — I)Qe_(IH)Q.
desarrollamos (z — 1)2:
u(z) = (22 — 2z + 1)e_($+1)2,

y como sabemos que

—k2/4
—(z41)2 F eike /

H —_—,
V2

[§]

obtenemos

42

4.5. Ejercicios
4.5.1. Ejercicios resueltos

1. Si u(x) es solucién de la ecuacién de Poisson

Au=p, xcR3

. 1 ik
P“"):W/RSP(@G ke d g

es la transformada de Fourier de la funcién p(x), entonces la transformada de Fourier
@ de u verifica |k[?0(k) + p(k) = 0

Resolucion Realizando la transformada Fourier de la ecuacién de Poisson tenemos
F(Au) = p,
recordando que ik;F(u) = F(Dg,u) obtenemos
F(Au) = (k1) + (1he)? + (1hs)?] i = — [k
que es el resultado senalado.

2. Determinar el valor en z = 0 de la serie de Fourier en senos y cosenos de la funcion

senx

u(z) = —1<z<1.

) — f—

|z]
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Resolucién La funcién u(x) no es continua en el origen, sus limites laterales son
lim,_,o+ u(z) = +1, y por ello su semisuma es (u™ + u~)/2 = 0. Recordando el

teorema de Dirichlet concluimos que la serie converge puntualmente a 0 en el 0.

3. Determinar la transformada de Fourier en R2

1 .
/ u(x,y)e MR dady,
RQ

C(k1, kg) = W

de la funcién ,
u(z,y) = (z+y)e ™

Ayuda: [* e ekrdy = |\ fre—k/4,
Resolucion En primer lugar debemos tener en cuenta que

F(u) = i(Dyg, + Dy, )F(e > 1),

En segundo lugar que

—z?=[yly — 1 —2?~|yl| ,—i(k1z+kay) _ 1 —a? —ikiz 1
F(e )= 5 /RQe e dzdy [(2W)1/2/Re e dx][(%)w

- 1 Ylo=1k2y 4y,
2\/7?e Re ¢ Y

Por 1ltimo,

/ —lylo—ikay g /0 (1—ik2)y q _|_/OO —(1+ik2)y g L + 1 2
(&3 (&3 — (&) e = — .
" L LA V=1 0k, " 14iky 1+ K2

Por todo ello,

1 2 1
Fle ™ Wy = —eM/MA_—
VT 1+ k3

y finalmente

i e ki/4

ko 2k
_ﬁ1+k§<2 +1+k§)‘

F(u) =

4.5.2. Ejercicios propuestos

1. Desarrollar en serie de Fourier de senos la funcién:

en el intervalo [0,]. Analizar si se puede derivar el desarrollo término a término.
Determinar tambien el desarrollo en cosenos de esta funcién.

2. Sea la funcién
u(z) = .

1) Hallar su desarrollo en senos sobre el intervalo [0, [].
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2) Hallar su desarrollo en cosenos sobre el intervalo [0, ].

3) Hallar su desarrollo en senos y cosenos sobre el intervalo [, ].

3. Determinar la serie de Fourier de senos y cosenos de la funcién:

0 si-1<2<0
u@) =9, Go<w<1

Determinar el valor que toma la serie en x = 1.

4. Determinar la serie de Fourier de senos y cosenos de la funcién:
u(z) = exp(iz),

sobre el intervalo [0, 7].

5. Determinar la serie de Fourier de senos y cosenos de la funcién:

1 si—-2<z<0
u(z) =
rz si0<x<2

Determinar el valor que toma la serie en z = 0.

6. Determinar las transformadas de Fourier de las funciones

1 1
z si—a<z<a, _senax
3) u(z)= { 0 en el resto, 4 ul@) = x aeR,.
5) u(z) = (z® + 1) exp(—az?), a >0, 6) wu(x)= L, aeR.
2% + a?

7. Determinar la transformada de Fourier de la funcién:

1 si—a<z<ay-b<y<bd
0 en el resto.

u(z,y) = {

8. Considerar la transformada de Fourier
o(F) = ;ﬂ///R exp(—if - ) u(Z) d2 .
de una funcién u = u(7) definida sobre el plano ¥ € R2.
1) Escribir la integral que define C(E) en términos de coordenadas polares.
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2) Determinar la transformada de Fourier de la funcién

y si T estd en el primer cuadrante y |Z] < 1

u(z,y) =
0 en el resto de R?

(Ayuda: Tomar el eje X en la direccién y sentido del vector E)

. Determinar la transformada de Fourier

o(F) = (2;)3/2///@ exp(—if - 7) u(F) & 2.

—ar

de la funcién

u(f):6 , a>0,

siendo r = |7|, ¥ € R3. (Ayuda: Tomar el eje Z en la direccién y sentido del vector

—

k. Utilizar coordenadas esféricas.)
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CAPITULO 5

Métodos de desarrollo en
autofunciones

5.1. El método de desarrollo en autofunciones (MDA)

Este método es una herramienta cldsica para resolver problemas de contorno y/o de
condiciones iniciales de tipo lineal. Se aplica en situaciones en que las ecuaciones son
inhomogeneas y se basa en el uso de desarrollos en conjuntos completos de autofunciones
de uno de los operadores que aparecen en la EDP correspondiente.

5.1.1. El MDA en problemas inhomogéneos

El MDA puede aplicarse a problemas inhomogéneos del tipo

Au+Bu=f, x€Q,
ai(u) =g;, i=1,...,r
bj(u):(), jZl,...,S.

donde z = (zg,x) con = (z1,...,Ty—1) varfan sobre un dominio 2 = I x Q
g €1, x €y,

siendo I un intervalo abierto de R y €y un abierto de R”~!. La EDP y las condiciones de
contorno y/o iniciales deben verificar:

1. La EDP es de la forma

A(xo;gi(])u—i—B(wl,...,xn1;8(21,...,8;21

)u = f(2). (5.1)

2. El sistema de condiciones de contorno y/o iniciales consta de dos sub-sistemas. Uno
de ellos estéd formado por condiciones de tipo inhomogéneo

ai(u) = gi(x), i=1,...,7 (5.2)
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y contiene operadores a; que operan solo sobre la variable xy, mientras que
el otro estd formado por condiciones homogoéneas

bj(u)=0, j=1,...,s, (5.3)

tales que los operadores b; operan solo sobre las variables (x1,...,2,-1).

3. Los términos inhomogéneos f y g; del problema admiten desarrollos de la forma

{fm:zmmmmmw

gl(w) = Zm Cimwm(m), 1=1,...,m,

en un conjunto de autofunciones del operador B

’me = AmWm,

que satisfacen las condiciones de contorno homogéneas

bj(wm) =0, j=1,...,s.

La tercera de las condiciones anteriores es la mas exigente. El caso tipico en que se cumple
es cuando el operador B simétrico sobre el dominio

D={weC®):bj(w)=0, j=1,...,s}, (5.4)

en un espacio L%(ﬁo). Esta es la razon de la importancia de los operadores simétricos en
la teoria de las EDP lineales.

Supuesto que se cumplen las tres condiciones enunciadas, el MDA se aplica mediante
el siguiente proceso:

1. Se busca una solucion del problema en forma de un desarrollo en serie en autofun-
ciones

w(@) = v (20)wm (). (5.5)

m

Las incognitas son entonces los coeficientes vy, (zo) de la serie.

2. Dado que el operador A solo actia sobre la variable xg y es un operador lineal, es
de esperar bajo condiciones de regularidad favorables que

Au(z) = A(Z Um (o) wm () = Z(Avm)(xg)wm(cc).

m

De la misma forma como el operador B solo actia sobre las variable x1,...,z,-1 ¥y
es un operador lineal, es de esperar bajo condiciones de regularidad favorables que

Bu(x) = B(Y_ tm(20)wm(@)) = 3 vin (20) (Buwm) (@) = 3 vin(20) Ao (@),

donde hemos usado que Bwy, = ApwWm. Si utilizamos ademads el desarrollo de la
funcién f

F@) = 3 Fn(eo)wm (@),
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La EDP se reduce a
D (Avm) (o) wm () + Z)\mvm T0) W (T me 20)Wm ().

m

Identificando ahora los coeficientes de las funciones wy, (x) se obtiene
’Avm + AMnUm = fm- ‘ (5.6)

Cada coeficiente v,, sera entonces una solucion de esta ecuacién diferencial ordinaria.

. Para que la solucién en forma de serie u(z) verifique las condiciones

ai(u) =g, i1=1,...,r

bj(U)ZO, j:1,...,8
procedemos de forma similar. En primer lugar como los operadores de frontera a;
solo actian sobre la variable zg

ai(v) = a;i(D>_ vm(zo)wm () = a;(vm)wm (@),

asi que usando los desarrollos de las funciones g;
x) = g CimWm (),
m
las condiciones a;(u) = g; se expresan como

Z @i (U)W (x) = Z CimWm, ()

Identificando los coeficientes de las funciones wy, () obtenemos que cada coeficien-
te vy, , ademds de ser solucién de la ecuacién ordinaria (5.6)), debe satisfacer las
condiciones

a;i(Um) = Cim 1= 1,...,7“.‘ (5.7)

En este punto se acaban las condiciones que debemos imponer a nuestra solucién en
forma de serie u(z) pues las condiciones bj(u) = 0 se cumplen automticamente dado

que
= bj(z Vm (T0)wm (x)) = va(370)bj(wm)($)) =0,

donde hemos usado el hecho de que, por la definicién de las autofunciones wy, (x)),
se tiene que bj(wym,) =0 para j =1,...,s.

. El método que acabamos de ver admite una generalizacién natural al caso en que
los desarrollos en autofunciones de los datos f y g; sean combinaciones lineales ge-
neralizadas de autofunciones del operador B, que utilicen operaciones de integracién
como la transformada de Fourier. En tales situaciones se busca una solucién u en la
forma de un desarrollo del mismo tipo, se sustituye en y y se identifican
los coeficientes en los desarrollos obtenidos para obtener ecuaciones anélogas a ([5.6))

y (7).

. Las hipotesis sobre la existencia de desarrollos de las funciones f y g; en autofunciones
de B siempre se cumple cuando el conjunto de autofunciones de B es completo, lo
cual es cierto para amplias clases de operadores simétricos vistos en el capitulo
anterior.
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Un ejemplo en dos dimensiones
Sea el siguiente problema con la ecuacién de Laplace sobre un rectangulo
o o
ox?  0y?
U(Oa y) =0, u<a7 y) =0, (58)
u(z,0) = sen @, u(z,b) = 0.
a

=0,0<z<a 0<y<b,

Este problema describe la distribucién estacionaria de la temperatura en una placa [0, a] x
[0,b], con todos sus lados a temperatura nula salvo uno que tiene una distribucién de
temperatura tipo seno. El problema espectral es

—Wap = N,
w’mzo = 07
W|z=q = 0.
tiene como solucién
n?m? nwT
An = R wp () =sen——, n= 1,2,....

Aplicando el MDA desarrollamos la solucién en la forma

nnx

u(z,y) = Z vn(y) sen —
n=1

a

. . ‘ . T .
como en las inhomogeneidades sélo aparece el término sen —, buscamos nuestra solucion
a

en la forma
T

u(z,y) = v(y) sen —

La funcién v estd determinada por

T

v = ﬁv,
Uly=0 =1,
U|y:b =0.

La solucién es de la forma

donde
A+B=1,
Aea + Be a =0
La solucién de este sistema es
b
e Ta e"a
- 5 B= b
2 senh (b 2 senh T

y asi la solucion serd

senh 7(b — y) T
u(z,y) = T eenh T SR
a

METODOS MATEMATICOS 11



§5.2] El MDA en problemas con condiciones iniciales y de contorno

La grafica para esta distribucién de temperatura en una placa con a = 7, b = 27 es

2004

o

5.2. El MDA en problemas con condiciones iniciales y de
contorno

Una de las situaciones mas frecuentes en que se utiliza el MDA es en problemas del
tipo siguiente

1. La EDP es una ecuacién de evolucién de la forma

oy 9 9
Blzy, . wm i —— ... =2 Vu= f(z)
o (:”1’ »Tn—15 5 8wn_1)u f(z)

a

con a € C.

2. La solucién debe satisfacer r condiciones iniciales

o'u )
57 (to,x) = gi(x), i=1,...,r

asi como un conjunto de condiciones de frontera
bj(u) =hj(z), j=1,...,s,
con operadores b; que operan s6lo sobre las variables (z1,...,Zp—1).
En este caso el operador A es
Au = vl
y las condiciones a;(u) = g; son
i
%(to,m) =gi(xz), i=1,...,r
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Ejemplos

1. Consideramos ahora un problema de condiciones iniciales y de contorno para la
ecuacién de Schrodinger

. h?
1huy = —g, Uex T V(z)u, z € (a,b), t>0,

ul,_o = 9(2),
u’x:a = 0’
u‘x:b = O’

que describe la evolucién de una particula cudntica encerrada en el segmento (a,b)
sujeta al potencial V' (z). Introduciendo el operador diferencial, conocido como ha-

miltoniano cudntico,
2

Hu := — g, Uas +V(z)u

la ecuacion de Schrodinger se lee como
—ihus+ Hu = 0.

El método de desarrollo en autofunciones se basa en este caso en el problema de
autovalores

Suponiendo que {A,}n=12,.. es el conjunto de sus autovalores con autofunciones
asociadas {wn(x)n}n:1727_,_ buscamos soluciones de la forma

o0

u(@) = vn(t)wn(z)

n=1

que cuando se introducen en la ecuacion de Schrodinger

i ( - ihddqu” (t) + )\nvn(t)>wn(ar) —0,

n=

conducen a

d v,
dt

RS () 4 A () = 0

cuya solucién es
_i2n
Up(t) = ane” WL
Si ahora asumimos que la condiciéon inicial posee el desarrollo

o0

g(x) = Z Cnwn (T),

n=1
concluimos que a,, = ¢, y por ello la solucién a nuestro problema es

o0

u(t,z) = Z cpe ! ATntwn(x).

n=1

Vamos a concretar este esquema con los dos ejemplos siguientes:
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» Estudiemos ahora

2

ihu = —:—mum, xz € (0,1), t >0,

s T
u‘ _, =2sen—x —sen3—ux,
=0 l l

Esto es, una particula cudntica libre confinada en el segmento (0, ). El problema
de autovalores es el ya bien conocido

ﬁ2

—%wm = )\w,

{’w}xZO 0,
w’;c:l = O’
con autovalores
h2 n2x2
n = 5 " 19 n=1,2,...
om 1?2

y correspondientes autofunciones dadas por
nm
wp () =sen—-1, n= 1,2,....

Por tanto, la condicion inicial ya estd desarrollada en autofunciones y asi obte-
nemos para el estado de la particula

[ hoor?y

2
s _hom T _
2n 2 —gen3—x e 2m 12

u(t,z) = 2sen %x e !

A continuacién presentamos la grafica espacio-temporal para la densidad de
probabilidad
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= Seguimos con el caso libre aunque cambiamos las condiciones de contorno tipo
Dirichlet por condiciones peridédicas. Asi el problema de condiciones iniciales y
contorno a resolver es

ﬁ2
iﬁUt = _%UICIH S (07l), t> 0,
. 2 61
u‘t:o =2i—2cos —zx + 7sen —uz,

l l
{u|a¢:0 = u}m:l’
uI'm:O = ux‘

="

El problema de autovalores es también familiar

ﬁ2
_%wmﬁ = A\w,
{w‘az[) w‘x*l’
wx‘z:O wx‘z—l

con autovalores (todos dobles salvo el cero que es simple)
_ B? 4AnPr?
C2m 27

y correspondientes autofunciones dadas por

An n=0,1,2,...

— 1, wtP (@) = cos "2, wl) (z) = sen 2T
{wo(fc) 1, wy,™(z) = cos ;b Wn (z) = sen I :E}n:l,z,...'
(+) (=)

En la condicién inicial intervienen las autofunciones wg, w; ’ y ws ’. Por tanto,

. 2 _jhar? 6w  _j_n ser?
u(t,x)=21—2(:057xe Pam gz +7sen7xe Pam o2

2. Analizamos ahora un problema de condiciones iniciales para la ecuacién del calor

con condiciones de frontera periddicas. El problema es

Ut = Ugg, T € (Ovl>7 t>0,

“‘t:o = l%xS - %952 +z,
u’x:O - u|m=l’
ul‘m:O - ul’}x:l

Nos detenemos un momento para discutir la consistencia entre la condicion inicial
y las condiciones de frontera. Si g(x) = ax® + bz? + x y exigimos que g(0) = g(I) y
d'(0) = ¢'(I) nos conducen a las condiciones
al> +bl+ ¢ =0,
3al + 2b = 0,

que fija una familia uni-paramétrica de soluciones a, b, c. Una posible eleccion es la
dada por nuestra condicién inicial. El problema de autovalores es
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que como sabemos tiene como autovalores

y autofunciones
wp(z) = e ",

Para aplicar el método de desarrollo en autofunciones tenemos que determinar la

serie de Fourier
nez

con

l
cn:/ g(x)e " d .
L Jo

Como nuestra g es un polinomio, usaremos las integrales

ii(lm — mIm_Ln) n # 0,
nw

l
. m_—inwze .
I .—/0 z'e dx = jm+1

=0.
m—+1 "

En la primera identidad se ha utilizado el método de integracién por partes. Facil-
mente se concluye que
0 n=0
]O,n = { ’

I n#0.

Ello nos lleva a que

l2
— n =20,
Il,n—
i— n#0,
nw
y esto a su vez a
3 0
P n = ,
IQ,n 3
12 N 21 40
— n
nw n2w? ’
y por ultimo a
l4
— n =20,
I 4
n
’ B N 32 . 6l 40
i—t = —-i——= n .
nw n2w? n3w3
Por tanto, la serie de Fourier de nuestra condicién es
25 3.0 1(2z4 3z3+z2
' —-x'+r=-|5——-7+—
12 l I\i24 13 2
2/ 13 3% . 6l 3. 17 2 N
+Z ﬁ(lm—i_n%ﬂ_1n3w3>_7(la+n2w2)+lm ¢ )
n#0
24 X1
= 9 3 ?Sennwx.
[Pw =n
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Buscamos entonces una solucién de la forma
o0
u(t,z) = Z vp (t) sen nwz
n=1

que implica

U, = Ann,
24 1
0= g

y por ello
24 1 _ 2.2
) = g

Finalmente la solucién es

u(t,r) = =——= Y —e " “sennwz.

Dado el rapido decrecimiento de los coeficientes v, en n y t la representacion grafica se
consigue con un buen grado de aproximacion con una suma parcial de pocos términos,
a continuacion mostramos la representacién espacio-temporal de esta evolucién para

I =1 y una suma parcial a 15 términos

0.1

1

3. Estudiamos ahora la ecuaciéon de ondas y el problema

'uttzum, S (—1,1), t>0,
ult:o =z(z? - 1),
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El problema de autovalores es como en los casos anteriores. Pasamos a desarrollar
z(2? — 1) en serie de Fourier de exponenciales

z(z? —1) = Z Cpel

nez

con

1 [t .
Cn = / z(z? —1)e " d g
2 ),

que tras reiteradas integraciones por partes nos conduce a

0 n =0,

Por tanto, la serie es

—1)n
g(z) == a(z? —1) =12 Z (n37r)3 sennmx.
nezZ+t

Ahora, el desarrollo en autofunciones de la solucién

u(t,z) = Z vp(t) sennmx

neN
lleva a
vx = —n27r2vn,
(="
v, (0)=0
Por ello 1y
vp(t) = 12(n37r)3 cos nt

v la solucién es

o (D"
u(t,x) = 122 35 COS nwtsennmw.
n=1

Observando que podemos escribir

cosnmtsennwr = B [sennm(z +t) + sennw(z — t)]

nos damos cuenta de que

{12 i (7;;): sennm(x +t) + 12 i (Dl sennm(z — t)] .
n n=1

u(t,x) = 33
=1

N

Por tanto, podemos escribir

() = Sl ) sl =
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donde gper es la extensién periédica de g(x) = 2® —z en [~1, 1] a R. Tenemos pues la

semi-suma de dos ondas viajeras con velocidades opuestas v+ = £1 y con la forma
de la extensién periddica de la condicion inicial de cada una de ellas.

El diagrama espacio-temporal de estas ondas es

5.3. El MDA y la transformada de Fourier

Al usar el MDA en problemas con dos variables independientes (g, 1), se emplea la
transformada de Fourier (TF) respecto de la variable z si

1. La EDP es de coeficientes constantes.
2. La variable z; varia sobre toda la recta —oo < 1 < o0.

3. No hay condiciones de contorno respecto de la variable z; o son del tipo

lim u=0.
x1—+o00

En tales casos se desarrollan los términos inhomogeneos del problema mediante su trans-
formada de Fourier y se busca una solucién desarrollada en esa misma forma.

5.3.1. Problemas de datos iniciales

Consideremos un problema de valores iniciales de la forma

oNu M "u

9N -i-zn:lan%:f, t>0, —oco<z<o00, 59
— _ N-1 _

u‘tzo =aq1(z), O u|t:O =g2(x),..., 0, u|t:O = gn(z).
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En este caso (zg,x1) = (t,z). Desarrollamos por tanto los términos inhomogéneos en la
forma

1 > ikx _L ooc eim
gn(az):m/wcn(kz)ek dk, f(t,z)= \/ﬁ/oo (t, k) e** d k (5.10)

donde ¢,, and c¢ son las transformadas de Fourier de las g, y de f

) e*ikfﬂ dx = g:’(gn)a

cn (k)

I
(k) = E f_oogn(ﬂf

c(t, k) Ye~tkT d o = F(f(t,)).

fff

Buscamos entonces una solucién con la misma forma

_ L > v eikm
u(t,x)—m/oo (t, k) e d k, (5.11)

donde v es la transformadas de Fourier de u respecto de la variable x

. oou z) e R d g = F(ult, -
o) = o= [ ut.a)e e = (e, ).

Sustituyendo esta expresion en las ecuaciones del problema (5.9)) e identificando coeficien-
tes en las exponenciales exp(ikz) se encuentra una EDO de orden N para v(t, k) respecto
de t , con N condiciones iniciales

oNv(t, k)

Sn T Sty an (k)" o(t k) = et k), >0,

n=1

(5.12)
_ _ N-—1 _
= c1(k), 8tv|t:0—02(k),..., 0; ’U‘t:O—CN(/{).

La solucién de este problema es de la forma

”‘tzo

N
vt k) =vo(t,k) + Y en(t,k) ca(k),
n=1

siendo vg(¢, k) una solucién particular de (5.12)) y las e, (¢, k) una base de soluciones de la
parte homogénea de la EDO (5.12)). De esta forma la solucién que encontramos se escribe
u(t, x) et dk
- =I5,
(5.13)

up(t, ) + a(t k) cn (k) e*® d K,

nl\/if

uO<t,m>=j2?/_°° volt, k) € Ak = L wo 1, )),

es la transformada de Fourier inversa de vg(t, k). De esta forma si conocemos la TF inversa
de las funciones e, (t, k)

donde

ikx —
Gult, ) = r/ Wt ) € Ak = T (en(t, ),
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entonces (|5.13)) puede expresarse como

N N
u(t,x) = uo(t;2) + 3 F 7 (Flgn) - T(f)) = wo(t,2) + —= 3 Gult,@) * fu(a),

n=1 n=1

por lo que podemos escribir la solucién (5.13]) en la forma

N ~
u(t,z) =uo(t,x) + Y —F— Gn(t,x —y) fuly) dy. (5.14)
0 ; = /_Oo y) faly) dy

El método que acabamos de describir sigue realmente la estrategia del MDA pues
lo que hacemos basicamente es desarrollar con respecto a un conjunto de autofunciones
{wi(x) = €** |k € R}, esta vez un conjunto continuo , del operador con coeficientes
. M 8”u
constantes B =), | a, T

Ejemplo: La ecuacion del calor

El problema es

% _ “2211;’ ul,_, = f(a), (5.15)
cont >0y —oo < x < oo. Desarrollamos
@) = \/12? /_ Z c(k) et dk,  donde c(k) = F(f), (5.16)
y buscamos una solucién de la forma
u(t, z) = \/12? /_ O; o(t, k) e Ak, donde v(t, k) = F(u(t, -). (5.17)

Sustituyendo en (5.9) e identificando coeficientes en las exponenciales exp(ikz) se encuen-
tra

du(t, k)
ot

La solucién de este problema es

= —a? k? v(t, k), Ult:[) = c(k). (5.18)

v(t k) = e(t, k) c(k), siendo e(t, k) = e=0"tF*

y como conocemos la TF inversa de e(t, k)

-1 2, 7.2Y) _
F (exp(—a“tk?)) = 272 &

podemos escribir la solucién en la forma siguiente

u(t,z) = 2axl/ﬁ /_Z exp ( - W) f(y) dy. (5.19)
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Es posible generalizar este resultado al caso multidimensional

u = a’Au, t>0, v=(x1,...,7,) €R" (5.20)
u’t:o = f(z),.
El MDA produce una solucién de la forma
1 |z —y|?
u(t,r) = ——— ex (— d" 5.21
0:0) = Govzgn o o (= ) T (5:21)

Ejemplo: La ecuaciéon de Schrédinger libre

Los resultados anteriores sobre la ecuacién del calor pueden aplicarse para deducir
férmulas andlogas para las soluciones de la ecuacion de Schrodinger libre en cualquier
dimensién

(5.22)

ihu; = —%Au, t>0, x=(x1,...,2,) ER"
u‘t:O = f(z).

Obsérvese que este problema de condiciones iniciales para la ecuacién de Schrodinger se
obtiene de (5.20]) simplemente tomando
2 h

a®=1—.
2m

Por tanto haciendo esa identificacién del pardmetro a en (5.9) deducimos la siguiente
expresién de la solucién de ((5.22)

u(t,z) = (27:?}%)% /n exp (i m|:z2ﬁ—ty|2> fly) d™a’ (5.23)

5.3.2. Ejercicios propuestos

1. Aplicar el método de desarrollo en autofunciones para resolver el problema de con-
torno siguiente en R?

Au=0, 0<z<a,0<y<b,
U|x:0 :0) u‘x:a :0,

T
uly—0 :sen(g x), uly=p=0.

2. Aplicar el método de desarrollo en autofunciones para resolver el problema de con-
diciones iniciales siguiente

i 2
zhut:ff—mum, O<x<l;
U‘:p:O =0, u|x:l =0;

U= = 2 sen(% x) —sen(3 % x).
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3. Aplicar el método de desarrollo en autofunciones para resolver el problema de con-
diciones de contorno e iniciales de la cuerda vibrante

Ut = Uy, O0<ax <1
u’50=0 = 07 u‘z:l = O;
uli=0 = 91(x), ut|t=0 = g2() .

Calcular el desarrollo de la solucién para los datos iniciales siguientes
gi(z) =z (z—1), g2(x)=0.

4. Aplicar el método de desarrollo en autofunciones para resolver el problema de con-
diciones de contorno e iniciales siguiente de la ecuacién de ondas

Ut = Ugg, —l<z< 1;
u’.T:—l - u‘l‘:—la uz‘ax:—l - u:v’:czl;
uli—o = = (2% — 1), ug)4=0 = 0.

5. El método de la transformada de Fourier aplicado al problema de condiciones inici-
lales de la ecuacion del calor

ut:aQum, -0 < xr < +00;
(5.24)

u|t=0 = f(l‘) ;
proporciona la siguiente expresiéon para la solucién
2

(z—y)

u(t,x) = T

exp | —

21%?/(: ) 1w d.

1) Probar que se verifica la siguiente expresién alternativa
(t,2) = — /OO = fle+2avis) d
u(t,x) = — e x avts) ds.
VT J oo
2) Determinar la solucién de (5.24) en los dos casos siguientes

1, O0<z<1, z, O0<x<l,
flz) = flx) =

0, en el resto. 0, en el resto.

Ayuda: Utilizar la funcién error

2 x
erf(z) := NG /0 e ds.
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CAPITULO 6

Soluciones en forma de serie
de EDO lineales. Funciones
especiales

6.1. EDO lineales con coeficientes variables. Series de Fro-
benius

El MSV en coordenadas cartesianas usa las series de Fourier y la transformada de
Fourier como elementos clave en la resolucién de EDP lineales con condiciones de contorno
y/o iniciales homogéneas en coordenadas cartesianas. Ello es debido a que los problemas
de autovalores que aparecen en tales situaciones estan asociados a operadores diferenciales
con coeficientes constantes. Pero cuando las fronteras de las regiones empleadas no se
expresan de manera sencilla en coordenadas cartesianas y debemos emplear otros sistemas
de coordenadas curvilineas, entonces el MSV nos lleva a utilizar problemas de autovalores
asociados a operadores diferenciales del tipo de Sturm-Liouville con coeficientes variables.
Esto sucede, en particular, con problemas en donde interviene el laplaciano y donde las
fronteras se expresan de forma sencilla en sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas.
Para poder tratar los correspondientes problemas de autovalores y obtener sus soluciones
debemos saber resolver cierto tipo de EDO lineales de segundo orden

u” +a(z)u' + b(z)u =0, (6.1)

donde a = a(z) y b = b(z) son funciones de la variable independiente z. Como sabemos
de la teoria de las EDO lineales. La solucién general de (6.1)) serd una combinacién lineal
arbitraria

u(z) = Crui(x) + Caug(z), (6.2)

de dos cualesquiera de sus soluciones particulares linealmente independientes.
En este capitulo vamos a buscar soluciones particulares de (6.1)) partiendo de series de
la forma siguiente alrededor de un punto fijo dado x

u(z) = (& — o) Z n (= 20)" = co(x — 20)* + c1(x — 20)* T + -+, (6.3)
n=0
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donde el exponente o que aparece en el factor (x — z9)® no es en general un nime-
ro entero, y los coeficientes ¢, son indeterminados. Este tipo de expresiones reciben el
nombre de series de Frobenius. Para estudiar adecuadamente tales desarrollos en serie
se hace necesario considerar en el plano complejo C. Asi, las soluciones buscadas
u = u(z) y los coeficientes a = a(z) y b = b(z) seran en nuestra discusién funciones de la
variable compleja z € C, en tanto que v/ = g—;‘ denota la derivada respecto de la variable
compleja z.

Al buscar soluciones u = u(z) expresadas en serie de Frobenius debemos determinar
alrededor de que tipo de punto (que ahora denotaremos zp) se desarrolla en serie.

Definiciéon 6.1.1. Un punto zy € C, zy # oo, se dice que es un punto ordinario o
regular de (6.1) si las funciones a(z) y b(z) son analiticas en zy. . Es decir existen
desarrollos de Taylor

a(z) =ao+a1(z — 2z0) + a2(z — z0)2 e
(6.4)
b(z) = bo +bl(2’ — Zo) +b2(2 _Z0)2 o
convergentes en algun disco centrado en zg

Definicién 6.1.2. Un punto zg € C, zy # oo, se dice que es un punto singular regular
de si alguna de las funciones a(z) ¢ b(z) es singular en z = zy y sin embargo las
funciones modificadas (z — z0) a(2) y (z — 20)? b(2) son analiticas en z. Es decir existen
desarrollos de Taylor

(Z - ZO)CZ(Z) =ag + al(z — ZQ) + aQ(z — 20)2 o
(6.5)
(2 — 20)%b(2) = bo + b1(z — 20) + ba(z — 20)* + - - -,

convergentes en algun disco centrado en zg. Observemos que tenemos que exigir que alguno
de los coeficientes ag, by, b1 sea no nulo, pues si todos fueran no nulos estariamos ante
singularidades evitables, y por tanto las funciones a(z) y b(z) serian ambas analiticas en
zZ=2Z0.

Nosotros tnicamente discutiremos EDO en que solo aparecen estos dos tipos de puntos,
dejando fuera del estudio los puntos singulares irregulares que son los que no caen en los
dos tipos anteriores.

Para clasificar los tipos de puntos que surgen en una ecuacién concreta lo tinico que
debemos mirar son las posibles singularidades de las funciones a(z) (coeficiente de u') y
de b(z) (coeficiente de u)

Puntos regulares son aquellos en donde ambas funciones a(z) y b(z) son analiticas.
Puntos en donde al menos una de las funciones a(z) 6 b(z) tiene un polo, de orden maximo
uno para a(z) y de orden méximo dos para b(z), son puntos singulares regulares.

Ejemplos
1. La ecuacion de Hermite
W —2xu+2vu=0, vEZ. (6.6)

tiene a(z) = —2 2z y b(z) = 2nu, que son funciones analiticas en todo C, luego todos
los puntos son regulares.
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2. La ecuacién de Airy

' —zu=0. (6.7)
En este caso a(z) = 0y b(z) = —z, que son funciones analiticas en todo C, luego
todos los puntos son regulares.
3. La ecuacion de Legendre
(1-2®)u) +Au=0. AeC. (6.8)

Despejando la derivada segunda se escribe en la forma

2z A
" / —
U’ — 1_x2u +1_x2U—O.
Por tanto \
2z
o) =12 ="
Los puntos zp = 1 and zp = —1 son polos simples de a(z) y b(z), luego son puntos
singulares regulares. El resto de puntos son regulares.
4. La ecuaciéon de Bessel
2,1 ! 2 2
v +zu + (z®—v)u=0, veC. (6.9)
Despejando la derivada segunda nos queda
1 v?
" - / 1 _ - — 0
u'+ —u +( xZ)u ;
luego
1 v?
=— br)=1-—
ax) =2, b =1-5

Es claro que zp = 0 es un polo simple de a(z) y un polo doble de b(z), luego es
el tnico punto singular regular y el resto de puntos del plano complejo son puntos
regulares.

5. La ecuaciéon de Laguerre
zu"+(1—2)u'+ku=0, keC. (6.10)

Despejando la derivada segunda nos queda

1 k

u” + (——1)u'+—)u:0,

x x
luego
En este caso zp = 0 es un polo simple de a(z) y de b(z), es el inico punto singular

regular y el resto de puntos del plano complejo son puntos regulares.
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6.2. Desarrollos alrededor de puntos regulares
Por definicién si zg es un punto regular de la EDO
u" +a(z)u' +b(z)u =0, (6.11)
entonces las funciones a(z) y b(z) poseen desarrollos de Taylor:
a(z) = ap +a1(z — z0) + ag(z — 20)* + -+,

(6.12)
b(z) = bo+bl(2—Zo)+bQ(Z—Zo)2+"- .

El siguiente teorema resume todo lo que necesitamos conocer sobre las propiedades de las
soluciones de (6.11)) cerca de z.

Teorema 6.2.1. Si zg es un punto regular de (6.11]) entonces:

1. Cualquier solucion u de (6.11)) es analitica en z = 2z

2. El radio de convergencia de la correspondiente serie de potencias es mayor o igual
que la distancia de zy a la singularidad mds cercana de las funciones a(z),b(z)

3. Los coeficientes del desarrollo de Taylor de una solucion de ((6.11])

u= ch (z—20)" =co+ci1(z— 20) +ea(z — 20)* + - - (6.13)
n>0

se pueden determinar a partir de los coeficientes de los desarrollos de a(z) y b(z)

sustituyendo la series (6.12) y (6.13) en la EDO (6.11)), e identificando coeficientes

de las potencias (z — zo)".

Debemos observar que el primer apartado del teorema implica que las tnicas singula-
ridades que puede tener una solucién u de ((6.11]) son las singularidades de las funciones
a(z) y b(z). Por tanto si a(z) y b(z) no tienen puntos singulares tampoco los tendran las
soluciones de . Destaquemos también que el segundo apartado del teorema nos pro-
porciona un método para calcular soluciones de en forma de serie de Taylor ([6.13))
alrededor de puntos regulares. El ejemplo siguiente ilustra ese método.

Ejemplo: La ecuaciéon de Hermite

La versién cuantica del oscilador armoénico, una vez simplificada la correspondiente
ecuacion de Schrodinger, conduce a la siguiente EDO

V' — (2 =2 1) =0

que una vez realizado el cambio u = e*’/2y se transforma en la EDO de Hermite
u” = 2zu+ 2vu = 0. (6.14)
Esta ecuacién se enmarca en nuestra discusion con la identificacién a(z) = —2zy b(z) = 2v.

Tomemos como punto zy regular el punto zg = 0. Del teorema anterior deducimos que las
series de potencias de las soluciones van a converger en todo el plano complejo, pues las
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funciones a(z),b(z) no tienen singularidades. Busquemos una solucién en la forma de un
desarrollo de Taylor centrado en zp =0

u = E en 2V =co+crz+ oz e,
n>0

que una vez introducida en (6.14) y dado que las funciones a(z) y b(z) ya estdn desarro-
lladasen potencias de z, conduce a

o0

Z[(n +2)(n+ 1)cpre —2(n —v)ey]2" = 0.

n=0

Identificando coeficientes de las potencias z™ encontramos
(n+2)(n+1Depyo —2(n—v)e, =0, n>0,

de donde deducimos la relacion de recurrencia para los coeficientes desconocidos del desa-
rrollo de u

nia = =7 2v—m) (6.15)

n+2)(n+1)
Asi cada coeficiente ¢, determina el coeficiente dos lugares més arriba en el indice ¢,12 y
por ello iterando concluimos que

Cop = (_(217);;!2111/(1/ —2)-- (v —=2n42)cp,
Cont1 = ((Q_nl_):f;(y —H(v—=3)---(v—2n+1)c.

En conclusién, tomando por un lado (cg,¢1) = (1,0) y por otro (cg, c1) = (0,1) obtenemos
dos soluciones linealmente independientes de la ecuacion de Hermite dadas por

o0

up(z) =Y ean ™=y ((;ES?HV(V —2)--- (v —2n+2)2",
n>0 n=0 ’

ui(z) = Zc2n+l 22t — Z m(y —D(r—=3)---(v—2n+1)""!
n>0 n=0

Polinomios de Hermite Obsérvese en que si un coeficiente ¢, de la serie solucién
se anula entonces también se anulan todos los ¢, 12 con k > 0. Si n es par obtendriamos
asi que ug(z) es un polinomio y si n es impar serfa u;(z) un polinomio. A la vista de esta
observacion y de es claro que para v = 2k y v = 2k—+1 las soluciones ug(2) y u1(z) se
reducen a funciones polindmicas. Estos polinomios son proporcionales a los denominados
polinomios de Hermite que pueden determinarse mediante la Formula de Rodrigues

H, = (—1)”ez2 " e
" dz"
Los primeros polinomios de Hermite son
Hy =1, H, =2z, Hoy =422 — 2,
Hy = 82% — 12z, Hy = 162% — 4822 + 12.
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Ejemplo: La ecuacion de Legendre
Hemos visto anteriormente que la ecuacion de Legendre

2z A
" !/
R ek e

tiene como puntos singulares regulares a zg = %1, siendo todo otro punto un punto regular.
Tomemos el origen zyp = 0 como punto para centrar los desarrollos. Por el teorema 1.2.1
toda soluciéon admite un desarrollo de Taylor

U= E CnZt =co+ 1z a2t
n>0

cuyo radio de convergencia sera mayor o igual que 1. Para determinar los coeficientes
escribamos la ecuacién de Legendre en la forma

(1—2)u" —2zu +Au=0,

con lo cual no tenemos que desarrollar en serie de Taylor las funciones a(z) y b(z). Sustitu-
yendo ahora la serie de u en la ecuacion de Legendre y agrupando coeficientes de potencias
z" se obtiene

Z <(n +2)(n+ 1)eps2 —n(n—1)c, —2ne, + )\cn) 2" =0.
n>0

Lo que nos proporciona la recurrencia siguiente

Cny, n>0. (6.16)

~onn+1)—A
T 2t 1)

Tomando las dos opciones (cg,c1) = (1,0) y (co,c1) = (0,1), obtenemos dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacién de Legendre

up(z) = Z Con 227,

n>0

ui(z) = Z C2n+1 Faany
n>0

Polinomios de Legendre

Basandonos en (|6.16)) podemos hacer ahora un razonamiento similar al que hemos
hecho con las funciones de Hermite y concluir que si tomamos

A=n(n+1),
para un cierto n fijo se verifica:

1. Si n es par (n = 2k) entonces todos los coeficientes ¢y, (m > k) se anulan y por
tanto ug(z) es un polinomio.

2. Sin es impar (n = 2k + 1) entonces todos los coeficientes ¢z 41 (m > k) se anulan
y por tanto u1(z) es un polinomio.
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Los polinomios que se obtienen de esta forma son los polinomios de Legendre. Pueden
generarse mediante la férmula de Rodrigues
1 d
- 2npldan

Po(2) (2 —-1)", n>0.

Los primeros polinomios de Legendre se calculan inmediatamente y resultan ser
Lo 2
Py=1, P =z, P2:§(32 - 1),

1 1
P3:§(5z3—3z), P4:§(35z4—3022+3).

6.3. Punto singulares regulares

Ejemplo. La ecuaciéon de Euler

La ecuacién de Euler sirve como modelo sencillo para entender lo que podemos esperar
de las soluciones alrededor de puntos singulares regulares. La ecuacion diferencial es

u/’—f—q—lu/—i—q—gu:O (6.17)
z z

donde q1,qp € C son dos nimeros complejos no nulos. Claramente zg = 0 es un punto
singular regular. Multiplicando por 22 la ecuacién de Euler se transforma en

22U+ qzu 4+ qou=0,

0 bién en
Lu=0,
donde L es el operador diferencial
d? d
L=2>— — .
< dZ2+Q1ZdZ+q0
Debemos observar que
Lz% = P(a)z?, P(a):=ala—1)+ qa+ qo,

Esta ecuacién nos indica que z% es siempre autofuncién de L con autovalor A = P(«), y
que cuando P(«) = 0, entonces u = z“ es una solucién de la ecuacién de Euler. La funcién
P(a) es un polinomio de orden 2 y tendra por tanto dos raices contando multiplicida-
des. Si las dos raices a1, ag son distintas , entonces z%! y z“? son soluciones linealmente
independientes y la solucion general de la ecuacién de Euler es

U = 12" + 922,

El caso se complica si el polinomio indicial tiene una raiz A\; doble (lo que ocurre sélo
si (r —1)2 = 2s), y una solucién es u = 2% asi que necesitamos otra solucién més. El
método para hallar otra solucion linealmente independiente es el siguiente. Dado que la
raiz es doble debemos tener P(a) = (o — a1)? y por tanto % = 0. Ahora bien, si

=1
derivamos con respecto de « la ecuacion
o (0%
Lz% = P(a)z%,
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se obtiene

OL(=%) L(dz“) = L(2%log z)

oo \da
(6.18)

= P'(a)2* 4+ P(a)z%log .
Como «ay es una raiz doble tenemos
P(ay) = P'(a1) =0,
lego la ecuacién (6.18]) para o = a; se reduce a
L(z* log z) =0,

es decir, u = z*! log z es solucién de la ecuacién (6.17). Resumiendo, {2z, 2% log z} es un
sistema de soluciones linealmente independientes y la solucién general es

u =12 + 2% log 2.

Hemos de observar la aparicién de posibles potencias de exponente no entero y de la
funcién logaritmo en al expresién de las soluciones. Este hecho ilustra lo que podemos
encontrar en es tipo de situaciones.

6.3.1. Series de Frobenius

Dado un punto singular regular zo € C, una solucién u de (|6.1)) no siempre es analitica
en un disco centrado en zy, pues puede tener una singularidad tipo polo o rama logaritmica.
En este caso la solucién no tiene un desarrollo en serie de Taylor alrededor de zg sino una
forma mas complicada . Fuchs encontré que existe siempre al menos una solucién en forma
de un factor (z—zp)®, donde « es en general un cierto nimero complejo no siempre entero,
multiplicando a una serie de Taylor centrada en zy. Es decir de la forma

u=(z— 2" ch (z—20)" =co(z — 20)* +c1(z— 20)* + -+, c#0. (6.19)
n>0

Este tipo de desarrollo se denomina serie de Frobenius de u. Por otro lado, tambien
se demuestra que siempre existe otra solucién cuya forma es o de tipo Frobenius (6.19)) o
bién de la forma

u=(z—29) log(z — 20) Z b (z — 20)" + (2 — 29)*? Z en (2 —20)", (6.20)

n>0 n>0

donde las series de potencias convergen en un disco con radio mayor o igual que la distancia
de zp a la singularidad més cercana de a(z), b(z).

Ejemplo: Sea la ecuacién de Euler

u” + Lu =0
422 ’
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que posee un punto singular regular en zg = 0. Si buscamos una solucién en forma de serie
de Taylor alrededor de zy = 0

u=cy+cz+---,
al sustituir la serie en la ecuacién obtenemos
(n—1/2)%, =0, n=12,...

lo que implica que ¢, = 0y por ello u = 0, la solucién trivial. Al ser esta ecuacién de tipo
Euler sabemos que la solucién general es

u=-c1vVz+ca\/z logz.

La solucion u; en serie de Frobenius

Supongamos que zg es un punto singular regular de una EDO
u” +a(z)u' + b(z)u = 0. (6.21)

De acuerdo con la definicién de punto singular regular, existen en este caso desarrollos de
la forma

A(z) = (Z - ZO)CL(Z) = ap + al(z — Zo) + CLZ(Z — 20)2 +e,
(6.22)
B(Z) = (Z - 20)26(2) = by + bl(Z — Z()) + bg(z — 20)2 4+ ..

Para intentar determinar una solucion en la forma de serie de Frobenius con ¢y = 1,
comenzamos multiplicando la ecuacién por (z — z9)? y escribiendola en la forma
equivalente

(z— 20)%u" + (2 — 20) A(2) v + B(2) u = 0.

Sustituyendo ahora en esta ecuacién la serie de Frobenius (6.19), con exponente y coefi-
cientes desconocidos, encontramos al agrupar los coeficientes de las potencias en z — zg
que se escribe en la forma

(2= 20)" P(@) + Y (2 = 20)*"" Qula) = 0, (6.23)
n>1
siendo
P(a) = o® 4 (ap — 1) a+ by, polinomio indicial (6.24)
y
n—1

Qn(a) = (a(a— 1)+2an+n(n— 1)—|—aa0+na0+b0) cn—i—z ((a—l—k)an_k—i—bn_k) Cr.

k=0

i
L

= Platn)en— > ((a+ k) an i +buy)
0

i
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Identifiquemos ahora coeficientes de potencias de z — zg en ((6.23)). Al anular el coeficiente
de (z — 2z9)® vemos que « debe ser raiz del polinomio indicial

P(a) =0, Ecuacién indicial

que al ser un polinomio de segundo grado poseerda dos raices @ = a1, a9, en general
complejas, y que podemos ordenar suponiendo

Rea; > Reas. (6.25)

Tomemos o = 1 en nuestro calculo, podemos igualar a cero en ((6.23)) los coeficientes
de (z — 20)*™ (n > 1) y encontramos las relaciones

n—1
Pla;+n)e, =— Z ((m +k)an—r + bn_k) ck, n>1 (6.26)
k=0
Debido a P(a1+n) # 0 para todon = 1,2, ..., pues en caso contrario si existiera un
no =1,2,... tal que P(a; + no) = 0, dado que P(«) solo tiene dos raices, entonces ay =
a1 + ng lo cual estarfa en contradiccién con . De esta forma ([6.26]) nos proporciona
cada coeficiente ¢, en términos de los anteriores ¢g = 1, co, ..., ¢,_1. Es decir determinamos
completamente una solucién en forma de serie de Frobenius.

Si tomamos ahora o = ag en nuestro calculo, llegamos de nuevo a con g en
lugar de «;. Es por tanto claro que si P(ag +n) # 0 para todo n = 1,2,... (lo cual
equivale a decir que oy — g # n, n = 1,2,...), entonce el método nos proporciona otra
solucién en forma de serie de Frobenius, ahora con exponente o = as.

La solucion us

Nos queda por discutir la construccién de una segunda solucion linealmente indepen-
diente cuando existe algin n =0,1,2,... tal que a3 — ag = n.

Discutiremos solamente el caso a; = as. Vamos a proceder como en el estudio de la
ecuacion de Euler introduciendo el operador diferencial

2
L= (z—2)? % + (2 — 20) A(z)% + B(2).

Hagamosle actuar sobre una serie de Frobenius (6.19) con exponente « variable y cuyos
coeficientes ¢, = ¢, (a) dependen de « salvo ¢y = 1, asi obtenemos

Lu=(z—2)"P(a) + Y (2= 20)""" Qu(a), (6.27)

n>1

donde P(a) y Qn(c) son las mismas funciones que las que aparecen en ((6.23)). Es decir

P(a) = a® + (ag — 1) a + by, polinomio indicial (6.28)
y
n—1
Qn(a) = (a (a—1)+2an+n(n—1)+aay+nag+ bo) cn + Z ((a +k)an—x + bn_k> Ck
k=0
n—1
= Platn)en— > ((a+ k) an i +buy)
k=0
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Si o # a1 = ag entonces P(a+n) # 0 para todon = 1,2, ... y podemos determinar todos
los coeficientes ¢, (a) a través de la relacién de recurrencia

n—1
P(a+n)cn: —Z ((oz—f—k)an_k—{—bn_k) ce,n=12,...
k=0

De esta forma la serie correspondiente verifica
Lu=(z—2z))"P(a),

Asi pues, tomando la derivada con respecto a « en esta tltima ecuacién obtenemos

L(S—Z) = (2 —20)* P'(a) + (2 — 20)® log(z — 20) P(a),

y por tanto dado que P(a) = (a — a1)? y P'(a) = 2(a — a1) se anulan en a = o

ou

Concluimos que 77 es una segunda solucién de (6.1)) de la forma

a=aq

ug = uy(2) log(z — 20) + (z = 20)™ D> _ ¢, (z = 20)",
n=1

siendo u1(2) la solucién en forma de serie de Frobenius correspondiente a «;.
Enunciamos ahora el resultado general sobre soluciones en forma de series de Frobenius:

Teorema 6.3.1. Sean a1 y ao las raices del polinomio indicial ordenadas de modo que
Reay > Reaw, entonces tenemos las siguientes alternativas para las soluciones de ((6.21)):

1. Sial—aQ;éO,l,Q,...

existen dos soluciones linealmente independientes en forma de serie de Frobenius

ui(z) = (z — z9)™ Z en(z—20)", w2(z)=(2—20)" Z c, (2 —20)",

n>0 n>0
con ¢o = ¢y = 1.
2. Siap —ag =0, es decir si a1 = g

existen dos soluciones linealmente independientes de la forma

ui(z) = (z—20)“ Z cn (z—20)",  wa(z) = u1(2) log(z—z0)+(2—20) Z c (z—z0)",

n>0 n>0
donde o :=ay =g ycop =1, ¢ =0.
3. Sial—a2:1,2,3,...

existen dos soluciones linealmente independientes de la forma

ui(z) = (z—2z9)" Z en (z—20)",  wa(z) = cuy(2) log(z—2z0)+(2—20)*? Z c, (z—z0)",

n>0 n>0

donde cp =1, ¢, =1 y ¢ es una constante que puede ser cero.
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6.4. La ecuaciéon de Bessel

Consideremos ecuacién de Bessel

22U” + Z'LLI + (22 . V2)U — 0’ v e R’ v > 0. (629)

En este caso tenemos a(z) = 1/2 y b(z) = 1 —v?/2% y por ello zyp = 0 es un punto singular
regular . El polinomio indicial se reduce a

Pla)=a*-1v*=(a—v)(a+v).

Con lo cual dado que suponemos que v > 0, las dos soluciones a1, ao de la ecuacién indicidl
con Reaq > Reas son a; = v, ag = —1.

6.4.1. La solucién u; en serie de Frobenious

La serie de Frobenius correspondiente a «; = v serd de la forma

Uy = C()ZV + 012’V+1 + -

que introducida en ((6.29)) conduce a

Pu+1)a=0 = (v+1)?=1¥)e=0, = ¢ =0

Cn—2

P n n—2 — n = — _ / a N
(v+n)e, +cn2=0 =c n(n+ 20)

La correspondiente serie de Frobenius tiene por tanto todos los coeficientes de orden impar
nulos

012032...=an+1=...=0,
mientras que los de orden par satisfacen la relacién de recurrencia

C2(k—1)

k= Tk (k + v)’

que nos lleva a
_ (=1)* o
AR (vt k) (v +2) (v 1)

Cok

Tomando ¢g = 27% encontramos entonces la siguiente solucién en forma de serie

o > (_1)n Z\2ntv > (_1)n Z\2n+v
‘]”(Z)_Zn!(u+n)---(y+2)(u+1)(§) : _Zn!r(n+y+1)(§) " (6.30)

n=0 n=0

que determina la denominada funcién de Bessel de primera especie de orden v.
Adviertase que hemos empleado la funcién " (ver el apéndice de este tema para un resumen
de la teoria sobre esta funcién). La serie que define .J,,(z) converge en todo el plano complejo
debido a la ausencia de singularidades fuera del origen de los coeficientes a(z) y b(z), .
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6.4.2. La solucién u,

De acuerdo con el enunciado del Teorema 6.3.1, para determinar la soluciéon us asociada
a la otra raiz as = —v del polinomio indicidl tenemos que distinguir los casos siguientes
segun los valores que tome a1 — ag = 2v

1) 2v#0,1,2,...

2) 2v=0,1,2,.... En este caso existen dos posibles variantes
2a) v=0,1,2,...
2b) v=1/2,3/2,5/2,...

Caso 1: 2v #0,1,2,...

Sia; —as =2v #0,1,2,... la alternativa 1) del Teorema 6.3.1 nos asegura que la
segunda solucién us sera una serie de Frobenius con exponente ap = —v . De hecho si
repetimos el calculo anterior de la serie de Frobenious para @ = a1 = v pero ahora con
«a = g = —V se obtiene como solucion us la funcién de Bessel de orden —v

o
(_1)n ZN\2n—v
J_,(2) = _ (= )
v (2) 7;)n!l“(n—l/—i- 1)(2)

La solucién general de la ecuacién de Bessel sera entonces
u(z) = C1 J,(x) + Co J_, (),
donde Cy y C5 son dos constantes arbitrarias.
Caso 2a: v =0,1,2,...
Ahora a3 — ag = 2v es un numero entero 0,2,4, ... y tenemos dos posibilidades

» Si v = 0 entonces a1 = ay = 0, estamos dentro de la alternativa 2) del Teorema
6.3.1 y por tanto existe una solucién uy de la forma

u2(z) = Jo(x) log z + ch 2", (6.31)
n>0
m Siv =mconm = 1,2,... entonces a3 = m, ag = —m, estamos dentro de la

alternativa 3) del Teorema 6.3.1 y por tanto existe una solucién ug del tipo

ug(z) = c¢Jp(z) logz + 2™ Z cn 2", (6.32)
n>0

donde ¢ podria ser igual a cero.

La segunda solucién ug(x) en ambos casos puede expresarse en términos de las llamadas

funciones de Neumann ; S
Ny (z) = Jel2) costvm) = Ju(z), (6.33)

senvm

Para v = 0,1,2,... el denominador en ([6.33) se anula asi que la defincién (6.33)) no es
valida, pero sin embargo sucede que tanbién el numerador se anula debido a la siguiente
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identidad, cuya demostracién omitimos, que verifican las funciones de Bessel de orden
entero

Jom(2) = (=1)™ Jo(2), m=0,1,2,....

Podemos entonces aplicar la regla de I’Hopital para definir las funciones de Neumann
N (z) mediante el limite

Np(z) = lim N,(z), m=0,1,2,...,

v—m

y obtener asi la deseada segunda solucion de la ecuacién de Bessel. Puede demostrarse que
estas funciones se desarrollan en la forma

Np(2) = i{log<2>+7} imZ:%l R ( ) —m+2k
(6.34)
_ikZOFm+]§__1i;np(k+1)[1+;‘F:13+--~+]1+1+;+:1))+.,,+mik]<;>m+2k’
donde

, 1 1 1
v = lim {1+7+7+'~+——logn
2 n

n—00 3

es la llamada constante de Euler. Adviértase que esta féormula muestra que la constante ¢

de la expresion (6.32) es no nula.

En resumen la solucién general de la ecuacién de Bessel cuando v es un niimero entero
m =0,1,2,... puede escribirse en la forma

u(z) = C1 Jm(x) + Co N (),

donde C7 y C5 son dos constantes arbitrarias.
Las expresiones en forma de serie (6.30) and (6.34) para las funciones J,,(x) y Ny, ()

nos permiten ver que su comportamiento asintético cuando x — 0 viene dado por

% log3, sim=0
In(@) ~ — (5)", Np(z) ~ (6.35)
_ (m=1)! (%)m’ sim=1,2,....

™

El comportamiento asintético cuando x — oo se deduce a partir de otras caracterizaciones
de estas funciones y resulta ser

(6.36)
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Caso 2b: v =1/2,3/2,5/2,.... Funciones esféricas de Bessel y Neumann

Siv=I1+3 11=0,1,2,..., la diferencia entre las raices &1 = v y ap = —v es entera y
estrictamente p081tlva a1 — ag = 2]+ 1. Estamos de nuevo dentro de la alternativa 3) del
Teorema 6.3.1 y por tanto existe una solucién us del tipo

ug(z) = cJH_%(ac) log z —|— ch , (6.37)
n>0

donde ¢ podria ser cero. De hecho, en este caso se comprueba que ¢ = 0, asi que la

solucion ug no posee un término logaritmico y se reduce a una serie de Frobenius que

coincide con J_ 1y(x) . Efectivamente, J__ 1,(z) es solucién de la ecuacién de Bessel y
2 2

no es proporcional a Jl+1 (x) pues Jl+1 (0) = 0 mientras que J_ (l+1)(x) diverge en x = 0.

En resumen la solucion general de la ecuaciéon de Bessel cuando v = [+ 3 L1=01,2,.
puede escribirse en la forma

donde C'1 y Cs son dos constantes arbitrarias. Una forma alternativa, empleando funciones
de Neumann, es

u(@) = CyJp 1 (2) + C2 Ny (o).

Una forma modificada de las funciones de Bessel y Neumann de orden semientero son
sus versiones esféricas

30 = 3 Dy @, m@) =[5 Ny @), (639

que aparecen en importantes aplicaciones. Es inmediato comprobar que si u es solucién
de la ecuacién de Bessel de orden v

22 4z 4 (22— vH)u =0,

entonces v = % satisface la ecuacion

1
22" 4 2zu + (2 —v +4) =0,
que parayzl+% se reduce a
220" +2xu + (22 = 1(141))u = 0. (6.39)

Por tanto esta es la ecuacién diferencial que satisfacen las funciones esféricas de Bessel y
Neumann, asi que su solucién general es

v(x) = Crji(z) + Camy(x),

donde C7 y (s son dos constantes arbitrarias. Para terminar nuestra discusion sobre estas
funciones solo aadiremos que su forma explicita resulta ser muy simple ya que pueden
determinarse mediante las férmulas siguientes

(6.40)
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A continuaciéon mostramos la grafica de las funciones esféricas para [ =0,1,2,3

14

Apendice: La funcién I' de Euler (la funcién factorial)

Las funcién I' de Euler es un extensién al plano complejo del factorial de un ntmero
entero positivo, n! :=n(n — 1) ---1 y existen diversas formas equivalentes de definirla.

s Limite infinito. La primera definicién que consideraremos se debe al propio Euler,
1.2.3...n

I'(z) := nl;ngo R 1)'”(24_”)71 , 2€C\{0,-1,-2,...}, n®=exp(nlogz).
(6.41)

Vemos que

1.2:3--. 1.2:3- ..
I'(z+1)= lim 5.on n*tt = lim =n 3. n®
n—oo (z+1)---(z4+1+mn) nsooz+14nz(z+1)---(2+n)
= zI'(2)

(6.42)

Esta ecuacién en diferencias, I'(z + 1) = 2I'(2), es la relacién bésica que caracteriza

a la funcién I' de Euler. Es curioso que esta funcién I' no satisfaga ninguna ecuacion

diferencial tal como ocurre con otras funciones relevantes de la Fisica—Matematica.

También, de la definicién (6.41)) se puede obtener el valor de la funcién en z = 1;
1.2.3.-.m,

ri)=1lim ——n=1
W=t o
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y por tanto de ([6.42)) obtenemos

F(n)': 1.23---(n—1)=(n—- 1)L

Asi, la funcién I' de Euler extiende al plano complejo la funcién factorial y a veces
se utiliza la notacién z! = I'(z + 1).

= Integral definida. Una definicién habitual de la funcién I' de Euler es la siguiente
o
I'(z):= / e 't*1dt, Re(z) > 0. (6.43)
0

La restriccién sobre la parte real de z es para evitar divergencias de la integral en el
origen ¢ = 0. Una integracién por partes conduce inmediatamente a ((6.42)):

o
z+1)= / e iFTltdt = [e 7)) 4 21 (2) = 2T(2),
0
Realizando diferentes cambios de variable podemos concluir que para Rez > 0

> 2
I'(z) = 2/ e Pl dy,
0

[ Tes (2] e

de donde, por ejemplo, podemos concluir que

r(1> = V7.

2

Para comprobar que ambas definiciones de la funciéon I' de Euler son equivalentes
introducimos la siguiente funcién

n t n 1
F(z,n) = / <1 - —) t* 1 dt, Rez > 0,
0 n
paran = 1,2,... un entero positivo. Inmediatamente concluimos que lim,_,~, F'(z,n) =

I'(z). Utilizando la variable v = t/n obtenemos la expresién alternativa

1
F(z,n) = nz/ (1 —u)"u*tdu,
0

que tras sucesivas integraciones por partes se convierte en

1:2:3-.-n ,
z---(z4+n)

z

F(z,n) =

y por tanto obtenemos el resultado anunciado.

A pesar de que la definicién (6.43)) es cierta s6lo para Rez > 0 utilizando la rela-
cién (6.42)) se pueden obtener los valores para partes reales negativas. Por ejemplo,

METODOS MATEMATICOS 11



126 Soluciones en forma de serie de EDO lineales. Funciones especiales [Capitulo 6

(—=1/2)I'(-1/2) =T'(1 — 1/2) = /7 y por ello I'(—-1/2) = —2y/7. La relacién
implica que lim, 0 2I'(2) = lim,,cI'(z + 1) = I'(1) = 1, por tanto z = 0 es un
polo simple de la funciéon I" de Euler, un argumento similar se aplica a los demds
polos z = —n, enteros negativos, de la funcién I'. Por tanto, tenemos un extensién
meromorfa en el plano complejo con polos, que son simples, de la funcién factorial.

Para finalizar comentamos dos propiedades muy importantes de la funciéon I de Euler

s Férmula de reflexién

T
P -2) = sen(mz)
s Formula de Stirling
[(z) ~ v 27722_1/2@_2, |z| = oo, —m < argz < .

En Fisica Estadistica esta formula se suele escribir como

nl ~+2rn"e ", n — oo.

6.5. Ejercicios

6.5.1. Ejercicios resueltos

1. Resolver mediante el método de Fuchs el problema de valores iniciales del oscilador
armonico clésico

u’ + w?u =0, (6.44)
u(0) = ap,
v (0) = ay.

Dado que a(z) =0y b(z) = w? son funciones enteras, analiticas en todo C, también

lo sera la solucién. El desarrollo en serie (6.13]) da
o
u = Z(n +2)(n+ 1)cpqo 2"
n=0
que una vez introducido en (6.44)) implica

i ((n +2)(n+1)ento + wzcn> 2 =0

n=0

que necesariamente requiere que

(n+2)(n + 1)epya + w?e, =0, n=0,1,...
Co = ao,
Cc1 = ag.
Por tanto
. _1)n on _ (_1)n 2n
Con = Qo (2n)! w, Con+1 = almw
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y el desarrollo en serie de potencias de la solucién es

w = ao(g ((;712;7 w2n22n) n % ( i (;;i):)lwznﬂzznﬂ)

n=0

ai
= apCoSwz + — senw=z.
w

Por tanto, la solucién es una combinacion de las funciones trigonométricas definidas
en el plano complejo C y por tanto entera.

2. Resolver mediante el método de Fuschs el problema de valores iniciales de la ecuacion

de Airy
v = zu, (6.45)
u(0) = ap,
u'(0) = a3.
En este caso a(z) = 0y b(z) = —z luego zp = 0 es un punto regular y la solucién

serd una funcién entera que admite un desarrollo en serie (6.13))

u(z) = Z cn 2",

n>0

convergente en todo el plano complejo. Sustituyendo esta serie en al ecuacién dife-

rencial
x o
>+ 2)n+ Deagaz" =Y curz"
n=0 n=1

que se reescribe como

o
2¢o + Z ((n +3)(n+2)cnq3 — Cn) =0
n=0

por lo que deducimos

02:0,
1
Cn+3:—(n—|—3)(n—|—2)cn’ n=20,1,...
Co = aop,
Cc1 = aq.

Por tanto, en términos de la funcién I" de Euler, obtenemos

a 1
n = = F 2 3
T 3nBr—1)(3n—3)(3n—4)---6532 " ° ( /3)n!9”F(n +2/3)
al 1
n = - F 4 3 )
BT B+ 1)3n(B3n—2)(Bn—3) - 7643, (4/ )n!9”F(n +4/3)
C3n+2 = 0.
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y por tanto la solucio’nlj es

) an 0 Z3n+1
u =l ) ) it T X Gy a7

n=0 n=0

6.5.2. Ejercicios propuestos

1. La ecuacién de Legendre para los polinomios del mismo nombre P, (x) puede escri-
birse como
LP, =X\, P,, Ay=n(n+1).

donce L es el operador de Sturm Liouville
Lu:=-D((1-2*)Du)=—-1—-2?)D*u+2zDu.
Probar que L es simétrico sobre el dominio

D:={uecC®(~1,1)) : lim (1 —2?)d/(z) =0} c L*([-1,1]).
rz—=+1
Como consecuencia demostrar que los polinomios de Legendre {P,(z)},>0 forman
un conjunto ortogonal en L%([—1,1]).

2. La férmula de Rodrigues para los polinomios de Legendre es:

1

= oy

P, (x) D™ (z* —1)", n>0.

Utilizando esta expresion:

a) Determinar los tres primeros polinomios.
b) Representar graficamente en el intervalo [—1, 1] los polinomios Py y Ps.
c) Probar que P,(—xz) = (—1)" Py(z), n=0,1,....

3. Mediante la formula de Rodrigues para los polinomios de Legendre:

a) Probar que P,(z) es un polinomo de grado n.

b) Usando la identidad
(@ =" =(@+1)" (@ - 1)",

en la formula de Rodrigues y la regla de Leibnitz para derivar, se obtiene

Pue) = i 3 g 4+ D 1)

“En la literatura a menudo se utilizan la asf llamadas funciones de Airy

3n Z3n+1

Ai(z) = 372/3 238 I
iz)=3 gn!9nr(n+2/3) 3 ;n!gnr(n+4/3)’

o 3n 0 3n+1
Bi _g-1/6 z 3-5/6 z
i(z) nzzo W9 T (n+2/3) HZ:O P19°T (n + 4/3)
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Utilizar esta féormula para probar que

Deducir entonces que
P,(-1)=(-1)", Vn>0.

4. Desarrollando mediante la formula del binomio de Newton tenemos que

(@2 —1)" = Z . (nn‘_ o (—1)"F 22k,
k=0

Haciendo uso de esta identidad en la férmula de Rodrigues probar que

(2n)!

Py, (0) = (=1)" 220 (1)

P2n+1 (0) = 0, vn > 0.

5. Haciendo uso de la identidad
DPn+1—DPn_1:(2n+1)Pn, n >0,

determinar el desarrollo en serie de polinomios de Legendre

u(x) = Z cn P (),

n>0

de la funcién

1 si0<z<1
u(z) = .
0 si—-1<z<0;

6. Determinar el desarrollo en serie de polinomios de Legendre

u(x) = Z cn Pr(x),

n>0
de las funcién
u(z) = 2%+ 22+ 7.
7. Las funciones asociadas de Legendre se definen como
Pm(z) = (1 — 22)™2 D™ Py(z),m =0,...,1,
siendo P;(x) los polinomios de Legendre.
a) Calcular las primeras funciones Py, Pio, P11, P21.
b) Demostrar que satisfacen la ecuacién diferencial de Legendre asociada
2

m

(1—22)D* Py — 22D Py + [1(z+1)— -

METODOS MATEMATICOS 11



130 Soluciones en forma de serie de EDO lineales. Funciones especiales [Capitulo 6

c¢) Probar que para cada m > 0 el operador
2

1—2"

Lpu:=—(1-2?)D*u+2xDu+

es de Sturm-Liouville y que es simétrico sobre el dominio

Dy i ={u e C°((—1,1)) : ml_i)rgl(l — 23 (2) = 0} ¢ L*([-1,1)).

c) Usando el hecho de que para cada m fijo
Lm-ljl,m:l(l+1)Pl,m’ lZm,
probar que las funciones
{Pinl): 1>m)
forman un conjunto ortogonal en L?([—1,1]).

8. Sea el operador de Sturm-Liouville:
2

1
Lmu:——D(mDu)—l—m—zu, m=0,1,2...
x x

a) Probar que L,, es simétrico sobre el dominio

D :={ue C*(0,b)) : Ilimu(z), lim(zv/(x)) =0, u(d)=0}C L%([O,b]),

x—0 x—0

siendo p(z) = x
b) Probar que si ¢y, (n > 1) son los ceros de la funcién de Bessel J,,(x) entonces,
definiendo
An = (Cmn/b)2>

las funciones uy,(z) = Jn(v/A\nx), n > 1, pertenecen a D y satisfacen
Loy, = Ay Uy,

c) Basandose en el comportamiento asintético de las funciones de Bessel a grandes
valores de la coordenada x,

esbozar graficamente las autofunciones u,(z) en el intervalo [0, b].
d) Usando la misma expresién asintética de J,,(x) proporcionar una férmula apro-
ximada para los autovalores A,,.

9. Considérese la euacién de Bessel

m

%(wu’)'%—(l— Yu=0.

2
Multiplicando la ecuacién por 2 z2 v’ probar que se obtiene la identidad:

20u? = [(xu')? + (2* — m?)u?].
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A partir de este resultado probar que

/Obxjm(@x)Q dz= b;(J,’n(\/Eb))Z,
siendo ¢y (n > 1) los ceros de la funcién Jp,(z), y
An = (Cmn/b)*.
10. Demostrar que las funciones esféricas j;(z), n;(z)de Bessel y Neumann satisfacen la

ecuacion
22" 2z + (2% — 11+ 1))u = 0.
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CAPITULO 7

Resolucidon de problemas de
EDP lineales en coordenadas
curvilineas

Abordamos en este tercer capitulo una de las técnicas

7.1. La ecuacion de Helmholtz en coordenadas cilindricas

Cuando se usan coordenadas cilindricas

T = 1Ccosb,
y=rsend,
z =z,
z
: y
|
0

la ecuacion de Hemholtz se escribe como sigue

1 1
Upp + ;ur + T—Queg + Uy + K2 =0.
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Resolucién de problemas de EDP lineales en coordenadas curvilineas [Capitulo 7

Separamos variables a través de la factorizacion
u(r,0,2) =V (r,0)Z(z)
que transforma la ecuacién de Helmholtz en
7"+ k*Z = a?Z,
P Vor + 1V, + Vog = —a*r?V.

La solucién de la primera EDO es

Zo(z) = Ae' VR 70"z 4 pemivhitatz, (7.1)

Para la segunda ecuacion también podemos separar variables
V(r,0) = R(r)O(0)
para obtener las ecuaciones
r?R" +rR' + o*r*R = m*R,
0" = —m?e.

La solucién general de la segunda es

Om(0) = Cei™ 1 De= 1™, (7.2)

Queda pues analizar la ecuacién para R, EDO que se conoce como ecuacion radial. Para
ésta se dan dos casos distintos. En primer lugar consideramos o = 0 y la correspondiente
ecuacion es

T2R,/+TR/_m2R:O

cuya solucion es

Ro—om(r) = (7.3)

c1r™ 4 cor™™ m #£0.

{cllnr—l—CQ m =0,

Cuando « # 0, realizando el cambio de variable p = ar, la correspondiente EDO se reduce
a

JR AR

P4 p> Pq p

que es la conocida ecuacién de Bessel (6.29) en la variable p. Por tanto, la solucién es

+ (p2 - mz)p = 07

Rom(r) = Edy(ar) + FNy,(ar). (7.4)

7.1.1. Coordenadas polares

La ecuacion del Helmholtz en dos dimensiones espaciales, escrita coordenadas polares
es

1 1
Upy + ;UT + ﬁuw + k2u = 0.

Es la misma ecuaciéon que aparece cuando en la ecuaciéon de Helmholtz en cilindricas
buscamos soluciones que no dependen de la variable independiente z. Por ello, basta con
hacer a® = k? en lo expuesto més arriba para obtener las soluciones correspondientes.
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7.1.2. Particula cuantica en una cuna cilindrica impenetrable

Consideramos ahora una particula cuantica encerrada en una cunia cilindrica de radio
a, altura h y con apertura de dngulo 6y tal como muestra la figura

X

Los estados estacionarios vienen descritos por las soluciones de cuadrado integrable del
siguiente problema de contorno de Dirichlet

—Au=F
oar A u,

u | paredes=0

que llamando

h2k?

2M

escribimos como el siguiente problema de contorno para la ecuacion de Helmholtz en
coordenadas cilindricas

FE =

(Au+ k*u =0,
ul,ey =0,
ulg_g =0,
u|9:00 =0,
ul,_, =0,

[ (ul,_, =0.
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Aplicando el MSV se encuentran las soluciones de la forma
Rom (1)Om(0) Zo(2),

que deben satisfacer las condiciones de contorno y regularidad. En primer lugar nos cen-
tramos en la funcién angular ©,, ([7.2)); las condiciones de contorno en la variable 6 son

O (0) = O, (6p) =0,

que conducen al siguiente sistema lineal para C'y D

C+D=0,
eimGOC + e—imHOD =0.

Este sistema lineal posee una solucién no trivial si y sélo si

1 1
ei m00 efimeo = 07
que es equivalente a que
senmby = 0.
Por tanto
LT .
m=j—, jeEN
0o

Ademds D =—-Cy
O (0) = 2C sen(mb).

En segundo lugar nos ocupamos de la variable z e imponemos las correspondientes con-
diciones de contorno a Z, de . Asi obtenemos el siguiente sistema lineal para A y
B
{A+B:Q
el VE2=a?h g 4 o—iVk2-a?hp _ 0,

que admite solucién no trivial si y solo si

sen v k2 —a?h = 0.

Asi pues

Ademds B=—-Ay
Za(z) = 2Asen %nz.

Por tltimo analizamos la variable radial . La funcién radial R(r) no debe tener singula-
ridades para r = 0 y ademads debe satisfacer R(a) = 0. Por ello, y teniendo en cuenta la
forma , se deduce que no hay soluciones no triviales para o = 0 y este caso queda
descartado. Sélo resta por ver que ocurre para o #* 0, ahora de se deduce F' = 0
(regularidad en el origen) y la condicién de contorno impone que

Im(aa) = 0.
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Por ello, si {¢p ¢}72, son los cero@ de la funcién de Bessel J,,(x) llegamos a que

LT .
m=Jjg JEN,
0
a= 0 pen.

a

Las energias admisibles son por tanto

Ej,(,n = m h2 a2 ]7 j?gvn eN

y las correspondientes autofunciones seran

Jj% (Cj%ygg) sen <j7r990> sen (nw%)

El problema de una particula cuantica bidimensional encerrada en una cuna tal como
indica la figura

R\

se resuelve (en coordenadas polares) haciendo n = 0. Por ejemplo, sia =1y 0y = 7/2 las
energias y los estados estacionarios son
ﬁ2

W(CZj,Z)Qv JQ] (02j7fr) Sen(2j0)> jv le Z7

koK . sy 4pe
Dado el comportamiento asintético

Im(x) ~ \/gcos (m - (2m+ 1)%)

ot ~ (20 + 1)% +(2m+ 1)%.

observamos para los ceros que
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respectivamente. Por ejemplo, para j = 1, los dos primeros ceros de la funcién de Bessel
Jo son

Co1 & 5,135622302, cp.9 & 8,417244140,

para j = 2 el primer cero de la funcién Jy es

ca1 B 7,588342435.

Facilmente se comprueba que estos son los tres primeros ceros que aparecen. Por tanto el
estado fundamental, el primer y segundo excitados viene representados por

Ja(eaar)sen(26),  Ju(caqir)sen(460), Ja(coor)sen(20).

A continuacién mostramos la secuencia formada por los cuadrados de estas funciones

PO
G0N
OO
RN
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7.1.3. Fluido en una tuberia cilindrica

El potencial de velocidades u de un fluido estacionario en una tuberia de seccién circular
como la que muestra la figura
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se encuentra caracterizado por el siguiente problema de contorno de Neumann para la
ecuacién de Laplace

Au =0,
ou

—— =0.
or|,_

a

Hemos tenido en cuenta que
1
Vu = urty + —uglg + U, U,
r

en donde el triedro ortonormal {u,, ug, u,} se construye en términos del triedro cartesiano
{1,7,k} como sigue

u, = cosfi +senfj, wug= —senbi+ cosfj, u,=4k%.

Tlustramos en el siguiente diagrama la geometria involucrada
Por tanto, la normal unitaria a la superficie de la tuberia cilindrica es precisamente n = wu,
de donde se deduce que la derivada normal en esa superficie es

ou
%—n-VU—ur.

Impongamos estas condiciones de contorno a
Ra,m (T)@m(e) Zo (Z)

en donde tomamos k = 0 (la EDP es la ecuacién de Laplace). Las funciones deben ser
regulares en el origen r = 0 asi como 27-periddicas en 6, luego m € Z,, y satisfacer la
condicién de Neumann homogénea en la superficie del cilindro r = a: esto es,

fo,m(a) =0.

Por tanto, a # 0, ya que cuando a = 0 sélo es posible la solucién trivial. Si « # 0 las
funciones radiales serdan, por regularidad en r = 0,

I (ar)
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y por ello la condicién de contorno se lee

J) (ca) = 0.
Si denotamos por {c], ,}sen a los cero@ de J/, entonces

/
Cm,é

O = b m € Z4,¢ € N.

Finalmente, las soluciones son

I (am,gg) (Cei™ 1 De~ im0 (Aemt* 4 Be~me?),

7.2.

En coordenadas esféricas

x = rsenf cos ¢,
y = rsenfsen ¢,

z=rcosb,

la ecuacion de Helmholtz se escribe

1
r(ru)e + k*r?u 4+ —— (sen @ ug)g +
sen

1
sen2f %~ 0-

stk ok

Dado el comportamiento asintético

T () ~ —\/gsen (m - (2m+ 1)%)

Cont ~ b+ (2m + 1)%

observamos para los ceros que
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Una primera separacion de variables:

U(TV 0, ¢) - R(T)Y(Hv (b)
nos lleva a desacoplar la ecuacién en parte radial y angulalﬂ como sigue

r(rR)" + k*r’R = AR,

1
Seng(seDQYG)H‘F 20 Yyp = —AY.

7.2.1. Resolucién de la ecuacion angular
La ecuacion angular escrita en la forma
sen f(sen Yp)g + \Y sen’ 6 + Y4 =0,
es separable. Asi, la factorizacion
Y(0,¢) = P(0)2(9),
conduce a la pareja de EDOs siguientes

sen f(sen @ Py)g + Asen® § P = m?P,
(I)¢¢ = —m2<I).

Por tanto,

d(¢p) = Ce'™?.

Asumiremos que m € Z para poder asegurar la continuidad en el plano xz. Por otro lado,
usando la variable

& :=cosl
la ecuacion para P adopta la forma
d dP m?
— (1 -&H)— A———=)P=0. 7.5
dg{( g)df}—i_( 1—§2> (7.5)

Esta es la ecuaciéon de Legendre asociada ([6.46), que cuando m = 0 se reduce a la
ecuacion de Legendre . Se comprueba que si P es solucién de la ecuacién de Legendre

d 4P
E[(l g)d£]+m—o (7.6)
entonces |
P (1—gym2d” 7

dglml’
es solucién de la ecuacion de Legendre adjunta. La ecuacion (7.6 posee soluciones regulares
en £ = +1 si y sélo si

A=Ll+1), ¢=0,1,2,..., (7.7)

“Obsérvese que
LY
B2

1 1
on Q(SGHQYQ)Q+ 29Y¢¢

donde L es el operador momento angular en mecénica cuéntica.
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que vienen dadas por los polinomios de Legendre cuya expresién (sin normalizar) es

(¢ —1)*
Ppi=——=7F——, £=0,1,....
l d gg
Por tant@ (7.5]) poseera soluciones regulares en £ = £1 siy sélo si se cumple la condicién
(7.7), y las soluciones correspondientes de (7.5]) son

Im/2 dimi(e2 — 1)t

Py = (1= &) qamrie im| < £,6=0,1,.... (7.8)

Obsérvese ademds que estas soluciones son no triviales si y solo si |m| < ¢. Por tanto las
soluciones de la ecuacién angular pueden escribirse en la forma

Yom(0,0) == comPrm(cos0)e!™®,  £=10,1,2,..., m=0,+1,..., £,

que son las funciones denominadas armonicos esféricos
donde la constante de normalizacién, siguiendo el convenio de Condon y Shortley, la
tomaremos como

(_1)m %i(@*\ml)'L m > 0’

m < 0.

Teniendo en cuenta que el valor absoluto |Y,,| es una funcién que no depende de ¢,
podemos ilustrar la variacién de los armonicos esféricos representando la superficie de
revoluciéon r = r(6,¢) = |Yim(0,¢)|. Los armonicos esféricos constituyen ademas un
conjunto ortonormal completo en

12(5%) i= {1 = £0.0): [ 110.0)%a5 < o0},

donde S% = {(z,y,2) € R® : 22 + 4> + 22 = 1} es la esfera de radio unidad en R?, y
dS =senfdfdg es el elemento de area en la esfera. El producto escalar es

o= [ reoeaas= [ [ [ 16.006.05m0ao] a0

Asi, tenemos la base ortonormal {Y7,,} ¢=01,... . Esto es forman un conjunto ortonormal
m=—~,....0

(}/K,mv Yvﬁ’,m’) = 562’6mm/

y toda funcién f(6, ¢) de L?(S?) admite un desarrollo

£0,6) =" comYim(0,0)
m

donde

e = (Vi ) = | 7 | Tin0.0)50.0)sen 6] d.

“La ecuacién de Legendre adjunta es un problema de Sturm-Liouville en el intervalo [~1, 1] con p(£) = 1,
p€) =1 - €%y q(x) = m?/(1 — €%). A pesar de ser singular posee un conjunto ortogonal completo de

autofunciones: )

Py ) (&) Por jm | (€)dE =0, sil#/.
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Ejemplos Vamos a considerar ahora algunos ejemplos sencillos de arménicos esféricos
asociados a £ = 0,1, 2:

» Cuando ¢ = 0, tenemos m = 0. Ahora Py = 1 y la constante de normalizacién es
co,0 = 1/v4m. Por tanto,

%,0(07 ¢) - \/11771' .

La grafica correspondiente es

===
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<>
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23

.0

=
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>
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2z
ZZ

===
7

= Si £ =1 podemos tener tres casos: m = —1,0, 1. Debemos evaluar las funciones de
Legendre Pi o y Pi,1. Acudiendo a la férmula (7.8)) obtenemos

Pro(e) = L (& 1) =2,

de
2
fh@=¢ffﬁ;@—nznﬁ—8

Por ello,

3
Vio(0,6) = | = cose,
Yi1(0 ¢):—\/isen9ei¢ Yi-1(0 d)):\/isenee_i‘ﬁ
Y 8 ’ T 8 '

A continuacién representamos las superficies r = Y}, (0, ¢)| para estos arménicos
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[Y1,+1(6, )]

esféricos

m Para ¢ = 2 es facil obtener

5
Ya0(0,9) =4/ ﬁ(—l + 3cos? ),

Y21(0,¢) = — senfcosfe®, Yo _1(0,0) =

00|b—l
N | ot
oo|.—~
ERR

327 327

senfcosfe 19,

1 : 1 .
Y22(0, ) = —55€n29€21¢, Yo, 2(0,¢) =/ D en?fe2ie,
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[Y2,2(0, 9)|

|Yé,0(93 ¢)| |Yé,1(07¢)|

Siendo las correspondientes graficas

= Por ltimo, como ejercicio dejamos el calculo de

1 /385 i
Y53(6,0) = ~33 T(_l + 9cos? ) sen® he®1?

Cuya representacion es

7.2.2. Resolucion de la ecuacién radial

Distinguimos dos casos segtin k sea nulo o no.

» Si k =0 la ecuacién radial

R’ +2rR —(({+1)R=0
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que es una EDO tipo Euler. Probando soluciones de la forma r% inmediatamente se
llega a la solucién general que es de la forma

1
R(r) = Arf + By (7.9)

= Cuando k # 0 la EDO para R es

r*R" +2rR + (k*r® — (({+ 1))R = 0.

Teniendo en cuenta que con el cambio de variable x = kr esta ecuacién radial se
convierte en la ecuacién diferencial (6.39) que satisfacen las funciones esféricas de
Bessel y Neumann

1 d \¥¢senz 1 d \fcosx
. (24 ()
je(@) = (=) (azd:p) x ne(z) (=) (azd:p) x
es claro que la solucién general de la ecuacion radial para k # 0 es
| Re(r) = Ajo(kr) + Bny(kr). | (7.10)
Las primeras funciones esféricas son:
=0 (=1 =2
senr senr  Ccosr senr CcOoST  senr
' — 3 -3 —
Je(r) , ) r r3 r2 r
COST COST  senr COST senr _ cOST
ng(r) - —— = 33— —3—F+
r r r r r r
El comportamiento de estas funciones en el origer@ es
l
r
Je(r) ~ —o——7
e+, (7.11)
(2¢—1)!
ng(x) ~ S

7.2.3. Particula cuantica en una caja esférica

Los estados estacionarios de energia E de una particula libre en el interior de una
esfera de radio a de paredes impenetrables viene descrita por las soluciones del problema,
de contorno siguiente:

2, _ _ h%k?
Au+k*u=0, FE=75T,

Ulp=gq = 0.

sk sk sk sk ok

Las funciones de Bessel y Neumann esféricas poseen el siguiente comportamiento en el infinito
1 ™
jo(r) = = —(+1 7)
Je(r) . cos (7‘ £+1) 3
T
=- —(+1 7)
ne(r) . sen (r £+ )2
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Debemos imponer a las soluciones de la ecuacién de Helmholtz

’LL(?", 07 ¢) = Rk,é(r)yzm (07 ¢)

tanto la regularidad en el origen como las condiciones de contorno. La regularidad en el
origen impone que B = 0 en ([7.9) y (7.10). Por otro lado la condicién de contorno para el
caso ([7.9)) conduce a A =0y a la solucién trivial, mientras que para (7.10) conduce a

je(ka) = 0.

Ast, si {cg,}52; son los ceros, que forman una secuencia creciente no acotada, de la funcién
esférica de Bessel jy los valores admisibles de la energia son

2 .2
h cﬁ,n

Epp =
T 9M a2

y los correspondientes estados estacionarios

. (Cin
W (r.60,8) = je ("1 ) Yim (6, 9).

La densidad de probabilidad |W,m,n\2 no depende de la variable ¢. Por tanto, podemos
representar, usando coordenadas polares (7, ), la probabilidad en los planos que contienen
al eje z, ¢ = constante, y esta representacién sera la misma para todos estos planos.

Los tres primeros ceros son

cp1 =T, C11= 4,493409458, 21 = 5,763459197,

y por ello las energia del estado fundamental y de los primeros excitados es aproximada-

mente
2 2 2

k h h
—9,869604404, ———-20,190728557, ———=33,217461915.
2Ma?™’ T 2Ma? " 2Ma? "

El nivel fundamental es simple con autofuncién wugg; y la probabilidad en uno de los planos
que contienen al eje z se representa como
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Para el primer excitado tenemos degeneracién 3, estos es el subespacio propio es tridimen-
sional y estd generado por {wimi}m=o+1, para m = 0 y para m = £1 representamos las
correspondientes densidades de probabilidad en los mencionados planos

TULL
N
=

\\\\\\\\\\\\\\“IIII;III

7.2.4. Fluido en el interior de una caja esférica

El potencial de velocidades u para un fluido estacionario en un recinto esférico de radio
a se encuentra caracterizado por el problema de Neumann siguiente

Au =0,
Ur|r:a = 0.

En donde hemos tenido en cuenta que

1
Vu = u,u, + ;ug’u,g + rsen9u¢u¢

y la base ortonormal {u,,us, us} es

u, = sen 6 cos ¢t + sen f sen ¢j + cos Ok,
ug = cos f cos ¢t + cos O sen ¢pj — sen Ok,

Uy = —sen ¢t + cos @J.
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Estos vectores los dibujamos a continuacién
Por tanto, la normal unitaria a la superficie esférica es precisamente n = u,. y asi

ou

on
Tenemos una ecuacién de Helmholtz con k = 0 (ecuacién de Laplace). La regularidad en
el origen implica que B = 0 por ello las posibles autofunciones son de la forma

Y0 (0, 6).

La condicién de contorno implica que £ = 0 y por ello el potencial es constante. Esto quiere
decir que el fluido no se mueve.

=n-Vu=u,.

7.2.5. El MDA en problemas de electrostatica y mecanica de fluidos con
simetria esférica

En electrostatica es frecuente encontrar problemas de contorno del tipo

Au = p,

ai(u)=g;,, 1=1,...,n

en donde p es la densidad de carga, u el potencial eléctrico, y por tanto el campo eléctrico
es E = —Vu, y los operadores de frontera a; sélo actian sobre r y g; = ¢;(6,¢). Un
problema similar también aparece en la mecanica de fluidos

donde u es el potencial de velocidades del fluido, y por ello la velocidad es v = Vu. La
ecuacion de Poisson en coordenadas esféricas se escribe como sigue

1
———(senfug)y + Zeen2 g et = p(r.0,9).

;(Tu)rr + 72 sen

Para aplicar el MDA escribimos la ecuacion de Poisson como

(A4 B)u=r1r?p
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donde

Au = r?up, + 27U,

Bu :=

1
(senfup)g + onZ g 0%

sen 6

Vemos que sélo hay condiciones de contorno del primer tipo y que tanto los términos tipo
bj como h; estin ausentes. El operador B es simétrico en C°°(S?) y el correspondiente
problema de autovalores se resuelve como sigue

BY =11+ 1)Y,, 1=0,1,2,...m=—I,...,L

Como sabemos los arménicos esféricos forman un conjunto completo en L?(S?) y por ello
siempre podemos desarrollar

7“9¢ Zplm lm
Zczlm}/lm

Por tanto, el MDA busca soluciones en la forma

7’9¢) Zvlm lm

donde vy, se encuentran determinados por

T2U2;n + 2T'Uim - l(l + 1)rUlm = Plm

que en el caso homogéneo, p = 0, correspondiente a la ecuacién de Laplace, tiene como
solucién a

7.2.6. Esfera conductora cargada en equilibrio electrostatico en un cam-
po eléctrico constante

Consideremos una esfera conductora en equilibrio de radio a y carga @) centrada en
el origen en el seno de un campo eléctrico constante Fgk. Como sabemos el equilibrio se

alcanza si el potencial sobre la esfera es constante, digamos ug. La siguiente figura ilustra
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| e

z
’ y

| b

esta situacion
El potencial electrostatico u es solucién del siguiente problema de contorno para la
ecuacién de Laplace

Au =0,

u‘r:a:um
uN—E0z+Vo+(9<%), r — 00.

Aplicando el MDA, buscamos una solucién de la forma

u(r,0,6) = 3~ (Ao’ + Bem 51 ) Yem(8,6).

lm

La condicion de contorno en r = a se puede escribir
Ulr—a = ugV47Ypy,
en tanto que, como z = 7 cosf, la condicién en el infinito es
U~ —Eor\/fyl,o(e, ¢) + VovanYyo + o(%)
Asi pues, podemos restringirnos a un desarrollo
u(r,0,¢) = <A0,0 + Bo,o%)yo,o(g, ¢) + <A1,0T + B1,07712)Y1,0(97 ).

Imponemos ahora las condiciones de contorno para obtener

1
A0,0 + B(),()* = V4rug, AO,O = V4,
a

1 4
Aqpa+ Bl,Oﬁ =0, Ao = —4/ ?Eo.
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Por tanto,

M —E (1" — a3> cos 6. (7.12)

U’(T7 0’ ¢) = ‘/O + 7“2

r

El potencial dado en ([7.12)) se compone de un término monopolar
(up — Vo)a
r

y un término dipolar
3

—Ey <r — %) cos 6.
r

El momento monopolar es 4meg(ug — Vp)a y la carga neta es Q = (ug — Vp)a. Por ello, el
potencial es

_ Q a’
u(r,0,¢) = Vo-i-? —Eo(r— 72) cos 6.

El campo eléctrico E = —Vu
3 3
E = [% + E()(l + 2?—3) cosﬁ}ur — Eo(l - i—g) sen 0 ug.

7.2.7. Fluido en movimiento uniforme deformado por una bola esférica

Consideremos ahora un fluido en movimiento uniforme en el cual sumergimos una

| e

z
. y

| e

esfera sélida de radio a figura El potencial de
velocidades debe satisfacer el siguiente problema de contorno

Au =0,

ur|r:a = 0;

1
urvvoz—i—(f)(f), r — 00.
r
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Como en el problema anterior buscamos una solucién de la forma

u(r,0,6) = 3~ (Acor’ + Bem g1 ) Yem(0,6).

m

Ademids las condiciones de contorno en r = a y en el infinito se puede escribir

ur|7‘=a = 07

47 1
U~ VT / ?YLO(O’ o) + O(;), r — 00.

Asi pues, nos restringimos a soluciones de la forma

1
u(r,0,¢) = (ALOT + Bl,Oﬁ)Yl,O(Qa ®).

Imponiendo las condiciones de contorno

4
Ao = §71107
ALQ — 23170? =0.
a
Por ello,
1 /4mw
Big = =1/ 5 voa’.
1,0 B 3 Voa
Asi
a3
u(r, 0, ) = vy (7" + ﬁ) cos 6
y la velocidad es
ad a3
v = v0<[1 — 7"73] cosfu, — [1 + ﬁ] sen0u9>.

7.3. Ejercicios

7.3.1. Ejercicios resueltos

1. Determinar las ondas estacionarias, en coordenadas esféricas, u(t,r, 0, ¢) = e '“tw(r, 0, ¢)
de la siguiente ecuacion de ondas

Resolucion Las ondas estacionarias se obtienen al plantear la separacién de va-
riables u(t,r,0,¢) = e~ “w(r, 0, ¢), donde se satisfacen las siguientes relacién de
dispersion y ecuaciéon de Helmholtz

w==4k, Aw+kw=0.

Imponiendo la condicién de regularidad en r = 0 es claro que las w(r, 6, ¢) admisibles
son ji(kr)Yim(0,¢) con ji(ka) =0y w=+k
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2. Determinar las soluciones regulares, en coordenadas cilindricas, u(r, 8, z) del proble-

ma de Neumann siguiente
Au=0, r<a,
ou
— =0.
or lr=q
Resolucion Las funciones que satisfice todos los requerimientos son las de la forma
I (ar) cos(mb)e*® con m € Z, J], (aa) = 0.

. Hallar el valor de la constante a para el que existe solucién del siguiente problema

de contorno en coordenadas esféricas

Au=1, r<l1,
@
or

r=1

Resolucién Aplicando el teorema de la divergencia en la bola B(0, 1), tenemos

/ Aud3z = / Vu-dS
B(0,1) 5(0,1)

como Au =1y u,dS = Vu-dS concluimos

=

3
y por ello a = 1/3.

. Resolver, por el método de separacion de variables en coordenadas cilindricas, el

siguiente problema de contorno

{Au:O, 1<r<?2,

u|r:1 = U’r:2-

Resolucion Como sabemos la resolucién por separacién de variables en coordena-
das cilindricas de la ecuacién de Laplace conduce a considerar

w(r,0,2) = Rom(r)Om () Za(2),

donde
(Zo(2) = Ae™ +Be 2,
Om(0) = Cel™ £ De" 1m0,
c11lnr + co, a=m =0,
Rom(r) = S crr™ + cor™™, a#0,m=0,
EJp(ar) 4+ FNp(ar), a#0.

No todas estas funciones son soluciones de nuestro problema. Como queremos que
la solucién u sea univaluada = ’m =0,1,2,... ‘ La condicién de contorno, que
se impone sobre R, ,, determina las siguientes posibilidades
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i) a=m=0=ce=c1In2+ ¢y y asi ¢; = 0. Luego,

i) a=0,m#0=c; +ca =2"¢c; + 2 "cy. Por tanto,

Rom(r) o< (1 —=27)r™ — (1 —2™)r ™.

iii) a # 0= EJy(a) + FNy(a) = EJp(2a) + F Ny, (2a). Por ello,

| Ron(r) o (N (@) = Nin(20)) (@) = (Jin(@) = Jpn(20)) Nin(ar). |

5. Las soluciones de la ecuacién de Helmholtz en coordenadas esféricas son de la forma
[Aimii(kr) + Bimny(kr)]Yim (0, ¢).

Determinar los valores de k para los que existen soluciones no triviales con [ = 0 del
problema de contorno

Au+ku=0 1<r<2,

u|r:1 = 07
ou B
8’/’ r=2 -

Ayuda: jo(r) = > no(r) = — )

Resolucion Nuestra solucién tiene la forma
U(’I", 65 ¢) = (AJO(]CT) + BnO(kT))}/O,Oa
y las condiciones de frontera imponen

Ajo(k) + Bno(k) =0,
Ajh(2k) + Bnjy(2k) = 0.

Para que existan una solucion no trivial es necesario que

Jo(k)  no(k)
Jo(2k)  np(2K)

‘ —0.
Esto es,

senk —cosk
2k cos(2k) — sen2k  2ksen2k + cos(2k)

-

que se escribe como
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Ejercicios propuestos

1.

Determinar los estados estacionarios de una particula cuantica encerrada en una caja
cilindrica de radio a y altura h.

. El potencial de velocidades de un fluido estacionario en el interior de una tuberia de

seccion circular de radio a es descrito en coordenadas cilindricas por el problema de

contorno:
Au=0, 0<r<a, 0<0<2m, —00<z<400;

du _
%|pared = 0.
Determinar las soluciones proporcionadas por el método de separacién de variables.

. El potencial de velocidades de un fluido estacionario en el interior de un estanque

circular de profundidad h es descrito en coordenadas cilindricas por el problema de

contorno:
Au=0, 0<r<a, 0<0<2m, —h<z<0,

ou _
%‘pared = 0.
Determinar las soluciones proporcionadas por el método de separacién de variables.

. Bajo determinadas condiciones ciertas componentes del campo electromagnético con-

finado entre dos esferas concéntricas son descritas por el problema de contorno en

coordenadas esféricas:
{ uy = A, a1 <r<ay 0<O<m 0<¢<2r
0.

ul paredes —

Determinar las ondas estacionarias del modelo.

. Probar que en coordenadas cartesianas sobre la esfera unidad:

/3 , /3 .
Y171 - - 8771'(:6 +Zy)7 Y17—1 - 87(‘77 - Zy)?
3
Yio=1/—=z2.
10 V 47rz

Determinar los desarrollos de las funciones u; = x, us = y, ug = z sobre la esfera
unidad en armoénicos esféricos.

. Resolver el problema de valores iniciales

u=Au, l<r<2,t>0,

1 T
u}t:() = ; Sen (57”),

( n 6u) ‘ 0
U+ — =u =
on/ lr=1 r=2
Resolver el problema de valores iniciales
sen 2r
up = Au + et t>0,
r
__senr
Ulp—p = r
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8. Resolver el problema de contorno
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