Problemas adicionales (17-18)

Preliminares

1. Sea f:A — B una funcién y sean X,Y C A. Estudiar si son ciertas o no las afirmaciones:
a) f(XUY)=f(X)Uf(Y), b) f(XNY)C fX)Nf(Y), o)X CY = f(X) C f(Y).
Probar que f es inyectivasiy sélosi f(XNY) = f(X)Nf(Y) para cualquier par X,Y CA.

a) que la suma de los n primeros niimeros impares es n”;

2. Demostrar por induccién sobre n: b) las desigualdades: /i < % n % R ﬁ <2y

3. Sean las igualdades: i) ) m =5, i)Y z= 7””++31 )
k=1 k=1
Probar que una de ellas es falsa y demostrar (por induccion) que la otra es verdadera para todo n€ N .

4. ;Cuénto vale y'1? ;Cuénto vale ¥ (ax —az_1)? (Es (iak) (Y-
k=1 k=1 k=1

k=1

192

o) =L

‘?v-
LM=

5. Hallar el med y el mem de: a) 12345y 67890, b) 135,315y 351.

6. Si ay=-3y ay 1 =a,+2,calcular as,ary ylasuma S=ay+as+---+ang . ;Se pueden encontrar
Yy an+ 3 y 3 ISR Y
25 enteros en progresion aritmética cuya suma sea la misma S? ;Y si son 24 los enteros?

7. Lasuma de 3 nimeros en progresion geométrica es 70. Si el primero se multiplica por 4, el segundo por
5y el tercero por 4, los nimeros resultantes estan en progresion aritmética. Hallar los 3 nimeros.

8. Calcular (1), (])....,({) : @) Mediante el tridngulo de Tartaglia, b) con la férmula (7) = -

6 nl(m—n)! °

¢) con la férmula () = w . Utilizando lo anterior, hallar (/2 —1)7 )
9. Probar que V3 y /2 son irracionales.

10. En dos partidos de baloncesto sucesivos un jugador ha obtenido un porcentaje de acierto en tiro de tres
puntos superior al de otro jugador. ;Implica esto que en el conjunto de los dos partidos es mas alto el
porcentaje del primer jugador?

11. Demostrar que la media geométrica de dos nimeros positivos x € y es menor o igual que la aritmética,
es decir, que /xy < (x+y)/2,si x,y > 0. ;Cudndo coinciden?

12. Determinar todos los reales x que satisfacen:
W (a2 =2-x— b [P1e-300<30 o 222 @ Bl
13. Probar que: max(x,y) = $(x+y-+|y—x|), min(x,y) = S(x+y—[y—x]) .
14. Determinar cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas:
1) a+b f—&—b,Va b#0; ii) \/cﬁz—a,Vago; iii)\/m:a+b,Va,b>0;
iv) 490 = 49445 Ya, b ; v) (a®) = (a©)?,Va>0; vi)log(ab) =loga+logh, Va,b;
vii) a < b= ac < bc,Va,b,c; viii) a > @, si0<a<1; ix)a® >1,Va> 1,Vb.

15. La unién infinita de intervalos | (2n, 2n1 3,-7) » itiene supremo e infimo? jes abierto o cerrado?
neN

16. Probar que si A y B son conjuntos abiertos entonces AUB y AN B son también abiertos. Mds en general,
[es abierto el conjunto unién de una sucesion infinita de conjuntos abiertos?, ;lo es su interseccion?
Deducir propiedades andlogas para conjuntos cerrados.
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17. Encontrar el dominio de las siguientes funciones:
a) f(x) =V1-2+Vx2-1 b) g(x) = v/senx+cosx ¢) h(x) :ﬁ
d) k(x) = v1—x+log(14x) e) I(x) =log(1—x?) f) m(x) = tan(7x?)
18. Sea g(x)=log (2++/x+3) . Precisar el dominio de g. ;Para algin x es g(x)=07?
19. Sea g(x)=log(4x—3/x) . Hallar su dominio. Encontrar todos los reales x que satisfacen g(x)=0.
a) f impar = f inyectivaen R.

b) f inyectivaen R = f impar.
Probar que es falsa la implicacién: f inyectiva en su dominio D = f estrictamente mondtonaen D .

20. Sean f con dominio R. Probar que son falsas las implicaciones:

—_3
21. Si f(x)= 2‘ , precisar los reales x que cumplen .)f (=3 . (Bs f inyectiva en su dominio?
i) f(x) <1
22. Sean c(x)=x", r(x)=x y

(x)=1—x. Precisar en qué intervalos es f= roco! inyectiva, hallando

v 1—+v1—x% como composiciénde ¢, r y [ y hallar domg.

l
flen cada uno. Expresar g(x)

23. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (—1,4) y (2,—35) . Hallar y dibujar la funcién in-
versa y=f"!(x) delafuncién y=f(x) definida por la recta anterior. Escribir las funciones compuestas

Pl Py [P

24. Sabiendo que sen = % y que « estd en el segundo cuadrante, calcular cosc, sen2¢, tan y sen3a,
usando tan s6lo sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y raices cuadradas.

25. La base de un tridngulo mide 15 metros y los dos dngulos que se apoyan en ella son de 30° y 45°.
(Cuanto valen los restantes lados y el dngulo que falta por determinar?

26. Si los tres cuadrados del dibujo son iguales, ;cudnto vale o+ 3+ y? 7 g

27. Hallar todos los x reales que verifican:
a) log(4x?>—3x) <0 b) cos3x=3cosx ¢) cos2x—2cosx=3 d) 3tanx+2cosx=0
e) 1+4senx = 2tanxtan2x f) sen2x+cos (er %) =send7w g) cos?®x+sen*x=1

28. Escribir en la forma mds simplificada posible th(log(senZ)). [Es un racional. log siempre neperiano].

29. i) Escribir los complejos —5i, 1+1i, —3— iv3, —m, 4—3i, enlaforma rel®.

i) Escribir 3e!™, 3¢ 7371, 4cos T —4isenZ , eisn?, j763432

, enla forma x+1y.
30. Hallar y dibujar el complejo conjugado de z = cos 3% * +isen 32” Calcular z3.
31. Si z=2i, w=i—1,escribir z, w y é en la forma rei® y escribir w> en la forma a+bi.

32. Escribir el complejo z = —1+iv/3 enla forma rei? y calcular z°.

33. Sea z = ﬁ Escribir z en las formas a+bi y re'® . Escribir 20 en cartesianas.

34. Calcular y expresar en la forma a+bi: a) ($31 )6 , b) v/ —16ei7/3 .

35. Escribir w=—/3+1 enlaforma re'®. Escribir z=w® y las raices /z en la forma a+bi .
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36. Sean los nimeros complejos z =141, w= —2 — i . Expresarlos en notacién médulo y argumento, y
representar graficamente los siguientes complejos: z, w, z+w, z—w, zw, 1/z, 1/w, z/w y w/z.

Representar también ze'®/2, ze 1%/2 | zei® y zel2® ;Cudnto vale ze 2" ?
37.Siz=2+3iy w=+/2ei"/* hallar: z4+w, z—w, zw, w, Vw, z, % w|, |z|Rew, |z|Imw.
38. Si z=x+ 1y, escribir la parte real y la parte imaginaria de: z+7+z-Z, z 2, e'Z.

39. Determinar si las siguientes igualdades son ciertas para todo z complejo:
a) 2Re(z) =z+z  b) [z] =] ¢) Re(z-w) = Re(z) -Re(w) d) 22 =[z]*.

40. Representar los complejos que satisfacen:
t—Z=i, =1 <|+1], i=1]=2z+1], [ =Re(z) , Arg(s}) < % .
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Sucesiones, limites y continuidad en R

1. ;Qué forma tienen las sucesiones convergentes cuyos términos son todos enteros?

2. ;[Tienen a, = sen”fT” — % , by =202" y ¢, = cosn+n alguna subsucesion convergente?
3. (Es cierta la afirmacién: {a,} creciente = {a2} creciente? Probarla o dar un contraejemplo.

4. Demostrar que {a,} —a>0={\/a,} = a,yque {a,} = o= { /a,} —o.

5. Sea a, < b, < ¢, . Probar que:
Va, > L,c, >L=>b,— L; ii) b, = 0= ¢, — o0 1lil) b, - —oc0o = qa, — —oo.

6. Demostrar que si {a,} es acotada y sus tnicos puntos de acumulacién son 107 y 1077, y la sucesién
{b,} diverge hacia +oo, entonces la sucesion {a,b,} es divergente hacia +oo.

7. Sea la sucesion { arctany/n —2!/7 } Hallar, explicando los pasos, algin N €N tal que para
) Van2—1 " n>N sus términos disten del limite menos de e=10"".

8. Hallar (si existe) el limite de las siguientes sucesiones:
(S -v2) b V123 4n—2—v3n=5 o) Vit—n?—ne ™ d)n’—/n!

3/8n7(1—12) —n3send n
nth2n—2nthn DL g2¥e ) VRIIR) ey sy g

n’ 3n+logn (n+1)3
\/n2+2n n
: 1)2n 302410 n 22t 3n n+senn +1\" 241
J) (2*3) k) (\/lnon) ) ( 22n-1,3 )2 " m) (,1”2+2) n) (22+2)
9. Sean las sucesiones a,= V4n*+n—n! y b,= % a] Calcular lnn an 'y hm by

b] Para la que tiene limite finito, hallar razonadamente algtin N € N tal que para n ZN sus términos
disten del limite menos de €= —0 ¢] Hallar el limite de las sucesiones {%} y {%} .

2n—+/n+9n b — ete=2/n
9—v2n "Tednqen

b] Para la que tiene limite finito, dar razonadamente algiin N € N tal que para n>N sus términos
disten del limite menos de €= 1—(1)0

10. Sean las sucesiones a, = a] Calcular razonadamente su limite.

11. Sean: ¢, —0,b,—1,i,—0c,d,— —c0 y a, acotada. ;Qué se puede decir sobre la convergencia de:

{intdn}. {catan}, {cain} . finan} . buan}, {2}, (22}, LI}, (i}, (b} 2

n(n+1)(2n+1) 12422+ +n?
R —_— .

y hallar el limite de pe

12. Probar por induccién que i k> =
k=1

13. Hallar una sucesién cuyos 5 primeros términos sean —1, %, —%, 27—4, —% y precisar si converge.

14. Definimos la sucesién {a, } mediante: a,=+/2+a,—| , a;j= V2. Probar que tiene limite y calcularlo.
[Demostrar por induccién que a, <2 y probar que {a,} es creciente].

15. Hallar el limite de a!/" paratodo a > 0, sin hacer uso de teoremas no demostrados.

a)Ve3d6>0: [x—a|<d = |f(x)—f(a)|<e

16. Precisar las funci len | dicién:
recisar las funciones f que cumplen la condicién b) Ve >0¥8 >0 [x—a| <8 = | f(x)—f(a)| <&

17. Si f(x)= %, razonar si es cierto que Ve >0 IM tal que si x>M entonces |f(x)—1|<e.
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2 . .

18. Sean f(x) = ﬁ y L_xlgr‘}of(x) .Hallarun M tal que |f(x) —L|<0.1 si x>M.

19. Utilizando unicamente las definiciones probar que: a) 1@30 (4x+100cosx) = oo, b) h’n% 2=9,
y que es falso: a) lim 3x=5,b) lim senx = 0. »

20. Probar que f(x)=x?seni, f(0)=0 y g(x)=+/]x| —5x son continuas en O con la definicién &-5.
En particular, determinar un § para e=1y € =0.01.

21. Sea f(x)=xarctan—5, f(2)=7. a] Probar que tiene limite en x=0 usando s6lo la definicién £—§ .
b] Estudiar si f es continuaen x=2.

22. Sea f(x)=x>—x* arctanf Hallar lim f (x) . Probar que tiene limite en x=0 con la definicién €—6 .

23. Sea f(x) =log(3—1). Hallar su dominio y calcular, si existe, lim f(x).

X x—2/3+
2y a] (Es par o impar? b] Hallar el dominio de f. ¢] Hallar razonadamente

24. Sea f(X)= =755 ol Iimite de f cuando: i) x—s o, ii) x— 5+, iii) x— —3, iV) x—> —oo.

[2—x|six <3
x—4six>3
Determinar los puntos a para los que dichas funciones tienen limite en a; son continuas en a ; poseen
limites laterales en a. Ver si tienen limite cuando x tiende a oo.

25. Sean f(x) = [%] (parte entera), x > 0; g(x) = cos% ; h(x) = t‘j{% s k(x) = {

26. Determinar (si existen) los limites siguientes:
esenlx]—x _ | |

lim—— . by
2) x—0 1 —log(x + cosx) ) 50 7x

f) lim M ) xlgn {\/2x2_\/2x2_6x} ; h) Xlgn th(chx—cosx) ; i) lim arctan.x ;

342x 3] cd) 11m 6x—sen2x .

. 1
P9 x—0 [X+5X2 Tx 2x+3sendx ° e)xg%l+10g} >

=l x2—1 X—beo X
5
_ o3 ]. o1 1] . . A e 1/x
01 [~ Dlime !ty shlog) o tin T s @ i e!sen

27. Sea g(x) = Zsenx+cos 2x. a] Precisar todos los reales x que cumplen g(x):% . b] Probar que g se
anula en el intervalo [ &> ] . ¢] (Es g una funcién inyectiva en todo su dominio?

28. Sea g(x)=log(3—2 ) a] Hallar su dominio. b] Precisar si g(c) =0 para algiin ¢ del intervalo
(0,3). c¢] Hallar el 11m1te de g cuando: i) x—eo, ii) x— 17, iii) x—8/37.

29. Probar que x°> = 2* tiene una solucién i) menor que 2, ii) mayor que 2 .

30. Estudiar si el polinomio P(x)=4x*+2x—1 se anula o no en el intervalo [—1,1].

31. Supéngase que f es continua en [a,b] y que f(x) es siempre racional. ;Qué se puede decir de f?
32. Sea f(x) =log|x—1|—cosx. ;Existe c€(0,2) con f(c)=07? ;Alcanza su valor minimo en [0,4]?

33. Probar que si f es continua en [a,0) y lim f(x) es finito, entonces f es acotada en [a,e0) . ;Alcanza
X—r00
siempre f su valor mdximo en dicho intervalo?

34. Supéngase f continua en [a,b] y sea ¢ un ndmero cualquiera. Demostrar que existe un punto de
la grifica de f en [a,b] para el que la distancia a (c¢,0) se hace minima. ;Es cierto lo anterior si
sustituimos [a,b] por (a,b) ? ;Y si sustituimos [a,b] por R?

2

35. Demostrar que f(x) =7x—5 es uniformemente continua en Ry que g(x) =x* no lo es.
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Derivadas en R

1. Hallar la primera y segunda derivadas de las funciones siguientes indicando su dominio:

a) f(x) =arctan(logx?) ;  b) g(x) = arccos (%) .
2. Hallar los x que anulan las derivadas segundas de: a) f(x) = \3)/‘%, b) g(x) =In(1+cosx).

3. Sea f(x)=2x+ > . Hallar todos los reales x tales que i) f'(x)=0, ii) f”(x)=0.

senx

4. Sea f(x)=|x*—4|. Determinar los x tales que f(x)<3. Hallar, si existen, f'(—3) y f'(2).
5. Sea f(x)=1log(1—|x>—1|). Precisar su dominio. Hallar, si existen, f'(1) y f'(—%).
6. Precisar si es cierta la implicacién: f y g derivables entodo R y f(x) <g(x) Vx = f'(x)<g'(x) Vx.

7. Demostrar que la derivada de una funcién par es impar y viceversa. ;Es periddica la derivada de una
funcién periddica?

8. Hallar las derivadas de las funciones inversas (sh)~', (ch)~! y (th)~!.

9. Hallar y dibujar la ecuacién de la recta tangente en x=2 a las siguientes funciones:
) f) =25, Bgh)=%-12, oh(kx)=37+2-1, dk@x) =2x-3)"".

10. Sea f(x) =xarctan(—), f(0)=0. Estudiar si f es continua y derivable en x=0. Determinar la
St

ecuacion de la recta tangente a la grificade f en x=>.
11. Hallar los puntos de la elipse 4x>+9y?>=40 en los que la recta tangente tiene pendiente —% .

12. Hallar b y c tales que la pardbola y=x>+bx+c sea tangente a larecta y=x en x=1.

13. Hallar la ecuacién de la elipse con sus ejes paralelos a los coordenados y centrada en el origen que
tiene por tangente la recta Sy +4x = 25 en un punto de abscisa x =4.

14. Hallar la recta tangente a la curva y*—4xy>+2x=2 en el punto (1,2).

15. Probar que la tangente a la grafica de f(x) = % corta a la gréfica de f sélo en el propio punto (a, %) .

16. Hallar el punto de corte de las tangentes a la grifica de g(x) = ‘1 — %| enx=—-2yx=2.
17. Encontrar la recta que pasa por (4,3) y es paralela a la recta tangente a f(x) =In(1+¢%"") en x=0.

18. Un astronauta viaja de izquierda a derecha sobre la curva y=x>. Al desconectar el cohete viajard a lo
largo de la tangente a la curva. {En qué punto debe desconectar para alcanzar i) (4,9) , ii) (4,—9) ?

19. Hallar los a tales que la recta tangente a la grafica de f(x)=(x>—3)e ™ en x=a pase por (1,0).
20. ;Bajo qué angulos se cortan las curvas y =senx, y =cosx?

21. Sea f(x) =3+x>(x—3)*. Probar que su derivada f’ tiene al menos un cero en el intervalo (0,3) .

1

22. Probar que f” acotada en un intervalo I = f uniformemente continua en /. Deducir que f(x)= s

loesentodoR.

23. Sea f(x)=x+2cosx. Hallar, si existe, el valor minimo de f en el intervalo [0, 1]. Probar que existe
1, funcién inversa de f para x& [—%, %] , y hallar la derivada (f~1)'(2) .
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24. Hallar (si existen) los valores maximo y minimo de:
X
a) f(x) =x+2|cosx| en [0,7]. b) g(x)ZIE_M en [—4, 1]
¢) h((x) = arcsenx++/3 log|2—x| en su dominio.

25. Determinar los valores médximo y minimo que alcanza f(x) = |4x—3|—x> en el intervalo [-3,3].
(Existe algiin x€(0,2/3) parael que f(x)=07?

26. Sea f(x)= arctanx—x2—2 . Hallar sus valores maximo y minimo en [O, V3 ] . Precisar cuantas veces
se anula f en el intervalo [0,1].

27. Probar que si x>0 es x—i—% >4: 1) usando s6lo desigualdades, ii) hallando su valor minimo.

x—=37

28. Sea f(x)=arctan -2, f (3)=7% . a] Estudiar donde es f continua y derivable. b] Hallar lim flx).

c] ;Se anula f en [1,5]? d] Probar que posee funcion inversa f~! en [4,00) y hallar (f~')'(%).
29. Probar que f(x) = x> —cosx —xsenx tiene exactamente dos ceros.

30. Estudiar cudntas veces se anulan las siguientes funciones en el intervalo que se indica:
a) f(x)=e*""—x—1en [, 7] b) g(x)=e*+3x en [-2,0]

~1/2 . L . o
31. Sea f(x)=x° (l—xz) /2 Determinar su dominio e intervalos de crecimiento y decrecimiento. Probar
; ini 34 2
que existe un tnico c€ (2, %) tal que f(c)=3.

32. Sean P(x)=x"+3x*—7x* =21+ 10x+30 y Q(x)=x*—3x>—5x+ 15. Hallar el med(P,Q) . Hallar
las raices de P y de Q. Realizar el producto P-Q y la divisién P/Q.

33. Ver que P(x)=2x>+3x*+4x3+ 6x>+ 2x+3 tiene raices miltiples y hallar todas sus raices.

34. Probar que si ¢ es rafz real de P(x)=a,x"+-+ao se cumple: |c| <max{1, L [|ao|+ -+|an1]]} .

? lan

35. Precisar cuantos ceros reales tiene el polinomio P(x) cuya derivada es P’(x)= 3x>42x— 8 y tal que
la recta tangente a la grifica de P(x) en el punto de abscisa x=0 pasa por (1,—1).

36. Precisar cudntas raices de los siguientes polinomios hay en los intervalos que se indican:
a) P(x) =3x3—x>+x—1 en (—,0) yen (1,00) b) P(x) = x*+x3+x>+x en (—o,0) yen (0,1)
¢) P(x) =x*+8x—1en(=3,-2)yen (0,1) d)P(x)=2x>+8x>+5x—6 en (—o0,0) y en (0,0)

37. Dibujar la gréfica de f(x)= ‘ log(x+1) —1| a partir de la de logx . Hallar los x tales que f(x)<1.

38. Sea g(x)=x>—8log(x+3). a] Hallar la ecuacién de la recta tangente a la graficade g en x=—2.
b] Precisar en qué intervalos crece y decrece g y ver si se anula g” . ¢] Hallar h’m3 N gx)y lim g(x).
X—r— X—r00

d] Probar que g se anula en el intervalo [0,5]. ;Cudntas veces se anula en todo su dominio?

39. Sea g(x)=4log(x*+8) —3x. a] Determinar su dominio. b] Hallar, si existen, sus valores extremos en
el intervalo [0,2] . ¢] Calcular lim g(x) y precisar cudntas veces se anula g en el intervalo [0, o) .
X—>00

40. Sea g(x)=log (2—}—%2 - x%) . a) Determinar su dominio y asintotas. b) Hallar sus extremos en [3,6] .

¢) Precisar cuantas veces se anula g en su dominio.

41. Sea f (x)z(xz—i—l)e”’xz. Hallar lim f(x) y lim_f(x). Probar que f’ se anula en un punto del intervalo

(1,2) y que no lo hace més veces en su dominio. Estudiar cuéntas soluciones tiene f(x)=1.
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42. Sea h(x)=(x*+3x+1)e™. a] Hallar el limite de la sucesién {h(a,)}, si a,= % .

existen, los valores extremos de A en: i) [0,3], ii) [0,c0). ¢] Determinar la imagen de 4.

b] Hallar, si

43. Dibujar las graficas de las funciones:

S T =T k=N ENE
9XVa—x2  h323+2x Dsen’x  jtani k) 3sen(x—2)  DsenZy
m) 1+ |tanx| n) 2L i) cos? 2x—| cos x| 0) % p) sen(tanx)
q) arcsen i;ﬁ; ) ekl s) e t) 2exl——l ) log(x* —x) v) xlog |x—2|

44. Discutir segtin los valores a las formas que puede tener la grafica de: a) 14-ax>+x*, b) )% + )—IC .

45. Una farola, que tiene su luz a 3 m de su base, ilumina a un peatén de 1.75 m que se aleja a una velocidad
constante de 1 m/s . ;A qué velocidad se mueve el extremo de su sombra? ;A qué velocidad crece dicha
sombra?

46. Un globo se eleva verticalmente desde el suelo a 100 m de un observador, a una velocidad de 2 m/s.
(A que ritmo crece el angulo de elevacion de la linea de visidn del observador cuando el globo esta a
una altura de i) 10 m , ii) 100 m ?

47. Un tren parte de una estacioén en linea recta hacia el este a 100km/h. 12 minutos después parte otro
hacia el norte a S0km/h. ;A qué ritmo cambia la distancia entre los trenes 1 hora después de la partida
del segundo?

48. El radio de una esfera aumenta con velocidad v = 2cm/s. ;A qué velocidad aumentan la superficie y
el volumen de la esfera cuando r = 10cm?

49. Hallar el a para el que la suma de los cuadrados de las soluciones de x*>+ax+a—2=0 es minima.
50. Hallar el valor minimo de la suma de los arcos tangentes de dos reales > 0 cuya suma sea 1.

51. a) Hallar dos ndmeros x,y tales que |x|+|y|=1 y tales que la suma de sus cuadrados sea i) mdxima,
i) minima. b) Dibujar en el plano xy los puntos que cumplen |x|+|y|=1.

52. Sea O el punto (2,1),y sea L la graficade f(x)=1—3x.;Cudl es el punto de L que dista menos
de O? .Y el que dista mas?

53. Hallar el punto de la pardbola y=x> mds cercano al punto (%, %) .

54. Hallar los puntos de la hipérbola y>—x>=1 mds cercanos al punto (3,0).

55. Dibujar la elipse x?+4y>—2x=24, hallar la ecuaci6n de su recta tangente en el punto (4,2) y el punto
de esta recta mas cercano al origen. Hallar los puntos de la elipse situados a mayor y menor distancia
de: 1) (4,0), ii) (5,0).

56. Hallar los puntos de la curva 3y> = 214+20x—x" situados a mayor y menor distancia del origen.

57. a) Precisar el niimero de raices reales de P(x) = 3x* —3x+ 1 . b) Determinar si el punto de la curva

y = x> mds cercano al punto (0, 1) estd a la derecha o a la izquierda de x = 1/2 .

58. Hallar el punto P sobre la graficade f(x) =e™" en el primer cuadrante para el que es méxima el area

del tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es tangente a dicha grafica en P y cuyos catetos estdn sobre
los ejes coordenados.
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59. Hallar Ia forma del cono de mayor volumen entre aquellos de superficie fija (base incluida).

60. Determinar los puntos de la parte de la grafica de g(x) = 1 — (x—2)* contenida en x,y > 0, para los
que la recta tangente en ellos corta el eje y en el punto i) mas alto, ii) mas bajo.

61. Determinar el drea maxima que puede tener un rectdngulo que tenga dos lados sobre los semiejes x,y

positivos y el vértice opuesto sobre la grifica de f(x) = [x3 +4} 12,

62. Un lanzador de peso es capaz de lanzar desde una altura de 1.5 m sobre el suelo con una velocidad de
12 m/s . Hallar el dngulo con el que debe hacerlo para llegar lo mds lejos posible. ;Qué longitud puede
alcanzar (tomar g=10m/s?)?

63. Probar que el polinomio P(x)=x>+x+9 tiene una dnica raiz real. Encontrar, utilizando el teorema
de Bolzano, un intervalo de longitud 1/4 en el que se encuentre dicha raiz. Precisar el valor de la raiz
utilizando el método de Newton.

64. Sean los polinomios cibicos: a) P(x) =x>+x—17, b) Q(x) =2x>~7x>+1, ¢) R(x) =16x> —12x>+1.
Dibujar sus gréficas. Hallar sus raices reales a partir de las férmulas de los apuntes. Hallar aproximada-
mente dichas raices utilizando el método de Newton.

65. Hallar aproximadamente todas las soluciones reales de las siguientes ecuaciones:
a) 333 =242 —6x+4=0 b) x*+4x2—1=0 ¢) X +2x34x+2=0

d) x> — cosx — xsenx=0 e)xthx =1 f) log |x| = x—1

66. Hallar aproximadamente los cortes con y=0, los extremos y los puntos de inflexién de
O(x) = 9x*+ 8x +28x>+24x+3, P(x)=20— 153 +200°+5x+3 y f(x)=e"—x>.
67. Aplicar el método de Newton partiendo de xo=1 a las funciones f(x)=x>y g(x)=J/x.

x/3

68. Ver que f(x)=e"/3 es contractiva en [0,2] y aproximar el tinico cero de x=e*/? en dicho intervalo.
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Problemas adicionales (17-18)

Series, Taylor y limites indeterminados

1.

Determinar si las siguientes series son convergentes o divergentes:

DEYES wIAS  oLl/iio]l oLTEE oL
2
DL 5y g)Z )) h Y (—1) 2%+ 7}; DY (—1)ret/m j) Y sen

k) Y 3rcos2 m) Y arctann—2 n) Z(—l)”arctanni2 fi) Zlog(l—k%)
2. Estudiar la convergencia de la serie Y a, , siendo a,1|= —% (1—1—%)"/2% ya=1.
3. Ver para qué c € R convergen las series: )
D L(VETT Vi) b L2 DE LSy eoxrZit

0 22 A
pr U™ gy mype i>2m DL ¥ iogn

=

. Hallar la suma de la serie )" n% con error menor que 1077 .

. Precisar los x para los que converge Y (—1)"x" y hallar su suma. Para i) x— , i) x——% , {cuantos

n=1

términos hay que sumar para aproximar el valor exacto con error menor que 1073 ?

. Probar que Z i +5,, converge y que su suma estd entre 0.213 y 0.215.

n=1

[Usar los tres primeros términos y acotar el resto mediante una serie geométrical].

. Utilizando series de potencias escribir la fraccion (fraccion generatriz) que coincide con los siguientes

racionales expresados mediante decimales: a) 2.713713..., b) 0.2345757...

. Una pelota cae desde una altura inicial de 1 m sobre una superficie horizontal. Si en cada rebote alcanza

un 80 % de la altura anterior, ;qué distancia recorre hasta pararse?

. Una persona y su perro caminan a una velocidad de 1 m/s hacia su casa. A 100 m de la puerta el perro

comienza a correr yendo y viniendo de la persona a la puerta a 4 m/s, hasta que la persona entra en casa.
(Qué distancia recorre el perro desde que empieza a correr?

10. Estudiar en qué subconjuntos de R convergen uniformemente las siguientes fj,(x) :

2 —nx?

¢) cos"x d) \/n)3€7+x e) nx-e

a) x]/n b) Sel:ll’lx

11. Estudiar para qué x convergen, y si lo hacen uniformemente en el intervalo que se indica:

12. Sea Y,

a) ¥ en [0, 1] b) Y e sennxen [1,c0) C)Z(nfwen[—l,l] d)sz%\/%en[l,zy

= (—1)"cos(mx)+x2"  Ver para qué x converge. Hallar un racional que aproxime la suma para x=0

= ()4 " con error < 1073, Probar que converge uniformemente en el intervalo [0, 1].

13. Sumar la serie ﬁ + [x+1]f2x+l} + [2x+1}x[3x+1] + .-+ (Converge uniformemente en [0, o) ?

14. a] Precisar si la serie Z x")sn converge para: i) x=35, ii) x=m, iii) x=3e

2/3

b] Probar que la suma de la serie para x=—1 es menor que 2% .
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15. Sea f(x)= i e x> . Precisar para qué x converge la serie y hallar el valor de f(—1).

16. Sea f(x)= i (—1)"4"t1x2" | Precisar para qué x converge la serie. Probar que f(3)>3.

3n n+1

17. Sea f(x)= Z

. Precisar para qué x converge la serie y probar que f7(1)>20.

18. Precisar para qué valores de x converge la serie Z (Converge para x:log% ?

arctann
3n Cqe . - 3
19. Hallar los x para los que converge ). (—2x)™" . Decidir si converge para x = arctan .

20. Escribir el polinomio P(x) = x> —2x> —x+5 ordenado en potencias de (x —2).

21. Hallar 4 términos no nulos del desarrollo de Tayloren x=0 de f(x)= por 3 vias diferentes

1
(1-x)*

[haciendo producto, composicién o divisién de series, usando el de (1+x)1’ , derivando otra serie o derivando f].

22. Calcular a partir de la definicién P, el polinomio de Taylor de grado 3 en x=0 de f(x)=tanx.
Determinar si P3(1) es mayor o menor que tan1 sin utilizar calculadora.

23. Hallar (sin calculadora) un racional que aproxime con un error menor que 1072 a i) e 13 , 1i) el/3

24. Probar que E—arctan +arctan . Usando el desarrollo de arctanx, calcular 7 con error < 1073,

25. Calcular el valor de Y/1.2 con error menor que 0.01. Hallar el valor de /1/2 a partir de un
polinomio de Taylor de orden 3 y dar una cota del error cometido.

26. Escribir la serie de Taylor de f(x) = 1 5 log ﬁﬁ , hallar su radio de convergencia y precisar donde la

serie coincide con f. Aproximar con el P; de Taylor el valor de log2 dando una cota del error.

27. Sea P3(x) el polinomio de Tayor de orden 3 en x =¢ de f(x) =xlogx.
Se comete un error menor que 1073 si se aproxima f(3) = log27 con el valor de P3(3)?

28. Hallar el desarrollo de Taylor hasta x® de la funcién f(x)=[36 +x3]_1/ > Hallar un racional que
aproxime con error menor que 1072 : i) £(2), i) f(—1).

29. Utilizando polinomios de Taylor determinar con un error menor que 103 el valor de:
a) sen3 b)e 2 c) log$ d) sh(—1) e)chi

30. Hallar los 4 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Taylor en x =0 de:

a)e *cosx b) [arctanx]? ) 1°+h; d) Cl":ff e) log (x—i—\/ l—|—x2)
31. Desarrollar en x=0, hallando su término general e indicando dénde coinciden funcién y serie:
Q2™ )3T o -log(l-2x) A L e) (1+x) 2

32. Hallar la suma de las siguientes series:

e | (n+1)% - 4 — 1 — (="
a)n;ze b));)@ ) Z lnnn+2 d Zz 21 e)ﬂgbm f)n;() (201 1) 2 25

n=.

33. a) Hallar el A4 de la férmula de interpolacién de Newton para puntos equidistantes.
b) Hallar el Q4 que interpola sen’7x en 0, 1/4, 1/2, 3/4 y 1. Aproximar con él sen*7Z .

34. Hallar los polinomios Q;, Q> y Q3 de interpolacién de cosx, respectivamente, en los puntos:
)0y $.0)0,5y%.00, %, %y Z. Utilizar O para aproximar el x tal que cosx =x.

35. Sea f € C*. Probar que: f'(a) = W o(h) y f"(a) = a+h)+f<ha h)=2/(a) +o(h).

Si f(x) =4*, aprovechar lo anterior para aproximar f'(0) y f”(0) tomando h=1/2.
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xcosx—P(x)

(x—1)?
37. Hallar un polinomio P tal que lim x~’ [\/ I—x*— P(x)] =0. (Es tinico dicho polinomio?

36. Hallar un polinomio cibico P(x) tal que tiendaa O cuando x tiendea 1.

38. Calcular los siguientes limites indeterminados cuando x — 0 de las siguientes funciones:

a) 1 1 ) ef4e F—x2-2 ) chx—cosx d) Senxcosx — arctanx
x2  senZx sen2 x—x2 x2 log(1+x3)
1—V/1-22 log[cos 2x] et (143x)' P log(1+42x)—2x
©) x D log[cos3x] ) x3 ) senx—x
. L. . cosx—e™* senx a
39. Hallar lim f(x) parael dnico a para el que es finito: a) f(x)= Senx-+log(1—x) * b) f(x)= -2
2,2
40. Hallar el limite cuando x — 0 de sen;ch y tanx para todos los n enteros en que exista.

41. Calcular los siguientes limites indeterminados cuando x tiende al a indicado:

a=1": logxlog(1—x) . a=oo : %W, *eost —e 1], [cos%}logx.

42. Determinar (si existe, finito o infinito) el limite cuando i) x — 0, ii) x — oo, iii) x — —oo de:

) -x./ _
W S0 g Da=sosiol] o gl =Y

43. Hallar el limite cuando x tiendea 0, o, —17 de:

2) log(142x?)—log(1+x%) ) A=senx ) arctanx—shx ) log(1+4x)v/T+x—x
arctanx? xarctan x? x(chx—cosx) arctanx3

44. Precisar para qué valores de b tiene limite x~?[v/1 +9x* — 1] si i) x — 07, ii) x — co.

45. a] Hallar el desarrollo de Taylor hasta x° de la funcién f(x)= arctanx cos2x.

b] Hallar el limite de (x) e 2 X, cuando x tiende hacia: i) 07, ii) oo, iii) 1~

arctan(2x)

46. Hallar el coeficiente de x* en el desarrollo de Taylor de f(x)= V=R deducir el valor de f*)(0).

47. a) Hallar el desarrollo de Taylor hasta x5 de la funcién f(x) = x> —senx shx. ¢Cudnto vale f"(0)?

f(

b) Para n=1,2,..., hallar, si existe (finito o infinito), hrn . ¢] Precisar si existe hm f (x).

48. Sea f(x)=cosx?log(1+2x?). a] Calcular su desarrollo de Taylor hasta x® y hallar el valor de f(0).
b] Para n=1,2,..., hallar, si existe (finito o infinito): i) lim L,)f) , 1) lim Lff) .

x—0 * x—yoo X

49. Definiendo f(0) para que sean continuas, estudiar si existen f/(0) y f”(0) :

a) xarctan 1 b) m% c) ol log(1+]x|) d) arctan(logx?)

50. Estudiar la continuidad de f(x)=(1— %) log|1—x?|, f(£1)=f(0)=0. ;Existe f'(0) ? Probar que
Jce(0,1) con f'(c)=

51. Sea f(x)=e¥/ <% 2y (0)=0. Precisar los puntos en que es continua y derivable, hallar sus extremos,
puntos de inflexién y asintotas y dibujar su gréfica. Utilizando P 1, polinomio de Taylor de grado 1 en
x=1, dar un valor aproximado de f(1.1) y detrminar si es mayor o menor que el exacto.

52. Dibujar las graficas de las siguientes funciones:
a) xlogx® —x* b) x3e 0/ o) xle™ d)thl
e)xl/x Dxarctan% g)x“sen%,aeR
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53. Sea f(x)=senx—xcosx. Dibujar su grafica. Precisar para qué m existe: 1) h’n% %, ii) h;m %
X— X—ro0

2
54. Estudiar en qué puntos es continua la funcién: f(x) = % six¢Z, f(x)=0sixeZ.

55. Sea f(x) = x 2sen’zx, f(0)=n? . Determinar si existen f'(0) y f(0) . Dibujar su gréfica.
Probar que existe la inversa f~! en un entorno de x= % y calcular la derivada de f~' en f (%) .

56. i) Sea g(x)=sen ( ). Converge { g(5)}? (Posee subsucesiones convergentes? Esbozar su grifica.
ii) Sea f(x) =xsen?(Z), f(0)=0. Estudiar si es continua y derivable en x=0. Hallar lim fx).

Dibujar la grifica de f . Probar que el mdximo absoluto de f en todo R se alcanza en un x€[2,3].

57. Calcular (justificando los pasos) el limite de las siguientes sucesiones:

¢) ¢y =n3(1—cos 1)log(1+1)

a) ap=n"" log2n+n22’” b) b, = ”23;1

n
n2—1
58. Usando el teorema del valor medio encontrar el limite de la sucesién a, =n'/? — (n+1)"/3.

59. Estudiar si f(z) = |z| y g(z) = |z|* son continuas y derivables en z=0.

60. Estudiar si la funcién f(z) = y/z que hace corresponder a cada z la raiz con argumento principal mds
pequefio es continua en todo el plano complejo.

61. Probar que si z,w € C entonces ||z|—|w|| < |z—w] . Probar que si la sucesién compleja {a,} converge
entonces también lo hace la sucesién real {|a,|} .

62. Hallar (si existe) el limite de las siguientes sucesiones de complejos:

27n/2(1+i)n, (;igi)n’ 27n(1_|_i)n(1_i)—n’ (n—i)3n’3, ein/(rH»l), e(27i)/n’ efnei.

3 )il

63. Probar que converge Z T pero que no lo hace absolutamente.

64. Determinar si convergen: a)Zi b)Z2 ni oY el d)an , )Y 5—s = em

i) z=e 370

65. Estudiar si la serie ):n7z" converge cuando i) z = % ,

66. Determinar la regién del plano complejo en que converge la serie Y =2 e
67. Hallar el radio de convergencia de estas series de potencias complejas y decidir si convergen para
i) z=1, 1) z=—i, iil) z= (1—i)2, iv) z=1+ei, v) z=3 Leil7+3il

(=" 2" n’z i"n"7" nZ" i"Z"
Z n3 Z n! Z " n+1 n+1

68. Demostrar que ™" = e?e” multiplicando las series. Probar que f(z) = e* toma todos los valores
complejos menos el 0, que no es inyectiva y que tiene periodo 27i .

69. Se define Inz=In|z|+ i Arg(z), z# 0 [Arg(z), argumento principal de z |. Comprobar que e"*=z.
Hallar Inl, In(—1), In(2i), In(14+1), In(1—1). Estudiar la continuidad de Inz.

70. Determinar si la siguiente igualdad es cierta para todo z complejo: sen(2z) =2senzcosz .
71. Resolver la ecuacién cosz =4 .

72. Desarrollar en serie de Taylor en torno a z=0, determinando el radio de convergencia:

3z sen?z et
TR— Senzcosz Z Trz
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Integracion en R
1. Utilizando exclusivamente la definicién de integral calcular a) fol xdx y b) jlz x"2dx.

2. Sea f acotadaen [a,b]. Determinar si las siguientes implicaciones son verdaderas o falsas:
a) f€C']a,b] = f integrable en [a,b]  b) f integrable en [a,b] = f alcanza su maximo en [a, b
¢) f decreciente en [a,b] = f integrable en [a,b]  d) f integrable en [a,b] = [ ab =1 f f ]2

3. Sea f(x)= { 8’7 i;% . ¢(Bs F(x)= [y f continuaen x=1? ;Es derivable es ese punto?

4. Si f(x)z{;}/;;x_glfl y F(x) :/:f, calcular: i) F(—1), ii) F(x) Vx. (Es F continuaen x=—1?

1 para 0<x<4
5. Sea f definida para x€[0,7] por f(x):{ 5—x para 4<x<5 ysea F(x)= [y f(t)dt . Dibujar f(x).
—1 para 5<x<7

Calcular F(4), F(5) y F(7) . Dibujar aproximadamente F y estudiar donde es continua y derivable.

6. Sea f definida por: f(x)=—1 si x€(0,1); f(x)=3—-2x si xe(1,2); f(0)=f(1)=/f(2)=0.
Hallar F(x) = [y f(t)dt y ®(x) = [5 F(t)dr paralos x€[0,2] que exista.
Determinar dénde @ tiene primera y segunda derivadas, calculando @' y & . ,

7. En esta grafica se pueden ver una funcién f(x), su derivada f’(x) y una primitiva
F(x) . Identificar razonadamente cada curva con la funcién correspondiente.

8. Si F(x)=xJq ¢’ dr, hallar F"(5).
9. Derivar las siguientes funciones: a) F(x) = fl’“2 sen’tdt ; b) G(x) = [{xsent3dt .

10. Siendo f(x) :f(;c\/ 1+3r4dt y g(x) =e*, hallar (fog)'(0) y (gof)'(0).

11. Sea F(x) :/X te~"'dt . Hallar F(1),F'(1) y (FoF)'(1). (Es F(0) mayor o menor que F(1)?

1-2x

senx + 1

11. Sea f(x) = T sent’di 373 - Calcular, si existe, filf(x) dx .

12. Aproximar e con la definicién logx :flx % y las desigualdades ¢21/20 < % <1920 >

383 . . ,
el-1,1 X a] Hallar, si existe, F'(1). b] Hallar F(2).
xe| ] F(x)= /71 ) ( <) (2)

Y o §
13. Sean f(x) {);2, xe(1,2] ¢] Probar que 0<F(0)<1.

4
14. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién H(x) = / logrdt o\ el intervalo [—1,1].

o2 1412
Vax 3

15. Sea F(x) :LZZ % . Hallar F/(2) y F(2) . Precisar el signo de F(8). Ver si F es inyectiva en [0,8] .

16. Calcular (f~')(0) si f(x) = [; [1 +sen(sent)]dt.

17. Sean f(x)= { ?/é’voxéxfl y F(x) :/Oxf. a] Calcular: i) F(4), ii) F(x) Yx>0. (Es F continua en

x=17? b] Hallar, si existen, los valores mdximo y minimo de F en [0,4].

18. Sea f(x) —x%e . Si H (x)= fxzx f(#)dt, determinar el x para el que H(x) es mdximo.
Dibujar aproximadamente la grifica de f y probar que el valor méximo de H es menor que 1/2.

2t dt

P 1
v probar que ese valor maximo es < 5 .

19. Precisar en qué x>0 toma su valor maximo F(x)= /
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20. Determinar en qué x del intervalo que se indica alcanzan su maximo y su minimo las funciones:

X d x+1 d X d
a)F@):L 55 en[-1,2] b)G(x):/X so R OH()= » s en[0,4]

. Xixz X X X
¢) J(x) :/732 tel'dt en [0,2] d) K(x) :/7r sen’tdt en [0,47] e) L(x / m

f) M(x) :x—flx cos(sent)dt en [1,4] 2) N(x) :/;[1—#} 3t en [0,3]

en [0,2]

21. Sean f(x)=xsen’mx y F(x)=/*,f. Hallar el valor miximo de F en el intervalo [0,2] . Probar que
el valor minimo de F en ese intervalo es negativo y mayor que —2.

2
. . . . ) 4
22. Estudiar su crecimiento y precisar cudntas veces se anula F(x) = / e""dt —e* en [0,0)
0

2
23. Sea F(x) = f_lq);xe’#dt . Hallar F'(1) . Estudiar si la serie Y(—1)"F(n) converge.

2x
24. Precisar para todo n€ N en qué x > 0 alcanza su valor maximo la funcién f,(x) = / ﬁf# s

y probar que la serie de funciones i fu(x) converge uniformemente en [0,c0) .

n=1
25. Decir en cada caso (sin hallar primitivas) cudl es el valor de la integral entre las tres opciones:
1) fi/r?zCosSxdx: a)F7—1, b) kY

128 »
-y 0 4
H) ffl x3f8

In3 3z 9 33
a) =53 — 7 > bng, o).

26. Calcular || 13 )h%l dx , y decidir si esa integral es mayor o menor que 1.

/2
27. a] Calcular / % dx. b] Probar que su valor es menor que % .
0

28. Sea f continua en Ry sea f una primitiva de f ;Si f es impar, es necesariamente f par? ;Si f es par,
es necesariamente [ impar? ;Si f es periddica es necesariamente f periddica?

29. Calcular las siguientes primitivas:
a) f# b) f# ¢) [xarctanxdx d) [x*(logx)?dx e) [e“log(e*+1)dx

f)fM 2) fsenf’xdx h) [cos?(mx)dx i) [cosxsenZxdx  j) [/xe 2V¥dx

3+cos2x
dx _dx x2 d)C )Cd)C ~ dx
WiTe Vit mwiEs mns vaea
30. Hallar el valor de las integrales:
. i . .
a) /711 e Max b /1 1—x) 3dx  ©) / Vxlogxdx  d) /le3 arctanx dx
e) / " sendxcosixdx  f) / cos’v dx 9) /”/4 dx & dx
x A

3sen?x + 4 cos?x costx 0 \3/ 3x—1-3

d sz d d
31. Expresar I,(x) :/m en funcién de I,_;(x) . Calcular / E .:61]2 y / [x2+2j+5}3 .

2 >
32. Expresar I, = fon/ sen"xdx en funcién de [, . Calcular by, , I+ .
33. Calcular: [ senmxsennxdx, [ cosmxcosnxdx, [y senmxcosnxdx, m,n€N.

34. Explicar por qué el cambio de variable resultados falsos si:

a) /jld)c,t:xz/3 )/ 1+x2’ 7;.
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Inx)2 .. . .. .. .
35. Sea f(x) = ( ";‘) . Hallar su dominio, estudiar crecimiento y decrecimiento y esbozar su grafica.
Hallar el 4rea comprendida entre la grafica y el eje x en el intervalo en que f es creciente.
(Cudntos maximos y minimos tiene una primitiva cualquiera de f? ;Y puntos de inflexién?

36. Sea f(x) = 7%’“1 f(0)= 1. Hallar, si existe, f'(0). Probar que f es decreciente en todo su
dominio. ;Cudntas soluciones tiene f(x)=—1? Calcular /= f38 f . Probar que I < % .

37. Sea f(x) = % ~+4arctanx . a) Dibujar su grfica y probar que 7+1 < flzf <2r.

b) Determinar si converge la integral impropia [;” f. c¢) Hallar )(15130 % I
38. Sea f(x) =xlog (l—i—;iz) . a] Hallar una primitiva de f. b] Estudiar la convergencia de [|" f

39. Sea f(x):xarctan;%, f(0)=0. a] Hallar, si existen, f'(0) y f’(2). b] Hallar una primitiva de f.
c] Estudiar si converge la integral impropia /] “f(x)dx.

40. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias. Hallar su valor si se puede:
2 dx *® dx —cosx
b) /0 s © /1 T d)/ log(1+ % )dx e)/ dx
f)/w YOS x g) /szix h) Ow exdfl 1)/1 xarctanx—zdx ])/0 xsenzgdx
\fdx logx 1 oo dx <\ [ log(1+x)
o[ b [ s m[y/itddx “)/m “)/72‘1’“
0)/0 se\;}x dx p)/1 cz;xdx q)/l ?dx r) > arctan(1/x) dx )/ x+2e“°”‘

° arctanx
d

|/3
* arctanx ° dx > logx °° xdx "dx
0 Jo X2 dx u) /0 x4+ x? V) / = dx W) Jo 1+ex2 X) / ]/3
o - 1—cosx arctan sen\f
Y [[F-Hdx o [eVdx o) [T 55Ede ) [0 T [ S d

42. Discutir segtn los valores de n€ N la convergencia de:

arctan(. + 1 1 d
0 [ ax o) [ [y — <) O f w5
43. Hallar, justiﬁcando los pasos, el valor de:
@ [ £ (n+1)x") dx b) [T(£ ) ) ./Ol(é[nixr)dx

44. Sea H(x)=|x—1| [*, sent3dt . Aproximar H(0) con error menor que 10~3. Hallar, si existe, H'(1).

45. Probar las acotaciones:

-1 r1/2
2) 0< [ sen(senx)dx <% b) %g/o \}%gé o) %g/o Ivgr<?

46. Sea f(x)= [y sent>dt . Hallar lim x}?i')” . Utilizar el polinomio de Taylor de orden 3 de f en x=0

para encontrar un valor aproximado de f (%) . (Es menor que 1073 el error cometido?

Yo’ dt — arctanx?
47. Hallar el limite cuando x tiendea 0 y a o« de: a) *hoe arelany

: b) x‘(’f_oxz sent2dr .

log[1+x4]
2 —1/2
oo B X 1 3 _ 2
48. Precisar si converge/ [1+£%] Y245 Si f(x)= Jo [1++7] e di —senx , hallar lim fx)y h’n%f(x).
0 X—ro0 xX—
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49. Sea F(x)= fzx ﬁ - Determinar si existe lim F(x) . Hallar el lim % (si existe).

1
50. Hallar el valor de I = / o al T dx y un racional que aproxime / con error menor que 1072
-

51. Sea f(x)= ﬁii . Hallar una primitiva de f . Probar que § < fol /< % .

X

n
4+X4dx<4.

1
52. Estudiar para qué valores enteros de n se verifica que 3 < /
0

53. Sea f(x) = e a) Aproximar jol f usando el desarrollo de Taylor hasta x* de f.
b) Sea H(x) = [} 1, x€[0,2]. Precisar en qué x alcanza sus valores méximo y minimo.
¢) Calcular el limite de %f(ff(t)dt , 1) cuando x — 0, ii) cuando x — co.

54. a) Precisar donde f(x)=1[v/1+3x—1], f(0) =1, es derivable. b) Hallar imf .
c¢) Probar que f?z ;3f = 6— %logB — %\/5 y aproximar la integral por Simpson con h= % .
d) Determinar si converge [;°f. ) Si F(x)=/°, f, hallar F'(3).

55. Aproximar log2 = 12 % utilizando Trapecios (n=2y 4) y Simpson (n=2y 4; o sea, m=1y 2).

56. Aproximar utilizando Taylor y Simpson: a) fo] e *dx, b) jol Vx*+1ldx, ¢) f12 %dx .

57. Calcula el 4rea de estas regiones:
i) Regién limitada por el eje x y por la grificade f(x) =senx,entre x=0y x=7.
ii) Regién limitada por las graficas de f(x) =x+1y f(x) =x>*—2x+1.
iii) Regi6n finita encerrada entre el eje x y la graficade f(x) = (x—1)*>(x—4).
iv) Region finita encerrada entre la grifica de f(x) = x> —x y su recta tangente en x = —1 .
v) Regién acotada entre el eje x y la grificade f(x) = |x*—1] —2.

58. Calcular el area de la region acotada limitada por la curva y = ﬁ , el eje x y las rectas verticales que
pasan por los puntos de inflexién de la curva.

59. Hallar el drea de una de las regiones iguales encerradas entre las grificas de |senx| y |cosx|.

2
60. Calcular el 4rea de la region interior a la elipse % +5=1.
a b

61. Hallar el 4rea de la regién acotada comprendida entre y = 0, la curva x> 4+y> = 4 y la tangente a la

curva en (l, —\ﬁ) .
62. Hallar el drea de la regién encerrada entre la gréifica de g(x)= ‘3 — ;12 ] y su recta tangente en x=2.
63. ;Cual de todas las rectas que pasan por (1,2) determina con y=x> la regién de minima 4rea?
64. Hallar el valor minimo, si existe, de S(m) = [ |® —mx|dx .

65. Determinar si es mayor o menor el drea encerrada por la grifica de las funciones i) f(x) = e /2,

i) g(x) = e~ yel eje de las x en el intervalo [0,1] o en el intervalo [1,e0).
66. Probar que el drea de la region encerrada entre las grificas y =3x e y =¢* es menor que 3.

67. Describir las graficas de las siguientes funciones escritas en coordenadas polares:
a)r=asen0 b) r =asec@ ¢) r =cos208 d) r=|cos26|.
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68. Hallar el drea de la regi6n acotada por el eje x y la gréfica de la funcién h(x) = 1 — |x—1], integrando
en coordenadas 1) cartesianas, ii) polares.

69. Hallar el area determinada por la curva r = Hc%qe y las semirrectas =0y 0= 37” , 1) trabajando en
polares, ii) tras escribir la ecuacién de la curva en rectangulares.

70. Hallar el 4rea de la region encerrada entre la cardioide r=1+cos 0 y la circunferencia r=cos 0 .
71. Hallar el drea comprendida entre las espirales r =2e % y r =e~ 9 si i) 8 €[0,2x] , ii) 6 >0.
72. Hallar la longitud de las curvas: a) y =logx, x&[l,e]; b) y=x*3, x€[0,1].

73. El perimetro de una elipse de eje mayor 2a y de excentricidad k (k* =1— a ) viene dado por

=
L=4a foﬂ/ *V/1—kZsen?6 d6 . Evaluar L integrando término a término el desarrollo de la raiz en

potencias de k”sen’6 . Hallar aproximadamente el perimetro de la elipse 3x? +4y> = 12.

74. Un solido tiene por base el tridngulo del plano xy limitado por los ejes y la recta x+y=1. Cada seccién
producida por un plano perpendicular al eje x es un cuadrado uno de cuyos lados estd en la base. Hallar
su volumen.

75. Hallar el volumen del ‘toro’ obtenido al girar un circulo de radio r en torno a una recta, situada en el
plano del circulo, que estd a una distancia d > r de su centro.

76. Sea R la region limitada por y = 135 yeleje x en [1,2].
a) Hallar el 4rea de R integrando respecto a i) x, ii) y . b) Hallar el volumen del sélido de revolucién
que genera R al girar en torno i) al eje x; ii) al eje y; iii) alarecta y=1.

77. Supongamos que f(x) — 3. ;Qué ocurre con el valor medio de f en [0,b] cuando b — oo ?
X—poo

78. Sea una varilla de longitud L situada en el eje x con un extremo en el origen. Hallar su centro de
gravedad y su momento de inercia respecto del origen si su densidad es
(x) = ¥ si0<x<L/2
PYO=\12/asiLj2<x<L -

79. Una particula avanza por el eje x con velocidad v(r) = ¢(1+2%)* m/s en el instante 7. Si inicialmente

estien x=0, ;para qué valores de a: a) recorre 1 m antes de 1s, b) recorre 1 m en un tiempo finito,
¢) alcanza cualquier punto del semieje positivo en tiempo finito?
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