CALCULO I (2006/2007). Problemas 1-16.

1. Encontrar todos los reales x para los que:

) E3>0 b)[x—3|<5 o) |x— 57| > 4n d) [4—Tx| =4 —x?

e)[1-1<2 £) 3 +x% > 2x Q) |xllx—2| < 1 h) x| +x—3| <5

2. Precisar si los siguientes subconjuntos de R tienen supremo, infimo, maximo, minimo y si son abiertos
o cerrados :

a) {x:x[>2}—{7}; b){xeQ:x*<4}; o {(-1)"+1:neN}; d) {10 'n:neN}; Do¢.

3. Determinar el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x) = azrctziyc b) g(x) = log(1—x?) ¢) h(x) = tan(7mx?) d) k(x) = arcsen(logx)

4. Sean f(x) =+vx+2,g(x) = % . Hallar el dominio de fog, gof y fof.Hallar imf e img. Com-
probar que f es inyectiva en todo su dominio y calcular f~! indicando su dominio.
5. Hallar todos los nimeros reales x tales que:

a) cos2x —5cosx =2 b) log(x+2) =2logx ¢) e2lloexl < gy d) |tanx| < 1

—1)"+n 300cos n—2
( lin s Dby =10""y ¢) = T T

Hallar un N a partir del cual sus términos difieran del limite en menosde e =1, =0.1 y € =0.01.

6. Sean a)a, =

7. Probar a partir de la definicin de limite que: {a,} convergente = {|a,|}, {a2} convergentes.
(Es cierta la implicacion inversa en alguno de los dos casos?

8. Calcular el limite de las sucesiones que sean convergentes:

4
D8 R oy (W—l) o (Var=i-1)

n2+1-1 Vi
2n 2 2_1 " My (1)
e (2—3) D 31— "o ) (=1)"vn— h) W
. n . 2n*+3—4 n n
bn(GE-v2) 0EEEE e DI+t g

9. Precisar para qué valores de a,b > 0 convergen las sucesiones:

a) a, = Vn*+an—bn b) Va' +b" ¢) (a—i—%)"

10. Definimos la sucesién {a, } mediante: a, =2 +a,—1 ,a; = V2. Probar que tiene limite y calcu-
larlo. [Demostrar por induccién que a, < 2 y probar que {a, } es creciente].

11. Utilizando unicamente las definiciones probar que:

a) f(x) = 1+ +/4+x es continua en x =

12. Determinar si f+g, f-g y fog son necesariamente pares o impares en los cuatro casos obtenidos
al tomar f par o impar y g par o impar. Probar que si f es impar y tiene limite en x = 0, entonces ese
limite es O.

13. Hallar una f que no sea continua en ningdn punto, pero tal que |f(x)| sea continua Vx .
(Existe alguna funcién que sea continua en todo R menos en un tnico punto?
.Y alguna que sea continua en un dnico punto de R y discontinua en todos los demds?



14. Hallar (si existen) los siguientes limites:

2
senx senx
a) lim —— ; b) lim

0 |x]

. senx
; ©) lim

. . 2\ . 3 1/x T . P 1.
lim — = d) lim arctan(logx?) ; e)}lj%e/ senZ f)xlllg)l} log ;
2 2 2 _1)2
P X1 x2—1 . sen(x—1)
& m7 5 W) M55 5 0) im 5= 5 J) lim

. 1 . . 1 Lo~ . 1 . . 2 . .. . 2 o .
m) limy S s WM s D ln o s 0) limvatex s p) lim Vatex
) 1im x+sen3x

s) i 41
im ———; im
x——oo 5x+6

0 k) 1im (1—x)™; 1) Ifm 20X,
)CZ —1 )Xﬂl’( ) )x~>1* X

x——o x+5

; 1) lim arctan(logx?) ; u) lim xsenx.
xX—00 X—00

15. Sea f:]0,1] — R continua y tal que im f C [0, 1]. Probar que entonces existe algin x € [0, 1] tal
que f(x) =x [a x se le llama punto fijo de f].

16. Probar que si f es continua en [a,0) y lim f(x) es finito, entonces f es acotada en [a, ) . ;Alcanza
X—00
siempre f su valor maximo en dicho intervalo?

II



CALCULO I (2006/2007). Problemas 17-42.

17. Hallar la primera y segunda derivadas de las funciones siguientes indicando su dominio:

a) f(x) =x3 sen% ,f(0)=0; b)g(x)=xlogl|x|,g(0)=0; c)h(x) = arctan(logx?) ;

d) k(x) = [x73 = x| ; e) [(x) = arccos( lfzxz) ; f) m(x) = 5/‘% .

Lsio<x <1

18. Sea f(x) = { Il

b s> 1 Hallar a y b para que existan /(1) y f'(—1).
19. Determinar para qué puntos de la grafica de f(x) = e”~ larecta tangente pasa por el origen.

20. Hallar, si existe, un ¢ € (0,1) en el que la tangente a f(x) = arctan 5*~ sea paralela a la recta que
une (0,0) y (1,%).

21. Hallar el punto de corte de las tangentes a la grafica de g(x) = |1 — %’ enx=-2yx=2.
22. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y+yx>+y> = 6 en el punto (2,1).

X
23. Sea f(x) = IE—M . Determinar si es derivable en x = 0 . Hallar, si existen, el valor maximo y el

valor minimo de f en el intervalo [—1, 1].

24. Encontrar (si existen) los valores méximo y minimo de f(x) = arcsenx++/3 log|2 — x| .

25. Hallar (si existen) los valores mdximo y minimo de estas funciones en los intervalos indicados:

a) f(x) =2x—9x*3 en [—8,64] ; b)g(x) =x+2|cosx| en [0,7] ;

¢) h(x) = \/(x—1)2+9 +\/(x—8)2+16 en R.

26. Sea f(x) =x-+2cosx . Hallar, si existe, el valor minimo de f en el intervalo [0, 1] . Probar que existe

£, funcién inversa de f(x) para x € [—%, %] , y hallar la derivada (f~1)'(2).

27. Probar que f(x) = e*"*+x posee funcién inversa f~! en todo su dominio y calcular (f~')'(1).

28. Determinar cudntas veces se anula la funcion f(x) =e*"* —x—1 en [7,7].

29. Sea f(x) = \/lx—i7 . Determinar su dominio e intervalos de crecimiento y decrecimiento. Probar que
existe un tnico ¢ € (%, %) tal que f(c) = %

30. Sea f(x) = 3arctanx —logx . Estudiar cuéntas veces se anulan f’ y f en el intervalo [0,0) . Probar
que f esinyectiva en [3,0).

31. Sea f(x) = (x2+1)e3"_x2. Hallar lim f(x) y lim f(x) . Probar que f’ se anula en un punto
X—00 X— —o00

del intervalo (1,2) y que no lo hace més veces en su dominio. Estudiar cudntas soluciones tiene la
ecuacién f(x) =1.

32. Discutir, segtin los valores de la constante a, cudntas soluciones reales tiene la ecuaciéon e* = ax.

111



33. Dibujar las graficas de las funciones:

2
a) izig b) )%23 c)x )%23 d) arctan(3x—x3)
CcoSx 1 —Xx 2,1
©) T+ senx] D) 53— g)e rcosx h) log (x*4 1)

34. Discutir segun los valores a las diferentes formas que puede tener la grafica de:
1
a) 1 +ax? +x* b))%+§
35. Hallar dos nimeros x,y tales que |x|+ |y| =1 y tales que la suma de sus cuadrados sea i) méxima,
ii) minima.

36. Determinar el tridngulo de drea minima de entre todos aquellos del primer cuadrante cuyos catetos
son los ejes y cuya hipotenusa pasa por el punto (1,2) . ;Existe el de drea maxima?

37. Hallar el punto de la recta tangente a la curva x> +y> =4 en el punto (1,—+/3) que esté mds
préximo al punto (2,0).

38. Hallar los puntos de la curva 3y? = 21420x—x* situados a mayor y menor distancia del origen.

39. Encontrar el punto de la grifica de f(x) = 2arctan(x—2) para el que es minima la suma de sus
distancias a ambos ejes.

40. Determinar el drea maxima que puede tener un rectangulo que tenga dos lados sobre los semiejes
X,y positivos y el vértice opuesto sobre la gréfica de f(x) = [x3 —&-4} -1/ 2,

41. Hallar el punto P sobre la grifica de f(x) =e™ en el primer cuadrante para el que es maxima el
area del tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es tangente a dicha grafica en P y cuyos catetos estin
sobre los ejes coordenados.

42. Un nadador esta en el punto A del borde de un estanque circular de 50 m de radio y desea ir al
punto diametralmente opuesto B, nadando hasta algiin punto P del borde y andando luego por el
arco PB del borde. Si nada 50 m por minuto y camina 100 m por minuto ;A qué punto P se debe
dirigir para minimizar el tiempo de su recorrido?

v



CALCULO I (2006/2007). Problemas 43-69.

+2 an,con a; = 1. Probar que tiene limite y calcularlo.

43. Sea la sucesion {a, } definida por a,+1 = 3,55

Determinar la convergencia de } a,, .
44. Determinar si las siguientes series son convergentes o divergentes:
*Yl

a)Zzn b)ZM C)Z(—l)n(z)n d) Z[ — To0)
5 n2 n nn
€)Y ne" f)z 2 )Z n2+3 h) ) (-1) ;5314

. " o dn=1
)L o D M DE 1" 55h
m)Ztan% ~)Z\/% O)Z[\/r%_ nl+1]

45. Probar que la suma de las siguientes series es la indicada:
2n+1 _ )n 99
=2 b
a)nzz o )Z\/EFH INEES T

46. Determinar para que nimeros reales ¢ convergen las siguientes series:

X mxe2: oxih: or G ox Bt ny2e

. £ & 212 . £ 1
47. Determinar para qué a € R converge ) = 7— . Precisar para qué valores de a su suma es 3-
n=2

48. Probar que 0.8414 < Z < 0.8417 (sumar 3 y 4 términos de la serie).

2 +1 1=
(Cudntos términos habrla que sumar para estimar la suma con error menor que 107> ?

49. Estudiar si convergen puntual y uniformemente en el intervalo que se indica:

ful) = Tz en 0,25 gul®) = 725 en [0,1]; hu(x) =" eni) (—e0,0] , ii) [0,9)

50. i) Calcular los valores mdximo y minimo de f;,(x) = i—cl en [0,00).

ii) Determinar si convergen uniformemente en [0,0) la sucesién f,(x) y la serie ¥ f,(x).

51. Estudiar para qué x convergen, y si lo hacen uniformemente en el intervalo que se indica:

arctan (nx) ) cos'x . X +arctann . (50"
)Y, = — enR; b} =5 enR; o)} *7=="8 Tiard en [1,2]; d)z(x2+6)" en [5,6] .
52. Determinar todos los valores de x para los que convergen las series:
n 2
)): \/T b)Y c) ¥.cos “Zx" d) y2r (x—2)"
X" n2x2n —/n 2" n
©) X 7 Flogn Y S 2 Ye vy WY T ()

53. Determinar para qué valores de x converge Y n3"x"~! y hallar su suma para esos valores.

n=1

54. Hallar los x para los que converge Y, (72x)3" . Decidir si converge para x = arctan%

55. Hallar todos los valores de x para los cuales la serie ), [1 — XCos H es convergente.



56. Utilizando polinomios de Taylor determinar con un error menor que 1073 el valor de:
a) cos 1 b)e ¢) log % d) log % e) log2

57. Sea f(x) = x(1+x3)71/ > . Hallar los 3 primeros términos no nulos de su desarrollo de Taylor en
x = 0. Aproximar por un racional f(1/2) con error menor que 0.001 .

58. Hallar los 3 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Taylor en x =0 de:

a) cos2§ b) % C) senx — xXcosx d) 2—x)V1+x

log(142x)
1+2x

1

e) shxchx D o5z 2) h) cos(senx)

59. Hallar los primeros términos del desarrollo de arcsenx, utilizando el de (l—xz)_l/ 2.

60. Hallar la suma de las siguientes series:

= (—4)" = 1 & 20+ 1 = n
(2n)! b) ;, 2n+1)! ©) E 3t (n+1) Yy nl2n ©) ) 31

n=0 n=0

61. Hallar un polinomio P tal que lim x~’ [\/ 1—x*—P(x)| = 0. ¢Es tnico dicho polinomio?

62. Calcular los siguientes limites indeterminados cuando x tiende al a indicado:

—x2_ _ X __ x _ )
a=0: a) V1 xx4 COSX . p) X tanx . C)e esen - d) (cost)3/X2; e)l V1—x _

’ arctan(x3) ° x3 x
T U BN s SN GtV —ot.
a=1: Dlogx_x—l ;8 T—x-tlogx > h) — - a=0": 1i)tanxlogx.

e“+senx . X, 1 . 1
k) Greose s D [;%g] ; m)x*arctani —/T+x; n)xtanl.

63. Hallar el valor de b tal que f(x) = x> [ebXAf cosbx] tiende hacia 0 si x—oo y tiende hacia 2 si
x—0.
_ x*—sen®x __sen’x __ arctan(senx)—x
64. Sean a) f(x) = Tog(IH) ° b) g(x) = P ¢) h(x) = Tog(11)
Determinar (si existen) sus limites cuando: 1) x — 0 ; il) x — —oo ; 1ii) X — oo .

2
65. Estudiar en qué puntos es continua la funcién: f(x) = f_i%';%{ six¢Z, f(x) =0sixeZ.

66. Sea f(x) f(0)=0.
Estudiar si existen f7(0) y f”(0) . Dibujar su gréfica. Calcular lim { f(f(n))} .
n—oo

. log |14
=—=,

67. Sea f(x) =x ?sen’mx, f(0) = 7> . Determinar si existen f(0) y f”(0) . Dibujar su grafica.
Probar que existe la inversa £~ en un entorno de x = % y calcular la derivada de f~! en f (%)

68. Estudiar la continuidad de f(x) = (1— 1)log|1—x?|, f(£1) = £(0) = 0. ;Existe f'(0) ?

Probar que 3¢ € (0,1) con f'(¢) =0

69. Sea f(x) = Ize? f(0) = 1. Hallar f/(0) . Determinar los limites lfril f(x) ylaim f . Estudiar el
X— oo

X

crecimiento y decrecimiento de f . Hallar la derivada f(200%)(0).

VI



CALCULO I (2006/2007). Problemas 70-100.

70. Sea f(x) =log(2—x),x€[0,1); f(x) =0,x€ [1,2); f(x)=1,x€[2,3] ,ysea F(x) = [y f.
Determinar los x € [0,3] para los que F es continua y derivable. Hallar F(3) .
71. Sea F(x) = flx_z)cte_ﬂdt. Hallar F(1), F'(1) y (FoF)'(1). (Es F(0) mayor o menor que F(1)?

sen(x®) +1
JEysen(d)dt +x+4

72. Sea f(x) = . Calcular, si existe, [, f(x)dx .

73. Determinar en qué x del intervalo que se indica alcanzan su maximo y su minimo las funciones:
3

a)F(x)=fg \/ﬁ en[0,2]; b)G(x):fxzx\/;Z? en[—1,6];

¢) H(x) =x— [{cos(sent)dt en[1,4].

. - . 2 2 4 . .
74. Estudiar en qué intervalos crece y decrece la funcién f(x) = [y e/ dr —e* . Determinar en cudntos
puntos del intervalo [0,o0) se anula f(x).

3
75. (Posee funcién inversa la funcién f definida para todo x > 2 por f(x) = f ;2 % ?

76. Sea f(x) = | lx e*arc@nt 7y Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en x = 1. Probar
. —1 !/
que f posee inversa en todo R y calcular (f~') (0).

2
77.Sea F(x) = fl/x e~*dt . Hallar F’'(1) . Estudiar si la serie Y'(—1)"F (n) converge.

—1/x

78. Sea f(x) = x2e . SiH (x)= fxzx f(¢)dr , hallar el x para el que H(x) es mdximo. Dibujar aproxima-
damente la gréfica de f y probar que el valor méximo de H es menor que 1/2 .

2
79. Hallar los valores mdximo y minimo de g(x) = xx%gx en [2,4]. Probar que % < f24 glx)dx < 2.
Hallar la integral y, usando desarrollos de Taylor, comprobar las desigualdades anteriores.

80. Hallar las siguientes primitivas:

2
a)f@ dx b) f%‘ dx c) [x*arctan i dx d) [(logx)3dx e) [arcsenxdx

4 d 324+ 3x+1 : 2 .
ﬂf}ﬁdx g)flréﬁ h) f;ﬁ-fzii—-i;;-kl dx l)f;;tS dx j) [4xcosx*dx

) xdx 1) f sen2xdx dx

—— 2 & 2
cosZx 5+4cosx m) [ 3 sen2xtcosix n) [tan*xdx 1) [4xcos*xdx

o) [redy  p) TR @ JOVIa2dx D[ Y g ) VAT Tdx

e¥+e2x

81. Calcular, si existe:

i 1 0
a) [1, eI dx b S G Ol e SR W RS R P
e) ffﬁz sen’x dx f) [{ xlogxdx 2) f13x\/ I1+xdx h) fol arctan(+/x) dx

X2 cosx dx

. /2 . 1/2 dx 5 dx 0
D) Jo'" cos 2x cos.x dx D fo Vi-x? © f4 x—4/x—4 D f*TC/6 3senx—2cosZx
82. Sea f(x) = xlog(1+ ;12) . Hallar una primitiva de f . Estudiar la convergencia de [{” f.

83. Probar que [;° x e % dx es convergente y que su valor es menor que 1—18 .

VII



84. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias. Hallar su valor si se puede'

a) [ x4 H b [T, : +x2 ¢) [ e Fsenxdx d f7 x,+, 7
e Ji [}— \/m] dx f) eV dx 2 Jo W h i [%—}]dx
DI e 0T )7 d—
m 5 e w [T(1cosar m a0 7k
p) Ji"logxsen % dx q) [y logxdx 0 fa arzc;an 11//)2 dx s) fg"i;’—{ldx
85. Discutir segtn los valores de n € N la convergencia de: a) fO [ln U+ )1—6] x; b) [ it Jfldx '
86. Discutir segun los valores de a € R la convergencia de las integrales:
Y AR I VI arc?:ﬁ ) ges iy J& 3 + senx] “dx .
87. Calcular el limite cuando x tiende a 0 y a o de: a) xfgel;zgcftl J—r;l:]ctanxz ; fi)xz ieénzzdt .

88.Dada F(x) = [ Determinar si existe 1im F'(x) . Hallar el 11m ) (si existe).
X—00

dt
Viogt+t * F(

89.Sea H(x) = |x—1| [*, sent>dt . Aproximar H(0) con error menor que 103, Hallar, si existe, H'(1).

3
90. Sea g(x) = % Hallar la primitiva G(x) que cumple G(0) = —1. Probar que g(x) > 1

si x € [0,1] y que hay un tnico ¢ € (0,1) tal que G(c) = 0. Determinar si converge f23+ Ve(x)dx.

91. Sea F(x) = [* lte’ dt, con x € [—1,%). i) Hallar, si existen, los x del intervalo en los que F
alcanza sus valores mdximo y minimo. ii) Probar que F(0) > —% .

92. Hallar, justificando los pasos, el valor de:

o/ H(E ey de, i) (T ) dx, i fo (5 L) dx

93. Calcular el drea encerrada entre las graficas de g(x) =x* —3x>+3x y f(x) =x en [0,2].

94. Calcular el drea de la regién acotada entre las curvas y=+/x, y=+v2—x e y=0.

95. Hallar el drea de una de las regiones iguales encerradas entre las graficas de |senx| y |cosx|.
2

96. Hallar el drea de la menor de las dos regiones acotadas por las curvas x> +y> =2y x =y?.

97. Calcular el drea de una de las regiones comprendidas entre la grafica de f(x) = senx y esta misma
grafica trasladada horizontalmente una distancia % hacia la derecha.

98. ;Cudl de todas las rectas que pasan por (1,2) determina con y=x? la regién de minima drea?

99. Sea la regién del cuarto cuadrante limitada por la graficade f(x) = —e * (a>0) yeleje x. Probar
que la recta tangente a f(x) en x =0 divide dicha region en dos partes de igual drea.

100. Hallar el 4rea determinada por la curva r = 1/(1+cos8) y las semirrectas 6 =0 y 6 =3m/4,
i) trabajando en polares, ii) tras escribir la ecuacién de la curva en rectangulares.
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