2. Funciones, sucesiones, limites y

continuidad en R

2.1. Funciones reales de variable real

Def.

Una funcién f es una regla que asigna a cada uno de los nimeros
x de un conjunto D C R un tnico nimero real f(x). A D=domf | f:D — f(D)

se le llama dominio de f. y = f(x) es el valor de f en x. Imagen x—y=f(x)
orecorrido de f es f(D) =imf ={f(x): xeD}.

Muchas veces f admite una expresién algebraica como f(x) = |x| , f(x) = senx,...), pero otras no serd
expresable ni con palabras. Una f estard determinada si conocemos todos los x de D y los valores y
correspondientes. Esto lleva a una definicién mads tedérica, aunque mas precisa:

Def.

dos distintos con el mismo primer elemento.

Una funcién f es un conjunto de pares ordenados que no contiene

[Asi, la “funcién |x|” serfa {(x,|x|) : x € R} ]

(Si no se precisa mas, domf es el conjunto de x para los que f tiene sentido).

Geométricamente, f se puede representar en un sistema de coor-
denadas como un conjunto de puntos (grafica de f) en el plano
xy. Asi, la grifica de f(x) =mx+b es un conjunto de puntos que =

constituyen una recta (m es su pendiente y b su corte con el eje y ).

Dadas dos funciones f y g se pueden definir otras funciones f+g, f—g, f-g, f/g y fog:

Def.

(f+8)(x) = flx)+g(x), (f—g)x) = f(x)—g(x), (f-8)(x) = f(x) g(x) para
x €domfNdomg. (f/g)(x) = f(x)/g(x) para x €domfNndomg N{x: g(x) # 0}.
(fog)(x) = f[g(x)] (composicion de f y g) para x con xedomg y g(x) €domf.

Suma y producto de funciones, como es inmediato ver, son conmutativas, asociativas y hay
distributiva; la composicién es asociativa, pero no conmutativa:

Si f(x) =x%, g(x) =2x—1 setiene que (fog)(x)=4x>—dx+1#2x>—1=(gof)(x).

Ej.

Def.

Ej. f(x)=|x| noesinyectivaen A=R (a x y x*=—x les corresponde el

Def.

fesinyectivaen ACR si f(x) = f(x*) = x=x", Vx,x* €A
[0 1o que es 1o mismo, si x # x* = f(x) # f(x*)].

mismo valor). Siloes en A=[0,),0en A=[-7,—1], por ejemplo.

La gréfica de una funcién inyectiva no corta mds de una vez cualquier recta horizontal.

Si f:x — y=f(x) es inyectiva existe la funcién
inversa f~':y—x=f"1(y).

flifA)—A
y=f(x) =x=1""()

[Si no es inyectiva, o sea, si hay x#x* con f(x)=f(x*)=y, no podemos asignar un tinico x al y].

En términos de pares ordenados, la funcién inversaes f~! = {(y,x) : (x,y) € f} .



Propiedades inmediatas son:

domy1=imf ,imf=dom, (Flop)0 = (for N0 =x N
La grafica de f(x) y lade f~!(x) son simétricas respecto a la recta /
y=x [pues (x,y) e (y,x) lo son]. Para escribir y=f~!(x) explicita- / —

mente (cuando se pueda; en general serd imposible) se despeja la x Y
en funcién de y de y=f(x) y se cambia el nombre a las variables.

1/3

Ej. Lainversade y = x> —5esy = (x+5)'/3 [pues x = (y+5)'/3 al despejar].

f es estrictamente creciente en A C R si Vx,x* € A con x < x* se tiene
f(x) < f(x*) . Es estrictamente decreciente si f(x) > f(x*). Es creciente
si f(x) < f(x*) . Es decreciente si f(x) > f(x*) . Cualquiera de ellas se dice
monotona (estrictamente monétonas, las dos primeras).

Def.

Ej. f(x) = [x] = mdximo entero menor o igual que x [llamada
‘parte entera de x’] es creciente en todo R [no estrictamente].

Ej. f(x) = |x| es estrictamente decreciente en {x < 0}
y es estrictamente creciente en {x > 0} .

Teorema: ’ f estrictamente mondtona en A = f inyectiva en A ‘ [y existe su f~!]
[six #x* obienes f(x) < f(x*) obien f(x) > f(x*) ]

[Para ver si una f es monétona (y por tanto inyectiva) acudiremos en el futuro a las derivadas].

Definicion y graficas de las funciones elementales:

y=x", y:xl/”:\’/)?, neN

Cuando n impar, y = x" es inyectiva en todo R
yes f(R) =R. Su inversa x'/" estd definida en
R y su imagen es R. Si n par, no es inyectiva
en R. Se llama entonces y = x'/" a la inversa de
y = x" restringida al intervalo [0,e), con lo que .
la y = x'/" tiene por dominio e imagen [0,%0) (la S
funcién y = —x'/, para n par, es la inversa de ]

y =x" restringida a (—oo,0]).

y:xfn:l l/X2
x"l
_ —l/n _
y=x T xl/n
neN
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Las curvas (conicas):

(=@ +(—b)* =

(circunferencia)

R | Z+p=1]@. |5-h=1||p-5=!
(elipse) (hipérbolas)
b &

SIELLLS

(
\U

s
s

.
o

No definen una tnica funcién (por ejemplo, (o) define dos:

y=2

al—x2 e vy

= — az

b
a

Funciones trigonométricas (siempre en radianes):

f se dice par si f(—x) = f(x) e impar si f(—x) = —f(x) ;
f es de periodo T o T-periddica si f(x+T) = f(x) Vx .

Unas definiciones antes:

e,
COS X, e, sen x
“‘ " 0.’
.0‘ . .0‘.
& N e,
—7T o : . s
A o 2, N
o*—71/2 W4 2 e,

0
LT

senx y cosx son de periodo 27, senx es impar
y cOsx es par, tanx es 7-periddica e impar.

Aceptaremos la definicién cldsica de [dado un
nimero x, se toma el punto P sobre la circunferencia
unidad tal que x sea la longitud del arco que une (1,0)

senx

longitud x

—x%, x € [—a,ad]).

tan X,

=

/2,

con P; el angulo orientado formado por las semirrectas
que unen (0,0) con ambos puntos es el dngulo de x ra-

dianes y senx es la ordenada de P], a pesar de no ser
nada rigurosa, por basarse en el concepto de longitud de
una curva cuya definicidn no tenemos bien establecida.
[Se le puede dar rigor utilizando integrales, lo mismo que a senx : ver Spivak].

A partir del senx definimos:

cosx =sen(x+ %)

, Vx s

Jsix# Xk, keZ,

[Nos serd mads util esta definicién de cosx que la equivalente ‘abscisa del punto P’. Las otras
clésicas funciones trigonométricas cotanx, secx y cosecx no serdn utilizadas en estos apuntes,
puesto que se pueden expresar ficilmente en términos de las dadas].

Admitimos que sus gréficas son las de arriba y repasemos algunas de sus propiedades clédsicas

[algunas otras se proponen en los problemas].
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Recordemos primero la equivalencia entre grados y radianes. Como un dngulo recto son 7

radianes (la longitud de la circunferencia unidad es 27) 0 90°, es a = 180 L radianes. En particular,
los famosos dngulos de 30°, 45° y 60° son, respectivamente, ¢, 7 y § radianes.
Las funciones trigonométricas tienen una infinidad de valores exactos conocidos como:
sen (kx) = cos (5 +kx) =tan (km) =0,
sen (% +2km) = cos (2kmw) = 1, sen(—% +2km) = cos[(2k— )] = -1,
que son inmediatos, y los siguientes que se deducen facilmente del teorema de Pitdgoras:

T _ 1 T e V2 T _ e ® V3
senZ=cosf =3, senf=cosf =%, senf=cosk=2%
tang—g, tanf =1, tan%zﬂ

(ademds de los similares de otros cuadrantes). De Pitdgoras también se deduce:

1
cosZa

sen?a+cosla=1 = l+tana=

A partir de las dltimas igualdades es fécil hallar, dada cualquiera de las razones trigonométricas
de un dngulo y el cuadrante en el que se encuentra, los valores de las restantes:
Ej. Sitano = —% yae (37”,271:) , los valores del seno y el coseno de este dngulo son:

1 _ 1 _3
VittanZa  4/1+(16/9) 5

Mas dificiles de probar son las siguientes importantes identidades (validas Va, b):

coso = + senoc:cosatana:—%.

’ sen(a+b) =senacosbh+cosasenb , cos(a+b) =cosacosbFsenasenb |,

pero a partir de ellas ya es facil comprobar todas las siguientes (de hecho, nos bastaban las
férmulas para a+b , pues las de a—b son consecuencia inmediata de ellas). Por ejemplo:

’ sen2a = 2 sena cosa , cos2a = cos?a — sen’a ‘: 1 —2sen’a=2cos’a—1

=| sen’a = 3 [l —cos2a] , cos’a = 5 [1 +cos2d]
Ej. Calculemos usando las igualdades anteriores el cos 3152” .
35z 35m 1lx T\ _ v
Primero observemos que cos %3¢ = cos( 55t —27) = €08 -j5- = COS(T — {5) = —Cos {5 .
2 1 _2+V3 3sm_ 1
Como cos?(5) = 5[1+cos ] =252 = cos L = —1v/2+/3.
80 mA o T T_m\y_ _1Vv2_ V3V2_ _ V2+V6

Podemos dar una expresién mds bonita: —cos {5 = —cos(5 —§) = —5 %5 — 5 5 = — ¥

Veamos otras propiedades que también utilizaremos. Esta es casi inmediata:

__ tanattanb __ _2tana
tan (a +b) = 1 Ftanatanb = tan2a = 1 —tan?a

En las siguientes basta desarrollar los segundos miembros:

senasenb = J [cos (a—b) — cos (a+b)]
cosacosb = % [cos (a+b) +cos (a—b)]
senacosb =  [sen(a+b)+sen(a—b)]
En la dltima, llamando A=a+b y B=b—a, resulta ser a = 2 Byp= A+B con lo que:

senA —senB =2 senAgB cos A;B

12



. - Para definir las funciones trigonométricas inversas debemos res-
%, arccop x tringir los intervalos de definicidn para que senx, cosx y tanx sean
. . .
*, inyectivas:
’0
*, T T
/‘;.‘ _______ arcsenx (dom=[—1,1], im=[-%,%])
T e, A . . .
*, /- es la inversa de senx restringidaa [—%,7].
*
* .
L% arccosx (dom=[—1,1], im[0,7] )
: i
-1 1
arcsepn x

(El arco seno de un x no es simplemente ‘el dngulo cuyo seno vale x’
2 de [0,27]).
arctanx [dom: R, im

es la inversa de cosx restringida a [0, 7] .
hay infinitos x con el mismo seno; incluso hay 2 si sélo nos preocupamos

:(7[71'

/2
-3.3)]
es la inversa de tanx definidaen (—%,7) .
Ej. arctan(tan %”) = arctan(—1)

arctan x
-

Exponenciales y logaritmos:

—11/2

La funcién arctanx aparece muchas veces en el cdlculo, por ejemplo hallando primitivas.

logx=Inx = vt

1

b* es facil de definir si xe Q [ b™/" = /b ] pero no si x es irracional (;qué es 2% ?) y por
‘

tanto log,x tampoco tiene sentido. Definiremos primero el logaritmo neperiano asi:

,parax >0
[logx serd siempre neperiano, el decimal log;ox no se utilizard]

imagen es R. También admitimos las propiedades clésicas:

que es la forma mas corta de definirlo, aunque habria que esperar a las integrales para deducir
todas sus propiedades. Admitimos que logx es estrictamente creciente en {x > 0} y que su

log(a-b) =loga+logh , log} =loga—Ilogh , log(a‘)=cloga , sia,b>0
A partir de la funcién logaritmo, definimos:
es la inversa de logx , con

lo que su dominioes R y
su imagen x > 0.

X
- . b (b>1)
. B
L, (0<b<1)"-.“ P
W =eblogx | x>0 -/ ,.ﬂx —/ o
(b>0,¥x: 1/ A/
’ R log.x™
_IOgX b>09b#1, ‘ . b
logbx = @ . x> 0. (O<b<l)
De estas definiciones se podrian deducir:
=1, b =pp, b=

(b*)” = b [ b* representa siempre b) ],
Las definiciones son naturales, si han de satisfacerse estas propiedades. Asi, por ejemplo:

x” = [exponencial inversa del logaritmo] = (!°*)” = [pues (b*)’ = b¥']

— eblogx
[La definicién de arriba de x” sélo vale para los x>0 si b es un real cualquiera,

pero no olvidemos que, por ejemplo, si b=7 6 b=1/3 estd x” definida Vx].

13



Mas en general (por este mismo argumento) se define:

f(x)80) = es@loglf(] | "para los x tales que f(x) > 0.

[Segtin la definicion dada, el nimero e seria aquel que cumpliese loge = [ % = 1. Utilizando

las propiedades de la integral se podria aproximar su valor, pero esto serd mucho mds corto
hacerlo cuando estudiemos Taylor. Admitimos que aproximadamente es e ~ 2.7182818... ].

Acabamos con las funciones hiperbélicas (seno, coseno y tangente hiperbdlicas) definidas:

X _ A—X X —X
shx:%,chx:%, Mlx \Mlx ! th x
shx
thx=—,V
T A ‘ . -l

Tienen propiedades similares a las trigonométricas (todas muy faciles de comprobar):

sh(—x) = —shx, ch(—x) = chx, th(—x) = —thx, ch’x —sh’x =1, l—thzx:ﬁc e
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2.2. Sucesiones de numeros reales

{an} = ay,ay,...,a,,... es una sucesion: a cada natural n corresponde un real a, .

Matematicamente, como una funcién es una regla que asigna a cada elemento de un conjunto un tinico
elemento de otro:

a:N—R

Def. ’ Una sucesion de niimeros reales es una funcién de N en R _
n—a(n) =ay,

Una sucesion tiende hacia a si en todo entorno de a, por pequefio que sea, estan casi todos los términos de
la sucesion (todos salvo un ndmero finito). Por ejemplo {%} =1, %, %, ... tiende hacia 0 ya que fijado un
entorno cualquiera del origen todos los términos de la sucesién a partir de uno dado acaban metiéndose

dentro. Precisando:

{a,} tiene por limite a (o tiende hacia a o converge hacia a) si para todo €>0
existe un nimero natural N tal que para todo natural n >N es |a,—a| < €. Lo
representaremos por lim a, =a 6 a, — a . Si una sucesion {a, } no es convergente

n—oo n—o0

Def.

se dice divergente.

Esta definicién es la primera de las definiciones rigurosas de limite de aspecto similar que veremos en los
apuntes. Hagamos unas cuantas observaciones sobre ella:

Decir que |a,—a| <& es equivalente a que a, € B(a,€) . Para todo € hemos de encontrar un N
tal que ay,an+1,an+2,-.. estén dentro del entorno.

El N no es dnico: si los a, € B(a,€) para n>N , también estdn dentro para n>N* si N*>N.
No se trata de hallar el menor N, basta con dar uno para el que se cumpla.

En sucesiones escribiremos simplemente a, — a, pues sélo tiene sentido el limite para n — oo
(en funciones, la x podrd tendera 0, a o0, a —co,... y si habrd que precisarlo).

Ej. Formalicemos que % — 0: dado cualquier € (por pequefio que sea) /N
existe N tal que % <& .Portanto, sin>N, |%—O\ < % <E.

Se ve que N depende del € dado (si €=0,1, basta tomar N=11,

-&£ (0 ¢ <
pero para € =0,001 debemos tomar N =1001 o nimero mayor).

Ej. La sucesién {(—1)"} = —1,1,—1,1,... diverge, pues estd claro que no todos sus términos a
partir de un N estdn en todo entorno de —1, ni de 1, ni de cualquier otro real. Aunque haya
infinitos términos en cualquier entorno de 1 (por ejemplo) otros infinitos se escapan. Si € =2
todos los a, pertenecen al entorno B(1,2), pero esto debe ocurrir Ve y no sélo para € grandes.

El célculo de limites con € y N es, en general, complicado. Pero, gracias a los teoremas que veremos
(demostrados utilizando los €), s6lo en contadas ocasiones y para sucesiones muy extrafias deberemos en
el futuro acudir a la definicién. Para manejar ésta (en ejemplos y en teoremas) se suele partir de lo que
uno quiere hacer pequeiio ( |a, —al )y, tras algunos < 6 < (la desigualdad triangular suele aparecer), se
llega a una expresion de la que sea ya facil decir paraqué nes < €:

Ej. Probemos sélo con la definicién (pronto serd innecesaria) que {a,} = {2\\//2—151_} —2.
2 5" 5"=2| _57"+2 3 3 9
VntS™ 1| ‘g R I I R P
Vn+1 Vn+1 NG n € €2

Por tanto, dado cualquier €, si N es un natural > 9/ e?, para n>N se cumple que |a, —2| < €.
[No es la tinica forma de precisar el N, podriamos, por ejemplo, no haber quitado el 1 del
denominador y habriamos llegado a otro N; lo que, desde luego, no funcionaria seria empezar
haciendo |a, —2| <|a,|+2, pues no habria forma de hacer esto menor que cualquier € ].
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Teorema: ’ {a,} convergente = {a,} acotada. ‘

Sea e=1 (por fijar un nimero); sabemos que AN / sin>N = |a,|—|a| <|a,—a| <1, |a,| <|a|+1.
Por tanto, llamando M =max{|a,|,...,|an—1|,|a|+1} se tiene |a,| <M Vn.

No es cierto que toda sucesién acotada sea convergente. Por ejemplo, {(—1)"} es acotada y
diverge. Lo que si se deduce del teorema (no ¢ = no p) es que una sucesioén que no estd acotada
seguro que diverge.

Definimos ahora un par de tipos importantes de sucesiones divergentes (y no acotadas):

{a,} diverge hacia +oo ( lim a, = e ) si YK AN /Vn > N se cumple a, > K.
n—oo

Def.
¢ {a,} diverge hacia —co ( lim @, = —c0 ) si VK AN /Vn > N se cumple a, < K.
n—oo

[+o0 y —o0 son s6lo simbolos, no nimeros; estas sucesiones no convergen a ningtin nimero real]

.2 2 . .
Ej. % — oo, pues VK, ”zil > g > K sin > N con N cualquier natural > 2K .

—1,0,—-2,0,—3,0,—4,... nodiverge hacia —oo. A pesar de que contenga términos tan pequefios
como queramos, no es cierto que dado cualquier K queden a su izquierda todos los términos a
partir de un N (para los K < 0 es evidente que es falso). Claramente, tampoco tiende a 0 .

{an} es creciente si a, < a,.; Vn . {a,} es decreciente si a, > a,+1 Vn .

Def. . . p
¢ Cualquiera de las dos se dice monétona.

Ej. 13,23,33,43,53,... (no acotada, divergente hacia +oo) es creciente.
1,1,1/2,1/2,1/3,1/3,1/4,1/4,... es decreciente (y tiende hacia 0 ).

T {an} creciente y acotada superiormente = {a,} convergente.
eorema: . o
{a,} decreciente y acotada inferiormente = {a, } convergente.
El axioma del extremo superior asegura que {a, } tiene supre- N

mo al que llamamos a. Veamos que a es el limite de {a,} : —> v |

Sea € > 0, 3N tal que ay > a—¢€ (si no, existirian cotas mas
pequeiias que a ). Portanto, sin >N ,a>a, > ay >a—€ =
|an, —a| = a—a, < €. [Andloga la otra].

Dada una sucesion {a, }, se llama subsucesion de {a, } a cualquier sucesién formada escogiendo
ordenadamente infinitos términos de {a,} , es decir:

Def. | {ay;} =an,,an,,--- conlos n; €N tales que n; <np<--- es subsucesién de {a,}
. 1111 1 11 1 1 c1 1 1 1 . 1
EJ. 2947678270 " ° 1,ﬁ,m,m,m... O 255267275287 * son subsucesiones de {Z} .
No lo es, en cambio, %, 1, }L, %, %, %, ..., formada con elementos desordenados de { %} .

Estéd claro que si {a,} — a también cualquier subsucesién suya {a,;} — a. Por tanto, una
forma de probar que una sucesion no tiene limite es encontrar dos subsucesiones suyas
que converjan hacia limites distintos o alguna subsucesién que no converja.

[A las subsucesiones de las sucesiones divergentes pueden pasarle, sin embargo, todo tipo de cosas.
Por ejemplo, 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,... tiene subsucesiones convergentes a infinitos limites distin-
tos (a cada nimero natural), otras que divergen a +oo y otras que no tienen limite ni finito ni
infinito; —1,0,—2,0,—3,0,—4,... tiene subsucesiones que tienden a 0 y otras a —oo; 1,2,3,4,...
no tiene subsucesiones convergentes... Si la sucesion es acotada veremos que si podemos sacar
alguna conclusién].
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Con los siguientes teoremas podremos calcular un montén de limites de sucesiones sin usar €
y N (s6lo los mas sencillos, otros muchos exigen técnicas de limites de funciones y habra que
esperar).

Si {a,} —ay {b,} — b entonces:
{an+b}—>a+b {an_b}ﬁa b, {anbn}ﬁab y51 b%o { }_>g‘

Teorema:

+)Dado &,3N,/n >N, = |a,—a| <5 y 3N,/n >N, = |b,—b| < 5.

Por tanto, |a, +b, — (a+b)| < |a,—a|+|b,—b| < €,si n>N=max{N,,Np} .

—) Casi igual que +).
) |anbn, — ab| = |ayb, — ab, + ab, — ab| < |a, — a||b,| + |b, — b||a| . Hagamos pequefio esto:
{b,} — b= dado €, 3N}, tal que n > N, = |b,—b| < ﬁ sia#0
(ysi a=0, |b,—bl|la| =0 < §);
{b,} convergente estd acotada: 3B tal que |b,|<B;y como {a,} —a,3IN, /n>N, =

gla _

2a] — €

|a, —a| < 55 . Por tanto: |a,b, —ab| < 55 +

2

a” . |ba, —ab+ab—ab,| [(g la||b|Ke __ . oz .
e b‘ = S Skt Sk =€ sin> N =méx{N;,N,,N3} donde:

como {b,} —-b#0, EIN1/nZNl:>\bn\2K>0;com0{bn}—>b,EIN2/nZN2

=|b,—b| < ‘leKf ;y como {a,} —a,3N; /n> N3 = |a, —a| < &E

Las operaciones que involucran las sucesiones que tienden a 4o 0 —oo son sélo algo mas com-
plicadas y vienen a formalizar la forma intuitiva en que se trabaja con los infinitos:

Sean {c,} = 0,{p,} = p>0,{q.} — g <0, {a,} acotada, {i,} — oo.
Teorema: | Entonces: {a, +i,} — o, {a,— iy} — —c, {chay} — 0, {an/in} — 0,
{Pnin} — >, {Qnin} — =%, {in/pn} — >, {in/qrt} T, ..

[como {c,}, {pn} ¥ {gn} estdn acotadas, los resultados con {a,} son también ciertos con ellas]
Probemos para cansarnos poco s6lo un par de ellas, por ejemplo la primera y la dltima:
Sea |a,| <A ,VK,a,+i, >i,—A>K ,puesi, > K+A, sin es suficientemente grande.
Singrandei, >0y 30/0 < g, <0=VK ,i,/q, <i,/Q <K, pues i, > OK si n grande.
Podemos abreviar el teorema (jpero recordando que es s6lo una notacién!) escribiendo:

“acotiw — :I:(X)” , “0~aCOt=0” , “a(;(’)t — 0’7 , “(:I:l) c00 — j:oo” , “% — :l:oo” Y.

y también es cierto: “eco+4 oo = 00", “o0. (doo) = Foo", “(—1) - (—o0) = o", ... Es tentador escribir
“1/0 =oo", pero es falso en general [ {(—1)"/n} — 0, pero su inversa {(—1)"n} no tiene limite].
Si es cierto que si {p,} — p >0, {c,} — 0y c, > 0entonces p,/c, — .

Los limites con potencias se deducirdn de los limites de funciones. Por ahora, admitimos:

Sean {b,} = b,{p,} = p>0,{q.} —¢q<0,{in} — o .Entonces:
Teorema: . " wosi p>1
[Py = pb i} — e (il = 0L = {53 20 L
Podriamos resumir: “col = 0™, “o0™l = (", “2% = 00" § ( é) =0”. Obsérvese que en ninguna

la base es negativa [por ejemplo, no estd escrito (—oo)! ni (—2)>]: las potencias racionales (y
menos las reales, definidas a través del logaritmo) pueden no existir [la sucesién{(—2)'/2"}, por
ejemplo, no existe para ningdn 7 ].
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A pesar de tanto teorema atn quedan las llamadas indeterminaciones que resumimos:

Hay que leerlas en términos de sucesiones. Asi, la primera dice que si dos sucesiones — o no se puede, en

25 o, n—n—0yn*—n— o).

principio, asegurar hacia qué tiende su diferencia (por ejemplo: n—n
Para resolver algunas bastard un truco algebraico como los de los ejemplos siguientes, pero en otros

casos, insistimos, se necesitard L’Hdpital o Taylor para halla los limites.

Ej. Gracias a todo el trabajo con los € ahora ya casi nunca habra que acudir a la definicién.

4 (=1 nt(=1)"/n 040 _ w4 (=1 1+ (=1)"/n 1401
3nd+2n  3+2/n? 340 7 3m3+2n 3+2/m? 340 3’
nt (1) ndk (D)0 et
3nd4+2n  342/n2 3+0

[Las tres son indeterminaciones y hay que reescribir la sucesion; en el cdlculo hemos utilizado
varios teoremas: 71> = n- (n-n) — oo porque el producto de dos sucesiones que tienden a o tiende
aco; (—1)"/n* — 0 porque “acotado/eo=0"; 1 +(—1)"/n* — 1 porque la suma de sucesiones tiende

a la suma de los limites; limites de cocientes, mas limites con c<...].

1 1 1 1 1
. Vni-1-n 1_173_% W« 1-0 " . Vnd—1—n n~nn  0-0
Ay 7 Seg 0 oblen Saot = T 7550 "
n n 5\/5*; n n Sin\/ﬁ

[Aqui hemos utilizado ademds que lim /a, =+/lima, y “\/o0c =" que son casos particulares
de los limites de potencias vistos; lo probaremos directamente en problemas].

Como se ve, para calcular limites de cocientes de polinomios o raices de ellos basta
comparar los términos con la maxima potencia de numerador y denominador (y se podrdn
hacer a ojo: si el numerador es mas pequefio, el cociente tenderd a 0, si ambos son del mismo
orden aparecen los coeficientes de los términos mds gordos y si el denominador es mayor el
limite serd + o — infinito).

(pares — 13,

. 13 . . . . L.
Ej. (—1)"—” diverge, pues hay subsucesiones con distintos limites .
n+1 impares — —13).

Ej. vi*—1—-n=n {,/n—n%—l} — “c0- (00— 1) = oo"

[Hemos sacado factor comtn (lo habitual para oo — o) para dejar claro que término mandaba].

. _ Wa—vn-1]ly/n+vn—-1] 1 .
Ej. Vn—vn—1= N e S Vi 0

[Los oo eran del mismo orden y ha habido que racionalizar; sacar factor comun no servia aqui].

1+-+n _ nn+l) . 1 [El nimero de sumandos crece con 7 ; no es cierto

n*+1  2(n>+1) 2 quecomo -5 — 0 nuestra sucesién también lo hagal.

Ej.

n? n? 1

R e TR P T s TR

Ej. [(-1)"+ \/71]3 — “(acot+oo)3 = 0o® = co"

L3t 142(2/3" 0 140 1
Ej. = N S
3kl 34(2/3» 340 3
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Ej. Calculemos el limite de a”" para todos los a € R sin hacer uso de teoremas no demostrados:

sia>1,a=1+h,con h>0;desarrollando el binomio:
a"=1+h)"=1+nh+--->nh>K,VK,singordo = a" — oo ;

sia=1, 1"=1,1,1,... — 1 (esto no es ninguna indeterminacién);

: _ 1 ! 0N .

S1 aG(O,l), 1/a>1, an—w—) ;—0 5

sia=0, 0"=0,0,0,... — 0 (no estaba en el teorema de las potencias) ;

siae (—1,0), a"=(—1)"(—a)" — “acot-0 = 0” (tampoco estaba);

sia=-1,(-1)"=-1,1,—1,1,... diverge;

sia<—1,d" =(-1)"(—a)";como (—a)" — oo, a" toma valores grandes
positivos y negativos = diverge (ni siquiera tiende a +-c0 0 —o0).

[Cuando veamos que senx, cosx, logx, ... son funciones continuas en todo su
dominio podremos decir que si {b,} — b entonces:

{senb,} — senb, {cosb,} — cosb, {logh,} —logh(b>0),...].

Damos para acabar definiciones y teoremas importantes en matematicas avanzadas (las usaremos en las
demostraciones de 2.4). El primer teorema es uno de esos tipicos de matemadticas que aseguran que existe
algo pero no dicen ni cémo es ese algo ni como buscarlo (y parecen no servir para nada):

Teorema: ’ Toda sucesién acotada posee una subsucesion convergente. ‘

Como {a,} es acotada, existe un intervalo cerrado [co,bo] D {a,}. Di- ek 1o,
vidimos [cg,bg] en otros dos iguales. En uno de ellos, al menos, hay

infinitos términos de {a,}. Le llamamos [c;,b;]. Volvemos a dividir y ¢
aelegir [cy,bs] con infinitos a, ... Tenemos asi una sucesion de interva-

e . Iy ¢, b,
los [ck,bk] , cada uno con infinitos términos de la sucesién. La sucesion

co,C1,... €S creciente y acotada superiormente por by . La bg,by,... es c;bmHb,
decreciente y cotada inferiormente por c¢g . Asi ambas tienen limite y es
intuitivamente claro que el limite de las dos es el mismo. Le llamamos a . Construimos una subsucesion
de {a,} que tiende hacia a: elegimos a,, € [co,bo|, an, € [c1,b1] con nj >ng (podemos, pues hay
infinitos a, en [cy;,b1]),... No es dificil formalizar que a,;, —a.

Ej. {senn} =0.841..,0.909.., 0.141..,-0.757.., -0.959.., -0.279.., 0.656.., 0.989.., 0.412.., ...
[funciones trigonométricas siempre en radianes]; parece no tener limite y se prueba (es dificil)
que es asi. Como es acotada, tendrd subsucesiones convergentes, pero no sabemos cudles.

La siguiente definicién tampoco tendrd mucha utilidad practica para nosotros:

Def. ‘ {a,} es sucesién de Cauchy si Ve IN € N tal que Vn,m >N se tiene que |a,—an| <€ . ‘

[la diferencia entre dos términos suficientemente altos es tan pequefia como queramos]

Parece claro que si todos {a,} se acercan a un limite se acercardn también entre si, es decir, que toda
sucesion convergente serd de Cauchy. Lo contrario también es cierto para las sucesiones en R:

Teorema: ’ {an} converge < {a,} es de Cauchy ‘

=) VedIN / k>N = |ax—a| < § ;asipues,sin,m >N, |a, —an| < |a,—a|+|an—a| < §+5 =¢.
<) Se puede probar que: {a,} de Cauchy = {a,} acotada (la demostracién es parecida a la

de las convergentes). Por lo tanto, existe subsucesion {a,,j} convergente hacia algtin real a.
Veamos que toda la sucesién {a, } tiende hacia ese a :

{an} de Cauchy = 3N tal que n,n; > Ny = |ay —ay;| < 5 .
{anj} convergente = JN, tal que n; > N, = \a,,j —a| < % .

Por tanto: |a, —a| < |ay, —an,|+ |an;, —a| < §+5 =¢€ si n>N=mix{N;,N>} .
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Un conjunto se dice completo si toda sucesion de Cauchy converge hacia un elemento del propio conjun-
to. Acabamos de ver que R lo es. Pero, por ejemplo, Q no lo es: hay sucesiones de Cauchy en Q que no
convergen a un racional (como la 3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, ... obtenida afiadiendo decimales
de 7, que es de Cauchy pero su limite se escapa de Q). Ello se debe a la inexistencia en Q del axioma
del extremo superior (por esta misma razén, en Q hay sucesiones mondétonas y acotadas sin limite en
Q o sucesiones acotadas sin subsucesiones convergentes en Q). La definicién de conjunto completo es
importante en andlisis funcional.

El dltimo resultado relaciona conjuntos cerrados y sucesiones y lo utilizaremos en demostraciones:

Teorema: ’ Si {a,} —ay {a,} CAcerrado=acA ‘

Pues el limite de una sucesion, si tiene infinitos términos distintos, es un punto de acumulacién
de ella, y, por tanto, también de A que es cerrado. Y si {a,} toma sélo un nimero finito de
valores, debe ser a, = a a partir de un N, con lo que, claramente, a € A .

[Para abiertos es falso: hay sucesiones {a,} C A abierto cuyo limite ¢ A,
como le ocurre a {1}  (0,1)].
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2.3. Limites de funciones y funciones continuas

f tiende a L (o tiene por limite L) cuando x tiende hacia a si
Def.| Ve >0 36 >0 tal que si x cumple 0 < |[x—a| < & entonces |f(x)—L|<€.
Esto se representa: f(x) — L obien limf(x)=1L.

X—a

X—a

[Es decir, Ye>0 35 >0 talquesi x € B*(a,8) = f(x) € B(L,¢) ].
[En la definicién estd implicito que a es punto interior de domf U {a} para que f tenga sentido en
B*(a, ) ; también estd claro que no importa nada el valor de f en a, ni siquiera si f estd o no definida
en el punto].

Gréificamente: Para todo [H debe ser posible encontrar =5 P ;_ _ _/(__'_
tal que M esté dentro de labanda 77 '—H """"" x’
, __________ L—ehkd- -~ 7- A _, __________

[evidentemente el & no es dnico: si hemos encontrado = ]
.. . % 2 ~ a-5 a a+d
un d nos vale también cualquier 8* més pequefio].

Ej. fi(x) =x*. Grificamente parece claro que lim f](x) = a*> Ya . Comprobémoslo para a =0 :
X—a

Dado cualquier € debe ser [x2—0?|=|x|* <& si [x—0|=|x| es

suficientemente pequefio. Tomando 8 =+/¢ se tiene que:
0<|x|<8=hxf*<e.

[Para otros a no es fécil hallar el limite utilizando simplemente

la definicidn, pero serd un limite trivial cuando dispongamos de
los teoremas que veremos].

Ej. fo(x) =x>arctan . Esta funcién no estd definida en 0, pero veamos que f>(x) —0 si x — 0.
Como |x*arctanl| < Z|x3| = Z|x|?, bastard tomar |x| < § = {/2 para que |x*arctanl| <e.
[Como siempre, para trabajar con definiciones de este tipo partimos de lo que

queremos hacer pequefio y utilizamos desigualdades crecientes hasta que quede
claroel 0 que garantiza que lo inicial es < €1].

. | =1 5s1x<0 —1sia<0
Ej. fa(x)= { | sirspo - Bsclaroque f3(x)xja { | siasqo (bastatomar o <lal).
Pero no tiene limite cuando x — 0. Para € < 1 hay x con |x| < & ¢
para los que |f3(x)—L| > €, por pequefio que sea &, sea quien ==
—

sea L (1, —1 u otro nimero).

[La negacion de que f — L si x — a es esta afirmacion: existe un € tal que paratodo O existen
x con |x—a| < & pero cumpliendo |f(x)—L| > € (la negacién de que ‘en toda clase hay algiin
estudiante que, si se examina, aprueba’, es que ‘hay una clase en que todos los estudiantes que
se examinan suspenden’)].

Pero f3 seacercaa 1 6 —1 cuando x — O si s6lo miramos los x positivos o negativos.

Definamos limites laterales:

f — L por la derecha (izquierda) cuando x—a | lim f(x)=L (lim f(x)=L )]
Def. x—a x—a~
si Ve>036>0 tal que si x cumple 0<x—a<0 (0<a—x<9d)= |f(x)—L|<€.

Como 0<|x—a|<d & 0<x—a<d y 0<a—x< 0, esinmediato que:
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Teorema: | lim f(x) =L < existen lim f (x) y lim f(x),y coinciden con L
X—a x—a-

Xx—a

Por tanto, si no existe un limite lateral, o si existiendo no coinciden, no existe el limite.
Ej. f3(x) — 1, pues Ve, para cualquier 8 que escojamos, si 0 <x < 6 es |f3(x)—1|=0<¢€.
x—0
f3(x) — —1,pues Ve para cualquier 8, 0 <—x< 8 < -8 <x<0= |fz3(x)—(-1)|=0<e€.
x—0
Esto prueba que no existe el lfng) f3(x). [Siexisten lim f3(x) = lim f3 x)=1= lfn} f3(x) 1.
X— x—1- x—1 x—
En general, para ver si una f tiene limite no sera necesario calcular los laterales. Sé6lo lo

haremos cuando cuando la f sea diferente a ambos lados de a (como en el ejemplo anterior en
x=0).

El siguiente teorema serd muy util para demostrar facilmente bastantes otros usando las propie-
dades de las sucesiones y, en el futuro, para calcular limites de sucesiones que ain no sabemos
hacer.

Iim f(x) = L < toda sucesion {a,} Cdomf—{a} con {a,} — a
n—oo

. X—a
Teorema: satisface {f(a,)} — L.
n—oo

=) Sabemos que Ve 36 /si 0< [x—a| <8 = |f(x)—L|<E€.
Como a, —a,3N/n>N = |a,—a| <8 = |f(a,)—L|<E,
conlo que {f(a,)} — L.

<) Si f(x) no tiende a L existe € >0 tal que para todo 6 > 0

existe algin x con 0 < [x—a| < & pero |f(x)—L|> €.
En particular, para todo n existe algin a, con 0 < |a, —a| < 1 pero |f(a,) —L| > ¢€:

existe, pues, {a,} que converge hacia a pero con {f(a,)} /4 L.

Gracias al teorema, para ver que una f no tiene limite en a bastard encontrar una {a, } (formada
por puntos de domf) que tienda hacia a y tal que {f(a,)} diverja, o bien encontrar dos sucesio-
nes {a,} y {b,} tales que { f(a,)} y {f(bn)} tiendan hacia distintos limites. Esto puede permitir
formalizar de forma sencilla la no existencia de limites sin tener que acudir a la negacién de la
definicién:

Ej. Como a, = # — 0 pero {f3(a,)} =—1,1,—1,1,... diverge = f3 no tiene limite en x =0.

[Para otras sucesiones b, — 0 si existe el limite de {f3(b,)} (por ejemplo, para cualquier {b,}
con b, >0 dicho limite es 1); pero el teorema pide que todas converjan y que el limite de todas
sea el mismo].
Ej. fa(x)= (]) S1x ,raClO.nal . Intuitivamente parece claro que f; no tiene limite para ningtin a (racio-
si x irracional . . . .
nal o irracional). Por ejemplo, no puede tender f; hacia 1
___________________ cuando x — a pues por pequefio que sea el 6 hay x del en-
trrrrfr It torno (los irracionales) con |fy(x)— 1] > € (paralos € < 1).
Lo mismo sucede con otros posibles limites. Esto es mucho
mds facil de formalizar con sucesiones: f4 no tiene limite
en a pues si {a,} es una sucesién de racionales y {b,} de
irracionales tendiendo hacia a, se tiene que fi(a,) — 1 mientras que fa(b,) — 0. (Estas sucesiones
siempre existen, pues en todo entorno de @ hay infinitos racionales e irracionales).
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Las siguientes definiciones incluyen "eo" (mo son limites normales; como siempre oo es s6lo
un simbolo):

Def. | lim f(x)=L [lim f(x)=L] si Ve>03dM tal que si x>M [x<M] = |f(x)—L|<e€

Def. | 1im f(x) =oo [—co] si VK 30 >0tal que si 0< |x—a| <6 = f(x)>K [ f(x)<K]

X—a

Def. | lim f(x) =0 si VK IM tal que si x >M = f(x) > K

X—00

[Andlogamente lim f(x) = —co, lim f(x) =00, ... ]

x—a~ X——o0

Un par de interpretaciones geométricas:

flx) = L

X—00

+ o 1 :

Ej. La funcién fs5(x) = % — 0 cuando x — oo pues Ve >03IM = é tal que si x > % = |§70\ <e,

y tiende a oo cuando x — 0" pues VKHSz% tal que si O<x—0<%:>i>l(.

Ej. fs(x) = J/x+thx — oo, porque VK IM tal que fs(x) > V/x—1>K si x>M = (K+1)>.
X—00

Se pueden probar relaciones entre estos nuevos ‘limites’ y los de sucesiones. Por ejemplo:

Teorema:

lim f(x) = L < toda sucesién {a,} C domf con a, — oo cumple f(a,) — L
n—o0 n—oo

X—00

En particular, como la sucesién {n} — oo, deducimos que | f(x) — L = f(n) — L

X—00 n—oo

Teorema:

lim f(x) = oo < toda sucesién {a,} C domf—{a} con a, — a cumple f(a,) — oo
n—oo n—oo

X—a

Como consecuencia de los limites de sucesiones se puede demostrar ahora facilmente:

fx)—-L,gx)» M= f+g— LEtM, f-g— L-M.
X—a Xx—a X—a

X—a

Teorema: Siademds M#0 = £ — L.
+

Lo anterior es vélido si se sustituye a por a*, a~ , 400 § —oo .,

Todas se demuestran igual, relacionando sucesiones y funciones. Por ejemplo, la primera:
Sea cualquier a, — a, a, # a. Por tender la suma de sucesiones a la suma de los limites:

lim (f £g)(a,) = lim f(a,) + limg(a,) =L+M = lim(f£g)(x)=LEtM
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La continuidad se define usando el concepto de limite. Ahora importa el valor de f(a):

f es continua en un punto a (interior al dominio de f)si lim f(x) = f(a) ,
X—a

Def. es decir, si Ve > 036 > 0 tal que

si x cumple |x—a| < & entonces |f(x)— f(a)| < €.

[luego f no es continua si no existe limite o no existe /() o si existiendo no coinciden]

Ej. Tres sencillas funciones continuas en cualquier punto a son:

f(x)=c: Ve >0 vale cualquier 6 para que [x—a| < = |c—c|=0<Ee. | =
f(x)=x:Ve>0 basta tomar § =€ para que [x—a|<d=¢€ = [x—a|<e&.
f(x)=|x|: Ve >0 tomando § =€ es ||x|—|a|| < |[x—a| <€ si |x—a| < 0.

. 3 1 . ) . .
Ej. f2(x) = x”arctan | no es continua en 0, pues no estd definida f>(0) . Pero si

definimos f>(0) = 0 si lo es, pues vimos que f>(x) —>00 . Si fuese f>(0) = 7 seria discontinua.
X—

/3 no puede hacerse continua en 0 definiendo adecuadamente f3(0), pues no existe 11’n(1) fx).
X—

El teorema similar de limites nos da la caracterizacion de la continuidad con sucesiones:
Teorema:

f es continua en a < toda sucesién {a,} C domf con a, — a cumple f(a,) — f(a)
Nn—oo n—oo

[por tanto 1im f(a,) = f(lima,) si f es continua (no, si es discontinua)]
Nn—o0 n—oo

De los teoremas para los limites de funciones se deduce también:

Si f y g son continuas en a entonces f+g, f—g, f-g son continuas

T . A . <z :
COTEMA | on 4 . Si ademds g(a) # 0, también f/g es continua en a .

— (propiedad _ limf(x) - limg(x) = f(a)- g(a) . Las otras igual.

de limites) X—a X—a

Por ejemplo, lim(f - g)(x)
X—a
[Se podrian probar directamente a partir de la definicién; la de la suma por ejemplo:
Ve, |f(x) +8(x) — fla) —gla)l < |f(x) = fla)| +[g(x) —g(a)| <& si [x—a| <& =min{d,&} .
siendo ) y &, tales que: |f(x)— f(a)| < § si |x—a| <&, [g(x)—gla)| <§ si [x—a| <&,
y estos & existen por ser fy g continuas en a].

Teorema: ’ g continuaen a y f continuaen g(a) = fog continuaen a . ‘

W=l a8 @) = (feR)a) = flglan) — flg(a)) = (fog)(a)

gcont.ena f cont. en g(

f continua en a y estrictamente mondtona en un entorno de a

T : i
eorema: | ~, f*l continua en f(a) .

Sea f estrictamente creciente (si fuera decreciente, seria andlogo).
Ve buscamos § tal que [y—f(a)|<8 = |f~1(y) —a|<e
[osea, f(a)—8<y<f(a)+8 = a—e<f'(y)<a+el fla+e)
El dibujo sugiere 8 =min{f(a+¢€)—f(a),f(a)—f(a—€)}>0. fa-efi
Entonces: f(a)—0 <y< f(a)+8 = f(a—¢) <y < f(a+e)
[porque f(a)+6 < f(ate), fla—€)<f(a)—-F]
= a—e< f~!(y)<a+e [porque f~! creciente].
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Hemos definido la continuidad en un punto. En intervalos:

f es continua en (a,b) si es continua en todo x de (a,b) .
Def.

f es continua en [a, D] si es continua en (a,b), 11’m+f(x) =f(a) y h’r;l_f(x) =f(b).

[No podemos decir simplemente ‘continua en todo x € [¢,b]’, pues a y b no son puntos interiores].

Comprobemos que

’ todas las funciones elementales (de 2.1) son continuas en su dominio ‘

Los polinomios P(x) = apx" +a;x" ! +---+a, son continuos en todo R

(ya que son sumas y productos de funciones continuas en todo a de R).
Las funciones racionales (cocientes de polinomios % ) son continuas Va con Q(a)#0.

Las raices /x son continuas en su dominio: R si n impar, R, si n par (en x=0 hablamos

de ll’m+ /x ), por ser inversas de funciones estrictamente crecientes y continuas.
x—0

Las funciones trigonométricas y sus inversas también son continuas en su dominio:

Comencemos probando que f(x) = senx es continua YaeR : Ve>0,si [x—a|<d=¢

se cumple: |senx — sena| = |2sen %5 cos 34| < 2|sen*5¢| < 2‘)‘;“' <E.

cosx = sen (x+7%) es continua Va por ser composicién de funciones continuas Va .

senx
Cosx

tanx = es continua si cosx # 0, es decir, si x # 5 +km,keZ.

arcsenx, arccosx en [—1,1] y arctanx Vx son inversas de moné6tonas continuas.

Para probar la continuidad de exponenciales y logaritmos, con la definiciéon dada, hay que
esperar al estudio de las integrales. El teorema fundamental de cdlculo integral que probaremos
en 5.2 asegurard que

logx = [} % es continua Vx > 0 . De ahi deducimos la continuidad de las demads:

e* es continua en R por ser inversa de continua. Y por ser composicion de continuas:
x? = eP1°2* continua en (0,0) [si 5>0 en [0,), tomando 0 como su valor en 0],

b* =e'2b (h>0) continua Vx, log,x = L‘;‘;‘Z (b>0,b#1) continua Vx> 0.

Las funciones hiperbdlicas, sumas y cocientes con denominadores no nulos de funciones con-
tinuas, son también continuas en todo su dominio R.

Combinando todo lo anterior podemos afirmar que muchisimas funciones son continuas en casi
todos los puntos sin necesidad de aplicar la definicién (el trabajo con los € lo hemos hecho en
los teoremas, sobre todo en los de sucesiones, y s6lo para funciones muy raras habrd que acudir
a ellos).

/=1 L arctan [log (x2 +1)]— cosdx+ Vx
shx [3 +arcsen §]

Ej. fi1(x) = es continua en (0,1)N(1,3]:

el numerador lo es en [0,00) — {1}, pues arctan [log (x> +1)] —cos®x es continua en R (suma
de composiciones de continuas), la raiz en R, y la exponencial si x # 1; el denominador es
continuo en [—3,3] (por el arc seny )y sélo se anula en O (arcsen como mucho vale —% y

s6lo sh0=0).
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Teniendo tantas funciones continuas el calculo de limites serd casi siempre un calculo tonto,
pues bastard sustituir x por a en la expresion de la funcién: f7(x) — f7(2) si x — 2, por ejem-
plo, por ser f; continua en 2. También son sencillos algunos limites con infinitos, utilizando
propiedades andlogas a las de sucesiones (demostrables basdndose en aquellas, y utilizando los
teoremas que relacionan limites de funciones y de sucesiones (o directamente)) que podemos
esquematizar:

“C:l:oo:ﬂzoo”,“aCOt:l:OO::EOO”,“°°-|-°°:°°”,“00'00200”,“0'3.00'[:0”,

113 C O” “acot O” “p_ (j:oo) ::l:oo” (p>0) , “B ::I:oo” (p>0) , “j:LO ::I:oo” (p>0) ,

“log (+0) — —OO” , “log (00) — OO” , “eoo — 00” , “ —o00 O” arCtan (:I:oo) — :l:g 9 ,

>

y que, como siempre, hay que leer en sentido de limites; por ejemplo “cE oo = £o0” gignifica
que si f tiendea cy g a+ 6a— oo (cuando x — a, a , F00 0 —o0), la suma f+g,

z

respectivamente, tiende a +-o0 ¢ —oo. La notacién +0 ( —O) 51gn1ﬁca aqui que f — 0 siendo

>0 (f<0).

[ Con esto, se tiene que lim f7 ()= (=) y lim f7 (x) =
x— =1

arctan [log2] —cos® 1+ 1 ]
sh1[3+arcsen $] '

Como en sucesiones, a pesar de tanto teorema quedan limites dificiles: los indeterminados,

la mayoria de los cuales (los que no admitan trucos algebraicos como los de sucesiones) sélo

sabremos hallar una vez que estudiemos las derivadas (por ejemplo, el lim+ f7si x— 07T, que
x—0

es de la forma % ). Recordamos que las indeterminaciones son:

00 — 00 0-c0 0 x s 1°° s OO s ooO

’ > O 9 oo

El siguiente teorema permite calcular un limite indeterminado que pronto necesitaremos:

Si f(x) <g(x)<h(x) ylimf=limh=L = limg=1L

Teorema: + <
(x—a,a",a, o0 0 —oo, todos valen )

L—e < f(x) <g(x) <h(x) <L+e= [g)~L| <e,
y los < de los extremos se dan pues f,h — L.
Calculemos el siguiente limite indeterminado (que serd inmediato con L’Hopital o Taylor), usan-

do sélo propiedades trigonométricas (basadas en la no muy rigurosa definicioén de senx, que ya
hemos dicho que aceptamos) y el teorema anterior:

senx

— 1 ].Six>0, por el significado geométrico de senx y tanx:

X x—0 tanx
senx senx
senx<x<cosx:>1<S€nx<cosx:>cosx< <l1. ~Senx
Como cosx — 1, el teorema anterior prueba el limite para x>0. 0 / !
x—0

Si x<0, por ser % = w , reducimos el limite al anterior.

PO , . . . senx 2 . senx _ acot .,

[Mas faciles de calcular serian (no son indeterminados): lim —— = = , lim = ]
=T X T x—de X 4o

2

Hallando limites serd, en ocasiones, conveniente realizar cambios de variable como:

Teorema:

[t = ()] | 8 continuaen a, g(x)#g(a) si x#a y lim f( )=L = lim f(g(x))=L

t—g(a) x—a

[casi igual que la demostracién de la continuidad de fog ]
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Ej. Con este teorema podemos deducir del limite indeterminado hallado algtin otro del tipo % :

. sen(x+5)

Jim = =1 [ =g(x) =x+5 escontinua, no se anulasi x#—5y 2 — 1.

Otro que exige algo de ingenio (pero que serd muy facil con los desarrollos de Taylor):

1 —cosx 1 l—coszx_l , (senx>2_1
5 =

Iim 5 = lim im >
x—0 X x—01+cosx x—0 X

2 2
., . tan(x . sen(x”) X 0
Complicdndolo un poco:  lim (") = lim (2 ) im 5 - =
x—=0 X x—0 x*  x—0cos(x?) 1

Como ningtin teorema nos dice nada sobre el siguiente, tendremos que acudir a la definicién:
2
., tan(x
CLIC)
X—00 X

y por tanto su gréfica se sale de la banda limitada por y=L+€ e y=L—¢& seacudl seael L.

no existe porque la funcién se va a oo infinitas veces (si x =[5+ 172 )

De cada limite de funciones se deduce una infinidad de limites de sucesiones gracias a los
teoremas que los relacionan (pero por ahora solo sabemos calcular muy pocos indeterminados).
Por ejemplo:

% =1, porque Y% — 0, cosx escontinuaen x =0y cos0= 1.

Ej. lim cos P

n—oo

Por razones andlogas: {sen 5y} —senZ =1 , {log 3} S logl =0, ....

Ej. lim nzsenn% =1, porque n% —0yglx) =

n—oo

Se';&—d cuando x — 0.

Admitimos ahora estos limites de sucesiones que necesitaremos en series (no son calculables atin):

ogn 6 va>0; Yn—1; {(1+c)V} —e,sif{en} —0

. - . . . L1 c
[El primero ( Z ), serd consecuencia de que: lim l‘;aﬁ = lim X(ffl = 0. De €I sale el segundo:
X—00 L'Hop X—o0 dl.

x!/x = elogx/x _, 0 — 1 Eldltimo (1°) se deducird de que (1+x)1/x =, © En vez de con inte-
X—
grales, se puede definir el nimero e como el limite de la sucesién creciente y acotada (1 + %)n

Hallemos los limites de alguna sucesién mds utilizando los anteriores y/o resultados ya vistos:

logn

i V/n+logn _ I+ I | [pues hemos admitido que logn es
" Yn+logn &;/1 | logn mucho mds pequefio que n%, a > 0]
n

Ej- nl/l’l—l N “00_1 — 0" ’ nl/(n—l) — (nl/n)n%] — 11 — 1 R
3 ]/}’l
(T —1)V/7 = (u'/7) (7—;3) L1370 =1

[el primero no era indeterminado; en los otros usamos (a”) = a* y el limite admitido n'/" — 1]

Ej, |:6i’l+1:| —>“27°°:i—0” 7 |:3I’l +1:| _ |:(1 1 )_(3n2+2) 3ne42 —>el/3

3n+2 = 3n2+2 S 3n2+2

[la primera otra vez era sencilla, pero como 1~ es indeterminado, en la segunda buscamos el
nimero e identificando la {c,} — 0y poniendo lo que sobra fuera del corchete]
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2.4. Teoremas sobre funciones continuas en intervalos

Teorema:

’ feontinuaency f(c) >0[<0] =36 >0tal que f(x) >0[<O0]sixe (c—8,c+0) ‘

Dado € = f(c), 36 > 0/si|x—c| <6 =|f(x) — f(c)| < f(c) = ;
f(x)=f(c) > —f(c)= f(x) >0 si f(c) < 0 tomamos € = — f(c)] C

Teorema: (de Bolzano para funciones continuas):

’ f continua en [a,b], f(a) <0< f(b) = existe algln ¢ € (a,b) tal que f(c) =0 ‘

[La grifica corta el eje x en algin punto (el teorema no dice dénde), quizds en mds de uno].

Sea A= {x€la,b]: f(x) <0} # ¢ (acA)y acotado superiormente
(por b) = existe ¢ =supA . Probemos que f(c¢) =0:

Si f(c)<0=38/f(x)<0en (c—3,c+9)

no es cota

y ¢ no seria cota de A. ¢ urdeA
Si f(c) >0=36/f(x) >0en (c—8,c+9) I j cotamis
pequena /-

y habria cotas menores.
En ninguno de los dos casos ¢ podria ser el supremo de A .

Teorema:

’ f continua en [a,b] = f toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b) ‘

[Normalmente tomard mas y si f no es continua, no tiene
que tomarlos, como muestran los dibujos de la izquierda].

Si f(a)<f(b),sea p con f(a) <p< f(b).La funcién
g = f—p escontinua en [a,b] con g(a) <0 < g(b) . El teorema de Bolzano asegura que
existe ¢ € (a,b) con g(c) =0, es decir, con f(c)=p.Si f(a)>p> f(b), como —f
es continuay —f(a) < —p < —f(b) = 3c € (a,b) talque —f(c)=—p.

Hemos hablado de conjuntos acotados y definido méximo de un conjunto, pero no de una
funcién. De modo natural, se dice que f estd acotada en A C R si lo estd el conjunto
f(A) ={f(x) :x€A} y se define valor maximo de f en A como el maximo del conjunto’
f(A) (en caso de que exista). Andlogamente se define valor minimo de f en A

Ej. La funcién del dibujo (que si es acotada) no tiene valor maximo en [a,b],
aunque si valor minimo (se alcanza en b y su valor es 0); estd claro que /

no es continua en [a,b] .

Teorema: ’ f continua en [a,b] = f acotada en [a, )] ‘

Si f no estuviese acotada superiormente podriamos escoger un x, €I = [a,b] con f(x,)>n
para cada n€ N. Como {x,} acotada, existe {x,,} — x, € I (por ser cerrado). Como f
es continua en x, tendrfamos f(x,;) — f(x,), lo que es imposible pues {f(x,;)} no estd
acotada (> n;) y no puede converger. [Andlogamente se veria que estd acotada inferiormente].

El teorema no es cierto para (a,b) 6 [a,oe):

Ej. f(x) = 1/x es continua pero no acotada en (0, 1)

ya f(x) =x le pasa lo mismo en [0,0).
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Teorema: ’ f continua en [a,b] = existen los valores mdximo y minimo de f en [a, b] ‘

O sea, existen y,z € [a, b] tales que

f(2) < f(x) < f(5) para todo x € [a,b].
[estos y,z no tienen porque ser Unicos, desde luego]

Sea M=supf(I) . Existe {y,} CI tal que M—1 < f(y,) <M Vn. Por tanto, f(y,) — M.
Podrfa {y, } no ser convergente pero, siendo acotada, existird seguro {y,, } subsucesion
convergente haciauny € I. Como f continuaen 7, f(y) =1im f(y,,) =M y, por tanto,
el supremo pertenece a f(I) . Andlogamente, o considerando — f, se ve que el infimo
también se alcanza.
[En la demostracién se ve que el teorema es vélido en conjuntos cerrados y
acotados (se les llama compactos y son importantes en el cdlculo més avanzado)].

Tampoco este teorema es cierto sustituyendo [a,b] por (a,b) o por [a,o0):
Ej. f(x) =1/xes continua en (0,1) pero no alcanza su maximo ni su minimo en (0,1).
Ej. f(x) = x no tiene méximo en [0,c) (su valor minimo existe y vale 0).

Avanzamos ahora hacia la definicién de funcién uniformemente continua en un intervalo I:

f era continua en / si lo era en cada x de I (Iimites laterales en los posibles extremos de 1),

es decir, si Vx€ I y Ve existe un 0(¢€,x) tal que Vy €[ si [y—x| < 8 entonces |f(y)—f(x)| < €.
Ej. Consideremos f(x) = }( . En (0,1) sabemos que es continua:

Vxy Ve existe un 6 tal que si [y —x| < 6 = |% ~ll<e
Pero dado un € se ve que el § que debemos tomar es mds pequefio
segln elijamos un x mds pequefio. Intuitivamente estd claro que no
podemos encontrar un § que valga para todos los x de (0, 1): por i
pequeiio que sea J, si x es muy pequefio, la funcién tomard valores
muy diferentes en (x — §,x+ &) . Pero para la misma f en [1,00) foeee
se ve que dado un € existe un & valido para todos los x del intervalo i
(el que valga para x=1 valdré para también para los x> 1).

f es uniformemente continua en / si

Def. Ve existe un d(€) tal que Vx,y € I si [y — x| < & entonces | f(y) — f(x)] < €

-1
T x

Sea e=1. Por pequefio que sea & encontramos x,y € (0, 1) con |y—x| < § pero \% - %\ >€.
Por ejemplo, x= g ,y=29 satisfacen |y—x| = % < 8 pero |‘l -1= % > 1 (pues 6<1).
=1
T x

Ve 36 = £ tal que Vx,y € [1,0) con [y —x| < § = [T - | = <y x| <&

Ej. Acabemos de formalizar que f(x) no es uniformemente continua en (0,1):

Formalizamos ahora que f(x) si es uniformemente continua en [1,00) :

Evidentemente: ’ f uniformemente continua en / = f continua en / ‘ .

La implicacién < es falss en general; aunque si es vdlida cuando I = [a,b] :

Teorema: ’ f continua en [a,b] = f uniformemente continua en [a, b] ‘

Por reduccién al absurdo. Supongamos a la vez f continua y no uniformemente continua en [a, b]. Exis-
te, pues, € > 0 tal que VY8 > 0 podemos encontrar x,y con |[y—x| < & pero |f(y)—f(x)| > € .En
particular, para cada 8 = & tenemos {x,},{y.} C [a,b] con |y,—x,| < i y |f(yu)—f(xa)| > € Vn.
{xn} acotada = 3{x,,} convergente a un c (€ [a,b] por ser cerrado) = f(x,;) — f(c) ( f continua).
Como |y,; —xn;| < 1/nj— 0 también f(y,;) — f(c) y por tanto |f(yn;) — f(%xa;)| — 0, lo que estd en
clara contradiccion con el hecho de que |f(yn;) — f(xn;)| > € Vn;.

[En la demostracién se ve que también este teorema serd valido en cualquier conjunto compacto].
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