6. Introduccion al calculo en C

6.1. Funciones de variable compleja

No hay ningtin nimero real x tal que x*>+ 1 = 0 . Para que esa ecuacién tenga solucién es
necesario introducir el niimero imaginarioi: i> = —1 . Veamos algunas propiedades del conjunto
de los nimeros complejos C={z=a+ib:a,beR}.

En C estdn definidas las operaciones suma y producto:
(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d), (a+ib)-(c+id) = (ac —bd) +i(ad + bc)

Con estas dos operaciones C es un cuerpo: + y - son asociativas y conmutativas, existe la
distributiva, existen elementos neutros (z+0=2z y z-1 =z ) e inversos:

Vz=a+ib 3 —z=—a—ib talque z+(—z) =0
Vz#0 377! :ﬁ—iﬁ talque z-z ' =1

Se define diferencia y cociente de complejos como: z—w =z+(—w), £ =z- wl si w#£0.

[No se puede, a diferencia de R, definir un orden en C compatible con las operaciones anteriores].

Dado z=x+1y, el conjugado de z es Z=x—1iy;y el médulo de 7 es |z| = \/x2+)?.

Representando cada niimero complejo z=x+1iy como el pun-
to del plano de coordenadas (x,y), es facil ver que el complejo
suma z+w estd en el vértice opuesto al origen de un paralelo-
gramo dos de cuyos lados son los segmentos que unen z y w
con O = (0,0).El conjugado de z es la reflexion de z respec-
to de y = 0. El médulo es la distancia desde z al origen. La
distancia de z a w viene dada por |[z—w|. Z=x—iy

Z+wW
lz—wl

Algunas propiedades de demostracién inmediata son:

I=z,2tw=z+w, —z=-2,zw=zw,z ' =@) 7", 2P =22, |z-w| = |z] - |w]|

Mas dificil es probar (ver Spivak): |z+w| < |z] 4 |w| (el significado geométrico es claro).

Un z se puede describir con coordenadas polares: z=x+iy=r(cos6+isenb), donde r = |z]
y 0 es el dngulo que forma el segmento Oz con el eje x positivo. El 8 no es tnico: todos los
0 + 2k nos dan el mismo z. Cualquiera de ellos se llama argumento de z. El argumento
principalesel 8 con 0<60 <2x.El 0 se halla utilizando que tan 8 = %C y mirando el cuadrante
enqueestiel z.

Ej. Para z=—-2+42i es |z| = 2+/2 ; como tan@ = —1 y z estd en el tercer cuadrante, se

puede escribir z (con el argumento principal) en la forma z = 2v/2 [cos %” +1isen %’}

(6 conotro 0: z=2v2[cos T +isen LZ]).
Mis adelante veremos que si 6 es cualquier real: ¢'® = cos® +isen6 (complejo de médulo
1). Esto nos proporciona una forma més corta de expresar un complejo en polares:

z=re® , donde r=|z| y 6 esun argumento de z.

101



Las formas polares son muy ttiles para efectuar productos y potencias: W

Siz=rel? , w= se'® entonces: Sy
z-w=rsel®+%) = rg[cos(0+a) +isen(0+a)], z
_ 1 Li(0— _r : & r
L= Ee‘( @) = “[cos(6—a) +isen(6—a)], 9

7" =r"e"® = y'(cosnB +isennf).

0+

[Las dos primeras son inmediatas y la de z" se prueba por induccién].

Todo z = rel® £ 0 tiene exactamente n raices n-simas distintas dadas por

Yz =1/re!? = /r(cos¢ +isend) con o=KL f—0 . n-1. @

[basta elevar a n y observar que si k =n,n+1,... serepiten —( AM‘
los dngulos de antes; vemos que las n raices estdn en los ’ Vr
vértices de un poligono regular].

Hagamos una serie de operaciones de repaso de la aritmética compleja:

Ej. Calcular i<f) . Basta hacer uso de las propiedades del médulo: || = i ‘E +141 % =5.
[Vamos ahora a hacerlo dando un rodeo calculando el complejo que esta dentro del médulo:
1[321?1] = [[321 +3][[2 i] 3— 87;6i+4i = —142i, cuyo médulo es, desde luego, v/5 |

Ej. Calcular w= (1 —1i )6 , directamente y en polares:
w = 146(—i)+15(—i)?4+20(—i)> +15(—=i)*+6(—i)° +(—i)® = 1—-6i—15+20i+15—6i—1 = 8i

. 6 . .
r=+v2,tanf =—1— 0 = IZ (6 del cuarto cuadrante) — (\@e‘h/“) = 8el217/2 — gei®/2 — g

Ej. Hallar las raices cibicas de z = 7“ .
Podemos hacer: z = Hijﬁiﬂ = 6281 — 34 4j = 5elacan(4/3) O bien, E
7+i:5\/§eiarctan(1/7) lfi:fe_i7n/4HZZSC”MCMH(IHH‘E/“] 9 —
V5
[las dos expresiones de z coinciden, pues arctanx + arctany = arctan ”y ] 0
Por tanto, /z = ﬁem’ donde ¢ = w ,k=0,1,2. Con calculadora:

0 = arctan% ~0.927 ; ¢ =~ 0.309, 2.403, 4.498 — 7~ 1.63+0.521, —1.2641.151, —0.36—1.671

Ej. Factorizar el polinomio real x* + 1 (lo habfamos necesitado para hallar una primitiva de 5.5).

Las raices del polinomio son las 4 raices de —1 = 1el* que son v/1e'? con ¢ = T 3” , %T” , %” .

Es decir, zj» = @ [1£i], z34= f [-1+i], complejos conjugados dos a dos, como debian
(a las mismas raices llegariamos buscando los z tales que z> = =i , pero seria mucho mds largo).
Asipues: x* + 1 = [(x—z1) (x—22)][(x—23) (x—24)] = [¥* — (21 + 22)x +2122][¥* — (23 + 24)x + 2324]

— x4+ 1= = V2x+ 1]+ V2x + 1]

Ej. Hallar las raices de la ecuacién z2 —iz—1—i =0 — z=3[i+3+4i].

[La férmula z = —[ b4 v/b2—4ac] sigue siendo vélida interpretando ++v/b%—4ac como
las dos raices del complejo (no tiene sentido decir ‘la raiz positiva’ de un complejo)].

Trabajemos en cartesianas: buscamos z=x-+iy tal que sea 7> =x>—y>+2xyi =3+4i . Debe ser
x>—y?>=3 y 2xy=4. Hay dos soluciones reales de este sistema: x=2,y=1y x=-2,y=—1.

[En polares se tendria v/5¢'¢, ¢ = w—kkn ,k=0,1, que deben coincidir con +(2+1)].
Las rafces buscadas son: z=1[i+(2+1)]=1+i y z=4[i—(2+i)]=-1.
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Ej. Representar en el plano complejo los z que cumplen [z —i| < 2.
Si z=x+iy,estoequivalea [x+i(y—1)] <2< 2+ (y—1)2<4. >
Los z buscados son los del circulo sin borde de centro (0,1) y radio 2
(claro, los z que distan del complejo i menos que 2). [

Ej. Expresar cos36 y sen36 en términos de cos 8 y sen 6 utilizando potencias de complejos.
c0s36 +isen30 = e3¢ =[e1®]’ =[cos @ +isen 8]} =cos30 —3cos B sen6 + i [3cos?@ sen 6 —sen>0)
= 0530 =4cos’0 —3cos® y sen30 =3senf —4sen’H

[sale usando sélo propiedades reales de senos y cosenos de sumas, pero es bastante mds largo]

Tratemos ya las funciones de variable compleja. Una f(z) de variable compleja serd una regla
que asigna a cada complejo z de un dominio un dnico complejo f(z) .
Como los reales son un tipo particular de nimeros complejos podriamos hablar también de
funciones reales de variable compleja, si f(z) es real para cada z, o de funciones complejas
de variable real (incluso las funciones reales de variable real vistas hasta ahora se pueden
mirar como un tipo particular de funciones complejas).

Ej. f(z)=2*, f(z)=%, f(z) = f(x+iy) = xy+ix son funciones complejas de variable compleja.
Una funcién compleja de variable real es, por ejemplo, f(x) =senx+ithx,si x€R.
Funciones (importantes) reales de variable compleja son:
f(z) =|z| (funcién ‘médulo’),
Arg(z) =6, con 6 argumento principal de z (funcién ‘argumento’),
Re(z) = Re(x+1iy) = x, Im(z) = Im(x+iy) =y (funciones ‘parte real’ y ‘parte imaginaria’).
Cualquier funcién f de valores complejos puede escribirse en la forma f =u+1v,donde u y

v (parte real y parte imaginaria de f) son funciones con valores reales (esto no siempre serd
util). Por ejemplo, asi podemos expresar:

fR)=2==y)+iw) . f&) =z=x—1y
Pintar funciones complejas es mucho mads dificil que las reales. Podriamos dibujar flechas entre

dos planos complejos, o bien escribir el valor de f(z) sobre cada z de un plano complejo. Las
dos cosas estan hechas abajo para f(z) =7>:

~ > ;1/2

[y Sp— et CE _-._EL""'.""'

Limite y continuidad se definen como en R sustituyendo valores absolutos por médulos:
Def. (¢,0€R; z,a,LeC)
limf(z) =L si Ve > 038 >0 tal que si z cumple 0 < [z—a| < d = |f(z)—L|<E€.

—a

fescontinuaen a si Ve>036>0 tal que si zcumple |z—a| <8 = |f(z)—f(a)|<e.

[Si un entorno es B(a,r) = {z€C:|z—a|<r}, que f es
continua en a significa que podemos encontrar un entorno

de a de radio 6 lo suficientemente pequefio de forma que su radio

imagen este contenida en un entorno de f(a) de cualquier radio &

radio €, por pequefio que sea €].

103



Teorema:

fy g continuasen acC= f+g, f-gy f/g (si g(a)#0) son continuas en a.
Si f=u-+iv (u, v reales), entonces f continuaen a < u y v continuas en a.

Las demostraciones del £, - y / soniguales que las reales, ya que seguimos teniendo
la desigualdad triangular; para la otra: |f(z) — f(a)| = |[u(z) —u(a)] +i[v(z) —v(a)]|
es pequefio si y sélo silo son |u(z) —u(a)| y |v(z) —v(a)| .

Ej. Es fécil ver que f(z)=cte y f(z)=z son continuas en cualquier a (asi pues, también lo son
cualquier polinomio y cualquier cociente de polinomios donde el denominador no se anula).

Ej. Re(z)=x e Im(z) =y son continuas Va por el teorema anterior y porque f(z)=z loes.

[O directamente: si a = p+iq
|X—P|a‘y—q|< [x—p}2+[y—q]2:|z_a|<g si |Z_a|<6:8] q

Ej. f(z) =7 escontinua VacC: |2—a| = [z—a| = |z—a| <€ si [z—a| <5 =€

[o por el teorema y el ejemplo anterior: u(z) =x, v(z) = —y lo son]

[como se verd en los libros de cdlculo en varias variables, una funcién de dos variables que sea
composicion de funciones continuas serd continua; asi serd facil asegurar que lo es, por ejemplo,
f(x+1iy) = yarctan (xy) +ixcos (x+y)]

Hay funciones discontinuas muy sencillas como Arg(z) en cualquier a real
positivo. En cualquier entorno de a hay puntos z en que Arg(z) es casi 27
w - y por tanto |Arg(z) — Arg(a)| = | Arg(z) — 0| no se puede hacer tan pequefio

dsi 2 como queramos [en los demds a la funcion si es continua; si el argumento
principal lo hubiésemos escogido en (—m, 7] conseguiriamos que la funcién Arg(z) fuese continua en
el semieje real positivo, pero la discontinuidad se trasladaria al negativo].

Def. | f(z) es derivable en a€C si existe el lim flatd)=fla) _ f(a)

7 Z

[Definicion exactamente igual que la de R; también exactamente como alli se prueba
que ‘derivable = continua’ y los resultados para el calculo:

(fx8)=r%g.(f8) =Fs+/[s. (1/8) =—5/g*. (fog)(a) = f'(8(a)) &' (a)

Con esto sabemos derivar polinomios y funciones racionales (mds adelante también derivaremos senz,
cosz y €°, pero por ahora ni siquiera sabemos lo que son estas funciones complejas)].

Ej. Hay funciones muy sencillas no derivables como f(z) =7, pues A lim TGt ) R TN e
7z—0 < (x+iy)—0 xHy

x—iy
x+iy

cuando y =0 vale 1 y cuando x =0 vale —1; el limite no puede existir pues

el cociente toma valores 1 y —1 para z tan cercanos como queramos a 0.

[Sabiendo algo de derivadas parciales: se prueba en andlisis complejo que para que una
f=u+iv sea derivable es necesario que se cumpla: u, = v, , u, = —v, (ecuaciones de
Cauchy-Riemann). Para f(z) =x—iy no se satisfacen, pues u, = 1 # v, = —1. De hecho,
la mayoria de las funciones definidas en la forma f = u+iv serdn no derivables, pues es
mucha casualidad que u y v cualesquiera satisfagan dichas ecuaciones. Comprobemos
que sf se cumplen para una funcién derivable como f(z) =z (de derivada f'(z) = 2z):
Uy =2x=vy,uy,=—2y=—v,1.
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6.2. Series complejas de potencias

Comencemos con sucesiones {a, } C C de complejos, o sea, funciones de N en C:

{ay} — L siparatodo €>0 existe N natural tal que si n>N

Def.
entonces |a,—L| <€ []|-]| médulo]

Para cualquier entorno de L casi todos los puntos de {a,} estdn dentro:

Sea a, =b,+ic,,con b, y ¢, realesy L=p+igq.
Entonces {a,} =L < {b,} —py {c.} —q.

b —
Teorema: i p

=) VedN tal que sin>N = |a,—L| = |(b,—p) +i(c,—q)| <€ < (by—p)> + (ch—q)? < €
(by—p)? < €* = |b,—p| <€
(Crl_q)2 <gl= |Cn_CI| <E&

3N1,n >N = |bn*p| < %

Wan > Ny = |en—q| < & = |ap,—L| < |by—p|+|cn—q| < € sin > max{N;, N>}

<:)Vs{

Como en R, una serie de complejos Y a, se dice convergente si lo es su sucesion S, de sumas
parciales. Una consecuencia inmediata del teorema anterior es:

Teorema:

an, =b,+ic,: Y a, converge < Y. b, y Y c, convergeny es i ap = i b,+1 i Cn
n=1 n=1 n=1

Y a, es absolutamente convergente si lo hace la serie real Y’ |a,|, a la que se le pueden aplicar
los criterios de convergencia de series reales conocidos. Se tiene también que:

Teorema: ’ Y a, absolutamente convergente = Y a, convergente ‘

Si a, =b,+icy, |an|? = |bul* + |ca|* = |bul,|ca| < |an| . Por tanto:
Y |a,| convergente = Y |b,| y ¥ |cn| convergente = Y b, y ¥ ¢, convergentes

También se tienen aqui los criterios de cociente y de la raiz (iguales que los de R) y son reales

‘anJrl‘

las sucesiones
|an|

y {/|an| cuyo limite hay que calcular para aplicarlos.
Ej. a, = sen%+i(2—|— %)n diverge, pues b, = sen% — 0, pero ¢, =(2+ %)” — 00,

Ej. a,= (3 + %)n . ay| =27% = 0= a, — 0 [esto es intuitivamente claro y facil de formalizar]

Ej. (5 + %)n converge pues Y. |a,| =Y. (%)n es serie geométrica convergente
[como en R se ve que: Y a, convergente = a, — 0; otra prueba de que la dltima {a, } converge]

in
Ej. ) 1; no converge absolutamente (pues Z% es divergente), pero si converge:

AR SR S B B | 1 1,1 . 1,1
YLuy=i—g—3+ats—gt=—3(l-g+5—)+ill—5+5--)

puesto que son convergentes las dos ultimas series por Leibniz.

ooy () anet| _ [T n .
Bj. L5 diverge, pues Tt = S iy = 5V2 gy — 5v2> 1, obien,

porque /|a,| = igg — 5v/2 > 1 (que X |a,| diverja, en principio no prueba nada).
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Veamos las series de potencias complejas f(z) = i apy?' = ag+aiz+at + -+, ap,z€C.
n=0

Se dan resultados como los de R con demostraciones (que no hacemos) iguales que alli:

Teorema:

A cada serie de potencias estd asociado un niimero positivo R, llamado radio de
convergencia de la serie, que tiene las siguientes propiedades: si R =0, la serie s6lo
converge si z=0; si R= oo, la serie converge para todo z; si R es un nimero real
positivo, la serie converge para |z| <R y diverge para |z| >R.

Aqui el intervalo de convergencia se ha convertido en el circulo de
convergencia |z| <R. Sobre la circunferencia |z| =R no se puede
asegurar nada. Como en los reales habra series que convergen en toda
ella, otras en puntos aislados, otras en ninguno... El cdlculo del R se
podra hacer casi siempre utilizando el criterio del cociente o la raiz.

Estas series se pueden sumar, multiplicar, dividir,... igual que las reales y se tiene el mismo

diverge
converge

resultado sobre derivacion:

Teorema:

Sea f(z) = i a,7" para |z| <R = f esderivable para |z| <Ry f'(z) = inanz"_1
n=0

n=1

Y, p

or tanto, las funciones definidas por series de potencias vuelven a ser infinitamente derivables
(y también continuas, desde luego) dentro del circulo de convergencia. Un resultado importante
y sorprendente, que desde luego no es cierto en los reales, y que se prueba con técnicas mas

avanzadas de cédlculo complejo es:

Teorema: Una funcién f(z) derivable en una regién A del plano
es infinitamente derivable en A . Ademds, en todo circulo conteni-
doen A lafuncién f(z) coincide con su serie de Taylor.

D

&

Definimos tres nuevas funciones complejas, que hasta ahora no tenfan sentido:

Def.

© _n o 2n+1 oo 2n
eZ:;) s, senz =Y (—1)"% , cosz=Y (—1)”@, vVzeC

n=0 n=0

El R de las tres series es oo . Tienen propiedades (faciles de probar) esperadas como:
(senz)’ =cosz, (cosz)’ = —senz, sen(—z) = —senz, cos(—z) =cosz,
(e8) =e*, e ?=1/e", et =¢%e", ...
Ademds de otras nuevas como:
: . 2 .3 4 25 2 . 3 .
ei=1+iz—5-5+5+5—=01-5+-)+i(z—5§+---) =cosz+isenz

1

e " =cosz—isenz, senz= x[e —e ], cosz = 1[e" + 1]

[Si z =y real deducimos la prometida relacién que abreviaba la forma polar: e = cosy +iseny].

No es necesario sumar series para calcular exponenciales: e*™ = e*e”” = e*(cosy+iseny).

Las

[Ni senos: sen (7w +1i) = L[l — 71T = _ile~lel™ —ele=#] = Le=! —e!] (=seni) .
funciones complejas senz y cosz no son acotadas. En el eje imaginario, por ejemplo:

sen (iy) = %[e‘y —e¥] =ishy, cos(iy) = %[e‘y—i-ey] =chy

[resultado cldsico es que las tinicas funciones acotadas y analiticas en todo C son las constantes].
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Lo visto para series complejas permite explicar situaciones sorprendentes de las funciones
reales. (Por qué si tanto e* como #7 son C”(R), la serie de la primera converge Vx mientras
que la de la otra sélo lo hace si |x| <1? Pues porque la serie 1 —z2+z*—--- de ﬁlzz ha
de definir una funcién continua y en z = +i esta no lo es [esto sucede para todo cociente de
polinomios complejos (reales, en particular): el radio R de su serie es la distancia al cero mds
proximo del denominador (en |z| <R es derivable y, por tanto, analitica)]. También entendemos
el extrafio comportamiento de la f(x)=e~'/%, £(0)=0 que tiene infinitas derivadas pero s6lo
coincide con su serie de Taylor en x = 0: como f(iy) = el ek la funcién compleja no es
y—

siquiera continuaen z =0.

[an] N

Converge en el circulo |z] < 1 y diverge en |z] > 1. ;Qué pasaen [z]=1?
No converge absolutamente en esa circunferencia, pero podria converger
en algunos z de ella. Por ejemplo:

Ej. Estudiemos donde converge: ¥ \Z/—nﬁ JC7ES1 R/7RE RN -3

CO: DIV

siz=—1,laserie) % converge por Leibniz;siz=1,}, ﬁ diverge;

[ 1"

Q%l +i} 5T Y convergen ambas (Leibniz).

. . n
si z =1, converge, pues Y, ﬁ =Y

Ej. Desarrollemos en serie f(z) 1

244
Que Y 7" converge < |z| < 1y que su suma es l%z se prueba como en R. Asi pues:
n=0
1 1 & (= 2 . . .
fz) =3 T n;) 2 » | 75| <14 [z <2 (distancia de los ceros al origen).

[la serie no converge en ningiin punto de la circunferencia |z| = 2 pues para cualquier z con ese
modulo queda una serie cuyo término general no tiende a 0 pues tiene médulo constante % 1.

Podemos desarrollarla también (dando rodeos) de otras formas.
Descomponiendo en fracciones simples complejas:

—g)n
)

( | 27 o (=1
(2i)" ] §Zb 22ni2n Z 41
o

1171 1717 1 1 11 v .2
244 ﬂ[zfﬁ o m} - §[1—z/2i + 1+z/21] -3 n;) [<2Zi)n + =

Dividiendo (las manipulaciones con series complejas, como dijimos, como las de las reales):

[4+2a0+a1z+ @+ ]=1—dag=1,a0=14; 4a; =0,a, =0; 4ar +ap=0,ap=— % ;..
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