Célculo | (grupos A,B) feb99 soluciones
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1. Determinar todoslosvaloresde x paralosque convergelaserie Y € n.
n=0

X

1

_ d
n+l+Vn "-®

~/n
= = (jm e I-=q puesto que Vn+1—vVn=

n-oo

Serie de potencias. R = Iim
n-e \/n+1

converge en [-1,1]

Por tanto, converge en (—1,1) y diverges |x|>1.Veamos que

S x=1, Segn converge, pues Z— convergey I|m e =0, yaque x”mXT— :[x:tz]:!im
— 00 — 00 X — 00
e

4
* _y

[o (maslargo) aplicando 4 veces L'Hopital; que n%e" - 0 sesabedeclase pero no habiamos probado que n?/ vn 0].

X 4 _ _ t _
[También se podriaaplicar & criterio integral: J’O dx =[x= t2 1= 2_[0te dt =-2te |0+J'Oe dt=1]

Si x=-1, también converge, porque > [-1]" € &N es absol utamente convergente como acabamos de ver

[o por Leibniz, yaque laserie es alternada, € - - 0 y estasucesion es claramente decreciente].

2. Encontrar, s existe, € punto de lagraficadelafuncion f(x) = 2arctan(x—2) , parad que es minima
la suma de sus distancias a ambos g es coordenados.

Lasdistanciasalosegesson [x| y |y|.Lafuncién aminimizar es:
D(X) = |x| + | 2arctan(x-2) | , con tresexpresiones distintas: 7T T U=

x—2actan(x—2) , x<0 51-2/ [1+(x—2) ] x<0
D(x) = E}(——Zactan(x—Z) ,0sx<2 —» D'(X) = %_2/[14,()( 2)2], 0<x<2 7[/2
Lk+2actan(x-2) , 2<x 12U[1+(x=2)?] , 2<X = = .
—TU

[eraclaro que s x<O decreciay si x>2 crecia; podiamosahorrarnos 12y 32 derivadas]

_ (x-2)% 1 _ (x=1)(x= 3)
En (0,2): D'(x)= oe2? - re2? D creceen (0,1) y decreceen (1,2)

[en x=1 hay, pues, un maximo local; el valorde D ené es D(1) =1+ g~ 257].
El minimo se hade acanzar en x=0 6 en x=2
(puntos sin derivada: D'(07)=-7/5, D'(0")=3/5 ; D'(2")=-1, D'(2")=3).
Como D(0)=2arctan2 > 2=D(2) [pues arctan2>arctanV3>1/3>1],
el punto buscado esdl | (2,0)

3. Determinar si lasucesion defunciones fo(x) = I, converge uniformementeen [-2,2] .

El limite puntual es: Iim nTz =1 paratodo x .Veamos que es uniforme:
1
— —1|= < <= _ '
|n+2 | ‘2 S 2 Spip S, €S n>4/e 0Ox0[-2,2]. = ;

O N (cualquier entero>4/e ) /si n=N es |f,—1|<e OxO[-2,2].
[l dibujo delas f,, sugeriaclaramente laconvergenciauniformey queel N de x=—2 vaiaparalosdemés x ]




3
4. ¢Poseefunciéninversalafuncion f definidaparatodo x=2 por f(x) = sz I(;% ?
X

_ 1 2 _ X%
Como f(x) = log >3 33X — |ogx2 2X = log x

O f esinyectivaen [2,0) [0 f poseefuncioninversaen eseintervalo.
[Que conste que la primitiva no se puede calcular]

>0 s x=2 [0 f esestrictamente crecienteen [2,0)

5. Determinar s converge laintegral impropia ﬁ —

e 1

Ux T U T JogxTx 1 (pues '%(‘H .. 0, como sabemos, 0 por L'Hopital unavez).

Como f;% diverge, nuestraintegral también es| divergente | [primitivatampoco calculable].

6. Hallar I =[. . dx y unnimero racional que aproxime | con un error menor que 1072 .
0 4 6

e [1=x2 i o _1 1_| 1 3
Con un poco devista: u=x- - I_z,ro u2_16—16[Iog|u—4|—log|u+4|]0— 151007

Il
Allu4] + Bl[u+4] - A=1/8,B=-1/8
Sinvista: x*-16 = [x°—4][x?+4] = [x=2][x+2][x?+4] (o porquelasraicesson 2,2, 2i y —2i )
X _ A B Cx+D 2 2 2 —
b1s —x2 Txer toxzea A[x+2][x“+4] + B[x=2][x“+4] + [Cx+D][x“—4] = X
x3: A+B+C=0 - C=-1/8
x%: 8A-8B—4D=0 - D=0

3
~ 1= [loglx—2|+log|x+2|-log|x*+4|]; = ;5log2

x=2 - 32A=2, A=1/16 ; x=—2 - -32B=-2, B=1/16;

Paraaproximar | con un racional podemos desarrollar el resultado. Paratener una serie aternada
—_ 12 =_1 2y__1r2_2_.8 1~ _1 1 -2
| =—7glog; =—15l09(1+3) =—75 [5 -5 *51 —-] 36 | con [E[< 3, 81 <10
Mucho més largo es acotar € error (pues es mayor que € primer término despreciado y necesitamos €l resto) si escribimos:

== alog(1-2) =g [ + 55 + 355058 +-1 1 F=logll), =100, fr=—(14x)2, ..

[lacdculadoradice qued

=2 [ ] ! 1 > 1072 error si es menor, pero la
16 2 [1+C]2 ct- 2’51) 8x25 [3/5]2 72 cota obtenida es mayor]

Cortando en % nobasta: |E|=

3

= 100 ) si seveandogamente (pero trabajando algo mas) que se cumple que |E|< 1072 .

Con dos términos (| =

Otra posibilidad (que no exige calcular laintegral) es desarrollar € integrando:

26 1 rms = —16 Xt is taz ] < 1515 [5 ey 1= -5
16 1—x%4/16 K<z 16 B B 16 L2 " 6x16 10X162 32
_ 1 1 1 _ 1 -2
con |E| = 162 [ 10x16 < 6x162 1-1/16 ~ 6x15x16 <10

Otramas. —x/16<integrando<—x/15 en[0,1] 0 -1/32<1<-1/300 todo raciona del intervalo vale.




Calculo | (grupos A,B) sept99 soluciones

1. Discutir, seguin los valores de la constante a, cuéntas soluciones reales tiene laecuacion €= ax .

Si a=0, claramente no hay raiz.

S a<0,hay 1[g(X)=eX—ax - 50 S X-Zooy
g escrecienteentodo R, pues g'(x)>0 Ox ].
S a>0, g(x)=eX—a, g decrece hasta x=lna y
luego crece; como g(Inad)=a(1-4na) & minimo es:
>0 s O<a<e - 0 raices,
=0 s a=e - 1 raiz,
<0 s a>e - 2 raices.

Deotraforma: habra 1 raiz cuando ax y €% seantangentesen un x=b; olo queeslo mismo,
s larecta y=eb+eb(x-b) [tangentea €< en b] pasapor (0,0) : 0=eb(1-b) - b=1 - a=e.

Loméscorto: €=ax o h(x)sxe‘X:%  h'(x)=(1x)e™* ; h(1)—g

S O<a<e - l/la>1/e - Oraices, S a=e - 1lraiz
s a>e - 0<la<lle - 2raices s a<0, 1lraiz.

2. Hallar el desarrollo de Tayor hasta x® delafuncion f(x) = [36+x3] /2 .
Hallar un racional que aproxime con error menor que 1072: i) f(2), ii) f(-1).

—1/2 12 _1p, 1 x3,3 xb _1 3 6
f(x) = 367 V2[1+ X ] R e P Rl e s +2§—34 — 8% |<1 - |X|<V36 (>3)
i) (2 :f —e t 514—... serie aternada decreciente O f(2)~ - con |error| <324 <107.
1 1 . , . .
i) f(-1) = =5 4—32 + 50736 T+ Serieno alternada (errror mayor que e primer término despreciado).

Necesitamos €l resto de Taylor. A ver S tenemos suertey basta el primero:

: 3 2 1 1, f 1 3c? .
f(X):—QW 0 f) =g+ Ro(-D) =g+ P (D) =4+ e  00(-10)

3/2

IRo(=1)| <2 pues 150<35°2 « 6%5%<735° = 180<343) 0 f(-1)= % con |error| < 1072 .

< L (
2 353/2 100

3. Sea H(x) = .[27— , paa x[-1,6] .
Determinar, s eX|sten los x quehacen i) mé&ximo, ii) minimo el valor de H(x) .

El integrando f es continuo, positivo y decreciente (+ ) en todo
el dominio [-V36 ,0); f-0 S X-o, foo S X-—V36 "

2 2 _ V36+8x3—Vo+2x3 _ 27 —x3

f

H'(x) = = -
*) V36+8x3  V36+8x3 V9+2x3 V 36+8x3 VoV OV V]

Hcrecesi x<3 y decrecesi x>3 0 maximode H s x=3.
Como H(-1)=[; f=—,f<0y H® =[, >0,
el valor minimo se dacuando x=-1.




4. Sea f(x) = x3+6In(2—x) .
Determinar cuantos méximos localesy cuantos puntos de inflexion posee. Dibujar su gréfica.
Hallar e éreadelaregion encerradaentre lagréficade f y e ge x end intervalo [-1,1] .

domf=(—,2) ; f(x)-—0 s x -2 6 —o [ x3[1+6x3In(2—xX)] , —»  "—o0.[1+0]=—0" (L'HOpital) ]

3_9x2
f'(x)=3 ’% =0 - P(X) =SYO_2H2 =077 g

+—+ (06 2raicespositivas 7?); ——+ (1 negativa[méax de f ]);
P'(x)=3x%—4x , P(4/3)=22/27>0 , P(0)=P(2)=2 , P(+1)=+1 =
O hay raiz de P [méximo] en cJ(-1,0) ; no hay minimos.

73

—17[%x2— . . 3V By
70 =6 T2 20 § x=1 6 *®~04 [*}°0com]

0 f convexa([O) entrelos 2 puntos de inflexion
y concavaen € resto de domf.

f(1)=1, f(0)=6ln2=4.1, f(-1)=6In3-1=5.6, f(—2)=12In2—8=0.3.

[ee]
5. Determinar si convergelaserie 'y —>

n=1 vV n3+cos3n

W 1 _
L/n32 e T osin/nd)
Por € criterio de comparacion por desigualdades ) |a,| converge

0 laserie dada conver ge (absolutamente).

1.

NENEDY % que converge, porque » ﬁ convergey Iim
n*+ cosn -

n 1
In(1+x) X

6. Discutir laconvergenciade laintegra J;[ ] dx segiinlosvaoresde nON .

J'cl) in (Olb(+x) eg J'cl) % divergente, pero la diferencia de divergentes puede ser convergente.

X —In(1+x) _ x(n=1) + %xz +0(x?)
xIn(1+x) ~ X2 + 0(x?)

Desarrollamos por Taylor € integrando:

Si n=1, tienelimite ( 1/2) en x=0 y laimpropia conver ge.
n 1
X

Si n#l,d integrandoseparecea% ( M%XL =0 n-1>0) en x=0 y diverge.




