Matematicas (grupo B) Soluciones del final de febrero (8 de febrero de 2018)

1. Sea z= 14%1 . Hallar y escribir en la forma a+bi: i) z°, ii) un complejo w tal que w>=z. [1.2 puntos]
z= w = —242i=2V2e3"/* pues r=V4+4 yes tan6=—1 con 6 en el segundo cuadrante.

[También se podria hacer el cociente en polares: z= \/%‘:_7:/”2/ 7= 2V2 el (/247 /%) ] .
i) 2°=32-4V2el 57/4=128V2 717/ =128V2 (cos T —isen Z)=| 128 —128i |.
Mis largo con el Binomio de Newton: 77 =23(—1+i)=32(=145i +10 —10i =5 + i) = 32(4—4i).
ii) La raiz mds sencillaes w=+/r e!?>=v2 el"/4=2 (cos Z+isen Z) = )

2. Calcular, si existen, los valores maximo y minimo de f(x)=e *sen|x| en el intervalo [— £.7 ] . [L.5 puntos]

Los valores extremos existen por ser f continua en un intervalo cerrado. Se alcanzardn el los extremos del
intervalo, en los puntos sin derivada o en los puntos en que la derivada se anule.
e *(cosx—senx), x>0 /(%) =0 (dnico cero en el intervalo).
flx)= = f)=1__ _ /(4 - HOm) = — (0
e (cosx—senx), x<0 f/(0) no existe, pues f'(07)=—1#1=f"(0").
f(x)>0, xe(0,%), f'(x)<0, xe[-£,0)U(£5] =

f crece en [O,%] y decrece en el resto del intervalo. Y por tanto:

e *senx, x>0
—e*senx, x<0

El valor minimo serd | £(0)=0 |, menor claramente que f(%)=e"/2>0. s !
Para precisar el mdximo se debe comparar f(-Z)=4e™® y f(%)= \/lie‘”/4 S SR i x

Como e™/0+7/4= &57/125 ¢ 52 | deducimos que %e”/G es el valor maximo.

3. Sea g(x)= )l—c (sen x+cos x—1), g(0)=1. a] Hallar, si existe, g’(0). b] Precisar todos los x tales que g(x)=0.

c] Probar que g’ se anula en el intervalo [% , 271] . [0.8+0.8+0.4=2 puntos]
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a] Taylor da todas la derivadas: g(x)= =1- %x— %x +-.- = gcontinuay |g’(0)= —% .

X

(o L’Hopital dos veces).

: .. g(h)-g(0) _ senh+cosh—1—h _ —h*/2+-
Acudiendo a la definicion: 7 = _

1

= —_— —=

h? h* po 2
[Como casi siempre, 1o que menos conviene es ver que g es continua, hallar g’(x) y calcular su limite].

2

b] g(x)=0 = senx+cosx=1 = sen’x+cos’x+2senxcosx=1 & sen2x=0 & x:%’r, keZ.

Pero podemos haber generado soluciones falsas. Si | x=7+2kn | (1+0-1) se cumple. No si x=—7+2kxr.

También se cumple si | x=2km, k#0| (0+1-1), pero no se anulan ni g(0) ni g([2k—1]x).

c] g(%) =g(2n)=0 y g es continua y derivable en el intervalo. El teorema de Rolle asegura ese cero de g’.

O bien, como g’(x)=Sosx=senx _ se““;f”‘l es continua, g’'(%)=-2, g’(2m)=5=, lo asegura Bolzano.

X H2n .n
4. a] Precisar todos los nimeros reales x para los que converge >’ 23”—+xl y hallar la suma de la serie.
[140.5=1.5 puntos]

n=0

b] Determinar si lo hace para x=log % .

. . . fpin. 1x0 (dx\n_ 1 1 o L 4x 3
a] Respuesta corta identificando la serie geométrica: 3>’ ( 3 )" = 3T = |74 | S 13 |<1 o |xl<7].

n=0
[Si se utilzase raiz o cociente habria que precisar ademds lo que ocurre en cada uno de los extremos del intervalo].

b] Puesto que 0 < log4—71 = log(1+ %) = %—%—F 6% - < % (por ser el siguiente sumando negativo),

0 porque % = 1+‘3—1 <=1+ % + - -+ (todos positivos), la serie converge para ese x .



5. Sea h(x) =/xsen 3dr . Caleular: i) h(1), ii) A’(1), iii) /01 xh(x) dx (integrar por partes).
-1

[1.4 puntos]

i) h(1) =Llsen Bdt= @ , por ser el integrando una funcién impar: sen(—x)>=—sen x> .

ii) Integrando claramente continuo (y C*). Por el TEC, & es derivable y es h’(x)=senx>. [h’(1)=sen1]|.

iii) La funcién fécil de derivar es & (la primitiva es no calculable). Por eso tomaremos como dv=xdx:

/01 xh(x)dx = %zh(x)](l) -~ %folxzh’(x) dx = h(1) - %folxz senx3dx =0+ [cosx3](l) =

cosl—1
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6. Calcular / n/zcos3x Vsen x dx .
0

[1.2 puntos]

72 =sent !
/O cos x(1—sen®x)+/sen x dx ™ S:en/O (t1/2—t5/2)d [ Pr2— 2t7/2]0 2(%—%)—.

Elegir entre 7 y 8:

e""— (senn)"

7. Hallar el limite L de a,=— 7

y razonadamente un N tal que |a,—L|<e™> si n>N.

[1.2 puntos]

_ I—(senn)"e™ @ 1-acx0
an="—g1rer — 0] (S50 )-

e+[senn|" _ e+l -n < a3 :
S TOnreorl <o =¢ 'S¢ quesecumplesi n>N=3

_|e"=(senn)?
|an—0]= | eXten+ 1

(o)
8. Estudiar la convergencia de / sen x senx—l2 dx .
2

[1.2 puntos]

El integrando no tiene signo definido, con lo que analizaremos su convergencia absoluta.

[Los criterios de comparacién por desigualdades o por paso al limite se prueban para funciones positivas].

sen(1/x2) _
1/x2 -0+

|senxsen ’ sen— 2 NF en el infinito:  1im
X—00

© dx . 5 - °0 1 00 1
Como f2 £ converge, el mismo cardcter lo tiene f2 sen; dx = /2 |senxsen; dx converge.

x2

Como converge absolutamente, nuestra integral impropia es convergente.

= 1 fm Se;” =1 (inmediato con Taylor o L’ Hopital).




