Soluciones del examen final de febrero de Matematicas (parte 1)

1. Sea f(x)=arctan [x —log(2—x)] . Determinar su dominio y hallar f'(1). [1 punto]
— (—oo / H'2 —X / _ 141
dom f = (—2)|. f'(x) = Ttoeep — F W= i =]
. . . n’sen 3
2. Hallar razonadamente (si existe) el limite de la sucesién a, = 472"9 . [1.5 puntos]
n< 4+
3 Sen% senx
ap= T —— f 1= , pues la sucesion { }—>() y la funcién = — 1.
445 5 =0
’x 4} a] Precisar los x tales que f(x) <3.b] Hallar, si existen, f'(—3) y f'(2). [3 puntos]

a] }x2—4\<3 e 3<xt—4<3 & 1<x2<T &

1<|x|<V7].

¥ —4, si|x|>2 rn L 2x, sifx]>2
bl f(x) = {4 —x?, sifx|<2 :>f<x>_{72x, si x| <2 =

F(=3)==6|. f'27)=—4, F2")=4 = | 3 (2)].

4. Sea f(x) =x>—4x+logx. a] Determinar, si existen, h’n(l] fx)y h;m f(x) . b] Hallar los puntos en los que
X— X—yoo

se anulan f’ y f”. ¢] Dibujar aproximadamente la grifica de f y precisar cudntas veces se anula f(x) en

el intervalo [%,2} . [4.5 puntos]
a] xlgggf( x)=0—0—00=—oc0 [xlir(r)lff no existe, pues domf = (0,00) ]. f(x) = x*[1—4 18] el

b] f/(x)=3x2—441 B o o) W G 1)(3x2+3x ) ) = 6x—xi2: 6’ —1

x 2

1
f/=0six=1,x _3+\ﬁ<73+4 i [= = ‘/Gc’domf] =0 si x=--.

~ 76 ~6 Ve
c¢] f crece hastael x*e (% §) con f(x*)=x"(x*>—4)+logx* <0 (neg+neg),
luego decrece hasta x=1 [ f(1)==-3 ] , cambiando de concavidad por el

camino, y a continuacién crece tendiendo a infinito.

Que la funcién se anula alguna vez en (%, 2) es inmediato por Bolzano:

f(%)————log2<0 f(2)=log2>0y f continua en el cerrado.

Y que se anula exactamente 1 vez es consecuencia del crecimiento analizado y plasmado en la gréfica.




Soluciones del examen final de febrero de Matematicas (parte 2)

Determinar para qué x€ R converge la serie anterior.

.
1. Sea X) = —_ . . . . ., 3 puntos
f) ,,; n2" * ;Converge para los mismos x la serie de f’? ;Qué funcién es f’? Br ]

n_ 2 ™! x| _ convergesi [x|<2 (R=2 radio de

Cociente: ;=7 5 W 2 diverge i [x|>2  convergencia). Para x=2 queda la serie divergente }. .

Lade x=-2, ) % , estd claro que converge por Leibniz, ya que a, = % — 0 y decrece claramente.

Por tanto, la serie converge exactamente para | —2<x<2|.

La serie derivada de una serie de potencias sabemos seguro que converge en |x| <R=2, aunque puede ser
divergente en extremos en los que antes convergia. De hecho, en este caso:

=yl a ~1 . L :
ffx)=Y x? = % Y (%)n es una serie geométrica que converge exactamente si | —2 <x< 2

n=1 n=1 . . . .
(no lo hace en ningtin extremo del intervalo de convergencia).

z i térmi
Podemos, ademds, hallar su suma para esos valores: f/(x) = [%} = % l,lz = ﬁ .
2

2. a] Estudiar si converge la integral impropia / w[1+t3rl/ 2dt .
0

2 3172, )
b Si f(x)= Jo [1+2°] . dr —senx , hallar )}glolo flx)y y_r)%f(x) [4 puntos]

a] S6lo es impropia en oo, donde se comporta como la convergente [~ -2 : VALES K — 1
prop > p g 32 1/t3/2 - [l‘*3+1]1/2 P

Por el criterio de comparacién por paso al limite la impropia es, pues, convergente.

b] Como la impropia anterior converge, la integral del numerador, cuando x — oo, tiende hacia un niimero

finito; y como el seno esta acotado y el denominador — e, deducimos que lim f(x)= @ .
X—>o0

Para el limite en 0 podemos utilizar Taylor desde un principio:
N2 (oA o2 s L6184 o8
[1+2°] P =1=50 4 = 5 =[t—gtt ] =275 + S flx) = SR L 1
senxzzxz—%x6+-~ x=0

Podemos también aplicar L'Hopital (y el TFC) una vez (es 8 ) y seguir por Taylor:

-1/2 2 61-1/2 2 1.6 1.4
. . 2x[14x%]” /" —2xcosx . [14+x°] " —cosx =5 =1 5x T 1
lim f(x) = lim = lim =lim =|z]l.
x—0 f( ) x—0 6x° x—0 3xt x—0 3xt 6
Oseguircon L'H: ---=1i —3x5[1+x6}73/2+2xsenx2 =1i _x2[1+x6]73/2 + senx” | _ |1
gu ) - xl_r>r(1) 12x3 - xl_% 4 6x2 |~ |6]"
4. Sea f(x) =xlog(1+x). a] Hallar una primitiva de f. [3 puntos]

b] Calcular el 4rea de la regién acotada encerrada entre la graficade f y larecta y=x.

2

2 - T
al [f = %log(l+x)— 5 [ “ifftdr= | 5 log(l+x) — % +3

1+x '

b] f ylarectase cortansi x=0 osi log(l+x)=1< x=e—1.

En el intervalo [0,e—1] la grificade f estd por debajo de la recta,

pues 1 <l4+x<e = 0<log(1+x)< 1. Por tanto: .
e—1

Area= [§7" [x—f(x)]dx = [%‘2 -3 ngl log(1+x) . 051

e—de+5 | _ (e=2)°+1 | | | .
=7 7 P 3 i— >0. !




