Soluciones del examen de Caélculo I de febrero de 2001.

cosh s —eoss) cuando i) @ — 0, ii) & — oo .

1. Calcular el limite de la funcién h(x) =

i) Es del tipo %. Lo mds rapido es usar desarrollos de Taylor (todas la funciones son analiticas en x = 0):

oo 2+l o0 220
tanz = Y (—1)"——— =S (-1)"
arctan x Z( ) ol 5% Z( ) o)
n=0 n=0
1 [1 _ (_1)k]xk > p2ntl 1 [1 + (_1)k]xk > gp2n
senhxz—zizzi, Coshx:_zizz
! I ! |
2 =~ k! o (2n+1)! 2 =~ k! o (2n)!
Por tanto:
arctan x — senh x . T— % +o(x3) — (z + % + o(2?)) ) —% + o(x?) 1
im =1l =lim —2—+——>=—-=
2—0 x(coshz —cosz)  =—0 (1 + % +o(22) — (1 — % +o(z2))) =0 23+ o(x3) 2
Si se utiliza L’Hopital, los calculos son bastante mas largos:
1 2z
—5 —coshz — i,z —senhz
lim h(z) = Ui L+a? — i (T+2?) _
720 (@) 220 cosha — cosz + x(sinh x + sen x) +20 2senh z + 2sena + x(cosh x + cos x)
22
T _(1+i2)2 - (1122)3 — coshz 1
~ 220 3cosh + 3cosz + z(senhz —senz) 2

ii) Es del tipo 22. No se puede aplicar Taylor y L’Hopital no lleva a nada. Pero basta escribir:

arctanx tanh =
h(z) = COShlx o — 0, cuandoz — oo
$( - coshx)

pues el numerador tiende hacia —1 y el denominador hacia co, ya que cosz estd acotada, arctanx — 7,
_er—e® _ e :
z, coshz — 0o y tanhz = 716" —62,,—_H—>1, six— 00.

[O, casi lo mismo, trabajando con exponenciales:

—T

2e % arctanz — 1 + e~ 2% 0 s
= — 0, siz — o0
x(e*+e % —2cosx) a(l+e 2% —2e Tcosx)

2arctanx —e® +e

h(z) =




2. Sea g(x) = i i) Calcular la primitiva G(z) de g(z) que cumple G(0) = —1 .

23 —2x%+x—2

ii) Probar que g(z) > 1 si z € [0,1] y que hay un tnico ¢ € (0, 1) tal que G(¢) =0 .

i) Descomponemos en fracciones simples:

34227 322 —x—5 A Bx+C 1 2x+3
=1+ =1+ + =1+ +
a3 =222+ —2 a3 =222 +x—2 x—2 a241 x—2 x2+1
pues:
2 =2t —2=x@®+1) -2 +1) = (z - 2)(=® +1)
A+B=3 —2B+C=-1,A-20=-5=>A=1,B=2, C =3
Por tanto: 5 )
-7
/xggc_;;cf+x_2dx=x+log\m—2\+10g(m2+1)+3arctanx+K,
siendo K una constante arbitraria. Como G(0) = —1:

log2+ K=-1 = K=-1—-log2 =
G(z) = x +log|x — 2| +log(z? + 1) + 3arctanz — 1 — log2

[Casualmente, con la siguiente descomposicién no es necesario pasar a fracciones simples:

3, 2 2 ) 2
2427 3x°—4x+1 3(z—2) _ 3z’ —dx+1 3
3 —2x242x—-2 L+ 3 —2x242x—2 + 3 —2x242x—-2 L+ 3 —2x2+4+x—2 + 241

:fwdxzx—l—log\mg—2x2+x—2|+3arctanw+K]

x3—2x2+4x—2

ii) Probar que en [0, 1] es g(z) > 1 equivale a probar que es g(z) — 1 > 0, es decir, que:

322 —x -5
g(x)—1=—(x_2)(x2+1) >0

Como el denominador es negativo en [0, 1], basta probar que también el trinomio del numerador lo es:
302 —x—-5<3-0-5<0

[O de otra forma, mds larga: el numerador tiene sus raices en z = ibf 6L v es negativo

1—%/6_1,14-%/6_1) 1—%/6_1<0<1< 1+%/6_1].

Ju—

en ( , intervalo que contiene al [0, 1] :

Como G(x) es continua en [0,1] y es
G0)=-1<0, G(1)=3arctanl=37/4>0,

el teorema de Bolzano asegura que existe ¢ € (0,1) donde G(c) = 0. Ademds este ¢ es tnico al ser G(x)
estrictamente creciente (pues G'(x) = g(z) > 0) en todo el intervalo en cuestién.

[De hecho, no necesitdbamos hallar la primitiva para probar que G(1) = —1 + fol g>0,
pues ya hemos visto que g > 1 en el intervalo].



3. Determinar si converge la integral impropia f; Vg(x) dz | siendo g(x) la funcién del problema 2.
La integral
3+ x? —

[ i [,
20+ g 20+ (33_2)( +1 2+ 22 +1 x— 2

(bien definida en ese intervalo donde el radicando es positivo) sélo tiene un punto singular en = 2. A la
vista de la ultima expresién basta compararla en ese punto con la integral convergente

3 dz

N e

En efecto:
z34x2— 1
27_’_1\/— lim $3+$2—7:1
;_2 J,—>2+ .172 +1

lim
r—2+1

Por tanto, ambas convergen o divergen simultdneamente. En este caso convergen.

4. Encontrar todos los valores de a € R para los que converge la serie Zn 1 gw ii .

La serie se puede descomponer en dos, una de las cuales no depende de a :

en+n e +n e +n
n=1 n=1 n=1
La segunda converge, por ser:
2 2
0< <—, Vn2>1

e +n en
y converger la serie geométrica de término general e~™ con razén menor que la unidad (e > 1). Por tanto,
la condicién necesaria y suficiente para que la serie original converja es que converja la primera, que es una
serie de potencias cuyo radio de convergencia se calcula facilmente con el criterio del cociente o de la raiz:

n+1 1 e
R = lim ﬂ — lim et (ntle™ —e, R= lim (" + n)"/" = lim e(1 +ne ™)Y/" =
n—o0 en +n n—o0 1+ ne" n—o00 n—o0

Cuando a = e diverge (el término general no tiende a 0). Asf pues, la serie converge si y solo si |a| < e.

[Sin separar la serie inicial podrfamos argumentar asi, para llegar al mismo resultado:

sila] <1, Y Jan] <> ﬁ <Y & , geométrica convergente;

l[a+2a™"|  14ne "
[1+2a—"| €+ (n+1)e—"

. . an .
si|a] > 1, limy, 0o % = limy, 00

=%<1(:>|a|<e}.

n

4b. (opcién de los grupos B, C y E). Determinar la regién del plano complejo en que converge Y oo | =&

n=1ertn -

. . . . . et ipng1 . e+(n+l)e™"
El radio de convergencia de esta serie de potencias es: R = lim,,_ e = lim,, o e =€ -
La serie converge en |z| < e y diverge en |z| > e . Si |z| = e, es decir, si 2z = e!*% | la serie adopta la forma

nif 3 7 . . 7’ . 7z
21 fne — , y es divergente, pues su término general no tiende a 0 (su médulo ﬁ tiende a 1). Asi pues,

la serie converge exactamente en el circulo sin borde |z| <e .



5. i) Determinar para todo n € N en qué x > 0 alcanza su valor mdximo la funcién f,(z) = fxi ﬁfﬁ .

ii) Probar que la serie de funciones > ~- | fn(x) converge uniformemente en [0, co) .

i) Como la funcién m es continua para todo x > 0y n > 1, es f,(z) derivable y su derivada es:

2 1 3(nb — 2?)

/ = —_ =
fn(@) 8r3 +6n6 a3 4+6n (423 4 3nb)(x3 + 6n°)

La derivada se anula tinicamente cuando = n? . Como el denominador es siempre positivo, la derivada es

ositiva cuando z < n? y negativa cuando x > n? , tiene f,(z) un méximo local para = = n?.
)

[Hallar la segunda derivada exige més calculos:

7 __ —12a? 3a? 1(2Y 12 3 9
n(x) = @itsnz T @rrenez = (n*) = —gons + o0 = — 905

ii) La funcién f,(z) > 0 para x > 0 (el integrando es positivo) y su valor mdximo en esa semirrecta se podria
hallar (con algin esfuerzo) exactamente, pero nos basta acotarlo:

ity - [ L
" S tB346n5 = ). 6n6  6nt

[0 bien f,(n?) < 20 % = 3]

— Jn2 8n4
Para estudiar la convergencia de la serie aplicamos el criterio de Weierstrass:

1 1
ogfn(méfn(n%éﬁ:» [fa(@) < gy VR 21, V2 20

1

y como la serie ) | =5 converge, la serie de funciones )" | f, () converge uniformemente en [0, oc).

6. Sea f(x) = x(1+2%)~1/5 . Hallar los 3 primeros términos no nulos de su desarrollo de Taylor en z = 0.
Aproximar por un racional f(1/2) con error menor que 0.001 .

El desarrollo en serie se puede calcular a partir del desarrollo en ¢ =0 de (1 + t)_l/ 5.

—-1/5)(—6/5 1 3
(1+t)75 =14 (=1/5)t + Mt%---:l-—ﬁ—t%---, sift] <1
2! 5 25
Sustituyendo ¢t = 2 y multiplicando por z tenemos:
La, 3 7 1,3
fl@)=z—za*+—x"+--, sijz’|<l&|z|<1

5 25
En x =1/2 <1, basta tomar los dos primeros para tener un error menor que 1073 :

1 1 11 39
1/2) = (8/9)/° ~ = — - — = =
F(1/2) = 5(8/9) 5 E16 — 80

pues el error estd acotado (al ser serie alternada decreciente) por el valor absoluto del primer término omitido:

3 3 3 ~10-3
25 x 27 100 x 25 3200




Soluciones del examen de Calculo I de septiembre de 2001.

1. a) Determinar los valores de  para los que la serie > (—2x)3" es convergente.

b) Decidir si converge para arctan g .

a) >_(—22)%" = 3°(—8z®)" es una serie geométrica, convergente si | — 823 < 1, es decir, si |z < 1 .

(Para esos x serfa Y . (—8x3)" = 1+1W )

b) El problema es saber si arctan g es mayor o menor que % . Desarrollando por Taylor el arctan x :

" $3+$5+ _||<1 " 3 3 9+
rctanr = — — +—+---, 8l = rctan - = - — —— + -+
arctan r xT 3 5 , S1 || < aca5 5 195 s

que es una serie alternada decreciente. El error cometido al tomar el primer término es menor que:

arctang—g <ﬁ = arctang>g—ﬁ=ﬁ>§

3‘ 9 3 3 9 66 1

y la serie no converge. También lo podemos ver basandonos en valores conocidos del arctan :

3
> % (pues m > 3).

NN

( 9 >1) = t 3>7T>
ues — — arctan — —
PUes 95 = 3 576

ol w

3. Estudiar la convergencia puntual y uniforme en el intervalo [0, 1] de:

a) la sucesién de funciones f,(z) = \/#, n=1,2,3,...;b) laserie > fn(z) .

a)

T
lim ——— =0, para cualquier z € R..

n—oo\/n3 + gz

Por lo tanto, converge puntualmente en [0, 1] y la funcién limite puntual es f(x) =0 .
Comprobemos que también converge uniformemente en ese intervalo:

T 1
- < ——
‘\/n?’—i—x ‘_\/n?’—i—x

Por lo tanto, para todo € se puede encontrar N que no depende de x :

1
<7, cuandox € [0,1].
n

1

N>€2T

tal que si n > N, la diferencia entre la sucesién y el limite puntual |f,,(z) — f(x)| < € para todo z € [0,1] .
b) Utilizando el criterio de Weierstrass, como:
< 1
|fn($)| = Wa Vo e [Oa 1]

y sabemos que la serie numérica > # converge (serie armdnica con 3/2 > 1), deducimos que la serie de
funciones converge uniformemente (y, por tanto, también puntualmente) en [0, 1].



2. Sea la funcién f(x) = cosy/|z| . a) Estudiar si es derivable en x = 0 . b) Hallar, si existen, los valores
méximo y minimo de f en el intervalo [—4, 1] . ¢) Calcular la integral fil4 cos \/|z|dz .

f(—-r(0) )
h

a) Para ver si es derivable a partir de la definicién ( limp_g , al tener f dos expresiones distintas

cos\/f sixz>0
f(x) = :

cosv—x six <0

hallamos los limites laterales:

- 1 _ 1
T () B N U/ B N R e R A |
h—0t h h—0t h h—0t 2\/E 2
lim f(h) = f(0) — lim cosyv—h—-1 lim cos Vh — 1 1
h—0- h h—0- h h—0+ h 2

Luego no existe f'(0) (al ser distintos los limites por la derecha y por la izquierda, no existe el limite).

(M4s cortos habrian sido los célculos si hubiéramos utilizado que f(x) =1 — % + % +--- Vz)

b) Para < 0 es
, d 1
fi(x) = —cosvV—z =

dx 2V/—x

derivada que no se anula en ningiin punto del intervalo (—4,0) (pues —7% < —4 ). Paraz >0

seny —zx ,

1
2\/x

tampoco se anula en ningiin punto de (0,1) (pues 72 > 1 ). El mdximo y el minimo (que han de existir por
ser f continua) se tomaran o en los extremos o en el punto sin derivada. Basta comparar:

f'(x)z%cos\/fz— sen /x ,

f(=4) =cos2, f(O0)=1, f(1)=cosl.

Como cos2 <0y 0<cosl <1, el minimo se alcanza en z = —4 y el maximoen z =0 .

c)

2

4 4
/ cos /|xz|dz = [ f funcién par] = 2/ cosvrdr = [z =t,dv =2tdt ]| = 4/ t costdt
—4

0 0

2

2 2
/ tcostdt = [ por partes: t =u , costdt =dv | =tsent —/ sentdt = 2sen2+ cos2 — 1
0 0

0

Luego:

4
/ cos/|z|dz = 4(2sen2 + cos2 — 1)

—4



4. Considérese la regién del cuarto cuadrante limitada por la grafica de f(z) = —e % (a > 0) y el eje = .
Probar que la recta tangente a f(z) en x = 0 divide dicha regién en dos partes de igual drea.

La recta tangente es:
y=-1+ax, pues f(0)=-1, [f'(0)=ae ™ =a

Esta recta corta el eje y =0 en x = % , definiendo un tridngulo de area: % X % X 1=z

El drea limitada por la curva (se trata de una integral impropia convergente) es:

—/ (—e™*)dx = 1 [e_”];o _1
0

a a

que es el doble del drea del tridngulo (para cualquier valor de a).

5. Dada F(z) = f; \/%—H-t . a) Determinar la convergencia de la integral impropia lim,_ ., F(x) .

F(2x)
F(x)

b) Hallar (si existe) el limg o

a) Comparamos con la funcién t~1/2:

. t=1/2 . logt . logt
A Togrrpmie — ALY IT T = (ues lig = =0)

Como f;o % es divergente, la integral pedida diverge.

b) Como (por el apartado a))
lim F(z) =00, lim F(2z)=c0

Tr—00 Tr—00

y F es derivable (primitiva de continua), se puede aplicar I’'Hopital (y el teorema fundamental del célculo):

2
logx

I — 1 Y /log 2242z 91 Viogr +x 9 1i p I 5
ai»Holo F(x) - ai»Holo F'(x) - 11—>H<>lo 1 = ai»ngo log 22 + 22 o 11—>ngo log 2z 2 B
Jlozote vioe e T



