Soluciones del examen de Calculo I de febrero de 2003.

1. Sea f(x) =z +2cosz. a) Hallar, si existe, el valor minimo de f en el intervalo [0, 1].
b) Probar que existe f~!, la funcién inversa de f(x) para « € [—1,1], y hallar la derivada (f~1)'(2) .

c) Hallar ffZQ[f(x)]de .

a) El minimo ha de existir por ser f continua en un intervalo cerrado. Como f'(z) =1 — 2senz sdlo se
anulaen [0,1] parax =7/6y es f'(x) >0en [0,7/6) y f'(z) <0 en (7/6,1], el valor minimo se alcanzard en
uno de los extremos del intervalo. Serd o bien f(0) =2 o bien f(1) =1+ 2cosl . Como cosl > i (porque

cosl>cos % = % o porque cosl =1 — % + - -+, serie de Leibniz), el valor minimo es 2.
b) Si —% <z < % , se cumple que senx < sen% y, por tanto, f'(z) =1—2senz > 1— 2sen% > 0 (va que
senz < x, Vo > 0 ). Asi pues, f es estricamente creciente en el intervalo y, por tanto, posee inversa fL
Como f~1(2) = 0 (por ser f(0) = 2), la derivada pedida es:
1 1
F7Y(@) = s = o = 1
U= mme) ~ 7o
c)
/2 /2 2 /2 /2 7
/ [x2+4(:052x+4xcosx]dx:2/ [x2+2+2cos2x]dx:§[x3]0 + 27 + [2sen 2z] 227T+E
—7/2 0

Hemos utilizado que 22 y cos? x son pares y que x cos z es impar (ahorrdndonos una integracién por partes:

Jxcoszdr = xsenx — [senzdr = xsenz + cosz )

2. Sea f(z) = lb_ez—i;‘d . Determinar (si existen): a) lim,_o f(x) ; b) lim,—, o f(2) ; €) limy—,00 f(2) .

a) Por Taylor o L’Hoépital:

sen® . z3 + o(z?) sen® 3cosx sen? x

om0 T — e 201 — (1 =23+ o(x3)) D a0 T — e oh0 3070 22

b) Como el numerador estd acotado y el denominador tiende a oo, esté claro que f(x) — 0 cuando  — —oo.
c) Intuitivamente, parece que no va a tener limite, pues para valores grandes de x se parece a sen®z que
no lo tiene. Para formalizarlo, lo més corto es considerar las sucesiones a,, = nm y b, = % + 2nmw. Ambas
tienden a oo, pero f(a,) — 0 , mientras que f(b,) — 1.

_ ___sen(@®)+1 - 1
3. Sea f(z) = W . Calcular, si existe, [ f(z)dx .

Como, por el teorema fundamental del cdlculo (el integrando que aparece en la definicién de f es continuo
para todo x), el numerador es la derivada del denominador, se tiene que:

/_ 11 F@)de = [bg

porque f_ll sen(t3)dt = 0 , al ser impar el integrando. La integral existe por ser f continua, pues su

. 1
/ sen(t?’)dt—i—x—l—él‘ ] =log
-1

-1

1
)
/ sen(t3)dt + 5‘ —log3 =log 3

—1

denominador es positivo en [—1,1] : en 2 = —1 vale 4 y es funcién creciente (su derivada sen(z3)+1>0).



oo

4. Determinar los valores de x para los que converge E n3"2" ! y hallar su suma para esos valores.

n=1

a) Utilizando para la serie el criterio del cociente o de la raiz:

) (n+ 1)3"+1|x|"+1
lim
n—oo n3n|x|®

=3lz|; lim n'/"3|z| = 3|z] .
n—oo
deducimos que converge si |z| < % y que diverge si |z| > % . Para z = i% , respectivamente, se con-
3 o0 (o) — . . ’ . .
vierte en: Y 0" 1 3n y Yoo (—1)""'3n , series claramente divergentes (su término general no tiende a 0).

Los x para los que converge son, pues: x € (—l l) .

La serie de potencias dada es, claramente, la que se obtiene derivando término a término la serie geométrica:

> 3z 1
3x)" = , <=
nzz:l( x) T3, bara || 3

La suma de la serie inicial es, pues, la derivada de la funcién definida por esta tltima serie:

o0
d 3z 3 1
gngnl = = = , <=
;” v drT—3s (I _anz Puell<g

5. Sea f,,(z) = a) Hallar, para cada valor de z, el limite de la sucesién f,(z) .

b) Estudiar si converge uniformemente f,(x) en el intervalo [0, 2] .

_1_
T+a2 -

2n

a) Cuando n — oo , 22" — 0, si |z| < 1y 22" — oo, si |z| > 1 . Ademaés, para cualquier n, es 22" = 1 si

x = £1 . Por tanto, el limite (puntual) de la sucesién es:

1 osifz|<1
lim f,(x) = f(z) = { 1/2 silzl=1
e 0 silz[>1

b) Como todas las f, son continuas en [0, 2] y la funcién limite f es discontinua en z = 1, la convergencia
no puede ser uniforme, porque el limite uniforme de funciones continuas en un intervalo debe ser una funcién
continua en dicho intervalo.

1
6. Estudiar la convergencia de la integral | 400 %de

La integral es impropia en x =4 y x = 0o, con lo que se debe comprobar la convergencia de dos integrales:
f4+ e foo . Para = 4 comparamos el integrando, positivo en todo [4, c0), con (z — 4)_1/3 :

arctan +

3 1
. 52 _8)1/3 arctan 7
lim 2% = 1>0.

r—4t (x — 4)_1/3 21/3

Como | m (w—%ﬁ converge (por ser % < 1), deducimos que nuestra integral | 4+ también converge.

Para 2 = co comparamos con =~ /3 | porque el arco tangente del ‘algo’ pequenio se parece a ese ‘algo’:

arctan & 1 1 1
I @z—8)1/8 .. 21/3 arctan - 1 50 I arctan o I arctant
o0 43 s 2z —8)1/3 1/xz  21/3 ) yaane I 1z ot &

Puesto que [ o 11‘113;3 converge (es % > 1), la integral [ ° converge y, por tanto, también la inicial /. 4°f .



Soluciones del examen de Calculo I de septiembre de 2003.

.3
1. Sea f(z) =[5~ ’ \/%m . a) Hallar f’(z), indicando los  para los que existe.

b) Determinar los puntos del intervalo [0, 2] en los que f alcanza sus valores maximo y minimo.

a) Como g(z) = \/ﬁ es continua (es C*°) para todo = € R, al ser continuo y positivo el radicando,
y como b(z) =z — 2® es derivable Va € R, f(z) = G(b(z)), con G(z) = [ g(t)dt es derivable Vz € R y es:

/ _ Y / _ 1—322
f'(@) = G'(b(x))b' () = V2—sen?(z—a2)
b) Los valores méximo y minimo (que han de existir por ser f continua) en [0, 2] se dan en los extremos
del intervalo o en el punto del intervalo que anula f': x =1/ V/3. Basta, pues, comparar:

= foog =0, f(\/i—) = fQ\/_/gg > 0 (integrando positivo) y f(2) = fo_ﬁg = —ffﬁg <0.
T =

El valor méximo se toma en % (se podia deducir simplemente del signo de f’) y el minimo en z = 2.

2. Sea f(z) = 2= f(0) = 1. a) Hallar f'(0). b) Determinar los limites lim f(z) y laimagen de f.

T T—1T 00

Elegir entre c¢) y d):

¢) Hallar la derivada £(2°°3)(0) . d) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de f.

iy o S =1 _1—e"—h 1-h—[l—h+h*/24+0(h*)] 1
a) f(0) = fim ==— = ——— = E =73
ITTA . eh - . —e " 1
(o por L’Hopital, }lllﬂ% S = }lllﬂ% 5 =3 ).
b) ml:ri10f( x) = 0 (el numerador tiende a 1 y el denominador a oo); xEHloof(x) — [L'Hopital] = ,CEIELO e;w o

f(z) > 0 Va (numerador y denominador son positivos ambos para = > 0 y negativos para < 0) y f es
continua V. Esto, junto con los limites recién calculados, prueba que la imagen de f es (0,00).

c) La serie de Taylor de f se calcula muy facilmente. Para todo x es:

n41

— _ T (="
= f"(0) = n! ((n_:i), = g;i)l) . En particular, f(2093)(0) = —ﬁ )
[De la serie de Taylor también se deduce fécilmente el valor f/(0) = —1/2 de a)].
, ze " —1+e* z4+1-¢€" )
d) f(x) = 5 = 5 <0 Vz = f es decreciente en todo R,

x xree

puesto que el numerador g(x) = x+1—e” de f’ es siempre negativo (el denominador es obviamente positivo).

Esto se puede ver de varias formas. Por ejemplo, g(0) = 0, ¢'(z) = 1 — e positivo si < 0 y negativo si
x>0 = g es negativa si © < 0 (crece hasta llegar a 0) y negativa si > 0 (decrece desde 0).

También es obvio a partir del dibujo de  + 1 y e* (son tangentes en x = 0 y es siempre e* > x+1 al ser U).

[Para x < —1 era clarisimo que g < 0 pues tanto x + 1 como —e” son negativas, pero acotando directamente
no se saca nada para otros valores de z. Hasta la serie de Taylor de g(z) = —2%/2 — 2%/6 — - - - , nos dice
algo sobre el decrecimiento: claramente es g < 0 si x > 0, pues todos los términos son negativos; y para
—1 <2 <0, dicha serie es alternada decreciente con el primer término negativo, con lo que su suma lo es].



3. Hallar, si existe, un punto del intervalo (0,1) en el que la recta tangente a f(x) = arctan 5o sea
paralela a la recta que pasa por los puntos (0,0) y (1,7%).

s

La recta que pasa por (0,0) y (1, §) tiene por pendiente 7 . Se trata de probar que 3¢ € (0,1) con f'(c) = 7.
. 2/(2 —z)? 1 T 4
S 2 fl(z) = = =" er?-2r4+2——=0,z4=1+,/2-1.
AR RGO ey s ) Rl s e Bl I i e T ™

La raiz 2, > 1 obviamente no estd en el intervalo. La x_ si: 1 <1<2=20</2-1<1=2_€(0,1).

[La existencia del ¢ € (0,1) con f'(c) = 7/4 se deducia inmediamente del teorema del valor medio: como
f(0) =0, f(1) = arctan1 = 7/4 y es claro que f es continua en [0, 1] y derivable en (0,1), dicho teorema
asegura que existe al menos un punto de (0,1) en el que la tangente es paralela al segmento que une los

puntos (0, f(0)) y (1, f(1))].

4. Sea la sucesion definida por a,41 = gn':lan ,cona; =1.
a) Determinar la convergencia de la serie Y a, . ¢) Hallar el limite de la sucesién a,, , si converge.

2 1
|7Z:|1| = 37;—:_ 173 < 1, la serie Y a, es convergente.

a) El criterio del cociente asegura que como:

b) Y, por tanto, su término general a,, — 0 .

[No es dificil, sin considerar la serie, probar directamente que a,, es convergente. Como a,, > 0, estd acotada
inferiormente. Por otra parte, es claro que a,, es decreciente (puesto que 3’;;21 <le1<2n,Vn).

Por tanto a,, tiene un limite a y debe ser (haciendo tender n hacia 0o0): a = %a <a=0].

5. Sea f(x) = xlog(l 4+ f—Q) . a) Hallar una primitiva de f. b) Estudiar la convergencia de floo f

a) Partes: [xlog(l+ l%)dx = [u: log(1 + %), dv = zdz, du = T 4 23y — %, V= %

10g + [ - 2+4dx—* 10g(1+ 4) + 2log(z% + 4)

b) Sélo es impropia en co. Podriamos estudiar si converge a partir de la primitiva anterior:
floo f= lim [% log(1 4+ %2) + 2log(x? + 4) — glogf) , limite que no existe: la impropia diverge

2 2 2
(cuando = — oo, log(z? 4+ 4) — oo y #?log(1 + %) — 4, pues tliréilog(ltitélt) = tlngi‘“ti‘;‘” =4).

Pero es més corto acudir al criterio de comparacién por paso al limite (f > 0 claramente si z > 1).

2
Nuestra f se comporta en el infinito como % , ya que: hm f1(/2 hm+1°g(1ti§4t) =4.
t—0

Y como floo ‘i—a diverge, la nuestra también lo hace.



