Examen de Febrero de 2005 de Calculo I. Soluciones.

1. Sea la funcién f(z) = es"® + x con dominio R.
a) Hallar los tres primeros términos no nulos de su desarrollo de Taylor en = = 0.
b) Probar que existe su funcién inversa f~! y calcular (f~!)'(1).

a) Como f no es una funcién cuyo desarrollo podemos escribir inmediatamente, usamos la definicién:

f(0)=1; f'(x) =chze +1= f(0)=2; f'(z) =shze® + ch’re® = f7(0) = 1.

Por tanto: f(x) = 1+2x+%x2+~-~

[También podriamos componer series:
et fp=1+sho+ish’z+ish’z+-- -4z
— 4 [e+it+ )+ e+ Pl P =T+ 2 b2
pues los demds términos son potencias al menos z* .

b) Como tanto ch x como e*1® son positivos Vr, es f/(z) > 0 Va. Por tanto, f es estrictamente creciente

en todo R, con lo que es inyectiva en todo su dominio y existe su funcién inversa. Al ser f derivable,
f~! también lo es. Y se tiene que:
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2. Determinar si converge la serie Z + .
n=2

V2nd +1  logn

Es convergente por ser la suma de dos series convergentes:

n Sen n
Comparando con desigualdades: 0 < serie convergente,
p g - Z /2n5 Z /2n5 g
a que n/V2m + ! 1 0 ya que " < ! Z ! converge
S T Ve S v ) e en SRS
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La serie alternada Z (1 ) converge por Leibniz ya que Togn 1 —— 0y es decreciente por crecer logn.
ogmn

3. Hallar, si existe, el limite lim M
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Por Taylor:
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Por L’Hopital:
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4. Calcular la integral / xlogxdx.
1

Por partes:

© 1 ¢ o1 i 1 21
/lxlogxdx:[ileogw] —5/1 xdx:%— —Z[wQ]iz %—FZ

3x—x2

5. Sea F(x) :/ te’’dt | con z €[0,2].
-2
Determinar en qué x del intervalo alcanza su valor maximo y su valor minimo.

El integrando es continuo V¢ y el limite superior de integracién es derivable Vx . El teorema fundamental
del célculo nos asegura entonces que F' es derivable Vx y que su derivada es:

F'(z) = (3 — 22)2(3 — ) eB*=")" derivada que se anula en z =10, = = Sya=3.

F'>0en [0, %) = I crece en [O,%]

F’" <0en (%,2] = F decrece en [%,2}

9/4

} = El valor maximo ( [~)" ) se alcanza en |z =3

El minimo (que ha de existir por ser F' continua en el [0, 2] cerrado) se tomara en uno de los extremos.
Debemos determinar cual de las dos siguientes integrales es menor:

F(0) :fBQ te'dt 6 F(2) :f_22 te!*dt

(La primitiva no es calculable exactamente, pues con t? = u 2d6

se obtiene f e’ du que es sabido que no lo es).
El integrando f(t) = tet" es una funcién positiva para t > 0 y negativa para _2 :
t < 0 (y f es impar). Segun esto, la primera de las dos integrales ffz <0, i 2 94

y la segunda f_22 = f_02 + f02 es mayor que ella, por ser f02 > 0 (de hecho es

2 . . ..
f_2 =0, ya que f es impar). Asi pues, el valor minimo se tomaen | z =0 |.

o0
. ) . r+1)"
6a. i) Determinar los puntos donde converge la serie @+ .
) P & ;::o NoES]
oo
ii) Analizar si converge uniformemente en R la serie de funciones Z %ﬁ(nx)'
n=0

. 1|+t . .
)%\/Z—ﬁn_) |z + 1| = la serie converge si [z+1| <1 -1 <z+l1<1l& -2<x <0,

—00
diverge si |[z+1] > 1 y ain no sabemos si z = -2 62 =0.
— =" ; i 1
Para = —2 es ) n 0 Serie que converge por Leibniz, pues claramente T decrece y — 0.

. o 1 . . 1 . .
Si 2 =0 nos queda T Serie divergente como —7z con la que es inmediato compararla.

Asi pues, la serie converge exactamente para | —2 < z < 0

.. t 2 . n S . . .
ii) Como %ﬁ(’ll‘) < % Va y la serie 33 (£)" es geométrica convergente, el criterio de Weierstrass

asegura que la serie de funciones converge uniformemente en todo R.



2
. Calcular la primitiva / T
x

r+2 x+2 A Bx+C  A@*+2x+4)+ (Bz+O)(z —2)

3-8  (z—2)(z2 +2x+4) $—2+x2+2x+4_ 3 — 8

r=2—-4=124, A=1; 22 A+B=0,B=—1; a":44A-2C=2,, C=—1.

o402 1 1 241 1 1,
do = - de=| Zlog|z—2| — =1 2 +4) | +K
/?ﬁ—8‘” 3/[m—2 aﬂ+2x+J v =| 3loglr=2| = Flog(a"+2r+4) | +

© arctan x

6¢. Determinar si converge la integral impropia / ——dx
0

2372

Integrando positivo Vo > 0. Hay impropiedades en 0 y en co. Debemos analizar dos integrales:

o0 ol int q ; 1 arctanw/x3/2 T foo dx
1 converge: el integrando se comporta como Y 1P e —3/z7 converge.
1 3/2
o dr arctana:/a: _ arctanx
Como arctanz = = + o(z), /0+ converge, pues lo hace [, el T . 1.

[e.e]
Por converger ambas impropias, la inicial / también es convergente.
0



Examen de Septiembre de 2005 de Calculo 1. Soluciones.

1. Sea f(z) = arctan(logx?), si x # 0; f(0) = —7/2. Preguntas de varios grupos:
a) Hallar f'(x) para z # 0. b) Estudiar si f es continua y derivable en = =0.
¢) Demostrar que existe la funcién inversa de f(z) en (0, 00) y es derivable. d) Hallar lim f(x).

21 /22 2

8L)f(m):1—1—(10@;962)2: z + z(log 22)? stz £ 0.

b) Como log z? —, —00 y arctanz  — —5 , es h’mo f(z) = f(0) = f es continua en z=0.

r——00
4(log r)? 8logx 8/x flx)+ 3
21 2 = =38 0= lim ——2 = I ! =0
#(2log z) 1/x (gTI:’H —1/x (gTI:’H 1/22 T o Pt x mg(r)l+f () ’

pues ademds f'(z) >0 si x > 0. Por tanto, f no es derivable en z=0.

[Andlogamente h,]%l* f'(x) = —oco. Se simplificarian algo los cdlculos usando que f(x) = arctan(2log |z|) ].

¢) f'(z) > 0siz>0= f estrictamente creciente en (0,00) = f inyectiva en (0,00) = existe f~'.
Y como f es derivable y estrictamente creciente, f~! también es derivable.

3

d) loga? — oo y arctanxz — I =| lim f(z) = |.

r—00 r—00 T—00

[\

sen xr

—x—1len [Z 7.

2. Determinar cuantas veces se anula la funcién f(x) =€

Como f(5)=e—5—1>0 (pues e>2.7y 5<1.6) y f(m)=—m <0, el teorema de Bolzano

asegura que la [, claramente continua, se anula al menos una vez en ese intervalo.
s

29
i

f es estrictamente decreciente en [5, 7| y, por tanto, se anula exactamente una vez.

Como ademés f'(z) = cosze®™*—1 <0 en (5,7) (cosx es negativo y la exponencial es positiva),

3. Sea F(z) = /I te=""dt . Hallar F(1), F'(1) y (FoF)'(1).

-2 Razonar si F'(0) es mayor o menor que F'(1).

1
FQ)= f—l te~t'dt = @ , por ser el integrando una funcién impar.

El TFC (integrando continuo y limites de integracién derivables) asegura que F’ existe Yz y que:

F'(z) = re ™ — (=2)(1 — 2x) e~ (1-20)% o Frl)=el—2et=|—e!

Por la regla de la cadena: (FoF)(1) = F'(F(1)) F'(1) = F'(0) F'(1) = (2¢71)(—e™!) = | —2¢~2

F(0) :flo te~t'dt = —fol te=*dt < 0 [el integrando es positivo en (0,1)] = | F(0) < F(1)

(La primitiva no es calculable, pues con t? = u aparece i e—v’ du).

/2
4. Calcular: / sen’x dz .
0

w/2 9 /2
/ (1 — cos?z)” senz dx = / (senz — 2sen x cos?x + sen x cos’x) da
0 0

2
2cosdr  cosdx m/ 2 1

8
= |- — 1242
[COS%L 3 5 |, 375 | 15
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5. Determinar los puntos donde converge la serie Z

Vs S

: 1

ot |3 — q[ntl pE | co/nverge si |x—1|.< ;&

2|z—1| = < auin no sabemos si x =
diverge si [z—1| > 3
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Cociente:

[@N I

<x
T

N /\

N[

ﬁ
AL |l‘ — 1|” (n+1)3 + 1 n—oo

Siz =3 queda ) \/n%“ , serie convergente como » # con la que es inmediato compararla:
1 1 : 1/Vn3+1
OSZWSZW,ObIGH — 1.

1/ 3/2
~1 . .
Paraz =1 es ) \(/—)1 , serie absolutamente convergente segin lo que acabamos de ver

2
(o que converge por Leibniz, pues claramente \/: decrece y — 0).

Asi pues, la serie converge exactamente para <z<

N[
N

1—1x2 —
6. Calcular: lim VoTAT T CosT

z—0 4
(I4a)2=14lp 4 BRI 2 4 0 T2 =1 -2 Ty cosp=1-2 + 8 4.
N 1—x2—cosx_—%4—§+0(w4) 1
xt N xt z—0 6

[Por L’Hopital las cosas se complican y hay que derivar 4 veces:
2\1/2 2\—1/2 2\—1/2 2 2\—3/2
(1—2%)""" —cosx —z(1—z7) +senx —(1—2%) —z*(1—2°)
— —

+ cosx
zt L H(0/0) 43 L H(0/0) 1222

...
L’H(0/0)

xe—nx’

Ta. Sea f,(z) = i) Calcular los valores méximo y minimo en [0, 00) de cada f,(z).

oo
ii) Determinar si converge uniformemente en [0, c0) la serie de funciones >~ f,(z).

n=1

i) fn(0) =0, fu.(z) >0 siz> 0= el valor minimo en [0, c0) es @ :

'(z) = (£ —x)e ™ = f, crece hasta x = 1 y luego decrece = valor maximo = f, (1) =| &+

-1
ii) Como |fn(x)| < en—Q si ¥ € (0,00) y sabemos que la serie e # converge, el criterio

de Weierstrass asegura que la serie de funciones converge uniformemente en (0, 00).

* log(1+4x)

32 dx

7b. Determinar si converge la integral impropia /

Integrando positivo Vo > 0. Hay impropiedades en 0 y en oo . Debemos analizar dos integrales:

log(1 3/2 log(1 1/(1
[0 i osWraem g losllte) g V(ED) o pec

dx
d = o = = Sy —571 converge = la dada converge.

3/2
Como log(14x) = z4o(x), [, converge, pues lo hace f0+ o log(14x)/xz%%  log(1+x)

= 1.
1/.1'1/2 T :r:—_>(>)7L

o0
Por converger ambas impropias, la inicial / también es convergente.



