Matematicas (grupo B) Soluciones del primer parcial (20 de noviembre de 2017)

1. Sea f(x) = /x —% . Precisar su dominio. Hallar todos los x tales que f(x)=2x. [0.6+0.8=1.4 puntos]
Definida si 52523 > &89 > 0 = [dom f = [-1,2)U[3,00)| [= 6 £]. 1 ‘ ¢ 523
F(x)=2x = x2—2x-3=4x3-8x2, 4> —9x242x+3=(x—1)(4x2—5x—3)=0. [4 =5 3]0
y €(1,2) [ 8<V73<9] lo cumplen. %773 <0 no [ +#—, inventada al elevar al cuadrado].
Elegir entre 2 y 2%:
’ 2. Hallar todos los reales x que satisfacen la igualdad 4 (arctan )c)2 = 3y arctan x . [1 punto] ‘

_arctanx=0 — .

arctan x(4 arctan x—3m)=0 si 3
arctan x == > 7 imposible. [Es falso que sea x=tan 2 =—1. arctan(-1)=—% |.

‘ 2%, Probar que es falsa la implicacién: {a,} acotada, {i,} — 0 = {a,i,} — . [1 punto] ‘

Tomamos, por ejemplo, {i,} =n— oo y vemos con varias {a,} acotadas que a {a,, i, } le puede pasar de todo:

{a,}=0, pero 0-% —0; {a,}= # , % —0; {a,}=-1,-n—>—-00; {a,}=(-1)", (=1)"n no tiende a nada...
Elegir entre 3 y 3%:
‘ 3. Hallar las raices sextas del complejo z= 64i%, escribirlas en la forma a+bi y dibujarlas. [1.4 puntos]

7= 64i%= 64, pues (14)16= 116, Jod = 2ei0+2km/6 = g eikn/3 y—( 5,

Las 6 raices (situadas sobre los vértices hexdgono regular) son, pues:

|2, 1431, 1431, -2, -1-3i, 1-V3i].

3*. Sea f(x)=x>cos =, f(0)=0. Estudiar si existe f’(0). ;Es f’ continuaen x=0? [0.6+0.8=1.4 puntos]
. O = 14 LU=FO) _ xo_ R .
Existe f'(0)= }113}) 7 = ]111)% hcosi; @ (0xac). Maple A “ /\f
Pero f’(x)=2xcos % +msen s no tiene limite en x=0 (f¢C"), puesoscila T §s 0 g
infinitas veces cerca del punto. Para formalizarlo conviene utilizar sucesiones: \/ \) v \/

Por ejemplo, {a, } = {ﬁ} — 0, pero f'(an)= 2n4+1 cos W +7sen @ =(-1)"n /> 0 (diverge).

Si f’ tendiese a 0, la sucesion deberia también hacerlo, segin el teorema que relaciona continuidad y sucesiones.

i) [1,3] . b] Dibujar su géfica. [1.8 puntos]

4. Sea g(x)= _Lrx a] Hallar, si existen, sus valores extremos en ..
ii) [1, 00) 0.9+0.9

log (1+x) *

a] g’(x)=][(l)(‘)gg(2+2)_];>0 & x>e—1 = i) Valor minimo g(e—1)=[e]. \

El valor maximo, que debe existir por ser g continua en [1, 3], ;’/21/ 22 /
n. H
e i

se tomard en alguno de los extremos: g(1)= @ = @ =g(3). .

ii) El valor minimo sigue siendo [e |, pero el maximo no existe, ya o x
I e1 3 -1

que g —> 0o: = y L’Hopital — m:l-’-x_)oo.

X—00

b] dom g=(-1,0)U(0, o) (log definido y no nulo). g —>1+0 [2].

1 ” _ 1 _ 2
8 T nE® [ +0 ] 8" (x)= (1+)[log(1+x) ]2 (1+x)[1og(1+x)]3[

x—0%

10g(1+x)—l] _ 2-log(1+x)

2_1 1.2y .
~ () [log(1+x)I° = (e -1, 3¢ )1nﬂex1on.



5. Encontrar los puntos en los que la recta tangente a la grifica de f(x)=2—x—x? en x=a corta cada eje.
Hallar el punto P de la graficade f en x,y>0 para el que es mdxima el drea del tridngulo limitado por

los ejes y la recta tangente en P . [0.8+1.0=1.8 puntos]
La tangente es y=2—a—a’—(1+2a)(x—a)=2+a’>—(1+2a)x . 3
Que corta x=0 en (0,2+a?) y corta y=0 en (%12“2 ,0). /
L .. 2 232
El 4rea del tridngulo es: A(a):% (13:1) , para a€[0,1] [ f(1)=0]. 5

A/(a) — 1 4a(2+a2)(1+2a)—2(2+a2)2 _ 2+a? (3a2+2a_2)

= /2
2 (1+2a)? (1+2a)? 3

A’=0 si ai:_]%ﬁ. 1/3<a+<2/3[2<\/7<3] 1

a_<0
Hay un minimo local en x=a, (pues A antes decrece y después crece). f
El médximo estard en un extremo del intervalo: A(0)=2 > A(1)= % . 0 i 3
Por tanto, el punto pedidoes | P=(0,2) |-
6. Sea h(x)=eP™ donde P(x) es un polinomio de grado 3. [0.5+0.8+0.4+0.9=2.6 puntos]

n)
a] Determinar el grado del polinomio Q,(x)= h(h(;’)‘) en funcion del entero n=1,2, ....

b] En el caso de que sea P(x)= %(x—x3) : i) Probar que & es inyectiva en [1,00). ;Lo es en todo su dominio?
ii) Precisar la imagen de £ . iii) Probar que h”’(x)=0 para x=1 y s6lo para otro ce€ (0, %) .

al W'=P'e” (gr=2), h"=[(P'P+P"|e” (gr=4), h""=[(P'y+3P'P"+P""]|e" (gr=6), ...
Parece ser 2n el grado de Q,, . Lo terminamos de justificar utilizando induccién:
Si KW =Q,eP, con Q, de grado 2n es h"+D = [QnP’+Q;L]eP de grado 2(n+1).

b] i) h’(x):%(1—3x2)ep(x)< 0 si x>% = hinyectiva en [1, c0).

Como claramente 4(0)=h(x1)=1 = noloesentodoR.
ii) A>0 continua, & — oo [e‘x’], h—0 [e_‘x’] = imh=(0, ).
X—>—00 X—00
iii) h”(x)=3 (9x*—6x?—4x+1)eP® =3 0(x)eP™, n"(1)=0.
o(1H)=0 — Q(x)z(x—l)(9x3+9x2+3x—l)E (x=1DR(x).

T.B.
R(0)=-1, R(})=%+1+1-1=%, R continua =" R se anulaen (0, }).
[0 aplicando Bolzano a h” (0a Q): h”(0)=%, h"(})=-2¢*"7].

R’(x)=3(3x+1)>>0 = R estrictamente creciente y no hay mds raices.

[Descartes s6lo nos daba 1 positiva (+ + +—) y 0 0 2 negativas (— + — — )].




Matematicas (grupo B) Soluciones del segundo parcial (23 de enero de 2018)

» 2n

(117) > [1.5 puntos]

ne”"
1

(oY)
1. Precisar para qué reales x converge la serie Z .

n=1

2n+2

bust| _ (D)™ en ot [2/2HDIT D™ 1 w2 2 1y a2 2 e )2
by |_ n"  entl (n+1)! [XZ/(X2+1>]2" - ot en+1(1+x2) _6(]+ﬁ) (1+x2) o E(1+x2) :

n—oo
L . < d x2 \2 1.1 bvi . [Numerador estrictamente
a S€r1e€ convergera cuando ( 1+x2) <l,loqueeso viamente cierto X e menor que donominador].

Cociente: |

2. Sea f(x)= W . Hallar, si existe, su limite cuando i) x—0, ii) x — oo, iii) x — —c0. [2 puntos]
— e7

x— %x3 +o(x¥)—[x— %x3 +o(x?)] _ %x3 +o(x?)
6

i) Pide utilizar Taylor: -1 — 5+ 0()] = T 1o o

SLTA s . o LH cosx—(1+x)7! 3 UH —senx+2x(1+x2)2 _ senx , (1+xH)7? 1,1
Por L’Hopital es mas largo: — 32 e — ox == t—3— 76 +3.
ii) No tiene limite. Como el denominador tiende a 1, existir4 si lo tiene el numerador. El arctan x tiende a % ,
pero el seno oscila y no tiene limite. Para formalizarlo més acudimos al uso de sucesiones:
ap=nny b,=7%+2nn tienden ambas a oo, pero f(a,)——% y f(b,)— 1-7, distintos limites.
iii) El limite es claramente @ , pues el numerador estd acotado y el denominador obviamente tiende a co .
2 +eX (In3)/2 . . 0o
3. Sea g(x) = v - a] Calcular / g(x) dx . b] Estudiar si es convergente /0 g. [2.5 puntos]
0
(n3)/2 X (2 4 ) s=e*,ds=e*dx | _ VP o4s e V32 1-2s
aj /0 (o) & [30: 1,eM3/2_473 ] _/1 Si+s?) B _/1 (5+ T+52 )ds
_ 2 V3_ 3
= [210gs—10g(1+s )+arctan s]1 =|logs+ {5
s+2 _ A, Bs+C _ Als*+1)+(Bs+C)s _ s*: A+B=0, B=-2
s(s2+1) — s 1 s2+1 s(s2+1) s:C=1,1:A=2
0 —x [ 8x) _2eX+1 © _x o
b] Como g~ e [ o S el 0 1 ] e f e *dx es convergente, la fo g converge.
.z el . 2x oo
[Tamblen se deduce de la primitiva de g escrita de la forma: log {*= + arctan(e™) — /0 g=log2+7% ]
X . a] Hallar el desarollo de Taylor de / hasta x*. [2.5 puntos]
X _ aX
4. Sean h(x)= el +x§ y H(x)= /1 h,x>0. b]Estudiar el crecimiento y decrecimiento de H .
0g X
¢ ¢] Precisar cudntas veces se anula H en el intervalo [1,4].
a] e —e¥= 1+2x+2x2+%x3+ e —l—x—%xz—%f— cee = x+%x2+%x3+%x4+ cee ﬁ = 1-x2+x*+ -
— h(x)=x+3x2+(Z-1)x3+(3-3)x*=|x+3x2+ x> = Zx*+ -+ | [mejor, desde luego, que dividiendo series].

b] El integrando es continuo en todo Ry log x es derivable para x>0, con lo que serd si x>0:

2logx _ nlogx _
H’(x):—e e 1 _ 1—x >0, x<1

T+ (og 0 ¥~ T (ozxf? <0, x>1 ° Por tanto, H crece en (0,1] y decrece en [1, ).

¢] Como A(x)>0 para x>0 (por ser ahi e** > e*), el signo de H en los extremos del intervalo es:
_rt _rt _ log 4
H()=[ h>0 H@)=foah==f" h<0
Esto, unido a la continuidad de H (Bolzano) y a su decrecimiento estricto prueba que hay un dnico cero.

. 1 L. . .
O bien, como H(e)= fl h=0,es x=e€[1,4] el dnico cero, por ser H continua y decreciente.




Elegir entre 4d y 5:

er_ e
1+x2

4d. Si h(x)=

. 1 . .
[la de 4.], probar las acotaciones % < /0 h <2 [conviene acotar el denominador]. [1.5 puntos]

Observemos lo primero que el desarrollo de % calculado en 4a no proporciona una serie ni alternada

ni positiva, con lo que no es fécil probar acotaciones a partir de ella.
2x X
e —¢

Siguiendo la ayuda del enunciado, partimos del hecho de que en [0,1] es eh; < <h(x)<
Y, por tanto: % [%ezx— ex](l) = £(62—26+ 1)< folh < [%ezx— ex](l) = %(ez—Ze+ 1).
Del hecho de que %(e— 12 < %(3— 1)>=2 yde que }‘(e— 1)?> 4—1‘ %— 1)?= 1% > % se siguen las cotas pedidas.
La cota inferior se deduce también del desarrollo de Taylor de numerador:

/Olh > %/01 (x+%x2+ e ) dx = ‘1—‘+Alf+ cee > % (ya que todos los sumandos son positivos).

[Para la superior deberfamos acudir al resto de Taylor].

5. Hallar (integrando) el drea de la menor regién acotada por la circunferencia x?>+y?>=2y ylarecta y=x.

B
[Es algo mds corto el calculo con la férmula A= %/ [£(0)]*>d6 de integracién en polares]. [1.5 puntos]

La circunferencia x*>+(y—1)>=1 es la de centro (0, 1) y radio 1.
r=2sen®

Corta y=x cuando 2x>=2x, x=0, 1. Enel origen y en el punto (1, 1).
Despejandola y: y>—2y+x>=0 — y=1-V1-x2. El 4rea pedida es:

1 /2 /2 :
A= [0 (x=1+VI-x2) dx = J =1+ [ cos’rdt = T+ 52| = 21| ilm

[Un cuarto del drea del circulo menos el area del tridngulo].

3

~
)

[Hemos hecho el cambio x=sen¢ y usado que cos’s= %(1 +cos 2t) ]

; : 2 _ _ ‘. _1(7/4 2 _x_[sen217®/4_x 1
En polares la circunferencia es r“=2rsenf, r=2senf,y asi: A—2f0 dsen-rdt =7 [—2 o =377




