1. Preliminares

1.1. Conjuntos. Lenguaje matematico

El significado de conjunto es intuitivo: una clase o colecciéon de objetos (elementos) tal que
se pueda distinguir perfectamente si un elemento pertenece o no al conjunto. Los conjuntos
se precisan a veces enunciando una propiedad comiin a sus elementos y sélo a ellos y otras
enumerando esos elementos (entre llaves). Por ejemplo, podemos describir de estas tres formas:

V = {x: x es una vocal del alfabeto latino} = {a,e,i,o,u} ={i,a,o,e,e,u,0,¢e}

[‘ =’ se usa a menudo en matemadticas para definir; ‘:’ (y también ‘/’) se lee ‘tal que’ o ‘tales que’;
otro par de simbolos matematicos que apareceran constantemente son V (para todo) y 3 (existe)} .

Que un elemento pertenece a un conjunto se representa con el simbolo € y que no pertenece
conel ¢. Asi, por ejemplo, ueV y i¢V.

Dados dos conjuntos A y B se dice que A esta contenido en B o que A es subconjunto de
B (y se representa por ACB 6 BDA), si todo elemento de A estd también en B. Segun esto,

V C E = {letras de la palabra ‘enunciado’} ={a,e,i,o,u,c,d,n},
pero no esté contenido (V ¢ O) en O = {letras de ‘ornitorrinco’} .

[Que conste que todo conjunto estd contenido en si mismo: ACA ].

Unién de A y B es el conjunto AUB = {x:x€A 6 x€B} (formado por todos los elementos
de A y B, comunes 0 no) y su interseccion ANB = {x:x€A y x€B} (elementos comunes a
ambos). Andlogamente se definen unién e interseccién de mas de dos conjuntos. La diferencia
de conjuntos B—A (o bien B\A ) la forman los elementos de B que no estdn en A . Por ejemplo:

VUE=E,VNE=V,VUO={n,e,u,r,o,t,i,c,a}, vho
Vvno={i,o}, E-V={c,d,n}.

Muchas veces se representan los conjuntos utilizando ‘diagramas
de Venn’, recintos cerrados cuyos elementos son indicados por

puntos. A la derecha estdn esquematizados V, O, VUO y VNO. oo

Observemos que el significado de ‘0’ en matemadticas (que a veces se representa por ‘V’; en vez
de ‘y’ se puede poner ‘A’) siempre tiene un significado no excluyente como en la definicién de
U. Si se quiere utilizar un ‘o’ excluyente se debe escribir ‘o bien ... o bien ...".

Se llama conjunto vacio @ al que no tiene nigin elemento. Si ANB= &, es decir, si no hay
elementos comunes a A y B se dice que A y B son disjuntos, como loson V 'y D={0,1}.

El producto Ax B de dos conjuntos A y B estd constituido por todos los posibles pares

ordenados (a,b) que se pueden formar con un primer elemento de A y otro segundo de B:
AxB={(a,b):acA,beB} D
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[No es lo mismo el par ordenado (a,b) , en general 0 ’¢¢¢.
A 4

distinto de (b,a), que el conjunto {a,b}= {b,a}|.

V><D:{(a,O),(e,O),(i,O),(o,O),(u,O),(a7 1),(e,1),(i,1),(0,1), (u, 1)} .

a e i o u



Una funcién f entre A y B esunaregla que asigna a cada elemento a€A f:A—=B

un dnico elemento b= f(a)€B (imagende a por f). Algunas veces (otras a—b=fla)
no) las funciones se pueden describir con palabras o férmulas, pero es claro que f queda fijada
si listamos todos los posibles (a,b), con lo que una definicién mds tedrica (y mds precisa) es:

Una funcién f es un conjunto de pares ordenados C Ax B
que no contiene dos distintos con el mismo primer elemento.

Por ejemplo, g={(a,0),(a,1),(e,1),(i,1),(0,1),(u,1)} noes funciénde V en D,
perosiloes h={(a,1),(e,1),(i,0),(0,1),(u,0)} [g(v):{ (1) silavocal v es g‘é%rit]e .
Sfes funciénde D en V: k={(0,0),(1,i)}.

f se dice inyectiva si no hay elementos distintos de A que tengan la misma imagen.

f es sobreyectiva (o suprayectiva) si cada elemento de B es imagen de algin elemento de A .

f es biyectiva (o es una biyeccidn) si es a la vez inyectiva y sobreyectiva, o lo que es lo mismo,
si a cada elemento a €A le corresponde un unico elemento b€ B y viceversa.

Si f es biyectiva, existe su funcién inversa f~! que hace corresponder a
cada bEB el tnico a del que proviene. [Si no es inyectiva, o sea, si hay
a#a* con f(a)=f(a*)=b,no podemos asignar un dnico a al b].

fl:B—A
b—a

Cuando f es simplemente inyectiva, también podemos definir su inversa f~!, pero en este caso
la biyeccion se daentre A y f(A)={f(a):a€A}CB.

h no es inyectiva: por ejemplo, a, e, o tienen los tres la misma imagen 1. Si es sobreyectiva.
k es inyectiva y no sobreyectiva. No es biyeccién entre D y V , pero silo es entre D y k(D),
con lo que podemos hablar de su inversa k~' ={(0,0),(i,1)} .
Representado mediante diagramas de Venn, f es funcion si no sale mds de una flecha de cada punto

de A, es inyectiva si a cada punto de B llega a lo mas una flecha y es sobreyectiva si a cada punto
de B llega alguna flecha.

Para dos conjuntos finitos estd claro que si hay una biyeccion entre ellos tienen el mismo nimero
de elementos. Esta es la idea para hablar en general del ‘ntimero de elementos’ (aunque sean infini-
tos) de un conjunto. Dos conjuntos tienen el mismo ‘cardinal’ si se puede dar una biyeccion entre
ellos. Segiin esto (aunque parezca sorprendente), los nimeros naturales {1,2,3,...} y los enteros
{...,—1,0,1,2,...} tienen el mismo cardinal, pues:

f= {(1,0),(2, 1),(3,71),(4,2),(5,72),...} es una biyeccion.

Una operacion (o ‘ley de composicion interna’) en un conjunto A es una regla que asigna a cada
par de elementos de A otro elemento del propio A (es, pues, una funciéon de AxA en A). Son
operaciones, por ejemplo, la suma y producto de nimeros naturales. O la unién, interseccién y
diferencia de conjuntos en el conjunto de los conjuntos.

[Tras definir una operacién en un conjunto suele interesar conocer sus propiedades. Por ejemplo,
Uy N cumplen la conmutativa AUB=BUA y ANB=BNA, la asociativa (AUB)UC=AU(BUC)
y (ANB)NC=AN(BNC), se da la distributiva de la unién respecto de la interseccién y viceversa
(AUB)NC=(ANC)U(BNC) y (ANB)UC =(AUC)N(BUC), el vacio viene a cumplir el papel del
0 en los numeros: AUZ=A, ANG=0,...].



Demos ahora unas minimas ideas sobre l6gica y proposiciones (tal vez innecesarias, porque las
matematicas no hacen otra cosa que formalizar el sentido comun).

Una proposicion p (o enunciado, o afirmacion,...) es una frase (gramatical o matematica) cuya
verdad o falsedad puede ser comprobada: ‘Hypatia nacié en Logrofio’, ’5 es menor que 7, ...
La implicaciéon ‘p = ¢’ (‘p implica ¢’, ‘si p entonces ¢’, ‘p es condicidn suficiente para g’ ),
significa que si p es verdadera podemos estar seguros que g también es verdad.

Por ejemplo, es correcta la siguiente implicacion para nimeros naturales:

n terminaen 5 = n miultiplode 5 (‘si n terminaen 5 entonces n es miltiplo de 5°).

Es evidente que una afirmacion equivalente a ‘p = ¢’ es ‘(no ¢) = (no p)’.
(una es cierta si y sélo si lo es la otra; demostrada una de ellas, la otra queda demostrada).

Asi es equivalente a la implicacidn de arriba (tan cierta como ella):

n no multiplode 5 = n no terminaen 5.

Pero es otra afirmacién totalmente distinta la ‘g = p’, o su equivalente ‘(no p) = (no q)’:
n multiplode 5 = n terminaen 5,

que es falsa (n podria acabar en 0), como loes ‘n no terminaen 5 = n no miltiplode 5°.

Que p y ¢ son siempre ciertas a la vez o falsas a la vez se representa con la doble implicacién

‘p< q (Cpsiysdlosiq’, 'p escondicién necesaria y suficente para g’ ).

Para probar una doble implicacién debemos comprobar dos implicaciones: ‘p = ¢’ y ‘g = p’
(o también podriamos, si es mds fécil, comprobar ‘p = ¢’ y ‘(no p) = (no gq)’).

Una doble implicacién verdadera, por ejemplo, es:
n impar < n? impar (equivalente a ‘n par < n® par’).
[Parece clara, pero la demostramos. Para ello, probamos ‘n impar = n* impar’ y ‘n par = n’ par’ :
n impar < n=2k+1 con k natural = n?=4k>+4k+1=2(2k*+2k)+1 = n? impar.
n par < n=2k con k natural = n? = 4k> =2(2k*) = n? par].

Demostrar una implicaciéon puede exigir bastante trabajo: basarse en definiciones y resultados
ya probados, utilizar argumentos 16gicos, efectuar diferentes operaciones matematicas... pero
para demostrar la falsedad de una implicacién ‘p = ¢’ basta encontrar un contraejemplo
(algo que cumpla p pero que no cumpla ¢ ). Por ejemplo, basta observar que 10 es multiplo
de 5 para probar la falsedad de ‘n miiltiplode 5 = n terminaen 5°.

Acabamos la seccion con una breve descripcion de como se construyen las teorias matematicas.
Se parte de unos axiomas (o postulados) que se consideran evidentes y no se demuestran. Han de
ser completos (el resto de la teoria se debe poder deducir de ellos), no ser contradictorios entre si
y deben ser independientes (ninguno de ellos se debe poder deducir de los demas).

De esos axiomas, utilizando razonamientos l6gicos y mateméticos se van deduciendo progresiva-
mente el resto de resultados: los teoremas (en libros de matematicas se encuentran otras palabras,
no usadas en estos apuntes, como ‘proposicién’ o ‘lema’, teoremas de distinta complejidad).

La historia de la geometria ilustra muy bien la dificultad de elegir los axiomas. El postulado 5 de
Euclides ‘por todo punto exterior a una recta sélo se puede trazar una paralela a una recta dada’
(que muchas veces se intenté deducir de sus otros 4 postulados) lleva a una geometria diferente
de las ‘no euclideas’ que sustituyen ese postulado (y que acabaron siendo tan utiles en fisica).



1.2. N, Zy Q. mcd y mcm. Progresiones. Binomio de Newton

Los nimeros que basicamente vamos a tratar en estos apuntes son los reales R. Pero antes de
precisar qué son los reales vamos a hacer un breve repaso de los nimeros mas sencillos.

Llamaremos: N={1,2,3,4,5,...} al conjunto de los nimeros naturales (sin incluir el 0),
Z={...,—2,—1,0,1,2,...} al de los enteros, y
Q={p/q, p, q enteros, g#0} al conjunto de los racionales.

La suma y el producto de dos niimeros naturales cualesquiera son también naturales, pero su
diferencia puede no serlo. Si es un entero la diferencia de dos enteros. El cociente de racionales
es racional, pero no es entero, en general, el de dos enteros. Los tres conjuntos son conjuntos
ordenados por la relacién “ > (ser mayor que). Con palabras mds matematicas, y refiriéndonos
al mayor de los tres conjuntos, se dice que Q es un cuerpo ordenado, es decir, que satisface las
siguientes propiedades (a,b,c€Q):

[T

Propiedades de cuerpo: Existen dos operaciones “+” y que cumplen:
1) + y - son asociativas y conmutativas:
a+((b+c)=(a+b)+c, a+b=b+a,
a-(b-c)y=(a-b)-c, a-b=b-a.
2) Se cumple la propiedad distributiva: a-(b+c)=a-b+a-c.
3) Hay elementos neutros O respectoa + y 1 respectoa -:
a+0=a, a-1=a Va.
4) Existen elementos inversos respectoa + y - :
VYa 3—a talque a+(—a) =0, Va#0 Ja~! talque a-a~'=1.
Propiedades de orden: Existe una relacién “ > que satisface:
5) Dado cualquier a, o bien a >0, 0bien —a >0, obien a =0.
6) Si a,b >0 también a+b >0, a-b>0.

N y Z no son un cuerpo: N no posee inverso siquiera respecto de la suma y Z no lo tiene respecto
del producto. El conjunto R de los reales que trataremos en la proxima seccion poseerd todas estas
propiedades de cuerpo ordenado y ademads otra (el llamado ‘axioma del extremo superior’). El
conjunto de los complejos C que aparecerd en 1.5 serd cuerpo, pero no estard ordenado.

A partir de las propiedades anteriores se pueden definir las otras conocidas operaciones bésicas
(diferencia, cociente y potencias) y desigualdades:
a—b=a-+(—b); si b#0, a/b=ab™' (el - no suele escribirse).
SineN, d"=a-----a, n veces.
b>asi b—a>0; b<asia>b; b>asib>a 6si b=a; b<asia>b.
Y utilizando exclusivamente las propiedades recuadradas se podrian probar las otras muchas que

se utilizan resolviendo ecuaciones, trabajando con desigualdades,... (son entonces ‘teoremas’ que
se deducen de esas propiedades basicas). Probemos, por ejemplo, que a<b < a+c<b+c Vc:

a<b & b—a=b—a+0=b—a+c+(—c) =(b+c)—(a+c) >0 < a+c < b+c.
‘Demostremos’ otro resultado de desigualdades a<b, c<0 = a-c>b-c, que a veces se olvida:
(b—a)>0, (—c)>0 = (b+(—a))(—c) =b(—c)+(—a)(—c) = —bc+ac>0 < ac>bc.
[b(—c)=—bc pues 0 =b(c+(—c))=bc+b(—c)]

[No volveremos a operar tan despacio, se trataba s6lo de mostrar que bastaba partir de 1), ..., 6)] .



Repasemos otras definiciones y propiedades relacionadas con naturales, enteros y racionales:

Demostraciones por induccion

Supongamos que queremos demostrar una afirmacion, que llamaremos P(n), que depende de
un nimero natural n . Demostrar P(n) por induccién consiste en:

i) comprobar P(1) (es decir, que la afirmacién es ciertasi n=1)
ii) probar que P(n) = P(n+1) Vn (supuesta cierta para n se demuestra para n+1)

Hecho esto, como P(1) es cierta, por ii) también lo es P(2). Y por tanto P(3).Y P(4) ...

q . .. 2o o __ n(n+1) [recordemos que el primer simbolo se
[0, JFirelbEnnes [P InREROn DS = I oF e ooqmn = = lee ‘sumatorio de k desde 1 hasta n’]

k=1

P(1) escierta: 1 = w . Probemos ahora P(n+1) suponiendo cierta P(n):
n+1 n
X k= /;1 k+ (n+1) = [estamos suponiendo cierta P(n) | = w +(n+1) = w :

Maximo comiin divisor y minimo comin multiplo

Dados dos naturales n y d se dice que n es miltiplo de d (o que d esdivisorde n)si n/d es
también un nimero natural. Desde luego, todo n tiene al menos dos divisores: el 1 y el propio
n. Si estos son sus tnicos divisores dice que n es primo. Un conjunto de enteros njp,..., A
admite siempre un divisor comun a todos: el 1. Se llama maximo comin divisor al mayor
natural que divide a todos ellos (y lo denotaremos por mcd[ny,...,ng] ). Por otra parte, dados los
ni,...,n; existen naturales que son multiplos de todos ellos (por ejemplo el producto de todos).
Se llama minimo comidn miltiplo ( mcm[n,...,n;]) al menor nimero con esta propiedad.

Hallar el mcd y el mem de unos naturales es facil una vez calculados todos los divisores primos
de cada uno, lo que puede ser muy largo si los niimeros son muy gordos.

[Para hallar estos divisores conviene conocer las reglas de divisibilidad por nimeros sencillos:
recordamos que un entero es divisible por 3 (y por 9) si y sélo si lo es la suma de sus cifras;
divisible por 4 (por 8) si lo son sus dos (tres) tltimas cifras; por 5 si acabaen 0 oen 5;
por 11 si la diferencia entre la suma de las cifras que ocupan un lugar par y la suma de las que
ocupan lugar impar es un mdltiplo de 11 (incluido el 0)].

Otra forma de hallar el mcd[m,n] es utilizar el algoritmo de Euclides:

Sea m >n . Dividamos m entre n y llamemos ¢q; al cociente y rj al resto:
m = gin+ry. Dividamos ahora n entre r;: n = gpr;+ry. A continuacién ry
entre rp: 1 = qara+r3. Luego rp entre rs ..., y proseguimos dividiendo de esta
forma hasta que el resto sea 0. El mcd[m,n] es entonces el altimo resto no nulo.

m-n
mcd[m,n] *

Calculado el mcd, se puede hallar el mem utilizando que: mcm|m,n] =

Ej. Sean 2340 y 6798.
Como 2340 =22.3%2.5-13 y 6798 =2-3-11-103, med = 6 y mem = 2%-32.5.11-13-103 = 2651220

Euclides: 6798 =2:2340+2118, 2340 = 1.2118+222, 2118 = 9-222+ 120, 222 = 1120+ 102,
120=1-102+18, 102=5-184+12, 18 =1-12+6, 12=2-6.

= med=6, mem= 240618 — 2651220,

[Para hallar el mcd[ny,...,n;] se puede calcular m;=mcd[n,n,], luego my=mcd[m,n3], ...].



Progresiones aritméticas

Son un conjunto de ndmeros tales que cada uno se obtiene del anterior sumdndole una cantidad
fija d (‘razén’ de la progresion). Es decir, si llamamos a; al término que ocupa el lugar k y
son n términos, la progresion es:

ay, =a+d, as=a1+2d, ..., ay=a;+(n—1)d .

Es fécil ver (ej. de induccién) que la suma de estos n términos es: S = na; +"(" Dg = a1tan,
Progresiones geométricas
Cada nimero se obtiene aqui del anterior multiplicando por la razén fija r:
ai, ay=ayr,az=ajr*,..., a,=a;r"'.
— 1—””_01 an n—1_ 1-r" : f A
Susumaes S=a; 57— = ,pueses 1+r+---+r"""= 7=, como se ve por induccion:

n+1 . .
ciertopara 1: 1= F; ciertosi n = 14+ 147" = %-H’": 1_11: , clerto si n+1.

Ej. 144+7+--+301 = 1301101 — 15251, 14349+ --+6561 = 11=3 — 1=65613 _ g4

Factoriales, nimeros combinatorios y binomio de Newton

Para n€ N se define factorial de n como: n!=1-2-...-(n—1)-n, y ademés 0! = 1.
Si k es otro natural con 0<k<n, el coeficiente binomial o nimero combinatorio es

(n) - n oa(n—1)--(n—k+1)

k (n—k)! k!

[ (Z) se lee ‘n sobre k’; obsérvese que (8) = (Z) =1, que (nﬁk) = (Z) ,y que (Y) = (nﬁl) :n] .

[n! representa el nimero de formas distintas en que se puede ordenar un conjunto de »n elementos y el
nimero combinatorio (que siempre es un nimero natural) es el nimero de formas distintas en que se
pueden escoger grupos distintos de k elementos (sin importar su orden) entre los 7 de un conjunto].

La férmula més famosa en que aparecen estos nimeros es la de binomio de Newton:

(a+b)" =a"+(D)a b+ (3)a 2+ + (" )ab" " +b" = ¥ (§)a"*b

Demostrémosla por induccién. Es claramente cierta si n=1: (a+b)' = (§)a'b’ + (})ab".
Suponiendo que es cierta para n, probémosla ahora para n+1:
(a+0)""" = (a+b)(a+b)" = (a+b) [a" + -+ ()" T+ ()@ b 4 7]

= [ (It [+ ()]t = (0

k=0
. - | n! _ gy (m—k+D)+k _ ntl
pues se cumple: (i) +("}) = 5 (: IR (=] (:l T = M e = ("¢)-
Los coeficientes binomiales forman las filas del ‘tridngulo de Tarta- 11
1 2 1

glia’ (o de Pascal) de la derecha, en el que cada nimero se obtiene su-
mando los dos superiores (eso asegura la propiedad recién probada).
Para n pequefio mejor acudimos al tridngulo, pero para n grande
serdn preferibles las féormulas de arriba (sobre todo, la segunda).

1 3 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1

Ej. (1+x)0=1+6x+15x2+2003 +15x* +6:° 420, pues (5)=53=3-5=(§), §)=52=54.

[Estabamos a sélo una fila de escribirlo con el tridngulo de Tartaglia].



Existen infinitos ndmeros racionales e irracionales

Entre dos racionales p > ¢, por cercanos que estén entre si, existen infinitos racionales. En efecto,
r1 = (g+p)/2 es otro racional que se halla entre los dos. Otros infinitos, por ejemplo, son r, = (¢g+r1)/2,
r3 = (q+r2)/2, ... Recordamos que una forma de precisar de forma tinica un racional es dar su expre-
sién decimal, que o bien tiene s6lo un nimero finito de decimales o bien tiene ademds un nimero fi-
nito de decimales que se repiten periddicamente (7/8 =0.875 es un ejemplo de la primera situaciéon y
8/7=1.142857142857... lo es de la segunda). Pensando en la expresion decimal vuelve a estar muy claro
que entre dos racionales existen otros infinitos y que podemos encontrar racionales tan préximos como
queramos a uno dado.

Sin embargo, a pesar de estar tan juntos los racionales, aparecen de forma natural (ya desde los griegos)
otros niimeros que no son racionales (es decir, irracionales; su expresion decimal tendrd infinitos deci-
males no repetidos periédicamente). Por ejemplo, el teorema de Pitdgoras asegura que la hipotenusa de
un tridngulo rectdngulo con catetos de longitud 1 mide /2 unidades de longitud. Es ficil probar que
v/2 no es racional (demostrar que otros niimeros famosos como 7 6 e son irracionales es bastante mas
complicado). Para hacerlo, vamos a suponer que lo es y llegaremos a una contradiccion (es lo que se
llama demostracién por reduccién al absurdo).

Como se sabe, un racional puede ser expresado de infinitas maneras diferentes como fracciéon p/q. De
ellas, se llama irreducible a la que tiene el denominador mds pequefo posible, o sea, aquella con p y
g sin divisores comunes. Supongamos que /2 = p /q fraccién irreducible. Entonces p*> = 2¢°. Asi p?
es par, con lo que también debe serlo p (los cuadrados de pares son pares e impares los de los impares)
y por tanto es de la forma p = 2m . Asi pues, 2m> = g° y ¢ también es par, en contradiccién con la
suposicién de que p/q fuese irreducible.

Observemos que la suma z=p+x con p racional y x irracional es necesariamente otro nimero irracio-
nal (si fuese z racional, seria x=z—p también racional). Y lo mismo sucede, si el racional p#0, con
su producto (se prueba casi igual; que conste que suma y producto de irracionales puede ser racional, por
ejemplo, v/2+(—v2) =0y v/2v/2 =2). Conocemos ya, pues, infinitos irracionales: todos los de la
forma p+qv/2, con p,qg€Z. Con esto podemos ya ver que también entre dos racionales cualesquiera,
por muy préximos que estén entre si, existen infinitos irracionales (por ejemplo, si p>g son racionales,
g+ (p—q)V/2/n,con n=2,3,..., son infinitos irracionales y es facil ver que estan entre uno y otro). Tam-
bién entre dos irracionales hay infinitos racionales e irracionales (parece bastante claro con la expresién
decimal). O entre un racional y un irracional.

Aunque existan infinitos racionales e infinitos irracionales, el 171 = 12 I N 7/ R—
nimero de irracionales es un infinito ‘mds gordo’ que el de / / /

los racionales. El nimero de racionales es el mismo que el de 1l 2 /3 o/
enteros (o el de naturales, que también es el mismo), ya que ‘l‘ / /

se puede hacer corresponder a cada entero un racional y vi-

ceversa (matemdticamente se dice que Q es numerable) como 3/1 32 33 34
sugiere el esquema de la derecha. Los irracionales (y por tanto o

los reales), sin embargo, no se pueden poner en biyeccién con
N (pero esto es algo mds dificil probarlo).



1.3. El conjunto R. Desigualdades. Valor absoluto

(Qué son exactamente los niimeros reales? Sabemos que 5, —%, V2,7, e,... 1o son, que los tres ulti-
mos no se pueden poner como una fraccion, que tienen infinitos decimales no repetidos... Podriamos
usar una idea intuitiva, pero en matematicas a veces la intuicién engafia. Conviene dar una definicién
rigurosa del conjunto R de los niimeros reales. Lo mas serio (pero muy largo) seria construir R a
partir de Q. Para ahorrar tiempo, definiremos R como un conjunto de objetos basicos que cumplen
unas propiedades que tomaremos como axiomas (si se construyese R las propiedades serian teoremas
que habria que demostrar). Asi pues, definimos a partir de las propiedades vistas para Q:

Axiomas del | R es un conjunto que posee las propiedades 1), ... , 6) de cuerpo
conjunto R | ordenado y ademads satisface el axioma del extremo superior.

El dltimo axioma (que veremos algo mds adelante, pues exige alguna definicién) distingue R de Q .

Gracias al orden de R tiene sentido la representacion usual N -

de R como una linea recta, asociando a cada ndmero real —+o—————F+o——o{0——¢——
, .- e -8/5 0 5

un punto de la recta. Es tan comun que se utilizan indistin-

tamente los términos ‘conjunto de nimeros reales’ y ‘recta real’; ‘nimero real’ y ‘punto’.

Repasemos (sin probarlas a partir de los axiomas) algunas propiedades de las desigualdades:
Teorema:

a<b = atc<b+c,a—c<b—c |a<b,c<d = atc<b+d,a—-d<b—c
a<b,c>0 = ac<bc,a/c<b/c |a<b,c<d = ac<bd,si a,b,c,d>0
a<b,c<0 = ac>bc, alc>bjc | a/c<b/d < ad <bc,si a,b,c,d>0
l<a= a<d*; 0<a<l = a>a* |a<b e 1>1 a><p? \Ja<Vb,sia,b>0

Todas las desigualdades son validas sustituyendo los < por < (menos los > 0 6 < 0).

[En estos apuntes (y como siempre se hace) \/a representard siempre sélo la raiz positiva del
nimero a>0; el otro niimero real cuyo cuadrado es ese nimero a se debe representar por —/a].

A cada x€R podemos asociar un real positivo |x|, valor absoluto de x, definido por:

: x| representa la distancia de x al origen
x six>0 x| rep . . & :IXl: Iyl }
|x| = o six<0 y |x—y| ladistanciade x a y X0 y!
= (tantO Sl y>x como Si x>y)‘ . |x_y|

El primer teorema es inmediato a partir de la definicién. Probamos los otros dos:

Teorema: | Va2 = x|, [x2 =%, [x|=| x|, by|=lll|. b <x<lx.

Teorema:’Sea a>0: |x|<ae —a<x<a; x|<a<:>—a<x<a.‘

1 ]

=)si x| <a = —|x|>—-a=> —a<—|x|<x<|x|<a. * 0 a

<)sea —a<x<a;si x>0, |x| =x<a;si x<0, |x| = —x < a; por tanto, Vx, |x| <a.

[con el < se demostraria igual; del teorema se deduce, desde luego, que
’ |x|>a & x<—a 6 a<x

, pues la afirmacién ‘p < ¢’ equivale ala ‘(no p) < (no g)’]

x+y| < I+ = < =yl S ] | =] < -y

Teorema: . .
(desigualdad triangular)

(Ix4y1)? = (x43)? = 2+ 2xy+y* < [x2+2x][y[+y|* = (|x[+[y])? = [x+y] < ||+ ]yl
s =yl =l (=) < x|+ =yl = x|+ 1yl
x| =yl < x =yl [yl = x| < lx =y = [x] =y = —]x—y] = |]x] =< x—y].

x| = [x—y+y| < [x—=y[+[y| = [x[—=[y| < [x—y



Ej. Probar que si a,b,c,d >0y 7 <5 entonceses § < % < 5 . Encontrar i) un racional y ii) un

irracional que sean mayores que % y menores que 19—3 .
a atc
Z<m < ab+ad <ab+be @ Q]
e < S & ad+cd <bc+cd b=d
i) En particular: % < ]171:193 : <3 - [Otroserfa §(H+%)].

11 . . . . 9.9 11_ 10
17 un irracional que sea menor que su distancia a B3 1317250

ii) Sumamos al racional

0<% <l = 0<557<m1r = <|17 T2 |<T7T21<13"

. 2 . . 3 2
Ej. Calculemos todos los nimeros reales x que que cumplen la desigualdad: 1_’; <3

Nuestra desigualdad equivale a: 31:);2 —3= % = x(13 :;) <0 [f;;;:rn% rce;rféiz 211115;01.

Es x(3—x) >0 si 0<x<3 (ambos factores positivos) y es <0 si x<0 6 x>3 (distinto signo).
El denominador es positivo si x<1 y negativo si x> 1. Para x=1 el cociente no esté definido.
El cociente serd negativo si y sélo si el numerador y el denominador tienen distinto signo.

Por tanto, los x buscados son los representados en el dibujo: —e ' o 8- =
De otra forma: multiplicamos los dos miembros por 1—x, v @ el - 3 -
pero recordando que al multiplicar por niimeros negativos las desigualdades se invierten.

Si x< 1, la desigualdad equivale a 3—x2<3-—3x, x(3—x)<0 = x<0, en esa region.

Si x> 1, cambia la desigualdad: x(3—x) <0 = 1< x<3, en laregién tratada ahora.

Ej. Determinemos los x que satisfacen: | |\/x—2| =x|.

Si x < 0, la raiz no estd definida. Desarrollando (para x > 0) el valor absoluto tenemos:

[vx —2| :{ VX—2 si /x>2,es decir, si x>4

2 —/x si y/x <2, es decir, si 0<x<4

VX=x+2six>4 = > +3x+4=0

VX=2—x 51 0<x<4 = x> —5x+4=0

El primer polinomio de segundo grado no se anula para ningtin x real. El segundo para x=1 y
x=4 (ambos en la regién 0<x<4 en que estamos). Pero sélo es vilido x=1 (|1-2|=1). El
otro real x=4 no cumple laigualdad: |2 —2| # 4 (nos lo hemos inventado al elevar al cuadrado).

Ej. Hallemos los x que cumplen: ‘xz—l‘ <3|e 3<x2-1<3 & —2<x2<4.

Ambas desigualdades se cumplen si y sélosi |x| <2 (< x2<4:laotraes
cierta Vx ). Llegamos a lo mismo discutiendo el valor absoluto (mds largo): -2 0 2

Y, por tanto, |/x—2|=x & {

3> 21| = ¥ —1six*>1 <4 si x| >1 — 1< x| <2
= T 122 si %<1 x2>-2 s |x|<1 — todo x| <1
Ej. Sea | f(x)= % . Determinemos los reales x que cumplan: i) f(x)=1,ii) f(x) <4.

Como 2x+6 cambia de signo en x=—3 es:
o [BR xz oAy (Bl ams(<3)
X)=
— S x<-3 1 5 x=—3(>-3)
i) { b 4o A=x)

~— <0 & x<2 6 x>7, y ademas debe ser x> —3 .
) F<26x57).

246 4 o 2gxf<0 — x<§ 6 x>2, siendo ademds x<—3

X

= ningin x cumple i).

Ej. Probemos ahora que para todo x se cumple ’ —8 < |x—5|—|x+3] <8 ‘

x| —3 < |x+3| < |x| + 3 . Por tanto:
|x—=5] = |x+3] < |x|+5—[]x] — 3] =8 (mayor—menor) y
|x—5|—|x+3| > |x| =5 —[Jx| +3] = —8 (menor-mayor)

También lo podriamos haber hecho expresando los valores absolutos segin los valores de x.

Los teoremas aseguran: |x| —5 < |x—5| < |x|+5,




A partir exclusivamente de los axiomas de los nimeros reales se podrian demostrar todas las
propiedades que se habran utilizado en cursos anteriores. Repasamos ahora algunas referentes
las raices de polinomios sencillos, empezando por los de segundo grado (a#0):

Las raices de | P>(x) = ax®>+bx+ ¢| vienen dadas por xiL = LI_p+vAT, A=b*—4ac.
2a

discriminante

El tipo de raices de P, depende del signo del discriminante A.Si A>0 tiene dos reales y
distintas, si A=0 unaraiz doble real y si A<0 dos raices complejas conjugadas ( p£qi).
Conocidas sus raices x; y x_ puede escribirse P»(x)=a(x—xy)(x—x_).

Aunque el teorema fundamental del algebra asegura que todo polinomio de grado n posee n raices
(reales o complejas, repetidas o no), otra cosa es como hallarlas. Nos gustaria tener férmulas para el
célculo de las raices de los P,(x) =a,x"+---+ajx+ag de cualquier grado similares a las de P, . Hacia
1500 se descubrieron formulas para las raices de los de grado 3 y 4 (no muy utiles en la prictica). Pero
en el siglo XIX se prob6 que es imposible expresar mediante radicales las raices de los de grado > 5.

Si encontramos una raiz x* de un B, , dividiendo por (x—x*) reducimos el problema de hallar
sus raices al de hallar las de un P,_; . Por este camino se puede, en pocas ocasiones, calcularlas
todas. Si casualmente un P, con coeficientes enteros tiene raices enteras, son faciles de hallar:

Si existe raiz entera de P, se encuentra entre los divisores del término independiente ag .

Si ¢ esraiz entera, entonces ay= —c[anc”_1 +---4ay], conlo que ap es multiplo de c.

Ej. Determinemos todos los reales x que satisfacen: .

Esto equivale a x® —3x-+2>0. Para precisar el signo del polinomio necesitamos hallar sus raices.
Aunque es complicado en general, es claro aqui que x=1 es una. Dividiendo por (x—1) tenemos:
B 3x4+2=(x—1)(@+x—2) = (x—1)2(x+2) >0. ‘ ro s

Losxbuscadosson:’{x:x>—2yx7é1}‘,—92 T [T 1 =2 Jo

[Una forma habitual de tratar las desigualdades es hallar primero los x en que se da la igualdad y luego
dar valores concretos en puntos intermedios viendo si se cumple o no. Pero esto, que funciona bien con
funciones continuas, tiene el riesgo de olvidar ceros de denominadores y otras discontinuidades].

Dos tipos sencillos de polinomios de orden 4 con raices calculables son:

Las raices del polinomio bicuadrado ’ Py(x) =ax*+bx*+c ‘ se hallan haciendo z==x?.

Las raices de ’ Py(x) = ax* + bx> +ex? +bx+a ‘ se calculan mediante el cambio z = x—i—% :

a(xz—i—x%)—i—b(x—i—}()—&—c = a(x+%)2+b(x+%)+c—2a =0 — az?+bz+c—2a=0.

Halladas sus raices z. , basta resolver los dos polinomios de segundo grado: x>—zix+1=0.

=
Ej. Hallemos las raices del polinomio ’ Py(x) =x*—2x*—15 ‘ = 2-2z-15=0 —

—b++\/b%—ac ]

z=1£/14+15=5,-3 [las raices de ax’>+2bx+c=0 simplificadas son xi = z

Como i>=—1 (en 1.5 repasaremos los complejos), las 4 raices son: ’ x==+V5,+iV3 ‘ .

Como ocurri6 en este ejemplo, es facil ver que en general si un polinomio con coeficientes reales
tiene raices complejas, éstas aparecen como parejas p+tqi.

[Ninguna de las raices es entera, pero esto lo podiamos saber desde un principio, pues las Gnicas
posibles eran £1,+£3,+£5,£15 y ninguna de ellas anula el polinomio. No olvidemos que, en
general, no sabremos hallar las raices de un polinomio de grado > 3 (por ejemplo, no sabemos
resolver x*—2x—15=0). En la seccién 3.3 veremos cémo actuar cuando sea esa la situacién].
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Para enunciar el axioma del extremo superior necesitamos unas definiciones previas:

Un conjunto A C R se dice acotado superiormente (inferiormente) si existe k€R
tal que a<k (a>k)paratodo acA.

A unreal k con esa propiedad se le llama cota superior (inferior) de A.

A se dice acotado si lo estd superior e inferiormente.

[Es decir, A estd acotado si existen k; y kp tales que k; <a<k; paratodo acA.
Esto es equivalente a que exista un k tal que |a|<k (osea —k<a<k), Va€A].

Ej. Ry ={x:x>0} no es acotado, pero si lo estd inferiormente (por —, por el propio 0 ...).

A={x:10<x< 7} —;Om———  estdacotado

[cotas superiores: /93, 7 (la menor), ...; cotas inferiores: —13, 0 (la mayor), ...].

_J1. 0 <«<— 1/3 1/2 1 1é 4
Bf{n.nGN} et : también lo esta

[cotas superiores: 7, 1 (la menor), ...; cotas inferiores: —3, 0 (la mayor), ...].

Extremo superior (o supremo) de A es la menor de sus cotas superiores. Es decir:

s€R es el extremo superior o supremo de A [ sup A ] si:
i) s es cota superior de A, ii) si k es cota superior de A entonces s<k.

[Se define andlogo extremo inferior o infimo de A [ infA ], mayor de las cotas inferiores].

El supA puede pertenecer o no a A ; si pertenece se le llama méaximo, es decir:

MEeER eselmaximode A [maxA]si MEA y a<M, 6 VYacA ‘(anélogamente, minA).

Ej. Z, sin cotas superiores ni inferiores, no puede tener ni supremo ni infimo.
El minimo de Ry es 0 (y su infimo). No tiene supremo (ni maximo).

7 es el supremo del A de antes (es la cota superior mas pequefia), pero no es maximo,
pues 7¢A; 0 es su minimo (y, por tanto, su infimo).

Para B, 1 es el maximo (y supremo) y 0 el infimo (no minimo).

Axioma del Todo conjunto no vacio de niimeros reales acotado
extremo superior: | superiormente posee extremo superior.

[No es dificil demostrar que la afirmacién: ‘todo conjunto no vacio de nimeros
reales acotado inferiormente posee extremo inferior’ es equivalente al axiomal.

Este axioma precisa la idea intuitiva de que los 0 3/|2
numeros reales ‘llenan del todo’ la recta real. Co-

it i -2 no son de Q 2
mo ocurria en Q, entre cualquier par de reales V2 — «—V2

distintos existen infinitos reales (infinitos racionales e infinitos irracionales). Pero a pesar
de estar también los elementos de Q ‘tan cerca unos de otro como queramos’, dejan sin
embargo ‘huecos’ entre ellos (los puntos ocupados por los infinitos irracionales). Por eso
hay conjuntos acotados en Q sin supremo. Por ejemplo, {x€Q: X< 2} es un subconjun-
to de Q con cotas superiores racionales (3/2, por ejemplo) pero no existe ninguna en Q
que sea la mds pequefia. Dada cualquier cota racional siempre puedo dar otra menor (mas
cercana al irracional ﬂ). El mismo conjunto, visto como subconjunto de R, debe tener
supremo (por el axioma del extremo superior): v/2 1o es.

Los siguientes subconjuntos de R van a aparecer un montén de veces en estos apuntes:
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Intervalos. Dados a < b se define:

’ intervalo abierto (a,b) = {x:a<x<b} ; intervalo cerrado [a,b] = {x:a<x<b} ‘

a 'y b no pertenecen —Q=====""0—  qa y b si pertenecen —@——0—

[a,b) ={x:a<x<b}; (a,o)={x:a<x}; (—oo,b)={x:x<b}
(a,b] ={x:a<x<b}; [a,o) ={x:a<x}; (—oo,b] ={x:x<b}

[ e no es ningilin nimero real, es s6lo notacién].

Se llama’ entorno de centro a y radio r>0 a B(a,r) = {x: |x—a| <r} = (a—r,a+r) ‘

[es decir, al intervalo abierto de longitud 2r centrado en @ ! G mm—|t—— |

Los intervalos abiertos y cerrados son casos particulares tipos de conjuntos que son importantes
en matematicas mas avanzadas: los conjuntos abiertos y cerrados que vamos a definir:

Def Sea ACR y a€A. a es punto interior a A si existe >0 tal que B(a,r) CA.
"| A es abierto si todos sus puntos son interiores.

Def Sea ACR. p es punto de acumulacién de A sien todo | [ p no tiene que
" | entorno de p existen puntos de A distintos de p. estaren A ].

Es decir, si llamamos B*(p,r) = B(p,r) —{p} = {x: 0<[x=p| <1}, _Oummommm—(—
p es de acumulacién de A siparatodo r>0 es ANB*(p,r) £ . pr p pir

Def. ’ A es cerrado si contiene a todos sus puntos de acumulacion. ‘

Ej. [a,b] no es abierto porque no todos sus puntos son interiores; - O —(————

hay dos de ellos que no lo son: a y b (los demas sf lo son); por a b

muy pequefio que sea r, B(a,r) ¢ [a,b] (hay puntos de B(a,r), los de la izquierda de a, que no
son de [a,b]). Para ver si es cerrado, localicemos sus puntos de acumulacién: cualquier p ¢ [a, b
no lo es, ya que un entorno suyo suficientemente pequefio no contiene ningin punto del intervalo;
todo p€la,b] (incluidos a y b) es de acumulacién pues cualquier entorno suyo contiene infinitos
puntos de [a,b]. Como [a,b] contiene a todos sus puntos de acumulacién, es cerrado.

AY
7

) (0,00) si es abierto, pues todos sus puntos son interiores. En efecto, sea
0 X x x€(0,00) . Ir=x (o cualquier r<x) tal que B(x,r) = (0,2x) C (0,00).
O —— (0,00) no es cerrado, pues 0¢ (0,0) y es de acumulacién del conjunto.
{ % :n€N} tiene un tnico punto de acumulacién (el 0) que no o 3 1 :
pertenece al conjunto: no es cerrado. Tampoco es abierto, pues — —H--————rt +
tiene puntos no interiores (ninguno lo es).

ya
AN

=P'S

{neN:nesdivisorde 12} ={1,2,3,4,6,12} esclaroque —+eo—o—0—0—0——(+——0—
tampoco es abierto (puntos no interiores), pero este conjunto 0 1 2 SEAl 6 12
si es cerrado, pues contiene a todos sus puntos de acumulacion (al conjunto & (no hay ninguno)).

Teorema: ’ A es cerrado si y solo si su complementario R—A es abierto. ‘

Sea A cerrado: tomemos cualquier a € R—A < a ¢ A = a no es de acumulacién de A
= Jr tal que B(a,r)NA=@ = B(a,r) CR—A = R—A es abierto.

Sea R—A abierto. Probemos que A es cerrado probando: ‘a¢ A = a no es de ac. de A’:
a¢A = a€R—A abierto = 3r/B(a,r) CR—A = B(a,r)NA=@ = a noes de ac.
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1.4. Repaso de las funciones elementales

Funciones reales de variable real

Vimos en 1.1 las funciones en general. Casi todas las de este curso seran funciones de R en R:

Una funcion real de variable real f es una regla que asigna a cada
uno de los nimeros x de un conjunto D C R un tnico nimero real | f: D — f(D)

f(x).A D=domf selellamadominiode f. y=f(x)esel valor de x—=y=f(x)
f en x.Imagen o recorrido de f es f(D)=imf ={f(x):xeD}.

Def.

(Si no se precisa mas, domf serd el conjunto de x para los que f tiene sentido).

Muchas veces f admite una expresién algebraica como f(x)= x|, f(x)=senx,...), pero otras no
serd expresable ni con palabras. Por eso dimos en 1.1 una definicién més tedrica y mas precisa:

’ f es un conjunto de pares ordenados que no contiene dos distintos con el mismo primer elemento. ‘

[Segtn esta definicion, la ‘funcién |x|* serfa {(x,|x|) : x€R} .

Geométricamente, f se puede representar en un sistema de coorde- Ix|
nadas como un conjunto de puntos (grafica de f) en el plano xy.
Asi, la grafica de f(x)=|x| es el conjunto de puntos que forman las

. . . . X
semirrectas y=x e y=—x que coinciden en el origen.

Dadas dos funciones f y g se pueden definir otras funciones f+g, f—g, f-g, f/g y fog:

(f+g)(x)=f(x)+g(x), (f—g)(x)=f(x)—g(x), (fg)(x)=f(x)g(x) para
Def. | x€ domfNdomg. (f/g)(x)=f(x)/g(x) para x€domfNdomgN{x:g(x)#0}.
(fog)(x)=f(g(x)) (composicién de fy g) para x con xedomg y g(x)edomf .

Es inmediato ver que suma y producto de funciones son conmutativas, asociativas y se da la
distributiva. La composicién es asociativa, pero no conmutativa:

Ej. Si f(x) =x*, g(x) =2x—1 se tiene que (fog)(x) = 4x>—4x+1#2x>—1 = (gof)(x) .

fesinyectivaen ACR si f(x)=f(x") = x=x", Vx,x*€A

Def. [01o que es lo mismo, si x#x* = f(x)#f(x*)].

Ej. f(x)=|x| noesinyectivaen A=R (a —3 y 3, por ejemplo, les corres- E N ;
ponde el mismo valor). Siloes en A=[0,),0en A=[-3,—1]. 3 -1 | 3 x

La grafica de una funcion inyectiva no corta mas de una vez cualquier recta horizontal.

Def Si f:x—y=f(x) esinyectivaen A existe la funcién inversa f~!: f(A) — A
) y=f(x) = x=f"1(y)
En términos de pares ordenados, la funcién inversaes f~! = {(y,x) : (x,y) € f} .
Propiedades inmediatas son: /

domfil :lmf s imf71 = domf s (filof)(x) = (fof’l)(x) =X y=f(x)
Las graficas de y=f(x) yde y=f"!(x) son simétricas respecto ala recta
y=x [pues (x,y) e (y,x) lo son]. Para escribir y=f~!(x) explicitamente / ..... -

(cuando se pueda; en general serd imposible) se despeja x en funcién de y
de la expresién y= f(x) y se cambia el nombre a las variables.

Ej. Lainversade y=x>—5 es y = (x+5)!/3 [pues x = (y+5)1/3 al despejar].
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f esestrictamente creciente en ACR si Vx,x" €A con x<x* setiene f(x)<f(x*).
Es estrictamente decreciente si f(x) > f(x*). Es creciente si f(x) < f(x*). Es
decreciente si f(x)> f(x*). Cualquiera de ellas se dice monétona (estrictamente
monoétonas, las dos primeras).

Def.

Ej. f(x) = [x] = mdximo entero menor o igual que x [llamada ‘parte
entera de x’] es creciente en todo R [no estrictamente].

Ej. f(x) = |x| es estrictamente decreciente en {x <0} y
es estrictamente creciente en {x > 0} .

Teorema: ’ f estrictamente mondtona en A = f inyectiva en A ‘ [y existe su f~!].
[Si x#x™ obienes f(x)<f(x*) obien f(x)>f(x*)].

[Para ver si una f es monétona (y por tanto inyectiva) acudiremos en el futuro a las derivadas.
También las necesitaremos para conocer la imagen de funciones que no sean muy sencillas].

fesparsi f(—x) = f(x) e imparsi f(—x) = —f(x). e N
f esde periodo T o T-periédicasi f(x+7)=f(x) Vx. W ~ [\/

IMPAR

Def.

[Su gréfica, respectivamente, es simétrica respecto al eje x=0,
es simétrica respecto del origen o se repite cada T unidades].

Es muy facil comprobar que el producto de dos funciones pares o de dos impares es una
funcién par y que el producto de una funcion par por una impar es impar.

[Por ejemplo, si f, g impares, (f-g)(—x)=f(—x)g(—x) = [~f(x)][~g(x)] = f(x)g(x) = (f-g) (x) ].

Rectas

La grafica de es una recta de pendiente m que corta el

eje x=0 enel punto y=>~. Las rectas paralelas a ella son de la forma
y = mx—+C . La pendiente de las rectas perpendiculares es —% .

La recta que pasa por (xp,yo) y tiene pendiente m es ’ y = Yo+ m(x—xp) ‘ .

La recta que pasa por (x,y0) ¥ (x1,y1) es |y=yo+ 2122 (x—xp) |.

X1—X0

Ej. i) Dibujar y hallar la ecuacién de la recta R que pasa por los puntos (—1,0) y (1,3).
ii) Hallar la funcién inversa y= f~!(x) de la funcién y= f(x) definida por la recta R.
iii) Hallar la ecuacion de la recta paralela a R que pasa por el punto (1,—1).

iv) Hallar la ecuacién de la perpendicular a R que pasa por ese mismo punto.

La pendiente de R es % y pasa por (—1,0) . Su ecuacion:

y=30(x+1) |= f(x) (ojo)

4

w

Despejando x en funcién de y, y cambiando nombres:

x:%y—l N ffl(x):%x—l (verde).

La paralela, con la misma pendiente, pasa por (1,—1):

y= —1—}-%()6—1) — y:%(Bx—S) (azul oscuro).

9 g 9 2.
La perpendicular tiene por pendiente —% :

y:—l—%(x—l) — y:—%(2x—|-l) (azul claro).
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Potencias, raices, exponenciales y logaritmos

3i
y=x", y:xl/”:\'/;c,nGN‘ X2 x x? Vx
1 Pty
Si n impar, y=x" es inyectivaentodo R yes f(R)=R. \" Lt Vx

Suinversa y=x'/" estd definida en R y suimagenes R.

Si n par, no es inyectivaen R. Se llama entonces y=x'/"

alainversade y=x" restringida al intervalo [0,c), con lo

que en ese caso tiene por dominio e imagen [0,0).

(La funcién y=—x'/"

para n par, es la

inversa de y=x" restringida a (—c0,0]).

_ —n _ 1

y=x "=

_,—1/n_ _1

y=x /_Xl/n —
neN

1/x

1 - 1

b* es facil de definir si x€ Q [ b = \/bm } , pero no cuando x es irracional (;qué es 27 ?)y
por tanto log, x tampoco tiene sentido. Definimos primero el logaritmo neperiano asi:

logx=Inx= lx%

, para x>0

[logx serd siempre neperiano, el
decimal log;yx no se utilizard].

que es la forma mas corta de hacerlo, aunque no podemos atn deducir sus propiedades. Nos
creemos que logx es estrictamente creciente en {x>0} y que suimagenes R.Y también que:

’ log(a-b) =loga+logh , log§ =loga—logh , log(a‘) = cloga

, 8ia,b>0.

[Observemos que no es cierto Vx, por ejemplo, que logx? = 2logx, pues si x<0
el segundo miembro carece de sentido; si es cierto Yx#0 que logx*> = 2log x| 1.

A partir de la funcién logaritmo, definimos:

es la inversa de logx , con lo que su
dominio es R y suimagen {x>0}.

__ logx b>0
logbx:@ . b#l,x>0

[O también:

De estas definiciones se podrian deducir:

inversade b*]. ’

e\'

s X3

! b(b>1)
7 (0<b<1:, a

7’
4

"fogbx b>1)

,

0 _ _ y —x _ 1
=1, b =bD, b = 7%,

() =

1/ . :
./
=eblogx| x>0; | pr=elo2l| p>0,Vx; _//ﬂx ‘/

,

s 1

(0<b <1)

[b"y representa siempre b*") ] .

Las definiciones son naturales, si han de satisfacerse estas propiedades. Asi, por ejemplo:

x? = [exponencial inversa del logaritmo] = (elogx)b = [pues (b*)’ = b¥'] = eblog~

1

[xb s6lo vale para x>0 si b es un real cualquiera, pero si b=7 6 b= 3 estd definida Vx] .

dt

[Segtin la definicién dada, el nimero e serfa aquel que cumpliese log e = [ < = 1. Utilizando

t

las propiedades de la integral se podria aproximar su valor, pero esto serd mucho mas corto
hacerlo cuando estudiemos Taylor. Admitimos que aproximadamente es e ~ 2.7182818... ].

Mis en general, se define: ’ f(x)80) = es@loglf(] | para los x tales que f(x)>0.
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Ej. Sea f(x)=1log (4x—3/x) . Hallar su dominio D y determinar los reales x que hacen f(x)=0.
(Tiene D supremo, maximo, infimo o minimo? ;Es f inyectiva en su dominio?

f estd definida si x>0 (por la raiz) y si (por el logaritmo) 4x—3/x >0 <= 4,/x >3 < x> % .
x>0

Por tanto, el dominio de f es D:(l%,oo) .

fx)=04x—3yx=1 = 4231—1=0,r=2506 _ 1 _1_ /x = [x=1].
I=+/x
[que sea \/x=—1 esimposible].

D no tiene supremo, ni maximo, ni minimo. Su extremo inferior (que no pertenece a D) es % .

Como se dijo, el estudio de la inyectividad (de la monotonia) es complicado por ahora. El ins-
trumento adecuado para abordarlo es la derivada, pero lo vemos sin ella. Parece ser estrictamente
creciente, pues en el argumento del logaritmo x crece mds que 1/x. Lo probamos:

Si 19—6§x<y\/}?e>ce\/5€ <Y, 4/x=3<4,/y =3 = 4x-3x<4y-3,/y = f(x)<f(y).

log crece

Por ser estrictamente creciente en D, es f inyectiva (y posee funcidn inversa).

8,x—3

[Las cosas serdn mds mecanicas con su derivada f7(x) = HvE=3) >0 si x> 1% =

Ej. Hallar todos los niimeros reales x tales que | ¢?/°2% < 8x .

Es |logx| = {

estrictamente
creciente

logx si x>1 (cuando el logaritmo es positivo) o
—logx si 0<x<1 (siestd definido y es negativo)

2
Para x> 1, g2llogx] — glogx” — ;2 gy :>Ox<8 (y x>1). )
x>
—2
Para 0< x< 1, e 2log¥ —glogx™™ — y=2 -8y x3>%7 x>%.

Los x buscados son: | x& (%, 8) . [Los que sugieren las graficas].

10

Las funciones hiperbdélicas son funciones que se definen a partir de exponenciales y aparecen
muchas veces en matematicas (porque ni e* ni e* tienen simetrias y ellas si la tienen).

Seno, coseno y tangente hiperbdlicas son:
: .
X_a—X X | a—X sh x chx th x
et—e e te T

shx =*——, chx="—%—,

thx — shx  e'—e™

chx = et+eX

Vx

El dominio de todas es todo R. La imagen del seno hiperbdlico es también todo R, la del coseno
es [1,00) yladelatangentees (—1,1).

Tienen propiedades similares a las trigonométricas (muy faciles de comprobar) como:
sh(—x)=—shx, ch(—x)=chx, th(—x)=—thx, ch’x—sh’x =1, 1—th’x :ﬁ ,
sh(x+y) = shxchy+chxshy, ch(x+y) = chxchy+shxshy.
Probemos, por ejemplo, la cuarta y la sexta:
£<ex+e—x)2 _ %(ex_ e—x)Z _ i(ezx+2+ e 2 _ e e—2x) —1
Heme ) e e ) (@ me) = He—e )
[El nombre del seno y coseno hiperbdlicos vienen del hecho de que se podrian definir

de forma andloga a como vamos a definir el seno: son la ordenada y abscisa de un punto
situado a distancia x del punto (1,0) sobre la parte con x>0 de la hipérbola x> —y*=1].
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Funciones trigonométricas (siempre en radianes)

Seno, coseno y tangente aparecen primero como cocientes entre S
lados de un tridngulo rectangulo. Para 0 < o <907 es: ‘B

B 1

A |

_B _C _B '

sent =7 |, |cosa =7 |y |tana = 7 d c - .

., / ., . . .
También sen o= % [tridngulos semejantes tienen lados proporcionales].

Interesa definirlas para cualquier 4ngulo, positivo o negativo, y ademds expresado en radianes:
Sea x la longitud (medida en sentido horario o antihorario) del

p arco que une (1,0) conun punto P de la circunferencia unidad.

""""" \longitud x  El dngulo orientado (positivo hacia arriba, negativo hacia abajo)
/: 7 formado por las semirrectas que unen (0,0) con ambos puntos

CosX es el 4ngulo de x radianes y es la ordenada de P.

senx

[Esta definicion es poco rigurosa, por basarse en el concepto de longitud
de una curva cuya definicién no tenemos bien establecida; se le puede dar
rigor utilizando integrales, 1o mismo que a senx : ver Spivak].

A partir del senx definimos:

Vx| tanx =02 | si x#£ T4k, keZ.

cosx = sen (x+75) T

[Nos serd mds util esta definiciéon de cosx que la equivalente ‘abscisa del punto P’. Las otras

28 o g ZiB _cosx __ 1 _ 1 _ 1 5
clasicas funciones trigonomeétricas cotanx— Senx — tanx > SCCX= oo ¥ COS€Cx= = NO scran

utilizadas en estos apuntes, puesto que se pueden expresar facilmente en términos de las dadas].

Admitimos que las gréficas de estas funciones son las de abajo:

tan x

= 7} T

senx y cosx son de periodo 27, senx es impar
y cosx es par, tanx es 7-periddica e impar.

Repasemos algunas propiedades trigonométricas cldsicas [algunas otras se verdn en problemas].

Recordemos en primer lugar la equivalencia entre grados y radianes. Como un dngulo recto son

Z radianes (la longitud de la circunferencia unidad es 27) o bien 90°, es | a® = ¥ radianes|.

En particular, los famosos dngulos de 30°, 45°y 60° son, respectivamente, ¢ , 7 y 5 radianes.

Las funciones trigonométricas tienen una infinidad de valores exactos conocidos como:
sen (km) = cos (5 +km) = tan (kw) =0,
sen (5+2km) = cos(2km) =1, sen(—5+2km) = cos[(2k—1)7] = -1,
que son inmediatos, y los siguientes que se deducen facilmente del teorema de Pitdgoras:
seng = cos % = % , senf =cosf = @ , senf =cosg = ? ,
tan%z?, tanf =1, tan%:\@.

De ellos salen los similares de otros cuadrantes, por ejemplo:

sen%”:%; sen%”:sen“T”:—% [0 si se prefiere: sen(—%’r):sen(—%):—%].
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De Pitdgoras también se deduce: | sen’x+cos’x=1 = 14 tan’x = ﬁ

Ej. A partir de aqui es facil hallar, dada cualquiera de las razones trigonométricas de un dngulo y el
cuadrante en el que se encuentra (sin este dato hay 2 posibilidades), los valores de las restantes:

Por ejemplo, si tanox= —% y o€ (%”,27[) , los valores del seno y el coseno de este 4ngulo son:
1 1 3 4
coso = + = =z, senx =cosotanx = —z .
VittanZa  4/1+(16/9) 5

Seno, coseno y tangente son ‘

positivos en los cuadrantes
X R sen + tan +
dibujados a la derecha:
cos +

Mis dificiles de probar son las siguientes importantes identidades (validas Va, b):

’ sen (a+b) =senacosb+cosasenb , cos(atb) =

pero a partir de ellas ya es ficil comprobar todas las siguientes (de hecho, nos bastaban las
férmulas para a+b, pues las de a—b=a+(—b) son consecuencia inmediata de ellas, por la
imparidad y paridad de seno y coseno). Por ejemplo:

’ cos2a = cos’a — sen’a ‘: 1 —2sen’a =2cos’*a— 1

[ sen2a =

= | sen’a = 1 [1 —cos2a], cos?a = 1 [1+cos2d]

2tana

.. . . __ tanattanb _
Casi inmediata es: | tan(a+b) = e =y = tan2a = 7= 5o

[cos (a—b) —cos(a+Db)]
[cos (a+D) +cos (a—D)]
[sen(a+b)+sen(a—b)]

senasenb =

Aqui basta desarrollar los segundos miembros: | cosacosb =
senacosb =

D= = N—

En la ultima, llamando A=a+b y B=b—a, resulta ser a = A—EB y b= ’# con lo que:

senA —senB =2 senA2 cos A;B

Ej. Calculemos usando las igualdades anteriores el

Primero observemos que cos 3152” = cos(35’r 27) = cos 1

2 2+v3 35
Como cos?(%) =3[l +cosZ] =23 = cos ¥ =—1
Podemos dar una expresion més bonita: — cos 5 = cos(%

[Ambas expresiones coinciden, claro: % (2 +V3 )

Ej. Encontremos todos los reales x que satisfacen

bsenx 3 senxcosx < ZE[3_cos’x] = 0 < senx=0 6 cos’x=3 (imposible).

Los x buscados son, pues, m, keZ.

Ej. Hallemos todos los reales x tales que [cos4x —2cos2x=3].

2c0s?2x—2cos2x—1=3, cos?2x—cos2x—2 =0 — cos2x = /TS V21+8 =2,—-1.

cos2x=2 es imposible y cos2x=—1 se cumple si 2x=(2k+1)7 = ’x: Z+km, keZ|.

[Con algo de vista: las tinicas soluciones posibles son los x que, a la vez, hacen cos2x=—1 y cosdx=1.
No es conveniente en este caso, desde luego, expresarlo todo en funcién de cosx].
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Dada una razén trigonométrica no queda precisado el dngulo del que proviene. Por ejemplo hay
infinitos x con tanx=—1, incluso hay dos (x=3F y x=1F

7 ) si s6lo nos preocupamos de los
x de [0,27) . Por eso hay que tener cuidado con las funciones trigonométricas inversas:

CRRRR T Para definirlas debemos restringir los intervalos de definicion para que
é“.afCCOSX senx, cosx y tanx sean inyectivas:
. .
T, )
™ areseny (dom = [~1.1], im= [, 5])
“ . . . n 7[
n/z"&,; """" . es la inversa de senx restringida a [—7, j] .
S :
0”

arccosx (dom=[-1,1], im[0,7] )

es la inversa de cosx restringida a [0, 7] .

-1 (El arco seno de x no es simplemente ‘el dangulo cuyo
: seno vale x’; infinitos x tienen el mismo seno).
arcsef X

________ 2 arctanx [dom= R, im= (—

Ej. arctan(tan 3¥) = arctan(—1) = —

A8

[La funcién arctanx aparece muchas veces en el célculo, por ejemplo hallando primitivas].

Conicas

Son las curvas descritas por expresiones que contienen a lo mds potencias de orden2en x 6 y:
Ax*> +Bxy+Cy>+Dx+Ey=F

No nos ocupamos de todas las posibilidades que se pueden dar en general y de cémo distinguir

entre ellas (es mas tipico de cursos de dlgebra, digamos aqui simplemente que en su clasificacién
es muy importante el signo de B>—4AC ). Nos limitamos a identificar las m4s simples.

’ y=ax*+bx+c

, son parabolas con el eje vertical. El signo de a

a>0
N . b\2
indica si es de forma — o —~,ycomo y = a(x—i—ﬂ) 4

_p? ,
4“2‘1[’ , estd

. . L. 2
claro (sin usar derivadas) que su vértice es el punto (— % ,C— Z—d) .

Son también sencillas las hipérbolas (0 sea, y=1 ):

Las siguientes conicas no definiran una tnica funcién, sino dos:

2 2 2 2 )2 2
(@’ +0-bP=R], |S+p=1]. |S-p=1|[p-5=]
(circunferencia) (elipse) (hipérbolas)

b
/- : b|
-a ;—a
\ / — I )

La elipse, por ejemplo, define las funciones y=2va2—x2 e y=-2va2—x2, x€[-a,d].

[Aunque estas curvas son las que se obtienen al cortar un cono con diferentes planos (origen de la
palabra ‘cénica’), en la expresion general se pueden esconder objetos mas sencillos. Por ejemplo,
y? —3xy+2x> =0 representa dos rectas (y=x e y=2x), x>+y>=—1 es el conjunto vacio @ ...].
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1.5. El conjunto C. Operaciones con complejos

No hay ningtin nimero real x tal que x*+1 = 0 . Para que esa ecuacién tenga solucién es ne-
2 _

cesario introducir el nimero imaginario i: i = —1. Veamos algunas propiedades del conjunto
de los nimeros complejos C={z=a+ib: a,bcR}.
En C estdn definidas las operaciones suma y producto:
| (a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d), (a+ib)-(c+id)=(ac—bd)+i(ad+bc) .|

Con estas dos operaciones C es un cuerpo: + y - son asociativas y conmutativas, existe la
distributiva, existen elementos neutros (z+0=z y z-1=z) e inversos:

Vz=a+ib 3 —z=—a—ib talque z+ (—z) =0,

Vz£0377 ! =

b -1 _
Se define diferencia y cociente de complejos como: z—w =z+(—w), £ =2z- wlsi w#£0.
[No se puede, a diferencia de R, definir un orden en C compatible con las operaciones anteriores].

Si z=x+1y, su parte real Re(z) =x, su parte imaginaria Im(z) =y,
7+w

su conjugadoes Z=z"=x—iy ysuméduloes |z|=+/x2+y?%.

Representando cada complejo z =x+1y como el punto del plano de
coordenadas (x,y), es facil ver que el complejo suma z+w estd en
el vértice opuesto al origen de un paralelogramo dos de cuyos lados
son los segmentos que unen z y w con O=(0,0) . El conjugado z es
la reflexion de z respecto de y = 0. El mddulo es la distancia desde
z al origen. La distancia de z a w viene dada por |z—w|.

Algunas propiedades de demostracién inmediata son:

1=-2z,2w=2z-w, 7 1=%)7",

?=2z-2Z, |z-w| = |z]-|w|.

Z=2z,2+tw=27+Ww,

Mis dificil es probar la desigualdad triangular (geométricamente es clara): ’ |z+w| <|z|+|w| ‘

j _ L34 15 _
Ej. Calcular =S = A= V5.

Vamos ahora a hacerlo dando un rodeo, calculando el complejo que esta dentro del médulo:

i%ﬁi) ? ((3;?))((22:)) = 3_8+56i+4i = —1+2i, cuyo médulo es, desde luego, v/5 .

multipicando por el conjugado del denominador

i(3=4i)
2+

. Basta hacer uso de las propiedades del médulo: |

Un z se puede escribir en coordenadas polares: z=x-+iy=r(cos6 +isenf), con r= |z
y 0 el angulo que forma el segmento Oz con el eje x positivo. E1 6 noes  yf.......... z
unico: todos los 0+42km nos dan el mismo z. Cualquiera de ellos se llama :
argumento de z. El argumento principalesel 6 con 0<06<2x.El 0
se halla utilizando que tan @ =% y mirando el cuadrante en que estd el z.

Mis adelante veremos que si 6 es cualquier real: e'® = cos8 +isen6 (complejo de médulo 1).
Esto nos proporciona una forma més corta de expresar un complejo en polares:

, donde r=|z| y 6 esun argumento de z.

Ej. Para z=—-2+2i es |z]= 2¢/2.Como tanf@=—1 y z estd en el segundo cuadrante, se puede
escribir z (con el argumento principal) en la forma z = 2v/2 [cos 32X +i sen 3% ] = 21/2 ¢!3%/4
(6 conotro 0: z=2v2 [cos 1}T’r+i sen I}T”] = 2\/56“1”/4 )
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Las formas polares son muy ttiles para efectuar productos, potencias y raices:

Si z=re®, w=sel* entonces:
z-w=rsel®+%) = yglcos(0+a) +isen(0+a)] , LS gw
L= fei("*“) = t[cos(0—a)+isen(0—a)] ,

7" =r"e"® = y"(cosn@ +isennd).

[Las dos primeras son inmediatas y la de z" se prueba por induccién]. B+

Todo z=re'® £0 tiene exactamente n raices n-simas distintas dadas por

Yz=1/re! con p=SE k=0,....n—1

[basta elevar a n y observar que si k=n,n+1,... serepiten los dngulos;
vemos que las n raices estan en los vértices de un poligono regular].

Hagamos una serie de operaciones de repaso de la aritmética compleja:

Ej. Expresar el nimero complejo | z=1—1+ ﬁ ,como x+iy y como re'® y hallar .
zzlfiJr%(lfi):. l2|=4/2+% . tanO=1 y primer cuadrante — z:%em/4 .

2=3e"2=73i (obien 2=2+5i2+31). |2?|=|5i|=|3| (debiaser || =|z-2| = [z]|z]).

Ej. Calcular m , directamente y en polares.
654 .

Escribiendo una fila mas del tridngulo de Tartaglia de 1.2 o hallando (§)=52, (§)=3%*:
w = 146(—i)+15(—i)24+20(—i)3+15(—i)*+6(—i)> +(—1)®

1

= 1—6i—15+20i+15—6i—1 = 8i. — :

Tn/4 i

r=+v2, tanf=—1 — 6:%” (c’) 9:—%,65 del cuarto cuadrante) :

N (\/iei7n/4)6: 86i21n:/2 _ Sein:/z —8i .

Ej. Hallar las raices cdbicas de | z = 7+ |.

(T+)(A+) _ 6+8i

Podemos hacer: z= = = 2 = 3+4i = Selarctan(4/3) O bien, 0

T4i= 5\@ glarctan(1/7) 1 _j = \fzefi77t/4 = 5el larctan (1/7)+m /4] %/g
[las dos expresiones de z coinciden: arctanx+-arctany=arctan lxj;) en (f £ %) } .

Por tanto, ¢/z = \3/§ e? donde o= w ,k=0,1,2. Con calculadora:
0 =arctan % ~0.927; ¢~0.309, 2.403,4.498 ; z~1.63+0.521,—1.26+1.151, —0.36—1.671.

Ej. Escribir el polinomio real como producto de polinomios reales de segundo grado.

Las raices del polinomio son las cuatro raices de —1=1¢'",

4 i _rm 3n 5m Ixn
que son \ﬁe‘pconq)—z,?,j,j.

/4
Es decir, zio= @ [1£i], z34= % [-1=+1i], complejos conjugados C T

dos a dos, como debian (a lo mismo llegariamos buscando z=a+1ib

con 72 =i, pero serfa mucho mds largo). Asi pues:
1= [(x—z1)(x—22)] [(x—23) (x—24) | = [¥* — (z1+22)x + 2122) [¥* — (23 +24)x + 2324]

— ‘x4+1: [ z—ﬂx—i—l][xz—&—ﬁx—i—l} ‘
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Ej. Hallar las raices de la ecuacién ’ 2—iz—1-i=0 ‘ — z=1[i+V3+4i].

[La férmula z =5 [— b=+ v/b2—4ac| sigue siendo vélida interpretando +v/62—4ac como
las dos raices del complejo (no tiene sentido decir ‘la raiz positiva’ de un complejo)] .

Trabajemos en cartesianas. Buscamos w = x+iy tal que w?= x>—y>+2xyi = 3+4i .
Debeser ~ > =32 —4= (P -4)(F+1)=0

Hay dos soluciones reales de este sistema: x=2,y=1y x=-2,y=—1.
[En polares se obtendria w = V5elf, o= %(4/3)_,_]{” ,k=0,1,
que con una calculadora se ve que coinciden con +(2+1) ] .

Las raices buscadas son: z=1[i+ (2+i)] = y z=%[i—(2+i)]

Ej. Representar en el plano complejo los z que cumplen .
Si z=x+iy,estoequivalea [x+i(y—1)]<2 & x>+ (y—1)2<4.

Los z buscados son los del circulo sin borde de centro (0,1) y radio 2

(claro, los z que distan del complejo i menos que 2).

Ej. Expresar cos36 y sen36 en términos de cosf y sen8 utilizando potencias de complejos.

cos30+isen30=e30 = [eie]3 =[cos O+isen 8] =cos*0—3cos @ sen’-+i[3cos?H sen O —sen O]

= ’00339:4c0s36—3c056‘ y ’sen39:3sen9—4sen39‘

[sale usando sélo propiedades reales de senos y cosenos de sumas, pero es bastante mas largo].

En la seccién 4.6 definiremos las funciones complejas f(z)=e*, f(z)=senz y f(z)=cosz
a partir de series de potencias [y probaremos la igualdad ¢'® = cos® +isen® ] .

Pero ya podriamos definir asi para cualquier complejo z: ’ez = e = e¢¥(cosy+1iseny) ‘ .
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