Matematicas I (B) ’ Problemas adicionales 1 ‘ 17-18

a) f(XUY)={f(z):z€X6z€Y} = F(X)UF(Y).
b)zeXnNY = fz)ef(X)y fR)ef(Y) = f(z) ef(X)Nf(Y).Portanto, f(XNY) C f(X)Nf(Y).
¢) f(x)ef(X) = f(x)ef(Y) puestambién xey: X CY = f(X) C f(Y).

No es cierto en general que f(XNY) D f(X)Nf(Y), pero si cuando f es inyectiva: &,
bef(X)y bef(Y)= Finicoz€A tal que f(z)=>b y z pertenecea X ya Y. a“
Falta ver que f(XNY)=f(X)Nf(Y) = f inyectiva: @

Fw = f{H)NF{w}) = f{an{w}) = f(2) =2 = f(z) # f(w).

2] ) 1+345+ -+ (2n—1) =¥ (2k—1) = n?. Cierto paran=1: 1 = 12.
k=1 n
P(n) = P(n+1): z(zk—l):):( 1)+ @2n+1)=n*+2n+1=(n+1)>
k=1 k=0
b)/n< - Ciertoparan:l:\ﬁg%; paran:2:\/§§1+\%(1§\/§);
Vn(n+1)+1

A

. 1 1 L i
P(n) = P(nt1): 14+ Gt s>t s = Y < S = Vi + 1
-+ <2y/n. Ciertoparan=1:1<2V1; paran:2:1+%§2\@(1§ﬂ§3);

P(n) = P(n+1): 14+ Lo <ovn+ Lo = 2 %”‘ < 2L = 2\/n T (es 4nP+4n < dn+4n+1)
i) es cierta para n=1: % :% , ypara n=2: 2%+3%L = % = ﬁ , ... Suponiéndola cierta para n, probémosla para n+1:
] 4 P(n) cierta n(n43)+2  (n+1)(n+2) .
2 2 )¢ 2 _ _ _ n+l
; (S ; k+1) k+2 T oeE — a2 T eee) T m)ms) — (eme3) = ae3 ciertapara ntl.

(n
ii) es falsa, pues aunque es cierta para n=1, n=2 y n=3: %:2:%, %+%=3—§, %4— +3=%=%,

no se cumple ya para n=4: %+%+%+1:?+§:F .

@ i1:1+~~~+1:n. Zn:(akfak_l):(alfao)Jr(azfag)+~~+(an,1fan,2)+(anfan,1):anfao.

k=1 nveces k=1

Y (a )):( );é):lengeneral [porejemplo (a+b)(L+1)=1+1+%+24£2].

=1

~

12345 =3.5-823 med=3-5=15 .
67890 =2-3-5-31-73 mem=2-3-5-31-73-823 — 55873470 - Restos Euclides: 6165,[15],0
135=33.5 2
e mcd=3-=9 135 _— . [45 _—
i;?;;j; mem=33.5.7-13 = 12285 315 Euchdes.,O, 351 Euclides: 30,@,0.

@ La suma S de los términos aj, ay=a;+d, ..., a,=a;+(n—1)d, se puede poner: S = na; + Md.
En nuestro caso: a4 = —g , arg = % ,ag+ - +axg = WZS =150.
Buscamos enteros tales que:  25a; +25-12-d = 150 < a; + 12d = 6 . Infinitas posibilidades, como:
d=1,a,=—6: —6—5—---404+1+4---+18=150; d=2,a;=—18: —18—16—---+30=150; ...

Si n=24: 24a;4+12-23-d =150 < 2[2a; +23d] =25 es imposible (impar # par).

. X,y,z en geométrica: %: 5 . x+y+z=70. 2x42y+2z=140

4x,5y,4z en aritmética — 5y—4x=4z—5y. Sy—2x—2z=0

x+z=50

} = y=20. 400

} — x=10, z=40 (0 al revés).

Q=Fa=3=2=0.Q=F=-1=-35=0 -
(VZ—1) =8V2—7-8421-4y/2-35-4+35-2V2—21- 14+7v2— 1 =| 169y/2—239 |

5

@ V3 €R—Q. Utilizaremos que p miltiplo de 3 < p? multiplo de 3: si p =3k, p?> = 3(3k?) miiltiplo de 3,
pero no lo es en los otros casos: si p=3k+1, p>=3(3k>+2k)+1;si p=3k+2, p*>=3(3k>+4k+1)+1.
V3= £ irreducible = p*=3¢*> = p? miilt. de 3 < p milt. de 3, p=3k = 3k’=¢> = ¢ mult. de 3. Imposible.

V2= g irreducible = p* =243 = p? par & p par, p=2k = 4k = ¢* = ¢’ par & ¢ par. Imposible.

; A~ D2 a1t o Gt 9 i ‘ .l _4 4_5 5.9
& by < by dl < b1+d1 < botd, No es cierto en general. Por ejemplo: 7 <3, 2 <2 pero 5 > 5.

VIO <Y oy < @ & dxy <2 4+2xy+y? < x2—2xy+y* = (x—y)? >0 Vxy. Sélo coincidensi x =y .

>0 >0



a) ¥4x—2=(x+2)(x—1)<0 & x€[-2,1].

b) [+ 11x-30| < 30 © —30 <x3+11x-30 < 30. Debe ser x(>+11)>0 « x>0 M largo es discutir el

| +11x—30] =] (x—2) (x*+2x+15)] ,

y ademds x*+11x—60 = (x—3)(x2—|—3x+20) <0« x<3. Sonlos x€[0,3].  que cambia de expresion en x=2].
2 4
) 2<EI<2 6 >0y HH>0 & xe(—oo,—1)U[0,) y xE(—o0,~4]U(~1,e0). | xE (o0, ~4]U[0,e0) .
[NO es necesario discutir el |-| que darfa dos expresiones distintas, una en (—1,2] y otra en (—e0,—1)U[2,0) |.
d) _2<\x—1| _ { 11—%, le_} { jx’l >0 & x>§ 6 x<0. Delaregion x>1 valen todos. ’(—w,—l)u(0700) ‘
X — 1, x<1 >0 < x<—1 6 x>0. Con x<1 ciertosi x<—1 osi 0<x<1.

‘ x—1 ‘ cambia

[Como claramente lo cumplen los positivos bastaria mirar los x<0: >-2 & x—1|=1-x<-2x & x< —1]

Supongamos que x = max(x,y) e y = min(x,y) (si no, andlogo):
x>y = y—a=x—y= jtytx—y)=x, j(x+y—x+y)=y.

1) falso; ii) cierto; iii) falso; iv) falso; v) cierto; vi) falso; vii) falso; viii) cierto; ix) falso.

15 L1413 12 1 0 es infimo (no minimo). 1 supremo (no maximo).

T Om- O—

0 Abierto: todo punto de cada (5-,51+) es interior.

No es cerrado: los de acumulacién son | [5-, 7-]U{0} yni 0 nilos i pertenecen al conjunto.
neN

. pEA:>EIB(p,r)CACAUB L .
A, B abiertos, pc AUB = { 6 } = p interiora AUB = AUB abierto.
pGBéHB(p,r)CBCAUB

(

pEA= 3B(p,r 1) . .
pEANB = { y } . Si R=min{r;,n} = B(p,r) CANB y es abierto.
pEB= EIB(p,rg) CB
Si {A,} abiertos, se ve igual que la |JA, es abierto. Pero falla la demostracién parala (A, , pues el min{r|,r,...}
neN neN
pudiera no existir. La interseccion de infinitos abiertos puede no ser abierto. Por ejemplo, U (— o ;) {0} noloes.

R—(AUB)=(R—A)N(R—B) abierto < AU B cerrado
Si A, B cerrados: { abierto  abierto }
R—(ANB)=(R—A)U(R—B) abierto < AN B cerrado

La unién de infinitos cerrados puede no ser cerrado: |J [O, 1— H =1[0,1) no cerrado.
neN

) Dy = {|x| <1} n{lx| <1} ={—1,1}. b)g(x) = V2 \fsen (x+%), Dg=---U[—2E 5Ty [-Z 3x]y[Ix Lx]y...
c)thD(tanx)m{x:tanx;ﬁO}:R—{%:nez}. d)Dk:(—l,l]. e)D;=(—1,1). ) Dy=R—{+\/21 neN}.

. Andlogamente, (A, cerrado.
neN

g definida silo estd laraiz y si 24+/x+3 > 0, para que lo esté el logaritmo. Lo primero ocurre se da x> —3,y lo segundo

para todos esos x (2>0, y raiz positiva). | D = [—3,0) |. Nunca es g(x)=0, pues para ningtin x puede ser 24++/x+3 =

43\ E=VE(4/5-3)>0 & x>0y yi>3 & x> 2. | D=(%,) |.

[En general es falso que a>b < a®>b?, si equivalen si a,b>0: el paso 4x>3./x < 16x2>9x no es trivial] .

g(x)=0 & 4x-3A-1=0, Jrx=32DH0— 1, (pues \/x=—7 esimposible).

[Elevar al cuadrado 4x—1>3./x, es pérdida de tiempo y genera soluciones falsas] .

a) Falso f impar = f inyectivaen R: Por ejemplo, f(x)=senx es impar en todo R y no es inyectiva.

b) Falso f inyectivaen R = f impar: Por ejemplo, f(x)=e" esinyectiva en todo R y no es impar.

Falso f inyectivaen D = f estrictamente monétona en D . Ejemplo, f(x)= % es inyectiva en su dominio y no monétona.

2 ik <2,x£0 5 {x2—§x—40—>x3.,—‘3‘,|x|<2,x¢0

21| i) ¥’ <4 & x|<2 = flx)=4 > =&
21] b 2 b <2= f() L4 i >2 ? Ppix—4=0 5 x=-3,% |x>2

Los dos x que cumplen i) son pues: |x=—3 6 x= —% [y de esto se deduce que f no es inyectiva].

4-x2  23x—4 _ (xH4H)(x-1)
7x_x+x - )x(x ZO@XE[_A‘HO)U[LOO)'

4<1 o Ot =23 ) <0 o xe (—oo,—1]U(0,4].

X

i) Para 0< |x| <2,

y para |x|>2, %

[los x negativos cumplian

Tomando los valores dentro de cada conjunto, ii) lo cumplen: ’xe (—e0,0)U[1,4] Ja igualdad claramente]




f(x) = (rocol)(x) = |1—x] inyectivaen (—oo,1] (£ ': RT = (—o0,1], f; ' (x)=1-x),
yen[lo) (i RY = [1,e0), £ '(x)=1+x).
g(x) =V 1=vV1=x2 = (roloroLox)(x).
Su dominioes [~1,1]: |x[<1 = 0<1-2’<1 = V1-22<1 = 1-V1-22>0.

y=1-3x=f(x)Vx - y= 1T :f_l(x)Vx
[es la recta que pasa por (4,—1) y (—5,2) y su pendiente es la inversa de la de la dada]
P =032, (7)) = 50—
2

(2o ()] (x)

[1-31(1-x)%]" = §[x*—4x>+8x+4]
()% £2) () = A [1=(1-30)2] = 2[2—3x]2 = 0x* — 1223 +4:2

cosa:—¥, sen2a:—49—\/§, tana:—g, sen3a:%.

B /3 [7/4 C

m
ﬁm \ /6 A " /4
h

15-h

h=5=14 B=15(/3-1
Elotro dnguloes 71— % —% = % = 105°. Va2 }—> 15(\[ )
B C 1

y=Z%.tano =4, tanf =31 — tan(a+p) = I{Zt}f =1. a+B+y=1%

2) 0<4?—3x<1 & 4x(x—2) >0 y 42— 3x—1=4(x+1)(x=1)<0 = xe [- L,0)u(3,1].

b) cos3x=cos2xcosx—sen2xsenx=4cos’x—3cosx. [6 cos3x+i sen3x= e =(cosx+isenx)’ =4cos’x—3cosx+i(---)].

2 3

Nuestra igualdad equivale a: cosx(4cos’x—6)=0 < cosx=0, x=%F+krw [cos’x=3 es imposible].

1=CcoSx

2
¢) cos>x—sen’x —2cosx = 3 < 2cos’x—2cosx—4 =0 &= 212 = (t+1)(t—2) =0.
cosx=2 es imposible; cosx=—1 = x=2k+1)7, keZ.

2k
[Con un poco de vista: las tnicas soluciones posibles son los x que, a la vez, hacen cos2x=1, cosx=—1].

d) 2sen’x—3senx—2=0 = senx=—3 = x=—Z242kn 6 x=Z+2kx.
e) 8sen*x+2sen?x— 1 =0 = senx = i% = x=%+kw 6 x= 5?”+k7t.
f) senx(2cosx—1) =0= x=km 6 x=+5+2kn; (k€ Z)

g) Sicosx # 0,41 = senx # 0,41 = cos®x < cos?x y sen®? x < sen? x = cos*®x +sen**x < 1. Soluciones x = %” .
—log2 _ ,log2 1 2 3 1
- 1y_¢€ e 37 < 1_ —log2 _ _1___1 log2~! _
th(log(sen%)) = th(log3 ) = cTeT oo ~ 15— | 5 logl=—log2, e loe2= ;I =1 ¢ eloe>' =

—5i=5e1/2 14i=y2ei"4 =\/2(cosE+isenZ), —3—iv3=2/3e7T0, _g=gel® 4-3i=5e twectni

3ei®=3(cosm+isenm)=—3, 3e 3" =—-3, 4cosZ—4isenZ=2\/3-2i, e'*"2=cos(sen2)+ isen(sen2), i’%*32=1.

Z—COS +lsen32”——i—>Z=i. Z3=—13—1—cos +1sen92”—cos§+isen%.

’31‘ ZZ’Zei”/z‘. w=|y2ei3/4 [r:\/l—o—l, tan§ = —1 ytercercuadrante]. %z%eim/z*mﬂ)::]—i.

wS =4v/2e 1574 =4./2 [cos Z +isen ZF] = - [Mas corto que (i —1)° =i 5it-+ 102 102 +5i-1].
- —10i

r=v143 =2, tan® =—+/3 y del segundo cuadrante = 7 =2e?"1/3 . 3 = 14331 —-9i%>+3y/3i> =82 =8,

2*2\3[+11 :§—%i:e_i”/6 [|z|: 3+1=1, tanG:f% ycuadrante4°]

Por tanto: 7> = e~ 19%/6 = cos— + isen g” = —? —% . Mucho mas largo: .
-5m/6 -
L (V3-1) =% (9V3-591 +10-3v/312 - 1033+ 5¢/3i¢— %) = U3V joasisol 514
. . . . /4
a) z= 8:31;;8:;3 = 2_11%:9101 =—1—i=+v2e""* pues |z|=v1+1 y tan@=1 (tercer cuadrante). .
P=H2 ei5”/4)6 —8ell5®/2 _geidn/2 — _gj [Mejor que hacer (14 i)® con el binomio de Newton]. sud

4 - 4 - . i
b) v/ —16ei7/3 = V16ei47/3 =2e1¢ , g = T4 kT ¢ =

wiy
wn

B Tﬂ IT—> 1+iV3,—V3+i,-1-iv3,V/3 1.



w=—V3+1i :, pues |-|=+v3+1, tan6——7 2°cd. z=w 26615”::646”1.

[En cartesianas claramente mucho m4s largo].

V= \/ dei ™3 Las 3 rafces son: 4 [cosZ+isenZ]=|24+2V3 1|, 4ei"=|—4]
=0,12
y 4 [COS 5 +1isen 5”] =|2— 2\/§ 1 [Una de la raices serd w? pero hay otras 2 mds].

[Como estamos resolviendo P =—64y z=—4 esraiz: 22+64 = (z4+4)(z>—4z+16) =0 — 7 =2++/4—16, ademis de z= —4].

z=1+i=\@ei”/4, w=—2—1i=+/5ellrtacan(/2)] ",4,, — ] —el7, ______ !
1w = 3421 = /TBei@ean/3)  py— | _3j — /T0eilmrarctan3] '/,/" Tt
1oL %e—mm’ 12 %ei[n—arctan(lﬂ)]’ 5 = — = —
T - % ilrarun(1/3)] | = — =31 _ % eilmrarctan(1/3)] I . ———— =
eiT/2 = \[3ei3n/4 | omin/2 \[3e—in/4 Leim o oSTi L0121 1 (Son giros).

* -3

37| z=243i, w=v2ei ™ =141 — zhw=3+4i, T-w=I—4i, w=—1+5i, w'=deiT=—4,
Vw==2V2e™8=21\avaativava o, E=345, =3k |w=V2, [zlRew=V13, |/Imw=V13.

T =

+Z+z:2=2x+x>+y> = Re=2x+x>+)* (=2Rez+z?), In=0.
— 2_\2
2

1z, 1 xXT—y — 2 iz _ alx—y_ o=y i —e Y —e )
b =<1 Re(5)= o )Q,Im(z) oy - ef=el"Y=e7(cosx+isenx) — Re=ecosx, Im=e"senx.

a) 2Re(z) = 2x = 24+ 7 (cierto).  b) |z = [z]=\/x>»? (cierto).

¢) Re(z-w) =Re(z)-Re(w) es falso: por ejemplo, Re(i-i) = —1#0-0=Re(i)-Re(i) .

d) 2% = |z|? es falso: por ejemplo, i>=—1%#1=]|i|? (solo es cierto si z real: x>—y? —2xyi = x>+y? @y:O)
7—Z=1¢& y:% ;

o= 1] = 20z+1] & Y+ (x+3)* =18 ef| = R = Re(z) — ningtin 2

=1 <|z+1| & 2 —2x+1+y* <P+ 2x+14+y? ©x>0; i z

/////

Arg(}) = Arg(rle3®) =30 < Z < 0€[0,Z]U[E, Z|U[4E, 2] . T




Matematicas I (B) ’ Problemas adicionales 2 | 17-18

Son iguales a un entero z a partir de un N.

_ 2 1 _ i 7 V2 (como |a,| <8 debian existir
a) ay = senk"w 4k> 4k2 =0, ags1 = Sen( +k(k+l) ) (2k+1) 2 (2k+1)2 ) subsoluciones convergentes).

b) boyr1 = (222’(+l ) ! — 0 (a pesar de que la sucesion no estd acotada).

¢) No (ninguna subsucesion estd acotada, pues ¢, >n—1).

(Serd cierto que si a, <a,4+ entonces a2 <d? -1 Para los negativos no. Esto nos sugiere el contragjemplo:

{an}={—-1}=-1,-1 -1 .. escreciente, pero {a2}= { }=1,%,1,-- esestrictamente decreciente.

_ —— 1 g _agl< g — . IS [A partirde un n es a, >0
@ [v/an —/al \/tTn+\/ﬁ|a” al < ﬁ'a" al y sabemos que 3N tal que |a,—a|<é&y/a si n>N. y /@ tiene sentido].

VK > 03N tal que a, > K%, Vn >N = Van > K.

aNy /n>Ny = |a,—L| <€ = —e<a,—L
AN, /n>Ny = |ep—Ll <€ = cp—L<e

i) by o[ VKIN/n>N = by, >K| = VKN /n>N = ¢y > by > K = ¢, — oo [iii) casi iguall.

i) Como a,—L<b,—L<c,—Ly = —e<b,—L<eg,si n>max{N;,N,}.

@ Existird un N tal que si n>N; serd a, >1078%, por ejemplo. 10‘{1 167 1
(como 3K/|ay| <K ,en [-K, 10’8] hay un nimero finito de a, , pues si _._|..|_..i..._.__....|....
no, serian subsucesion acotada y habrian mds puntos de acumulacién). 0

VM serd a,b,>10"3b,>M si n >max{N;,N>} , siendo N, tal que b, >108M si n >N, (N, existe pues b, — o).

La sucesion tiende claramente a 0 porque el numerador tiende a £ —1 y el denominador tiende a infinito.

1/n . 1/n . .
la,—0| = |arctany/n — 27 /"] - arctany/n +2 < 4 < 8<:> 4n? —1> ,ciertosi n>N> /% +1.
Van2—1 (1) V-1 ) V42— 3) €

(1): Desigualdad triangular y todo positivo. (2). arctanZ <2y 21/m<2 si n>1. (3): Todo positivo.
Por tanto, si €=10"", un N vilido es N=21 pues es mayor que v/400.25 (212=441).

[Para evitar raices podrfamos usar por ejemplo que V4n2—1>n < 3n®>>1, que llevaa N > % .

No podemos quitar sin mds el —1 de denominador, pues, al ser mayor, la fraccién disminuirfa] .

\/2n ) _ V21— _ n 1
a) ( \f " n—1 \/nfl(\/2n71+\/2nf2) — 2v2 "
b)| V12 +6n—2— /3n—5 | = A Lo diOns) _ ___ 2046/

2n \/]2n3+6n72+2n\/ 3n-5 \/W+2\/3/n+
C)’ 3/n47n27nearctann :n(i/niﬁiearctann) oo, d)_ 7n 1,\/1 2.. n 4 (n— ) n] oo (uoo(ioo)”).
e)|nth2n—2nthn | n(th2n—2thn) — —eo (eox (—1), pues thn — 1).

! . i ,
D5 =425t <% 0, siendo k:{"/z NP (sin— oo, k—o0)

n" n n (n—1)/2 sinimpar
=3 2—yn logn 3/8n7(1-n2) —n®sen 1 2 *71756111 2Y=T -0
n—vn — <= G 05 - ¥=1-0 _ .
®)| g | = 358 3 (57 pues BES0) ) A ATV B
n

i) [n5+n+7}1/” :ns/”[l—&-n%—l—nls]l/n—ﬂ-l:l ([nl/"]5—>15:1). i) (2—%)2” diverge a oo [“ 2% = o0 |;

K 32410\ 3n2410 . 34102 o 3 (0 ]) = L o 0 1)
) (\/10n4+3n) V1o 30 /1043073 me( 1) =a @ (P~ con 0<p<1)
\/n2+2n
2n+1 | 2n - 24 (3/4 V142
1) (7222,1,1133 )2"+“"" La base 71/234/21" —4 [(3/4)"%0} y el exponente 72“6“”//2 — 2 Por tanto, a, — —4l/2 =2
_ 2
m) [n"zfz}n — 0 (0™ no es ninguna indeterminacién).  n) [Z;E]n = ([1 —ﬁ]*("zﬂ)) n(H2) 0
2_4(—21)'1 0 2  ac
B wa=rlftry -t o el =g > § =[] [5F]
o) e w

b] |b,,—0|n> % < ﬁgj‘ n22 <T10 n?2n>22. Si n>N=23 [todos los pasos con n>2 son validos].

[Sin simplificar, y aunque no fuese simplificable: ig‘j < % @ n%—20n—44=(n+2)(n—22) >0, cierto si n>22 ].

Sen an « acol ” Sen senx
—>@ - T —> , pues b,— 0y —>1

an  p—oo



_. /142 9
al a,= : Hn}:Z} 7 Vi S o] (e by= =2 0] <L
n

e = — e2n 4 e—2n o}
[ —v2]va
—2/n
b] |b,—0|= m < ﬁ < 22” < 100 & 2">10 = si n>N=4 se cumple seguro.

NADA. Pueden converger (salvo %’ ) o divergir. Ni siquiera se puede afirmar alguna — co 6 — —oo,

n n—0 1
+ —>0 . an—1 n —1
{l’fjg} Z AT {entan}: n+(—1)" div {%’?Z}: 1n2+>o - {inan}: —1)"div
{b a } 1 ] —1 { & } ) }?Z —1 { by } _ seguro que diverge, pero no podemos asegurar que tienda
" )" div an %:n(—l)”div. s’ aﬁméﬁ—wiﬁéw,fmﬁw,%div

. il n®—1 i 171

S . Cn ) . {bin > )

dn} % & {l;zo} ([1+%]n3)l/n _ ([1+%]n)n oo {lﬁ} [1+%]n _ ([1+%]n)n oo

_oo/oo

Y= 5 A (n 1) = ) o (g 1)? = AR o (12402 4 ) = hin(nt ) (2n41)

ap = (—1)n2"T71 toma esos valores; 0 < a, < m < Ll 0=a,—0".

Induccién: a1 <2; @, <2 = api1=v2+a, <V2+2=2. ap1=v2+a, >a, = a2—a,—2 = (a,+1)(a,—2) <0,
y esto es cierto pues 0<a,<2. a, = a, a1 »a = a=+2+a = a=2.

Sia>1:a/">1= d'/"=1+a, con a,1>0Vn:>a:(1—i-a,,)”>1—&—mzn,a,,<“%1 =a,—=0=d/" 1.

Sia=1:1"=1-1. Sia<l:a"/"= —i=lpuesi>1. Ysia=0:0"=0-0.

(1/a )‘/”

a)Ve 30 >0:|x—a| <6 = |f(x)— f(a)| < € no lo puede satisfacer ninguna funcién, pues para los € negativos es
imposible que un valor absoluto (> 0) sea menor que ellos.
b)Ve>0V8 >0:|x—a| <8 = |f(x)—f(a)] <e:sies V& (por gordo que sea), la condicién 0: |x—a| < § no impone
nada a las x; debe ser |f(x) — f(a)| < € Ve y Vx . Las tnicas f que pueden cumplirlo son las constantes.

Es falso, pues la afirmacion de la derecha dice que f tiende a 1 cuando x — oo y la nuestra tiende a 0 (%ft)

2x—s 2—sen «
flx) = £5 = 1+2:erf){7x — 2 (pues senx/x — “acotado/eo = 0).
2x—_senx —2‘ = ] —Jsenx ‘ < 225 <3 0]1Sx-2>50, si (— los pasos e son vélidos).

x+2senx x+2senx [x+2senx]| x+2senx — x—2

a) lim (4x+100cosx) =0 : VM >0, IK = M%IOO > 0,tal que six > K entonces 4x+ 100cosx > M.
b) ll’I’%xz =9 Ve >0, 38 > 0,tal que, si 0 < |x— 3| < §, entonces |x> —9| = |x+3|]x—3| < €.
x—
Silx—3| <1 = |x| <4 = [x+3|<7.Bastatomar § =min (1,%).
c)Dado € = 1, V8 existex:2—|—§ tal que 0 < [x—2| < & pero [3x—5| = |1+ 8| > 1
1

d) Dado € = 5, VM existen x con x > M pero |senx—0| > % : cualquier x = 2”—2“717 >M, neN.

Isenl| < [x?| =[x <e,si x| < VE. Escribiéndolo mejor: e=1-86=1
Ve >035 =/etalque [x—0] <& = |[x®senl -0 <¢ €=001—6=0.1
‘\/|x —Sx—0| < /x| +5x[ <5+ 5 =€sifx[<d= mln(% 5) - e=1-8=1;
[Habrd & mayores, pero se trata de encontrar uno]. e=001—6= 40000

21| | f(x)=xarctan 5 | a] El limite serd f(0)=0 (continua). Ve: |f(x)—0|=|x||arctan 15| < Z|x|<e si |x|<5=

b] Debe existir el lim f (x) y valer 7. Pero f(x) — —7 [2-arctan(—co) |. Discontinua en x=2.
X x—2~

22| | f(x)=x*—x?arctan 2 | x?(1—arctan 2 ) - > [] [0o] [0 )”; ni de “soxacotado” , ni de “oo—o0x0” se saca nada] .

El lfmite serd 0. |f(x)—0|=|x[*|1—arctan 2| < (1+’arctan%|)\x\2 < (14%) x> <3x]*<e si 0<|x—0|<5=\/g.
[“0—0xacotado” ]

52506 x50 6x>2/3. D= (- 0)U () | tim f0)=[Z] [3-1= 22 10, yaque >3],

4/t x—=2/3+




a] Como f(—x)=—+2_—— = —f(x), es impar (y su grifica es simétrica respecto del origen).
4—1/(-x)2-9 ’

La raiz esta definida si x>>9 < [x|>3 < x>3 0 x< 3.

b]
El denominador se anula si vVx2—9 =4 = x2=25, x=45.

| D=(—w0,~5)U(=5,-3]U[3,5)U(5,%) .

(simétrico como debia)

- -2 2 | _
c]i) Six>0es f(x)—%_mm 0-1 '

ii) Si x>5 es Vx2—9 >4 con lo que el denominador es positivo. f(x) — E (19).

x—5+ +0

iii) f(x) — ﬁ: —

x——=3"

[\S][ON)

(lo de dentro de la raiz es positivo)

iv) Como f esimpar serd lim f(x)=|2|, pero es fcil equivocarse si no se tiene en cuenta que vx2 =|x|.
X——oo

2x 2 2
P 0 — o7 =2
ara x<0 es f(x)= 44xV/1—-9x2 %+\/1—9x*2 oo 01

25| | f(x) = [f} ,x>0.Si a# % , f es constante en un entorno de ¢ = f continuaen a. s

Sia=-, f = n—1, f - n = no tiene limite y es discontinua. f — 0.
x—at x—a~ X—oo

g(x)=cos + | Si a#0 es continua por ser composicién de continuas.

No tiene limite (ni laterales, y no es continua) en 0:

1 1 1 1 0 :
{M}’{(2n*1)ﬁ}*>0’ pero g(ﬁ)zl’ g((Zn—l)n):7l' ngml- 0 05 i s
h(x) = “5* |. Continuaen R— {x=0} — {x=F+knr}. Iim <= cosxl = too. . U
x—0
Sia=%+kn: h — —% = —o0, h — 5 =o0 = no tiene ll'miteyes discontinua. :
x—at x—a= 4

No existe limite cuando x — oo porque la gréfica se sale de cualquier banda. —

[ 2—x|six<3 . . 1o X

\/ / k(x) = { ¥ dsix>3 continua si a# 3 (y existe limite y laterales). m
3

| 2 :/ .

k — 1, k - —1 = no existe limite cuando x — 3 (y es discontinua).

x—at x—a~
a) esenfx|—x_y N esen0-0_1 = por ser funcién continua en 0 por ser composicion, suma, producto,...
I—log(x+cosx) |, 7y 1-log(0+cos0) "~ de funciones continuas en los puntos en que estin evaluadas.
] f{1/7vx>0 1,1 ste 1 3+2¢ _ 31| 32?315 _ 13 _
) 7| ={ 1)y a0 - Comoxgrg_ #-5=lim , noexiste lim. c) [55 — 3] |= 22 = % — 13
6x—sen2x | _ 6_2% 6—2 _ 2 1 sen(x—1)2 | _ sen(x—1)% x x—1
d) 2x+3sendx | 2+12% Y0 2412 7 7 ¢ e) logx xﬂO‘*'oo. f) 21 T (- ]) x+1 ol 1-0=0.
>0 6 X—oo 3 0 ”
V2x2 —V/2x2 —6x| | = bx ~ - . h —> 1, (“tan(eo—acotado) =1").
9|l ] V24262 —6x V2+4/2-6/x V2 )| the ) X—yoo ( ( ) )
+y | arctanx « T » . 2 3 2—3+/logx . .
i) | e )H—;O 5/ D) [logx \/@] = Tom L% (si x<1, logx < 0 no definido).
5_
k) e~ /=1l —>O “e==”). 1)|sh(logx) |— sh(logl) =sh0=0. m)| <=l |=x*+x3+x24x+1—5.
g : g 1 :
X— X—
1/x

fi) lim e'/*sen Z no existe, lim e'/*senZ = 0 (0x acotado) ; no existe limite.
x—0+ x x—0~ *

2
a) ZSCHX+COSZX—SGHZX:% < 2sen?x—2 senx—i—% = %(ZSenx—l) =0« senx:% .

Todos los x que lo cumplen son |x= %—&—Zkrc y |x= 5?”+2k71: .

b] La funcién g es continua en [f % ,0} y podemos ver si el teorema de Bolzano nos da la respuesta.
g(—%)=—-2senZ+cosf=—-1<0.g(0)=2-0+1=1> 0 P2 30 ¢ (— Z.,0) con g(c)=0.

[El cero se hallarfa resolviendo 2sen?x—2senx—1=0 — x =—arcsen \/3 , que es del 1ntervalo]

¢] Evidentemente g no es inyectiva. Como toda funcién periddica cada valor que alcanza no lo toma una
Unica vez, sino infinitas veces (por ejemplo, arriba hay infinitos en los que vale % ).



28 || g(x)=1log(3—-2;) | a] g estd definida si 3—2; =28 >0 < x€| (—,1)U (3,) | =domg.

b] Pese a que g(0)=1log8>0y g(3)=log % <0, Bolzano no dice nada, porque g no es continua en [0,3].

De hecho, la funcidn sélo se anula cuando 3— % =1 x= % fuera del intervalo. No se anula.

o 8() 2 [log3]. () o [=] [loa(B+e=)]. g()=log 3 o [eo] [loa(3)].

g3+

Aplicando el teorema de Bolzano a f(x) = x> — 2%, por ejemplo en [0,2] y en [2,32] se tiene:
F0)==2, f(2) =28, f(25) =255-22" = 225232  existen c€(—2,0), c*€(2,32) con f(c)=f(c*)=0.

30 ’ P(x) =4x*+2x—1 ‘ Como P(—1)=1, P(1)=5, Bolzano no nos dice nada inicialmente en el intervalo [—1,1].

Pero es claro que P(0)=—1 tiene signo opuesto al de la funcién continua P en —1 yen 1.

Bolzano asegura que P se anula al menos 2 veces en el intervalo [en (—1,0) yen (0,1)].

Es constante, pues si tomase dos valores distintos racionales deberia tomar también los irracionales intermedios.

(No se puede aplicar Bolzano en [0,2]: aunque f(0)=—1, f(2)=—co0s2>0, f no es continua en [0,2]).
f continuaen [3,2], f(3) = —log2—cos3 <0, f(2) >0 = 3ce(3,2) C(0,2) con f(c)=0.

No hay minimo en [0,4], pues f — —oo cuando x — 1.

f L= IM/|f(x)—L|<1=|f(x)|<1+4|L| six>M = f acotada en [M, o).
X—o0
Y en [a,M] lo estd por ser continua en el intervalo cerrado. Lq{.
No tiene que alcanzar su valor méximo (por ejemplo, f(x) = —e™ no lo hace). ] 1&,[

d|[(c,0), (x, f(x))] = \/f(x)?+ (x—c)? =d(x) continua en [a,b] = 3 un x (al menos) que hace minima esa distancia.
Si (a,b) abierto es falso: no hay punto més cercano a (2,0) de la grificade f(x)=1, x€(0,1).

Para R cierto: d Rilalad M /d(x)>d(0) si |x|>M . Entonces el minimo de d en [—M,M] serd el minimoen R.
X—>Foo

a) [Tx—5—(7y—5)| =T7|x—y| < €si|x—y| < 8 =¢/7, no depende del punto.
b) Je tal que V3 existen x,y con |x —y| < & pero |x* —y?| > &:
basta tomar £ = 1 x = §.y=j+5 . pues x—y| = § <8.pero [ 2| =1+ 5 > 1.



Matematicas I (B) ’ Problemas adicionales 3 ‘ 17-18

My 2 N yeoy — _ 2[1+8log|x|+4(log |x])*] B
a) f'(x)= T+ a(iog ] * " R—{0}. f"(x)= {11 4(10g )2 ,en R—{0}.
) -

s

’ _ 2x 11 " _ 8xT—2x°—2 1
b g'x) = (1—x2)V1-242" en ( V2’ \/5) - 8= (1-x2)2(1-2x2)%/%° en (= v’

1)(5x—1
D710 = MR 2 x= oL 080 = e — munca

i) f’(x):Z—ign% =0, 2cos2x+3cosx—2=0, cosx= —Bi\ﬁ -2 = |x=4% 3+2km |. [cosx=—2 imposible].

ii) Mejor derivamos como producto, para evitar la aparicién de senx de m4s en numerador y denominador:

f//( ) .7+6cos X _3sen 2x+2cos2x —3 1+cos?x

1
sz T oy e wontc 70 .Noseanula f” paraningin x.

|P—4|<3 & 3<x?-4<3 & 1<x?<T & 1<|x|< V7.

2 . .
_[x=—4, si|x|>2 / _{ 2x, silx[>2
f(x)i{él—xz, si x| <2 = flx)= —2x, si|x|<2 =

f(=3)==6. f(27)=—4, f'(2")=4 = Af'(2).

2—1]<1 & 0<x?<2 ¢ x>0y |x/<v2. Eldominioes D=(—v2,v2)—{0}=(~v2,0)U(0,v2).

_ flog(2—x), 1<k <V2 _{2_2;2,1<x<ﬁ—>f'(1+)— / / 63
f(x)—{210g|x|70<x§1 , fl(x)= 2 0ch<l o f1-)=2 LB f(—3)= = 3165 = =12.

-V2< 4/3<—1

@ Falsa. Posible contrajemplo: f(x)=0<e *=g(x) Vx pero f'(x)=0>—e*=g'(x). \‘\ \J/

0 algo del tipo f(x) =0<x*>=g(x) Vx pero f'(x)=0>2x=g(x) para x<0. | 1

f@)=f(=2) = f)=E[f(0)]=—f (=), f impar.  f(x)=—f(~x) = f/(x)=—(=1)f (=x)=f"(~x), f’ par.

f® esparsi ny f sonambas pares o ambas impares. ") es impar en los demds casos.
Si f(x4+T) = f(x) = f'(x+T) = f'(x) Vx, sies periédica [veremos que para integrales en general no].

i AR : . ,’; Sabemos que (sh)' =ch, (ch)’ =sh,
> - h .\/
////"élm- ......... ............. / /ﬂ” (th)l -1 —th _ h2 , Ch2 —Sh2 —1.
-3 -p -l 0 1’ 2 3 [Shil],: ] = 1 = 1
7 A ch(sh™'x) " /1+sh?(sh~Tx) V1422
e 5 5 1y 1 i
- . - . [ =
o A B — [ch™'] Seh Ty Ve
‘ EII [thfl}/ _ 1 _ _1
[ch’1 es la inversa de ch en [0,0) (debe ser inyectiva)]. i - lfthz(thfl x) 1—x2
@ fy=33; 9y=2-12; h)y=14x—13; k) y= 3l&

\ N ‘
X —10] 3 1.0
- ~05|
r l\_ ‘I 2I
[ I I 1 1 - )
-5,0 -25 25 5,0 -5 0

| N

T T 1
20 \zs 20

) . . harctan( lh)—O ) 1 x , .
gr(l) f(x) =0 (0xacot) = f continua. hgrgi+:hgrgiarctan(sen h) =+ = f'(0) no existe.
o c0s2x
! _ 1 1 X COSX 57‘[
f'(x) =arctan( ) +x 1+Senlx =arctan () — enteig St x#0. Como sen3f=1y cos ¥
sen<x
2
f(3E)=Farctan1 =L, f’(%") =2 = recta tangente: y = 2% 4+ Z (x—3Z) , es decir,
Derivando implicitamente: 8x+18yy' =0,y ——— :—— — y=2x — 40x* =40, x==+1.

Los puntos pedidos son ’ (1,2) ‘ y ’ (—1,-2) ‘

[Més largo es derivar explicitamente las funciones y==+ % V10—x2 ] .

e
&




Pasa por (1,1) y su pendiente en 1 hadeser 1: gigillzl S y=x"—x+1.

La elipse %4-%2 =1 debe pasar por (4,2) y la pendiente de su tangente en el punto debe ser —2 :

a
/- E y:é az,xzﬁgzé«/lﬂ,m 2
N N

2x 2y ¥ 9 b 3 5
a2 a? 257a 5

2
Derivando implicitamente: 4y3y —8xyy' —4y>4+2=0, y' = 2y -1 —lg 7 . Tangente: y=2+1 g(x—1), y:% .

2y(y2—2x)

Ecuacién de la recta tangenteen x =a: y= é — a% = fa% + % . N

Corta y:)l( siysélosi x> —2ax+a>=(x—a)>=0,

es decir,si x=a, yz%.

[ —1+44/x,x€(0,4]
g(x)—{ 1—4/x,x€ (—o0,0)U[4,00)

—4/x*, x€(0,4) 3
! _ ) )
CRT Prbadug A
1
Rectas tangentes: y=x+5, y=—x+3. Corte: (—1,4). E——T 2\4/

flx) = IC_T_J;S;SXX f'(0) =1 . Recta pedida: y =3+ 1 s(x—4)=1+73.

Ecuacién de la recta tangente en x=a: y=2a(x—a)=2ax—a>. FEIN7
i) deber ser: 9 = 8a —a® = a=4++/7; sélo vale ~ 1.35. &
i) —9=8a—da* > a=9, tinica que vale. 7

(sobre las otra dos rectas tangentes el /
cohete retrocederia en sentido opuesto " ) R

19] | f()=(@-3)e | Fla)=—(a-3)(a+1)e . \ N

Recta tangenteen x =a: y=(a®> —3)e % —(a—3)(a+1)e %(x—a).

Pasa por (1,0) si a® —2a*—a=0 = ’ a=0, azl:tﬁ‘
[f(0)==3,f(-1)=~2¢,f(3) = 3’f—>0 f el

[dos tangentes casi no se
distinguen en el dibujo]

20| cosx =senx < x = £ +kx. Pendientes de las tangentes en x = Z :
3 g Z

d _ 1 d _ 1 COSX
asenx|x:ﬂ/4 = ﬁ . ECOSX‘X=7[/4 = —ﬁ .

) 1 3\ /i>n/4<\n‘“
Angulo que forman: 2¢ = 2arctan 5= arctan2v/2 [~ 1.23rad ~ 70.53°]. se \
[Andlogamente en —% , y en los demds puntos por periodicidad].

f(x) =3+x3(x—3)*| f continua, derivable, f(0)=f(3)=3 y el cerode f’ es consecuencia del teorema de Rolle.
Directamente: f'(x) =x*(x—3)3(9x—15)=0 — x=3€(0,3).

Queremos hacer pequefio |f(x)—f(y)| con x,y€1, independientemente del x e y elegidos. Aplicando el TVM a f
(derivable y, por tanto, continua) en el intervalo [x,y] (o al [y,x] si x>y), tenemos que Jc € (x,y) tal que

fO)=f&x) =F(©)y—x) = [f(x)—f)] =
Por tanto, Ve 36 = 7 tal que |f(x) — f(y)| <€ si [x—y| <& Vx,yel.

(= 7)‘ :Tf

=|f(c)|lx—y| < M|x—y|, con M=sup|f’| en I, que existe por ser f’ acotada.

. -1 2_
En particular, para f(x) = (1+x%)" ", f'(x) = — (15;):2)2 , f(x) = ﬁ =M=

23 ’ flx)= x+2c0sx‘ continua en el intervalo cerrado [0, 1] = el minimo existe.

Como f'(x)=1-2senx s6lo se anulaen [0,1] para x=% yes f/(x)>0en [0,Z) y f'(x)<0 en (£,1],
el valor minimo se alcanzard en uno de los extremos del intervalo [x_ Z valor mdximo|. Serd:
(0)= <f (1)=1+2cos 1, pues cosl>cos§:% [0 porque veremos que cos 1 = 17%+~ > % }

f/(x)>1-2sen$ >0 si x€[—4,4] = existe f~'. Como f~!(2)=0 [es f(0)=2]: (f’l)’(Z):ﬁ:m.




2) f(x):{x+2005x,x6[0,7r/2] ’ f'(x):{ 1—2senx,x€[0,7/2) No ﬂf’(%) f,<%):0_

x—2cosx, x€[mw/2, 7] 14+2senx, x€ (/2,7
f0)=2, f(m)=n+2, f(§)=%, f(£)=Z++/3.Minimoen % y méximoen 7.

xe*/(14x)2, x<0
b) g'(x)= {( N6t /(14x)2, x<0

g(07)=2,¢'(07) =0 = noes derivableen x=0.

g (x)#0 en [—4,1]—{0}. g decreceen [—1,0] y crece en [0, 1] = x =0 es el minimo.

g(—%):Ze’1/2< %el/“:g(%) & e3/4:1+%+--~>% = mdximo en x = % .

¢) domh=[—1,1] enel que A es continua = 3 mdx y min. #'(x)= \/1172 el = Vxe(—1,1).

H(x)=0 = (2—x)>=3(1—x%) — x=1 . Los valores extremos se pueden tomar en:

h(1)=2~033, h(3)=2+3log3~1.23, h(—1)=—%++/3log3 ~ 1.57. Médximo en 1 y mfnimo en —1.

42 _ _ _ .
f(x):\4x—3\—x2:{ x*+4x—-3, x>3/4 f’(x):{4 2x, x>3/4 f/(x)ZO: x=2 [Valgn,estanen

—x2—4x+3, x<3/4° —4-2x, x<3/4° x= —2  los intervalos].

Extremos intervalo: f(—3) = 6 f3)= Valor mdximo
Candidatos: Puntos sin derlvada fi )_ = B 5
Puntos con f/=0: f(2)=1, f(-2)=7 Valor minimo | — %

F(0)=3, f( y=-1 Bogmo existe al menos un x con f(x)=0 [tnico pues /' <0 en (O,%)] R TN TR B (SRS SRE

[Sepuedecalcular: X2 Ax4+3=0—ox=-2++7 y O<72+\ﬁ<% pues 2<\ﬁ<§(:>4<7<%].

[26] | f(x) = darctanx— -2, f/(x) = 15 —20= 2002

1+x2

= crece en (—oo, 1] y decrece en [1,00) . Médximo f(1)=|7w—3|.

El minimo es f(0 , pues f 4—”75 >4-5=—-1.

. Bol
f continua, f(0 )<O, f(1)>0"=" f se anula. 1 vez por ser estrictamente creciente.

i) x—4+%=ﬂ20 si x>0. ii) f(x)=x+1%, f’(x):l—;, f decrece en (0,2), f(2)=4 y crece en (4,00).

28| | f(x)= arctan % a] Si x#3 seguro que f es continua y derivable (composicién de funciones C*).

l1m+f— T [“arctan(e0)”], lim f=—% [“arctan(—e)”] = f discontinua en x=3 = f no derivable en x=3.
x—3 x—37

b] lim flx)= arctan():@. ¢l f(x)#0Vx pues =5 750 [f(1)=—Zy f(5)=Z, pero no se puede usar Bolzano).

el Si x#3, f'(x)= 1+24((x_33))72 = (x—3)22+4 <0

g F(5)=/4
UE = mmmm .~ 7w = 24

[Excepcionalmente se puede hallar f~!: y —arctanx 3 X= 3—|—mm = fl(x) =3280 o (f*l)/(%) = =2 4].

senx senZx lx= 77:/4

en[4,00) . . . . .
[:> f estrictamente decreciente = f inyectiva = existe f!.

@ ’f =x*>—cosx— xsenx‘ par. lim=-co. f(0)=—1. f(2)>0. f'(x)=x(2—cosx) <0 si x<0 ysi x>0 es f'>0.

Tiene sélo dos ceros no calculables exactamente en dos puntos +c [uno en (0,2) y el otro el simétrico].

olzano

30 a)’f(x):esem‘fxfl‘.f(j =e—3-1>0, f(mr)=—m<0 yfcontinuaBé se anula al menos una vez.

Como ademis f’(x) = cosxe™™—1 <0 en (5,7) (cosx es negativo y la exponencial es positiva),

f es estrictamente decreciente en [%, 7| y, por tanto, se anula exactamente una vez.

b) [g(x)=e ™ +3x| g (x)=—e*+3=0 si x=—1log3. Antes g decrece y luego crece.
g(—2)=e>—6> % —6>0, g(0)=1>0 (el teorema de Bolzano, solo, no nos dice nada).

Como g(—log3)=3(1—1og3)<0 6 g(—1)=e—3<0 (por ser e<3), la funcién se anula
exactamente 2 veces en el intervalo [un cero estd en (—2,—log3) y otroen (—1,0)].

_(_ 1) — V=172 31 2y-3/2 _ x(2=x) f decrece en (—1,0]
domf=(—1,1). f/(x)=2x(1—x2) 124 3(1-x2) A = crees en [O.1)
[No era necesario derivar. En [0, 1) claramente el numerador crece y el denominador decrece, y f es par].
f continua en [5, 5] = toma todos los valores comprend1d0s entre f ( )= % yf (%) = % . En particular

dece (5 , 5) en el que toma el valor 2 Z (es 50 < § < E ) Al ser f creciente en ese intervalo, ¢ es Unico.

[Podemos hallar el c: f(c) =3 = 9c*+4c2—4=0, 2 = == = 1\/2V/10-21.




7 - 1 -3 =515
P()=r 43 -7 2124100430 | 3 5 0 ‘16716 e s
O(x)=x>—3x2—5x+ 15 6 —2 —36 10 10 s s
—6 18 30 —90 S
N s 3 018
fers]e — g 2o o
Lo 30‘11(3)7:;6 25 =X 0—6=(x43) (¥ -2) L= (x-3)(x*~5) aojo
3 -2 21 Cs e e
-3 0 15 f3| -3 0 6 ’RafCCSdGPZ—37ﬁ7—ﬁ’\@’_\@‘
722 706 71100 [T 0 20 /
-6 0 30 0 a 0jo ’RalcesdeQ:3,f’_\@‘

PXQ‘I 3 -7 =21 10 30

P _ O433 -2 42
L1 3 7 a1 10 30 ]P><Q:x8—21x6+153x4—455x2+450\ 5= = 2 pox 16+
-3 |-3 -9 21 63 -30 -9 = (2 =3)(x®=2)(x>—5)? Ya tenfamos una expresién mucho més fea:
=5 |73 -1 35 105 =50 ~150 (lo que simplificarfa el célculo) Q = x2+6x—|—16—|—42(x =) |
15 | 15 45 —105 —315 150 450

’ 33 ‘ ’ P=2x43x*+4x

2 3 4 6 2 3 |5 6 6 6 1 5 6 6 6 1 1 36 11 36 1 36 11 36
x5 10 15 20 30 10 15 2 3 x11 55 66 66 66 11 5 _114 1 0 -1 "
10 12 12 12 -2 _55 180 -55 —180 T 3% 0 36
3 8 18 8 15 114 11 114 1 36 0 36
x5 15 40 90 40 75 X 11 —1254 121 1254 121 0 0 o
-15 -18 -18 -18 -3 1254 114x36 1254 114x36
22 72 22 72 * 0 * * =114x36+121

med (P,P')=x*+1 = =+i rafz miltiple = P(x)= (x 2+1) Q(x) . A simple vista o dividiendo: 0=2x+73.

. . s . .3 [Como x=—1 es raiz facil de P’
Las 5 raices son: | 41, —1,+1,—i,—3|. y no de P se podrian hacer atajos].

, PP=2[5x*+6x +6x2 +6x+1], R =11x+36x>+11x436, Ro=x*+1, R3=0.

0
36

1

le| < \an\ [aolle|™™ +|a|lc|*™+ -+ |an—1]] . Si|c| =1, |e] < ‘a | [lao|+ -+ +lan-1]], ysi |c| <1 estd claro.

P =3x"42x—8 — P(x) = x*+x*>—8x+C.
Recta tangente en x=0: y=C—8x pasa por (1,—1) — C=7.

0 6 2 raices positivas [+ + — +]

32 :
’P(x) =x +x"—8x+7 ‘ tiene y 1 negativa [— + +-+].

P'(x) = (3x—4)(x+2) = el minimo de P estd en x:% . P(%) =13>0.

P tiene solo 1 raiz (negativa; estd entre —4 y —3, pues P(—4)=—9, P(=3)=13). I I . \ -

36| a) ’ P(x) = 30— 4x—1 ‘ Descartes: — — — — — no hay raices reales en (—o0,0).
max{1,%[1+1+1]} — raices con |x| <1 — no hay raices reales en (1,0).

O como P'=9x>—2x+1>0 (crece) y P(1)=2-" [Hay I raizen (0,1)].

+ — 4+ —0 — 16 37? raices reales en (—o,0).

+ + + + 0 — no hay raices reales en (0,00) — no las hay en (0,1).
Pero es muy facil de resolver: raices 0, —1, +i.

+00 — — — 1 negativa. P(—3)>0, P(—2)<0. Estden (—3,-2).
+00+ — — 1 positiva. P(0)<0, P(1)>0. Estien (0,1).

b) ’ P(x) = x*4-x3 42 er‘

0)| P(x) = x*+8x—1|

— — — sinrafcesen (—,0).

—2548y3 -6
d)’P(x)—2x +8x°+5x 6‘ 4 4 ++ — hay 1 en (0,00).

[Sin Descartes: P(0)<0, P oy P'>0Vx]
x—e0

~

El dominio de f es (—1,00).La grificade log(x+1) es la del logaritmo trasladada
uno hacia la izquierda. log(x+1)—1 es la anterior, llevada 1 hacia abajo. El | - |

refleja hacia arriba la parte de la dltima gréafica que queda por debajo del eje x. R e

[log(x+1)—1]< 1 & —1<log(x+1)—1<1 < 0<log(x+1)<2 >

e
& l<xtl<e? & [0<x<e’—1]. : Ao
e creciente -l

SN Tt




a] g(—2)=4. g'(x) :2x—x+i3, g'(—2)=-22. Recta tangente: y =4—12(x+2),

6|y=—-20—12x]|.

2(x+4)(x—1) <0 en (—3,1) g decrece estrictamente en (—3 1]

/ _ 1 _

bl £'() = =755 >0 en (1,0) g crece estrictamente en [1, ) g'(x) =2+ (x4-3)2 >0 v
. _ Lo 810g(x+3) 8log x+3 o

o xilinyg(x)g:m > XILN, _Xlﬁm x(x+3) =0=x [1 ]xjw - [ X 1]'

d] g(0)=—8log3 <0, g(5)=25-24log2>0 (es log2<1< 2 )y g continua en [0,5]

= existe algiin ¢€(0,5) tal que g(c)=0 (teorema de Bolzano).

Alavista de b], ¢c]y d], g se anula exactamente 2 veces en su dominio (—3,c0).

A

3x| a] Definidasi 48>0 & x¥>—8 <= x>-2 = | domg=(-2,%)].

x3 creciente

= 4log(x*+8) —

139 [&(

b] Como es continua en todo el dominio, lo es en particular en [0, 2] y existirdn ambos valores extremos.
/ 1222 _30=2)(P=2x—d)  3x ) (x=2) ()
g x)= x3+8 3= 48 x3+8 ’

—2,x_] yen [2,x4]
s >3 g creceen (—2, ,
con Vs €(=2,-1) g decrece en [x_,2] yen [xi,o)

A —4?48
3 B+8

Valor maximo =g(0)=12log2.

ﬁ
4

{
)
‘>< e

Como g decrece en [0,2]: Valor minimo =g(2) =16log2—6.

[Sin usar el decrecimiento, era fécil ver cudl era mayor: g(0)>g(2) < 4log2<6, claro, pues 2<e].

=3 zl=ee] oo
xX—yo0

Se anula 1 vez en [0,), ya que decrece hasta el valor minimo g(2)>0 [pues log2>loge'/2> 3],

4log( $48) L — lm 12

Li 120
X—yoo x+8x~

[4log x+8)
X—yo0 $34+8

c] lim —= s =0=x
X—r00

luego crece hasta g(x4)>0 y decrece estrictamente hacia —eo, y asi habrd un dnico corte en [x,o0).

[40]

>0
(xf 1)(2x%+2x+3)
X3

dom g= (=e,0)U(1,) . 1

>0 =

a) 234x—3
x3

log?2| g o
— log2. —oo | log(+0) |. — oo | logeo |. v
8(x) =2 log2. g(x) —» —eo [log(+0)]. g(x) —» e [log~] / i
0 :
N 2540/ 9_2x crece en (—e0,0) y (1, %} B — 3 a9
b) £'(x)= 2455 X2 4243) y decrece en [3,) . {
Valor méximo g(3)=log %33 . Valor minimo g(3)=log2<g(6).

¢) Viendo la grifica: g estrictamente creciente en (1,3], g — ey g(3)>0 = 1 tinico ceroen (1,3).
x—1

gx)=0 < 2+§ - x% =1 < P(x)=x>+x—3 =0 también implica dnico corte pues P'(x)=3x>+1 =
P creciente, P(1)=—1, P(2)=7 = tnico cerode P en (1,2) (dentro del dominio).
) =@ | im S L 2
F1(x)=(3+3x2—2x3) > continua, f/(1)=4e?, f'(2)=—e> PO 1) en algiin ce (1,2).
f'=0 & P(x)=34+3x>-2x=0. P'=6x(x—1)
= P crece en [0, 1] y decrece en el resto;
P(0)=3, P(1)=4, P(2)=-1

= Pseanulaséloenel ce(1,2).

Con f(0)=1 y los calculos anteriores, la grifica de f es mas 0o menos /. f(x)=1 exactamente en 2 puntos.

o e ) s h(2) = | 1572 .

a]“nzwﬁ

b] i) Existen seguro los valores extremos porque 4 es continua en el intervalo cerrado.
h crece en (—eo,2]

!/
W (x)= h decrece en [2,0)
El minimo serd A(0)=1 o h(3)= 2—3 .Como e<3, es mayor A(3). Valor minimo =/(0)= m

—(x—2)(x? —x+1) = Valor maximo =g(2)=|15¢2]|.

ii) En [0,00) pueden no existir los valores extremos. Por el crecimiento, #(2) sigue siendo el valor maximo.

2
lim A(x) = 1im 23 = 1im &= jim ? =0 = el minimo no existe [ 0 es el infimo, pero no se alcanza].
X—ro0 X—yoo X—boo
c] h continua en todo R, lim i(x) = —oo y h(2) médximo absoluto = imh =| (—oo,15¢ 2]
X—r—00

,Do>c,o




M a)|y=3x*—4x* | y=12x%*(x—1), y(1

y(=1)=7, y(})=0, y(2)=16.

! " 202 —6x

)=—1, y"=12x(3—2x), y

_ X o 1=x
b) y*ﬁ y7(1+x2)2’

impar. y(1) = 1. ¥(2)

X244
(4—x2)2 *

X _
4-x2

/N

c)

y= Impar. y' =

y—>0 y — Foo.
x—2+F

Yy

Y= ) 4 e
g 04
Z

2x(x>+12)

J

(4=22)%

Dly=54=1-5 . y— oo,

=2

x2-9 x2-9 "

x—3%

.y=0si x=42.

-3ls

—10x

Par. y/ = —r

(2

x+3
J|

x+3
2

/

x+3

e) = ]

)7::

/ |x]

Y = apn

Vx+3,x>0

Vx+3,x<0

x+3
2

y=x

=

)| y=x3v4—x2 | impar. D=[-2,2].

452 (3—x2)

%
VAa—x2 x—2-

h) | y=3x%3+2x | = x?/3 (3+2x1/3)

y’:2[x_1/3—|— x—0%
Y(=1)=0, y(~1)=1.y"=—3x

i) periodo 7, sin picos
i) asintotas en k7.
) seno en grados

f(90):1,f’(0)751-

/ —

X—>Hoo
—

—4/3

n)

1/2x+6

2 (P +12x+24) , —6+2+/3 inflexion.

¥(0)
—oo. y(1)=

1]™— oo y decrece en (—1,0) y crece en el resto.

Sumando las gréficas de

-3

[

X3

¥(2)=0.

V3; 3(v3)=3V3.

Foo. y20&x>—

)

/ 5 2 R o !

El seno, 2 a la derecha y 3 veces mds alta.

siempre M.

1+tan|x|
44
34
24

JUA

-14 X

Zpd

X

7 yde =secx (pary con asintotas en 5 k7 ):

Cosx

o] e

Cortaen k. En §+k7r toca :I:l .
/
y pry

COoSx
X

m*0 si tanx=x.

ot




mas 43| p)

y = sen(tanx)

i 1—x
. - 051 s qQ) par
impar y w-periddica A 12
dom = {x# F +4) 17 7 S 0T 2%
[oscila infinitas veces Loos = y’ = \x\(lixxz) , y’((ﬁ) =-2
en las cercanfasdecada  ffl/ Wi/ | W/ W/ 2 0Z06======== wed
uno de esos puntos]. 1 -
0y=507 | V=552 <0.
1) par. Gréfica de e * reflejada. 21 (26 1)2 o \1?
— 4oo, y—0, y — —1. | 2
> ar. v = _zxe,XZ x——In2% X—»oo X——o00 ! L
s)|y=e™* par.y = B z . | . —In2!
y”:(4x2—2x)efx . -2 -1 0 1 2 302 T [ 2 3

! 2x—
— oo, —00 , oo,
y=3.y fuvAnet Suvamiell Sueol

y=0 si X2—x=1, x:%[li\[].

v) | y=xlog|x—2| |. dom=R—{2}. )

Y e [2x (=), y oy koo [(ee)xeo].

¥(0)=y(1)=y(3)=0, —y(=2)=y(4) =4log2~2.8
[Segitin Rolle hay al menos un cero de X’ en (0,1)].

I _x—4
k—2)*

y'=0 en cortes de log|x—2| y 5*~

Y =loglx=2|+ 555 y
Y (0)=log2, y'(1)=~1

[Newton para y' con xo = 0.5: x|

Cercade x=2 no se anula k' pues k' — o si x — 2%, k'(3)=

. x=4 inflexién, x <4 céncava, x >4 convexa.

=0.546370 , x,=0.545267 =x3=x4=-- ].

= mdximo en c€ (0,1)

3 y k' decreceen (2,3).

. —a_ 1 oo GHX o, a>0

[44] o) [y = 14ar oot | par Dy=S+5] e S Tl
y =2ax+4x3=0 si x=0,+1/—a/2 . y/:_ziérx, //:23‘1%5.
y'=2a+12x> =0 si x> = £,/—a/6 . y(=2a)=—1. y(-3a)=—2.

y=0 si x:l[—ai\/cﬂ] .
( —a/6)—1—36a

Cortaeleje x en x=—a.

Para a=0 es vieja conocida.

a=0-1,2,-3
a<0 a=0
1
-a -3a_-2a
-2a -3a -a
\ \ a>0
Por semejanza de tridngulos 5 = ﬁ = % y sabemos que d’' =1.

3 A IO VI 12 .

/4 Por tanto: 3= X =<z m/s velocidad del extremo de la sombra.
l d x5 ] s'=x'—d' =| 5 |m/s velocidad a la que crece la sombra.
. de __ dOdx _ 1/100 _ 200

¥ O =arctan o5 5 g = G — 1+(x2/1002) 2= 10000-+2 "ad/s.

X
_ 2 _ L (menor que antes, de hecho,
5 100 x=10 —| 157 |rad/s. x=100 — | 155 |rad/s 0’ méxima si x—0).

t=0 al salir el segundo tren. x(¢)= (%th) 100 =4 120 km (12 min = % h).

y(t)=50¢ =5 50km. z(r)=

z
y
PR — 7| = L2y — | 1450 | g/,
[e(6) 12+ (7] < |r:1 221y 120,550 13 o)

X

S'(r) = 87r’ — §'(10) =| 1607 cm?/s | ~ 502.65 cm?/s .

V/(r) = 4mr*r = 8007 cm’/s |~ 2513.27 cm’/s .



x%—i—x%:—a(xl—i—xz) —2a+4=a’-2a+4(>0Va), que es minimo para .
=—a

A(x) = arctanx +arctan(1—x) , x€[0,1] . A'(x) = ﬁ - 1+<;71)2 = [1”2];1;2&71)2] .

A crece hasta x = % y decrece después — Améx:A(%) = 2arctan% . Amin=A(0) =A(1)=7% .
bl = 1= b <124 =2+ (1= o) = 22 =2+ 1 = £(x)
Hallando los extremos de f(x) en |x|<1: f'(x) = { 4x—2,x>0
=1 4x+2,x<0
f(i%) :% , f(£1)=1 (extremos), f(0)=1 (no derivable).
Minimos en (£3,=1), méximos en (£1,0), (0,21). [Puntos de la grifica mds CIZEZ?II;(S)S al origen|.

D(x) =d[(x,1-3x),(2, 1)]2 =10x>—4dx+4. D'(x)=0 — x= % . Punto mds cercano: (1 %) -
O bien: la perpendicular a la recta que pasa por (2,1) es: y=1+ 5 (x 2)= ”l

Y ambas rectas se cortan si: x+1=3—-9x, x= % , COmo antes.

No hay evidentemente punto mas lejano.

La distancia de (1, 3) a un punto de la pardbola (x,x?) es (=1’ +(2=3)%.
Minimizamos su cuadrado: D = x? *er +x f§x2+ == =xt— gx —x+2 16

Como D' =4x>—3x—1=(x—1)(2x+1)?, D decrece hasta x=1 y luego crece.

El punto buscado es, pues, el (1,1). [A distancia v/5 /4].

La distancia al cuadrado desde el punto ( % ,O) aun punto (x,y) de cualquiera
de las dos ramas de la hipérbola es D(x)= (x—f) +(14+x%). D'(x)=4x—3.

Por tanto, el minimo de D se toma si x= 3 (antes D decrece y después crece).

DIy G-

Al | Bl

Los puntos mds cercanos son, pues, (%

(x—1)24-4y> =25, (5;;22(}6;721)2:1 [elipse centrada %—k;‘—z:l,unaunidadhaciala derecha].
)= 1\/24+2x x2. dom={x:x*—2x—24<0} =
=L 0 (0 = oo £(47)167) =
f(=4)=f(6)=0, f(=3)=f(5)=%3 . f(-2)=f(4)==2].

Tangente: 2x+8yy' —2=0, y'(4)= 14;;( |

[Con técnicas de funciones: f(x

w2

_ X

3 7 3
="%- y=2-3(-4). |y=1-F|.

& _7_ 3 84 224

3- 2 8 X=m YT

o e . . . !
O minimizando la distancia al cuadrado a (x, %7 %") : [73 22yt 49] =Bx-2—-0~

El punto mds cercano pertenece también a la perpendicular por (0,0): y

(TR

)

=3n*3

Para la elipse sea a € (—4,6) general. D(x) =d[(x,y),(a,0)] = [x*—2ax+a® — % + 3 +6] 2 , con x€[—4,6].
Minimizamos P(x)=3x’—(2a—})x+a*+6: P'(x)=3x—(2a—1)=0 — x —4“3—” . D(—4)=a+4, D(6)=6—a.

i) Si a=4, x*=5. Como D(5):§ <2=D(6) — (5,%£3) puntos mds cercanos y | (—4,0) | punto mds lejano (es D=38).

ii) Para a=5, x*= % > 6 punto que no estd en [0,6] . Las distancias extremas se dan en los extremos.

3% = 214205 —x* — y=+,/2420=¢ Definida si xe[~1,3].
YV=0—-x=v5~171.y(5) ~+3.94. y2)=+/15.

Méximos y minimos de: D(x) = (d[(x,y), (O,O)])2 = It a2+ 247, \N

D(x)=0—-x=2,D(2)=19. D(—1)=1, D(3) =9.
Minimo de D si x=—1 [punto (—1,0) | y mdximo si x=2 [puntos (2,£v15)].

y en (xp,00) 0 y xp minimos

@ a) ’ P(x) =3x*—3x+1 ‘ Sin raices negativas; 0 6 2 positivas. -
P(0)=P(1)=1, P(3) = —7 = raices x; €(0,3), x2€(3,1).
b) Cuadrado de la distancia de (x,x*) a (0,1): d(x) =x0—2x+x>+1.
d'(x) = 26(3x* —3x+1) = d crece en (0,x7) o M maximo local
\/

Ademis: d(0)=d(1)=1 => d(x;) <1 = minimo enx, (aladerechade x=7 ).



Rectatangenteen x=a: y=¢ ?—e “(x—a) =e “(a+1—x). \\
Area del tridngulo limitado por la tangente: A(a) = Je ¢(1+a)>. .
A'(a) = e 9(14a)(1—a) = 0 = es mdxima A(a ) sia=1.

El punto Pesel (1,e™!) y el drea maximaes A(1)=2e~

Superficie del cono: S = nr? + nrg = wr? + wrVh2 4+ 12 = h* = §5=28~ 2’" . S=nr? +7urg
Volumen del cono: V = 37rr2h* \fr\/S 27t re ( A/ Sn ) . N
Méximo de v(r) = Sr* —2mr* [V (r)=2r(S—4nr?)] si r* = % = h=2V2r (g=3r).

§(0)=-3(r-2). ¢"(x) = ~6(x-2) . 5(0) =9 8(2) =1, (3)=0. ’

Recta tangente en (a,g(a)) : y=1—(a—2)>—3(a—2)*(x—a) .

Corta x=0 en y(a)=1—(a—2)*+3a(a—2)> =24’ 6a>+9.

y'(a) = 6a(a—2) — y(0)=9, y(2)=1. El otro extremo: y(3)=9. 1

Punto de corte més bajo en y=1. Punto de corte més alto en y=9. ] 7 3

. \
Area del rectdngulo: A(x) = xf(x) = —= <
Bt
f(x)
/ __ 8- _ £t _ L
Al(x) = BT = x=2 méaximo local. Ay = 7 ™

Llamemos s =sent, ¢ =cos0. . y:h+vst—%gt2=0 cuando

t= % [vs-++/v2s2+2gh | . En ese tiempo recorre la distancia horizontal:

vet = V—z[sc+cx/s2+k] = gD(a) , siendo k = & .

8
V2+k \/ 2v2+2g

_2_2 2 _ 2, s=283—ks _ _
D'(o) =c*—s —s\f—i—£—1—25+%—0—>s— (a<%, a=%si h=
En nuestro caso k= 24 , senQ = 2‘\; coso = \‘? y distancia maxima == 15.83 (mala marca).

0).

63| [P(x)= ¥ +x19 0 raices positivas [+ + +] O bien, P'=5x*+1>0Vx =
_ y 1 negativa [— — +]. P crecey P(0)=9>0. i
( 2)=—15<0,P(—1)=7>0 = raizen (-2,—1).

-3)
( %) ‘llgé}‘<0:> raiz en (—1.5,—1.25).

% <0 = raizen (—2,—%) .

25

Newton, xg =1
-2.166666667
-1.798687494
-1.580715049
-1.504679605
-1.496507442
-1.496420671
-1.496420661
-1.496420661

64] a) |P(r)=+x-17| P/(x)=32+1. R=-3, S=-459, A=—7807.

= 1[40 323000 P4 1[40 - 3/23421 1" ~ 2441759906 .

b) | Q(x)=20' -7 +1| R=49, §=-578, A=1264. ¢ =arccos (1) ~0.5687671924.

x123= 14T cos 27 ~ 3.458190776, -0.359911979, 0.401721203 . Q' =2x(3x—7) .

o [Re) =160 122 41| R=2%.32, 5=27.3%, A=0. {/%:12, xg=1 x=—

PN

R'(x)=24x(2x—1). R(x)=(4x+1)(2x—1)2.
342 2
253+17 b) X1 :4g;%j'f2x"' ©) Xut1 :%'
2 T bl =320 xo=-—1 xo=1 xp=3 xo=1
xo=2 —0.600000000 0.500000000 3.666666667 0.6250000000
2.538461538 -0.415151515 0.409090909 3.479797979 0.4000000000
Newton: 2445218053 ~0.364092896 0.401773642 3.458460630 0.2875000000
2.441764541 —0.359939199 0.401721206 3.458190819 0.2532608696
2441759911 ~0.359911980 0.401721203 3.458190776 0.2500279903
2.441759911 -0.359911979 0.401721203 3.458190776 0.2500000020
-0.359911979 0.401721203 3.458190776 0.2500000000

Newton para la raiz doble de R(x) es lento:

-0.79167,-0.66374 ,—0.58860 ,—0.54652 ,—0.52392, - 0.51214,-0.50612 ,-0.50307 ,— 0.50154 ,— 0.50077 , - 0.50039, ...



06 2 positivas [+ — —+] P(0)=4,P(1)=—1,P(2)=8 =
y 1 negativa[- —++] 1 ceroen (0,1) y otroen (1,2).
33 —2x2 64 2(3x0—x2-2)

[65] @) |32 —6x+4=0]

Xpi1=Xp o7 —d,—6  — 92—4n—6 [El polinomio salié de hacer (3x—2)(x*>-2)].
b) [x*+4x2—1=0| x2=—2++/5 = raices reales: x = +/v/5 —2 ~ =+ 0.4858682712.
42— a4

Kt = T R, T A, (242)

5 3 _ ‘ [ejemplo de 3.3 o2t _ 220 +2x0—1)
c) ’x +2x°+x+2=0 Xptl =~ e et =

con 1 solo cero] 5x+6x2+1
a) xo=—1 ) xo=0 ) xo=2 b) xo=1 ©) xo=—1
—1.714285714  0.666666667  1.636363636 0.6666666668 —0.8333333334
—1.468716635  0.666666667  1.465730264 0.5170454542 —0.7815225876
—1.416532082  0.666666667  1.418133598 0.4870167392 —0.7772741546
—1.414218033  0.666666667  1.414239266 0.4858699125 —0.7772477715
—1.414213563  0.666666667  1.414213561 0.4858682718 —0.7772477705
—1.414213563  0.666666667  1.414213563 0.4858682718 —0.7772477705

x’-cos x-xsen x

d) ’ x2—cosx—xsenx=0 ‘ tenia 2 ceros simétricos (problema 17).

e) 2 ceros (simétricos) donde thx:% (<:) xshx—chx=0 en Newton).

1x

log x

f) |log|x|=x—1| x=1 es cero obvio y habrd otro en (—1,0). x,4| = %ﬂm .

d) xp=1 e) xo=1 Dxo=-03
1.261542710 1.238405844 igiiigﬁgggﬁ
1.221598632 1.200895253 02784473868
1.220469350 1.199679873 —0.2784645423
1.220468466 1.199678640 —0.2784645427
1.220468466 1.199678640 —0.2784645427

thx

— 0441 9,3 2 [ejemplo 5/ _ 3602 i"_ 2 = (' crece
66 ’Q(x)fo +8004+28x% 4+ 24x 43| FI @ =4[0r+6x7 +14x+6] . Q" =4[27x*+12x+14] > 0 Iy 0 convexal.
0'(-1)<0, Q'(0)>0 = tunicaraiz de Q' en (—1,0). 0 x0=0 0, x=0 0, x=-1
Inico minimo de O1. - —~0.1250000000 ~0.8181818182
[Unico minimo de Q1] _8'3?332;3% ~0.1495062077 —~0.7491230896
0(—1)=8, 0(—1)==2 0(0)=3 = 2 ceros de Q. 04367243366 —~0.1504705870 ~0.7386512584
| ] o dveT0e ~0.1504720765 ~0.7384169288
[En (=1,-3) y (= 3,0)]. T 04ser43066 ~0.1504720766 ~0.7384168121
O(-0.4567243066 ) A~ ~2.491220951 . 01504720766 ~0.7384168121
P =5(2x*—9x*+8x+1) [002+, 002 —]. 150
P(x) = 205 — 15°+ 2022 | ’ ,
’ (X) X X+ OX +5x+3 P//:10(4x3_9x+4) [002+7 17]. P
[002+,.103—] P" =30(4x2—3)=0, si x=4+/3/2.
P"(~2)<0, P"(—1)>0, P"(0)>0, P"(1)<0, P"(2)>0
= 3 cerosde P’:en (—2,—1),(0,1)y (1,2). :
xo=-2 x0=0 Xo=1
_1.743580744  0.4444444444 };ﬁi;ﬁ; / 5 T
~1.688625847 04974136147 i IR T
~1.686145622  0.4999933679 Hgg?jggg? [ P"=10(26—1)(2x" +x—4)].
~ 1686140662 0.5000000000 el o P xg=—3
- 1686140662 0.5000000000 o 00 Poxo——3 P xp=0 33750
' ' ' / ~2.62337662  —0.12500000 ~32124
P(=3)>0, P'(=2)<0, P'(=1)<0. P(0)>0. "3 7000073 011130725 ~32292
P'(1.186140662 ) ~8.93 >0 = ~2.45893558  —0.11114165 ~3.2047
2 cerosde P'zen (—3,-2) y (—1,0). ~245851150  —0.11114163 ~32258
: —245851133  —0.11114163 ~3.2256
P(-0.111141627 )~ 2.71 >0. Unico cero de P. —2.45851133

f=e—r] (=0 & Per=1). fl9)=e"-32, f/(x)=c"6r.

[Pe] = x2(3—x)e ™™, [3x%e ] =3x(2—x)e ™, [6xe™] = 6(1—x)e .

2 ceros de f”,3 de f’'y 2 dela f inicial en los intervalos del dibujo.
Para f: 1.857183860, 4.536403655 .

Para f': —0.4589622675, 0.9100075725, 3.733079029 .
Para f”: 0.2044814493, 2.833147892.

-1




1/3
_ X
Vx| Xnp1 =Xy — 5
Xn

{x,}=1,-2,4,-8,...

Se aleja del cero.

2 qo_ 1
X% | Xngl =Xp— 50 = 5% 8(x)=

{xn}: 17%)%7%3"'

Converge lentamente.

f)

Las raices dobles van mal. La derivada no esta acotada.

B

lf| = %e"ﬁ < %62/3 < 1 = contractivaen [0,2].
2

x€[0,2]
FUC-(f)) — x"=f(x).
[x* es el cero mas pequefio de la f del dltimo problema].
Aplicando f sucesivamente nos acercamos al x* tal que x* = EN
de forma mucho mads lenta que con Newton. Escribimos sélo algunas

iteraciones (la primera y los multiplos de 5 hasta que se estabiliza).

fx)=e"3| f'(x)=1e"/3 creciente. f(0)=1>0, f(2)=e*3~1.95<2.

xo=-—1
1.39561242
1.79950444
1.85205740
1.85671870
1.85714157
1.85718002
1.85718351
1.85718383
1.85718386
1.85718386




