4.4 Centros y focos de puntos poco degenerados

Consideremos primero el sistema analitico homogéneo con n impar:

[H] {X/ =A"(x, y) = anoX" + -+ dony”
y'=B"(X,y) = bnox" + -+ + bony"

Escrito en polares [c=co0s 8, s=senf, como en 4.3 ], adopta la forma:

(Pl {r =[cA"(c,s) + sB"(c, s)Ir" = M (6)r" L, dr _ Ma(®)
=[cB"(c,s)—sA"(c,s)]r"t = mp(6)r"t e T ma(@)
Suponemos que el denominador mu(0)=bpoc™*1+---—agns"*! no se anula para ningun

0 (por tanto, debe ser el producto bpoaon <0 y n impar). Sabemos por 4.3 que no existen
variedades que lleguen al origen con pendiente definida y por tanto [H] tiene un centro o
un foco en el origen. Como M, y m, son m-periédicas, estd claro que la r de las érbitas
tenderd a infinito con 6, sera funcién periédica de 6 o tenderd hacia 0 al tender 6 hacia
infinito, segln sea mayor, igual o menor que cero, respectivamente, la integral:

1>0

en los otros dos. Para precisar la estabilidad del foco no basta
precisar el signo de la integral. Es necesario conocer, ademas,
el signo de mu(6), o lo que es lo mismo, el signo de bpg 0 el de
Qon (si aph>0, 6 decrece con t, y crece si apn<0):

_ (™ Mn(0) <0
h =J—n/2 mn(6) do
[H] tendra entonces un centro en el segundo caso y un foco
Hagamos unas operaciones para facilitar el calculo de la integral. Observemos primero que
%mn =—CcsBl + CZBC + szAQ — csA; —B"s—A"c
=AY+ B)—c(cAy + SAT)—ATc—s(cBY + sBJ)— B"s = AD + BJ — (n+1)Mp
puesto que para cualquier polinomio homogéneo P(x, y) de grado n se cumple que:
XPx(x,y) + yPy(x,y) =nP(x, y)

Por tanto, si llamamos |Eq—1(X, ¥) EAQ(X, y)+ B}'}(x, y) |, se tiene:

mp /2 n+l |

_ 1 2 E —1(c,s) 1 w2 1 "2 g —1(c,s)
Il——f =0=1222 90 —m[lnlmnl]_ = 0= ”m—nde
—T1/2 /2

Olvidamos la constante positiva, hacemos el cambio de variable z=tan6 en esta ultima
integral, utilizamos para su denominador la notacién de la seccién anterior y definimos:

/2 -
IEJ E,;nzg(é')S) de J En— 1S-Z§) dz, Pni1(2)=B"(1,2)—zA"(1,2)

[Si no hay érbitas de [H] que llegue al origen con pendiente definida es Pn+1(2)#0 Vz].

Recopilando lo anterior se tiene el siguiente teorema:

Supongamos que Pp+1(2)#0 VZz . Entonces:
Si la integral I =0, el origen de [H] es un centro.
Si agp -1 >0, el origen de [H] es un foco estable.
Si agn I <0, el origen de [H] es un foco inestable.

Teor 1.

[Si el sistema es exacto se tiene I=0 y el origen es un centro, como debia ocurrir.
Y también debera anularse cuando, por ejemplo, A" sea impary B" paren y1.

Veamos la forma particular que adopta el teorema en el caso no lineal més sencillo: n=3.
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{ x'=ax3+bx2y+cxy?+dy3

Sea [H3] y' =ex3+fx2y+gxy2+hy3

, de<0. Para que tenga centro o foco debe ser:

P4(2)=—dz*+(h—c)z3+(g—b)Z2+(f—a)z+e#0 Vz [= de<O0].

En este caso la integral que informa sobre la estabilidad es:

I:J‘” (c+3h)z22 + 2(b+g)z+ (3a+f)

 ZaAH(h—O7+(g=b)22+ ((—a)z+e 92

Para hallar I debemos factorizar el denominador. Esto, en teoria, se puede hacer pues hay
féormulas para las raices de polinomios de cuarto orden, que son poco Utiles en la practica. En
esta seccién nos limitamos a calcular I en casos de factorizacién sencilla. Y para simplificar
expresiones vamos a suponer en los primeros que es d=—1 y e>0.

El primer caso facilmente resoluble aparece si |a=f|y |c=h|. Entonces:
P4(2)=z*+(g—b)z2+e=0 — 22——[b g£4/(9— b)2+4e]

Las cuatro raices de P4(z) han de ser complejas. Esto se da en dos casos que conducen a
las dos posibles factorizaciones diferentes del polinomio bicuadrado P4 .

Si g—b>24/e =25, el corchete es real y negativo y hay 4 raices imaginarias puras. Asi:
P4s(z)=[22+C][z°+D], C,D>0.

Como fmwdz=nﬂ y es ¥/CD=S, C+D=g—b — Y/C++D=+g—b+25,

o [Z2+CI[2%+D] VCB[/C+vD]
. (% 4cz?4+2(b+g)z+4a a+cS _
deducimos que I—J (724 Cli224 D] dz= 4n—sm = sg[I]=sg[a+cS]. (1)

Si —25<g—b<2S, z2 es complejo, las raices de P4 tienen parte real y entonces:
P4(2) =[2°+Az+C]|[z2—Az+C], 4C—A?=g—b+25>0, C=S.

Hz24+2Gz+F _ .. F+tHC . .y
Ahora es f (773 Azt ClL22—Az4C] dz= c/r' gue nos lleva a la misma condicién (1).

Si g—b=25S, es P4(z) =[22+C]°, C>0 y el valor de I=21T‘fs+3—fzS esta recogido en (1).

Y, por ultimo, si g—b<—2S, el denominador P4(z) posee raices reales.

<0 — foco E
Resumiendo, si a=f, c=h y g-b>—24/e elteorema 1 nos precisa: | c/e+a | =0 — centro
>0 — foco |

Ahora supongamos que | P4(2) = [z +Az+ C]2 , con 4C—A?>0. Debe ser entonces:

h—c=2A, g—b=A?+2C, f—a=2AC, e=C? =
A="2C, c=3[4(g—b)—(c—h)?] = 4C—A?2=3[8(g—b)—3(c—h)?]

y han de satisfacerse las siguientes relaciones entre los coeficientes:

f = a—[4(g—b)—(c—)?], e =gz[4(g—b)—(c—h)2]" |. (2)
Como es facil de calcular una integral de la forma fm ”ZZLG”’; dz = 411&'4-252 .
—oo [224AZ+C] [4C—A2]

8a+(bc+gc+3gh—5bh)—h(c—h)?
[8(g—b)—3(c—h)21*? '

Asi pues, si 8(g—b)>3(c—h)? y los coeficientes del sistema satisfacen las relaciones (2), se
concluye que el origen de [H3] es del tipo esquematizado a continuacion:

De lo anterior se deduce que: I=16mn

<0 — foco E
8a+ (bc+gc+3gh—5bh)—h(c—h)?| =0 — centro
>0 — foco |
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Veamos que dice el teorema 1 al aplicarlo al bien conocido caso n=1:

x’ = ax+by

V= cxtdy Y SON Py(2) =—bz2+ (d—a)z+c, Eg=a+d .

Entonces el sistema es lineal: {

Para que tenga centro o foco debe ser P2(2)#0Vz < (a—d)2+4bc<0[= bc<0]. Como

a+d _ 2n(a+d) —
I f —pr emzre 42 = —sg(b) = = sglbI)=—sgla+d] =

si a+d=0 el origen es un centro, si a+d <0 es foco estable, si a+d>0 es foco inestable.

(Resultado inmediato viendo los autovalores del sistema: A=5 [a+d:l: v (a— d)2+4bc])

— P4(2) =74+ 2522+ s2=[22+5]

’_ 3_ 2 _ 3
Ej 1. {x_2x Xys—y

y'=52x3+ 2x2%y + 2sxy?—y3

Este sistema posee un centro o un foco si s>0 . Para precisar su estabilidad podemos acudir
a las férmulas de los dos casos analizados. De cualquiera de ellas deducimos que:

0<s<2 — focol s=2 — centro s>2 —foco E
Integrando graficamente con el ordenador para los tres valores de m indicados abajo:

s=3
Ei 2 {x’:—xzy—3xy2—2y3 P4(2)=2[2z*+223+322+22+2] L4« v~ XN AN
Ve 1y =ax3 +ax2y+5xy2 +y3 =2[22+1][z2+2z+42]>0. N [/ ° \
NN
_ * 2z+1 X
Por tanto, 1—2£w[22+1][22+22+2]d 2f zz+1 22+2Z+2]dz— .

Y hay un centro en el origen, como también se observa en el dibujo
aproximado de la derecha, donde la isoclina de pendiente horizontal
y=mx con m Unico cero real de m3+5m2+4m+4 aparece en amairillo

y en rojo las de pendiente vertical: y=0, y_—— y=—X : '
Vo
[En la proxima seccion se trata el problema general de la factorizacién i NN
de polinomios P(z) = mz*+pz3+qz%2+rz+s y el calculo de integrales \ \: NN .
\ \ S ~ 7

delaforma I. Con esa seccién también se puede ver que este sistema
siempre tiene un centro si en vez del 4x3 aparece un término sx3 cuando s>7/8.Si s<7/8 hay
siempre variedades pasando por el origen, excepto si s=0 (con dos rectas de puntos crl'ticos)].

Ej 3.

! 3,2_ 5
{X X y+axtyt—y — Pg(2) =2z%+3[z+1]%> 0 para todo z.

y’ =3x° + 6x%y + 2x3y? + ax?y3

Tenemos que aps =—1 <0 y que I=J Ef:‘»(%zi) dz= J aPzz(;)l dz

Por el teorema 1 estd claro que si a>0 el origen es un foco inestable. Pero para discutir lo que
sucede si a<0, al no disponer de una expresién exacta de I (que es lo habitual), tenemos que
evaluar numéricamente las integraIeS'

f_ Pl dz ~1.7456 , j przy d2 % 1.0857

El cambio de estabilidad (el centro) se da, pues, aproximadamente para a~—1.615.
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Pasemos ya a considerar el sistema general y lo escribimos en polares:

/7 —_ AN n+1
[S] {x =A"(x, y)+ A (x, y) +

Y =B"(x,y)+ B, y) + - |
[P {r':Mnr”+Mn+1r”+1 + .-+, M=cAK(c, s)+sBk(c, s)
0’ =mpr" L+ mpp1r" + -+, me=cBX(c, s)—sAk(c,s) °

Suponiendo que m, no se anula [es decir que Pp+1(2)=B"(1,z)—zA"(1,2)#0 Vz, n impar]
y operando como en los centros lineales de 3.5:
_ Mnr+Mpi1r?+- _ My r+ MpMnt1—MnMn+1

dr _ 2 34...
le] g5 =R2(0)r“+R3(0)r°+---= Mp+Mpy1r+ — My m32

24

Desarrollando la solucién analitica r(8) con r(0)=r,: r(0)=u1(0)ro+ uz(e)rg + u3(6)r2+
Y haciendo 6=0: ro=u1(0)ro + u2(0)r2 + uz(0)r2 +--- = u1(0)=1, uk(0)=0 si k>1.
Sustituyendo r(0) en [e] se obtiene este sistema recursivo para el calculo de los ux(6):

u’1= Riui, ui(0)=1;

u,=Riuz+R2u?, uz(0)=0; uj=Rius+2Rauiuz+R3u3, u3(0)=0
El u; resulta ser mucho més complicado que la sencilla constante del caso no degenerado:

u1(6) = e%1®, con 51(6) = [ R1
Resolviendo las siguientes ecuaciones lineales:
u2(8) = u1(6)f§ u1R2, u3(6) = u(6) [y [U2R3+2u2Rz2],

se irfan obteniendo los ux en términos de primitivas (no calculables elementalmente).
Para ver si 0 es centro o foco debemos hallar, para ro pequefio, el signo de:

r(2m—r(0) = [u1(2m)—1]ro + u2(2m)r2 + us(2m)r3 + -
Y este signo lo da S1(2m) si es no nulo, es decir, el signo de la I del principio de la seccién.

Por tanto, el sistema se comporta como la aproximacion homogénea cuando [#0.

Lo dificil es ver lo que ocurre cuando I=0, saber si el centro se conserva o si pasa a ser un
foco estable o inestable (no hay un coeficiente de Lyapunov sencillo como el de 3.5).

Ej 1%, {x’= 2x3 —xy2—y3 [Sistema del ejemplo 1 con un término —9x*, para

y'=4x3+2x%y+4xy?—y3—9x* | el caso de centro de la aproximacién homogénea.

No sabemos si el origen seguira siendo centro o pasara a ser un foco.

[Para los otros valores de m>0 seria un foco del mismo caracter].

Aparece un nuevo punto critico (elemental) en (1,1):
F=(x—Y)(y2+2xy+2x2)=0 — y=x — 9x3(1—x)=0.

La aproximacién lineal en ese punto es

(5 -5 . _ 1 _ 5
M—(_16 _7) — essilla con A=15 —»(_2), A=-3 —»(8).
La inclinacién de los vectores propios sugiere que 0 se inestabiliza
al afiadir el nuevo término, y es lo que se observa numéricamente.
Las drbitas se alejan (lentamente) del origen.

No son los analizados en esta seccién todos los centros o focos degenerados, desde luego.
Ya hemos visto en 4.1 ejemplos (que deben estar asociados a ‘vectores propios multiples’
con A=0 que no hemos analizado) como el centro de la ecuacién exacta x”/+2x3=0.
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