1. Ecuaciones de primer orden

Este capitulo estad dedicado a las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden con la
variable despejada, es decir, a las ecuaciones

[e] y/(t)=f(t, y(t)), o como usualmente se escriben, [e]

[utilizaremos en la teoria la notacién y(t), intermedia entre las mas usuales y(x) 6 x(t),
pues la y siempre aparece como variable dependiente y la t como variable independiente].

Primero intentaremos resolver [e]. Esto se consigue en muy escasas ocasiones, incluso para
estas ecuaciones de primer orden, las mas sencillas de todas. En la seccién 1.1 hallaremos
la solucién de los pocos tipos de ecuaciones resolubles: separables, lineales, exactas y
otras que se pueden reducir a ellas mediante cambios de variable (homogéneas y’=f(y/t),
de la forma y’=f(at+by), de Bernouilli, de Riccati, factores integrantes...).

Dedicaremos el resto del capitulo a obtener informacién sobre las soluciones de [e] sin
necesidad de resolverla. Como cada una de ellas es una funcién y(t), el conjunto de las
soluciones de [e] describird una familia de curvas en el plano ty (una para cada constante
arbitraria C). Enla seccién 1.2 veremos como hacer un dibujo aproximado de estas curvas
a partir del ‘campo de direcciones’, conjunto de segmentos con pendiente proporcionada
por la f(t,y). Describiremos, en varios ejemplos, cémo dibujar este campo a través de las
llamadas ‘isoclinas’, cdémo hallar posibles rectas solucién y localizar los puntos de inflexién...,
e introduciremos el concepto de ‘curva integral’.

En la seccién 1.3 veremos la teoria de existencia y unicidad. Para un problema de valores
iniciales (es decir, para una ecuacién y un dato inicial dados):

y'=f(t,y)
[P] {}/(to)=)’o

el teorema de existencia y unicidad (TEyU) asegurara que si f y la parcial f, son con-
tinuas en un entorno del punto (to, Yo) habrd una Unica solucién y(t) de [P], definida al
menos en un pequefo intervalo que contiene a t, (graficamente, por ese punto pasara una
Unica curva solucién). Si la f no es tan regular, podria no haber solucién o existir mas de
una. Por ejemplo, y =0 e y =t3 son soluciones distintas de y’ = 3y%/3 que cumplen el
dato inicial y(0)=0 (f, no es continua en y=0). Mds complicado sera determinar si el
mdaximo intervalo en que dicha solucién estd definida es finito o infinito (prolongabilidad).
Es posible, incluso para ecuaciones con f suaves en todo el plano, que una solucién no
esté definida para todo t. Por ejemplo, la solucién Gnica de y’=y? con y(—1)=1, que es
y=—1/t, sélo estd definida en (—,0) [ y=—1/t define otra solucién distinta para (0,o)].

En 1.4 veremos que si f es buena la solucién de [P] se parecera siempre, cerca de t,, alade
los problemas obtenidos variando un poco el dato inicial y,. Pero no siempre las soluciones
con datos préximos siguen cerca de ella en todo (t,, ) [cuando lo hacen, la solucién de
[P] se dird estable, y asintoticamente estable si ademas la diferencia entre soluciones
tiende a 0 cuando t— o ]. Por ejemplo, las soluciones y=0 e y=y,et de y’=y, con y,
muy pequefio, que son muy préximas cerca de t=0, son muy distintas para grandes valores
de t. Al estudio de la estabilidad (en general complicado), en especial para las ecuaciones
lineales (para ellas es facil), estd dedicada principalmente la seccién.

La seccién 1.5 estudia las llamadas ecuaciones auténomas y’ = f(y) sobre las que es
posible conseguir muchisima informacién sin conocer su solucién: haremos facilmente su
dibujo aproximado hallando sus soluciones constantes y estudiando el signo de f(y), y de
él se deducirdn inmediatamente, por ejemplo, las propiedades asintéticas de sus soluciones
(para ecuaciones no auténomas, de un dibujo no se deduce la estabilidad). La seccién nos
dard, también, algunas ideas que se generalizaran en el estudio de los sistemas auténomos,
gue es a lo que se dedica principalmente este libro. En esos capitulos finales volveremos a
necesitar EDOs se primer orden calculando sus érbitas [que serdn y(x) v, a veces, v(x) 1.



1.1 Métodos elementales de resolucion

Ecuaciones separables.

p(t)
qy)

Son las que se pueden escribir en la forma [s]| y’'=

Entonces [q(y)dy = [p(t)dt+C, y si son calculables sus primitivas Py Q: Q(y)=P(t)+C.

Si pudiésemos despejar y de la Ultima ecuacién obtendriamos explicitamente la solucién
general; si no, la solucién vendria dada implicitamente. Se dice que una ecuacién es reso-
luble si se puede expresar su solucién en términos de primitivas (aunque sean no calculables;
segln esto, una ecuacién separable, siempre es resoluble). Para determinar la constante arbitraria
C que aparece en la solucién general necesitariamos imponer una condicién inicial.

Ej 1. — [y3dy=[tdt+C - —1y=2=1t24+C - y=d:(C*—t2)_1/2 , solucién general

[hemos llamado C* =—2C; a partir de ahora, como se suele hacer por comodidad en la escritura,
no cambiaremos el nombre de las constantes arbitrarias que vayan apareciendo: todas seran C1.

Hallemos las soluciones que satisfacen dos datos iniciales distintos (hasta que tratemos existencia
y unicidad, no nos preocuparemos de si las funciones obtenidas son las Unicas que los cumplen):

y(0)=1 N l=:|:(C*)_1/2 — C*=1 N y=(1_ tZ)—l/Z

pues, evidentemente, sélo nos sirve el signo + de laraiz [ y(0)=—1 — y=—(1— tz)_l/2 ]-
Observemos que esta solucién sélo esta definida en el intervalo (—1,1).
y(0)=0 — 0==£(C*)~V2 que no se satisface para ningin C*.

Pero es claro que y =0 satisface la ecuacién y esa condicién inicial. No es raro que en el proceso
de calculo desaparezca alguna solucién. El TEyU serd de mucha ayuda en esos casos.

Ej2.|y =t | > [eYay=] e~ tdt+C, e V= C—fe‘tzdt — y=—In (C—fe‘tzdt)

(no calculable)

El simbolo f designa cualquiera de las primitivas de la funcién. Para imponer datos iniciales fijamos
una de ellas poniendo limites a la integral. Por ejemplo, la solucién que cumple y(0)=7 es:

y=—|n(C—f(§e_52ds) — 7=—1In(C-0) —» y=—|n(e_7—f0te_52ds),

funcién perfectamente definida (no seria complicado obtener alguna informacién sobre ella).

Hay ecuaciones que no son de la forma [s], pero que se convierten en separables me-
diante un cambio de variable dependiente. Los dos tipos facilmente identificables son:

Ecuaciones homogéneas: y’=f(%) . Haciendo z=% se llevan a separables:

y=tz— y'=tzZ/+2=f(2), 755=1 —»ffL=|n|t|+c.

(2)-z
. By+y*| _ vy (vy4 4 - t3 t
Ej3. |y =2 |=2+(%) — tZ/+z=z+Z z3=C=-3In|t|]=5% ==
j y t4 F +( f) it + + bnd | | y3 g y (C—3 In |t|)1/3

[Son homogéneas tipicas aquellas en que f(t, y) es un cociente de polinomios
homogéneos del mismo grado, de cuarto en este ejemplol.

Ecuaciones del tipo: ’y’=f(at+cy) , con a y c constantes.

. d
Se hace z=at+cy y se tiene: zZ/=a+cy’=a+cf(2) —JW]{(Z) =t+C.
Ej 4. | y/=(y+2t)"2-1 ‘ z=y+2t,Z/=72"2+1 - f:‘izz = z—arctanz=t+C, y+t—arctan(y+2t) =C.

No se puede despejar y. La solucién con y(0)=1 la da implicitamente y+t—arctan(y+2t) = 1—% .



Ecuaciones lineales.

Son de la forma [(] ’ y'=a(t)y+f(t) ‘ .

Si f(t)=0 la ecuacién se dice homogénea: [h] | y'=a(t)y |.

La sabemos resolver (es separable): Inly| = [a(t)dt+C, |y| = eCeladt _, |y, = cefalt)dt

[Al sustituir e¢ por C hemos incluido las soluciones positivas y negativas del valor
absoluto y ademas la solucién y=0 que nos habiamos comido al dividir por y1.

Para [(], ecuacién no homogénea, hallamos su solucién sustituyendo la C de la solucién
general de la homogénea por una funcién C(t) (es el lamado método de variacién de las
constantes que se utiliza en situaciones mas generales). Llevando nuestra conjetura a [(]:

y=C(t)elawdt _, crelay gcela=qcel?+f
— C(t)=[ C'(t)dt = j e—JadtF ()t + C

Asi pues, la solucién general de [(] es: |y = Celadt efa(t)dtje_fa(t)dtf(t) dt

Esta es la llamada férmula de variacidon de las constantes [fvc]. Nos irdn apareciendo
en el capitulo 2 otras con el mismo nombre y aspecto similar. Aunque para resolver una
ecuacién lineal concreta se podria repetir el proceso de variar constantes, es conveniente
memorizar esta férmula ya que se utiliza muy a menudo.

Observemos que la solucién general de una lineal no homogénea resulta ser la suma de la
solucion general de la homogénea y de una solucion particular de la no homogé-
nea (lo mismo sucedera en las lineales de mayor orden). Si de algin modo somos capaces
de encontrar una solucién cualquiera de [(], nos ahorramos el célculo de alguna integral.

Si en vez de su solucién general lo buscamos la solucidén particular de [[] que satisface
y(to) =yo (aunque podriamos hallar la solucién general e imponer el dato), es inmediato
comprobar que la solucién de dicho problema de valores iniciales es:

t t t s
Y =Yo eftoa(t)dt+ eftoa(t)dtj e—ftoa(u)duf(s) ds

to

Si a(t)=a, [(] sellama ecuacién lineal con coeficientes constantes y su solucién general
adopta la forma:

y=Ced+ et [ematf(t)dt

Para aplicar la [fvc], puesto que ela aparece 3 veces,
empezaremos siempre calculando esta exponencial:

et y(1)=1
a —_

Ej 5. y’=—}?/+et con y(1)=1

a_a—Int_alnt? _ 1 —Colrsatgr—Copat_ 1, at_¢€
ela—e =e =i o y=3+¢[teldt=F+e y=3+el—%.
O si queremos aplicar la férmula para el problema de valores iniciales:

tdt _ —Int_ 1 —1.1 1 rt__s _1 t
—[iF=eM=¢ o y=1lg+g [ se’ds=g+el=

Ej 6. Hallemos la solucién general de| y’ =2y—6 |.

Hay una solucién que salta a la vista (todas las soluciones constantes lo hacen): yp=3.

et‘
T.

Como la general de la homogénea es Ce?t, la solucién general buscada es y = Ce?t +3 .
O bien, con la férmula de variacién de las constantes: y = Ce?!—e2t[ 6e=2!dt = Ce?! + 3.
[En el capitulo 2 describiremos cémo buscar soluciones particulares de las

ecuaciones lineales de cualquier orden con coeficientes constantes tanteando
con funciones adecuadas a la forma del ‘término independiente’ f(t) 1.



Hay otras ecuaciones que se pueden reducir a lineales:

£1 (pe€R cualquiera, entero o no;
' P si p=1, es lineal homogénea).

Osea, y Py’ =a(t)yP+f(t) . Haciendo se convierte en

z/ = (1—-p)a(t)z+ (1—p)f(t), que es lineal y ya hemos visto cdémo resolverla.

Ecuacién de Bernouilli: | y’=a(t)y+f(t)y”

2y+

Ej7. |y’ = 5 Bernouilli con p=—1. Mejor que recordar las expresiones de arriba escribamos:

<

2yy’=%y2+2t, para que aparezcan explicitamente z y z’. Haciendo z=y?:

z’=4—tz+2t lineal, e/a=edInt_¢4, z=Ct4+t4f%=Ct4—t2 — y==t+/Ct2—1 solucién general.

y p z=y/t 2
[Tamblen es homogénea: =" tz/+z=2z+1 - F=[2yco22=ct?—1=(%) T]
El ejemplo 3 también era de Bernouilli: y/=¥ + %o 2% =323 ,_c=3hid |, t____
Jjemp Y =EETE =T @ -Z=—F5 y= =3 mm73"

Ecuacién de Riccati: y’=<31(1.“)y+b(1.“)y2 +f(t)

Todas las ecuaciones anteriores eran resolubles (aunque pudieran aparecer primitivas no
calculables). La de Riccati no lo es en general. Sélo se puede resolver si se conoce una
solucidn particular y, de la ecuacidn (y eso casi nunca sera posible).

En ese caso, el cambio la convierte en una Bernouilli con p=2:
U =y’'—y, =[a(t)+2b(t)yp(t)Ju+ b(t)u? + [a(t)yp(t)+ b(t)yg(t)+f(t)—y;(t)]
u’ =[a(t)+2b(t)yp(t)Ju+ b(t)u? (ya que yp es solucién),

y sabemos que esta ecuacién para la u se convierte en lineal con .

No hay métodos sistemdticos de bUsqueda de soluciones particulares de ecuaciones de
Riccati. Si en la ecuacién aparecen polinomios, se puede intentar tantear con polinomios;
si funciones trigonométricas, podemos probar con senos y cosenos... pero lo normal es que
estos tanteos no conduzcan a nada.

Ej 8. | (1+t3)y/+2ty2+t2y+1=0 |.

Es de Riccati ya que hay término en y, término en y2 y una f(t). Soluciones constantes salta a
la vista que no tiene. Lo siguiente que podemos tantear en este caso son las rectas mas sencillas
y=At, pues vemos que quedaran potencias t3 y constantes:

y=At —» A+At3+2A%t3+At3+1=0 — debe seralavez A+1=0y 2A+2A2=0.

Casualmente se dan ambas igualdades para A=—1, con lo que y=—t es solucién particular.
[Si en vez del Ultimo 1 de la ecuacién hubiese, por ejemplo, un 2, ya no seria resoluble].

Haciendo u=y+t debe desaparecer el término independiente y convertirse en Bernouilli:

r— 2t 2 82 e gy 1 _ 3t 2t 2
U=y+1= 1+t3(u t) 1+L“3(u t) 1+t3+1_ red T el
—u-1 ; s__ 3 2t __cC 1 _ CHt?
Con z=u! sellegaalalineal 2/ =—3"57z+ 55 = 2= 73 + o ) 2tdt =155 -

Y deshaciendo los cambios obtenemos la solucién general: y = %—t = é“t:zt .

Impongamos un par de datos iniciales y veamos cuantas soluciones los satisfacen:
y(1)=1—- C=0, y = tlz [podiamos haber impuesto u(1)=2 6 z(1)=%].

y(—1)=1—-1+C=1+C, toda solucién lo cumple (ya estudiaremos existencia y unicidad).



Ecuaciones exactas.

Consideremos una ecuacién escrita en la forma: [e] ’ M(t, Y)+N(t,y)y’ =0 ‘ .

[e] es exacta si existe una funcidn de dos variables U(t,y) tal que’ M=Ut, N=Uy ‘

[es decir, [€e] lo es si existe funcién potencial U para el campo vectorial (M, N) 1.

En ese caso la solucién general de [e] es | U(t, y)=C |, pues para cualquier funcién derivable

y(t) definida implicitamente por esta expresién es:

0=ZU(t y(t)) =Ut+Uyy’ =M+Ny’ .
Un resultado clasico de célculo asegura que para que U exista debe ser .

Una vez comprobado que U existe se puede hallar como en el ejemplo siguiente.

3t246ty?

. ,__ 3t2+6ty?
Ej9. 1y = 6t2y+4y3

, 0 sea, (3t2+6ty?)+ (6t2y+4y3)y’ =0. Es exacta: M, =12ty=N; .

Ur=3t2+6ty? - U=t3+3t2y%+p(y)

- U=t3+43t2y2+y4.
Uy=6t2y+4y3 > U=3t2y?+y4+q(t) oty

La U debe cumplir:

Y la solucién general en forma implicita es t3+3t%y?+y4=C.

Si [e] no es exacta podriamos intentar encontrar una funcién g(t, y), factor integrante de
[e], tal que gM+gNy’=0 si sea exacta. Deberia entonces cumplirse:

[gM]y=[gN]:, es decir, [e] Ng:—Mgy = [My—Nt]g

ecuacién en derivadas parciales bastante mas complicada que la inicial. Encontrar la g es,
pues, un problema irresoluble en general, pero posible en ciertos casos especiales. Por ejem-
plo, si resulta ser [My,—N¢]/N una funcién que sdlo depende de t, [e] admite un factor
integrante g(t) que es Unicamente funcién de la variable t, pues [e] pasa a ser una
ecuacién ordinaria (lineal homogénea) que sabemos resolver :

9'(t) = %g(t) — g(t) = e/IMy=NVN (gligiendo C=1).

Andlogamente se ve que si [My,—N:]/M es funcién de y hay factor integrante g(y) que
depende de y.

Observemos que es mucha casualidad que [My—N;] sea idénticamente cero, o que al dividir esa
expresién por N o por M quede una funcién sélo de una variable; pocas ecuaciones seran, pues,
exactas, o admitirdn factores integrantes g(t) 6 g(y). Podria pensarse en buscar factores integrantes
de la forma, por ejemplo, g(t+y) 6 g(ty) (se obtendrian entonces para la g ecuaciones ordinarias
como antes), pero no merece la pena el esfuerzo, porque, como se ha dicho, lo normal es que una
ecuacion sea no resoluble.

Ej 10. | (t—t?y)y’—y =0 | M=—y, N=t—t2y, M,—N; =2ty—2 # 0. No es exacta.

Sin embargo,

My—Ne _ 2 - 1 1
Lt=—% o g(t)=e2Nt =L — (3-y)y’—% =0 es exacta.

Siguiendo como en el ejemplo anterior se tiene la solucién general: %’—%yz =C.

Podemos también solucionar esta ecuacién (y bastantes mas) de una forma diferente: utilizando
el hecho de que la derivada de la funcién inversa es la inversa de la derivada de la funcién (si
ambas son no nulas). Se observa que es complicada la expresién obtenida cuando despejamos la
dy(t)/dt=y/(t—t2y), pero que en cambio es integrable la ecuacién que se obtiene al mirar la t
como funcién de y:

dtW) _ t_ 2
y

1
dy t

oy =Vt dy) __ z _Cc, 1 _
(Bernouilli) ‘— S5 = —2+1 — z—7+;fydy—

<O

+

NI



1.2 Dibujo aproximado de soluciones

Consideremos la ecuacién [el| y/=f(t,y) |.

Cada una de sus soluciones es una funcién y(t) cuya grafica tiene en cada uno de sus
puntos (t, y(t)) la pendiente dada por la conocida funcién f(t, y). Podemos asociar a cada
punto (t,y) del plano un segmento de pendiente f(t, y) (a este conjunto de segmentos se
le llama campo de direcciones de [e]). Una vez dibujado dicho campo (lo que se puede
hacer sin resolver la ecuacién), las soluciones de [e] seran las curvas tangentes en cada
punto a los segmentos del campo de direcciones.

Para dibujar este campo de forma organizada intentaremos trazar algunas isoclinas, es
decir, curvas f(t,y)=K en que la pendiente asignada por f es constante (si la f es com-
plicada, también lo serdn las isoclinas y no las podremos pintar), para varios valores de K.
En particular intentaremos dibujar la isoclina con K=0 (segmentos horizontales, posibles
maximos y minimos de las soluciones) y la de ‘K =00’ (segmentos verticales, puntos en
gue las y(t) no seran derivables). En el peor de los casos, aunque sea imposible pintar las
isoclinas, podremos ir dibujando segmentos del campo en diferentes puntos (¢, y).

Se puede dar mds informaciéon sin necesidad de resolver [e]. Como zonas de crecimiento
y decrecimiento [cuando f(t,y)>0 y f(t,y)<0]. O las curvas de puntos de inflexidn,
calculando a a partir de ecuacion cuando y” =ft(t, y)+fy(t, y)f(t, y)=0. Buscaremos rectas
solucidn de diferentes formas. El TEyU nos dird dénde podran tocarse las soluciones...

AUn cuando la ecuacién [e] sea resoluble, las ideas anteriores muchas veces dan mas datos
sobre el dibujo de sus soluciones que la expresién analitica (tal vez complicada, o definida
implicitamente, o en funcién de primitivas,...).

Ej 1. Dibujemos aproximadamente las soluciones de | y/=t—2y |=K — y=§—§.
+

Las isoclinas son, pues, rectas de pendiente % es decir, de la forma y=§ b.

Pintamos algunas de estas isoclinas rectas para varios K
o . y
y sobre cada una dibujamos segmentos de pendiente K: 2
— 1 1 3
K__1I_2l 01 2 11 2
(cortan t=0 respectivamente en
_1 1 1 1 3
Y=3,7% 0, —Z:73:7% )
[O bien tenemos esas rectas dando los valores
_1 1 1 1 3
b—i; ZI O; _ZI _il _Z ]
Para K=% , tanto la recta como los segmentos sobre ella
tienen la misma pendiente y, por tanto, dicha isoclina es
recta solucion de la ecuacién (pues, desde luego, es tangente al campo de direcciones en
cada punto). Aungue parece que las soluciones no cambian de concavidad, hallamos:

y”=1-2y’=1-2t+4y=0 — y=%—% , que es la recta solucién ya calculada.
Si [e] tiene rectas solucién, apareceran al hacer y’’=0, pues (mt+b)”"=0.

Basdndonos en los segmentos dibujados podemos hacernos una idea de las soluciones. Parece
que todas tienden hacia la recta solucién. Por ser t—2y una funcién tan buena, el TEyU nos
asegurara que, sin embargo, dos soluciones distintas nunca llegaran a tocarse. Podemos en este
caso resolver la ecuacién (es lineal) y comprobar (este ejemplo no es muy practico, mas interés
tiene el dibujo aproximado de ecuaciones no resolubles). Bastard sumar la solucién general de la
homogénea a la particular que hemos encontrado:

y = %—% + Ce™2t (a lo mismo llegariamos con la férmula: y=Ce=2t+ e=2t [ te2tdt).

Es facil comprobar que las isoclinas de las ecuaciones de la forma y’=f(at+cy) (la anterior es
una de ellas) siempre son rectas paralelas (de la forma y=—at/c+b). En particular, esto ocurre para
las ecuaciones auténomas y’ =f(y), donde son las rectas horizontales y =b. Veremos en 1.5 que
dibujar a grandes rasgos las soluciones de las auténomas serd muy fécil, pero si queremos precisar
mas el dibujo necesitaremos las ideas de esta seccién, que son las usadas en el siguiente ejemplo:
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Ej 2. y’=y—}% . Las isoclinas son las rectas: y=b — y’'=b— l;iz =K.

Si K=0 (b=4Y3=p*) tenemos una solucidén constante. , ]

Por encima de ella crecen (y’ > 0) y debajo decrecen.
Sobre y=0 (K=o00) las y(t) no seran soluciones (no

son derivables). La concavidad la da:
_ 8 1,/ — (V’+8)(y3-4)
y,,—[1+_3]y,— 3
y y
Las soluciones son U en las zonas del plano con y>b*

6 ye(—2,0),ysonnsiye(0,b*) osi y<—2.Ademas,
como debia ocurrir, y”/=0 nos da la soluciéon y=b*.

La solucién es también calculable (ecuacién separable): \ 3\ \ \ \ k=—31/9

[ =3t+C— y=[4+Ce¥)"?

Esto aporta poco al dibujo aproximado, pero da datos que no se deducen de él: las soluciones con

y >b* estan definidas Vt, las soluciones tienden hacia b* si t » —o0,...

Ej 3. y’=2tt_—_}f' =K — y=%t. Son rectas pasando por el origen.

Las isoclinas de cualquier ecuacién homogénea y’ =f()?’)
son las rectas y=mt, pues f(t, mt)=f(m)=K.
Pintamos diferentes isoclinas para varios K:
K=0—y=2t; K=1—>t=0; K=—1—y=3t;...
O bien, al ser las isoclinas y = mt, mejor dibujamos la recta de
pendiente m que queramos y sobre ella segmentos de pendiente

_2—m, _ . _ _ . _ 3.
K__l—m' m=0—-K=2; m=1—-K=o0; m__l_'K—jl

Como no parece haber inflexién, no hallamos y”’.

Las curvas tangentes al campo parecen ser cerradas. Resolvemos
la ecuacién para salir de dudas.
2=/t

Homogénea y’'= =070 © exacta (2t—y)+(y—t)y’=0. Por ambos caminos se tiene y2—2ty+2t2=C.

Las soluciones son elipses. Con més rigor, cada C da dos soluciones distintas en (—v/C, ¥C):
y=t++v/C—t2, y=t—+/C—t2? funciones definidas en [—+/C, ¥C] y no derivables en ++C.

Ampliando el concepto de solucién, se llama curva integral de [e] a una curva tangente
en cada punto al campo de direcciones, aunque no venga dada por una Unica funcién y(t)

o tenga tangente vertical en algin punto (como esas elipses). De forma mas precisa, si

at _ 1

[e*1 1y = e

es la ecuacién obtenida mirando la t como funcién de y, una curva integral de [e] sera
una curva continua formada por soluciones y(t) de [e], por soluciones t(y) de [e*]
o por ambas. Como la derivada de la funcién inversa es la inversa de la derivada es claro
que [e] y [e*] tienen las mismas curvas integrales, aunque puede haber soluciones de una
que no lo sean de la otra. Las elipses del ejemplo son funciones derivables t(y) (soluciones,
por tanto de [e*]) cerca de la isoclina y =t de pendiente oo; cerca de y=2t, donde hay

buenas soluciones y(t), no se puede poner la t como funcién derivable de y.

2—m?
m

R ;__ 2t2—y? . . _
Ejd. |y = fy Es homogénea también, con K=

Una recta con K=f(m)=m sera solucién, Aqui lo son y=+x.
Mas pendientes: K=0 — y=%v2t. m=+2 - K=%1, m=+3 > K=%7.
Ademas la pendiente es vertical si y=0 o si t=0 (curva integral).

2__+2\(y2 2 , ‘7
y”=%}f’3+2y”=0 sdélo nos da, otra vez, las rectas solucién.

Resolviendo (homogénea o Bernouilli) se tiene su solucién y2= t“2+t£2 .

Observemos que hay 2 soluciones distintas (y 3 curvas integrales) que
pasan por el origen. Por cada punto del resto del eje t no pasa ninguna
solucién, aunque si una Unica curva integral.
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Ej 5. =K — Las isoclinas son parébolas: t=y2—K . Dibujamos algunas.

La de K=0 da los maximos de las soluciones (como y’ >0 si
t<y? e y’<0 si t>y? las soluciones crecen a su izquierda
y decrecen a su derecha). Hallando y’’:

= =2y3 = —2_ 1
y"=2yy' —1=2y3-2ty—1=0 - t=y2— 5

se tiene la curva de puntos de inflexién (trazada a puntos).

Cumple que t — +oo cuando y — 0¥, se acerca a t=y? si
y—=%00, y suminimo local para la t se puede calcular.

Con estos datos dibujamos las soluciones aproximadas de
esta ecuacién no resoluble elementalmente.

Ej 6. | y'=,/y+t |=K — Isoclinas: t=K—/y [o rama decreciente de y=(t—K)? ].

Ecuacién definida sélo si y>0. Las soluciones crecen K=2 K=1 K=0 K=1 K=2 K=3 K=4
si t>—,/y y decrecen en el resto del semiplano.

Y = é?;yf +1 - t=-=3/y inflexién.

La ecuacién no es de ninguno de los tipos resolubles
vistos en la seccién anterior, pero hacemos z=,y a
ver qué pasa (en general los ‘cambios ingeniosos’ no
suelen llevar a nada, pero aqui si):

z=4y — ZI:% (ecuacién homogénea)u:—Z/>t(u—l)2(2u+ 1)=t£3
2 2 t=yy
- (z—t)*(2z+t)=|C=(t—yy) (t+24¥)|=0 — =2y
De aqui sale una solucién que pasa por (0,0): y= t?, t20
9 que pasa por i, B): Y=1 /s, t<o0 -

Los dibujos aproximados de ecuaciones homogéneas son sencillos:

f(t,mt):”;—;l — m=—1 horizontal, m=0 vertical, ";—;71=m - m=1,—% soluciones.

Como la y es el cuadrado de la z, el dibujo de la izquierda corrobora el dibujo de arriba.

En el Ultimo ejemplo las isoclinas van a ser complicadas (lo que ocurre en general), y tendremos que
dibujar segmentos en diferentes puntos del plano a partir de la f(t,y) organizdndonos de otra forma:

Ej 7. |y’ =y?—(cost)y |.

La Unica isoclina sencilla es la de K=0 que
da la solucién y=0 y la curva y=cost.

Las soluciones decrecen si y(y—cost)<0,
0 sea, en las zonas grises (es y’ >0 fuera).

De y”” =0 se obtiene una curva dificil de
dibujar (y, claro, la recta solucién y=0). I

Parece adecuado dibujar segmentos sobre las rectas t= % keZ:
2k—1
F(ESHT ) =y2; fkmy)=y2—y; f([2k=11my)=y2+y .
Con todo lo anterior podemos ya esquematizar las soluciones.
La ecuacién es de Bernouilli y resoluble:

y=z"1- z/=(cost)z—1, z=e%e"{(C—[e~seNidt), y=

e—sent
C—fe_se”tdt ’

pero, por ser la primitiva no calculable, es complicado obtener informacién sobre el dibujo de
las soluciones a partir de la solucién, aunque si podemos deducir para cualquier C, por estar
el numerador acotado y ser el denominador una impropia divergente, que yt—> 0.

— 00

Seguiremos haciendo dibujos aproximados en secciones posteriores.
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1.3 Existencia, unicidad, prolongabilidad

{y’ =f(t,y)

Consideremos el problema de valores iniciales [P] y(to)=Yo

Supondremos la f definida en un determinado subconjunto DcR? y que (to, yo)€D.
Precisamos con detalle la definicién imprecisa de solucién utilizada hasta ahora:

Una solucidn de [P] es una funcién y(t) derivable en un intervalo I>t, tal que
y(to)=Yyo y tal que para todo tel se cumple que (t, y(t))eD e y’(t)=f(t, y(t)).

Nuestro objetivo es estudiar en qué condiciones hay una Unica solucién de [P]. El siguiente
teorema (de existencia y unicidad, cuyas hipdtesis seran, casi siempre, comprobables a
simple vista y cuya demostracién se puede ver en los libros de EDOs o en los apuntes [Ae])
nos lo precisa para casi todas las ecuaciones que consideremos y para casi todos los datos
iniciales que impongamos:

J

Sean f y f, continuas en Q=[to, to+h]x[yo—r,yo+r]. Ll /
Teor 1.| Entonces el problema [P] posee una Unica solucion definida Y,
al menos en un intervalo I=[t,, to+d] con d<h.

Yo r [

(Lo mismo sucede para la izquierda de t,, sustituyendo
[to, to+h] y [to, to+d] por [to—h, to] y [to—d, to] ) o bd p+h

El teorema asegura que existe solucién Unica definida al menos en un intervalo (lo que se
llama solucidén local) aunque este intervalo podria ser pequefio (aln menor que la base
[to, to+h] del Q en el que es continua f). Al final de la seccién nos preocuparemos de cual
es el intervalo maximo de definiciéon de las soluciones. Uniendo los resultados a izquierda y
derecha, podemos abreviar el teorema y escribir el resultado que aplicaremos en la préctica
casi todas las veces:

f y fy continuas en un entorno de (t,, yo) = [P] posee solucién Unica

TEyU. definida al menos en un intervalo que contiene a t,.

Mucho mas larga es la demostracién (y exige resultados mdas avanzados de matemdticas)
del teorema siguiente (de existencia), que asegura que sia f se le exige sélo la continuidad
se garantiza que hay solucién aunque puede fallar la unicidad:

f continua en un entorno de (to,, yo) = tiene [P] al menos una solucién definida

TE.
en un entorno de t,.

Veamos varios ejemplos que ilustren lo que dicen (y lo que no dicen) los teoremas anteriores:

/= sen(t—In[y?+et]) El problema tiene solucién Unica (que no sabremos calcular)
Ej 1. {y(t—)s_e yo+e para cualquier t, y cualquier y, porser f y f, continuas en
Ytto)=Yo un entorno de (o, ¥o) (claramente son continuas en todo R2).

t

Ei 2 y/=y2_1 tiene solucidn unica local, al ser f, f, continuas en un entorno de (1,-1).
a y(1)=—1 | Resolvemos e imponemos el dato para ver cual es. Es separable (o Riccati):

_1+ctz y(1)=-1

[ =inl=2Int+C - Li=ct? —» y=2E Y20 14c=1+C.

y2-1 y+1 y
iNingun C lo satisface! Pero seguro que hay una segun el TEyU (sin él pensariamos que no). Se ve
que y=—1 es la solucién perdida en el calculo. Observemos que esta solucién cumple y(0)=-1,
a pesar de ser f discontinua en (0,—1) [en rigor, y=—1 no es solucién en t=0 pues f no existe
ahi, pero podriamos definir f(0,y)=01]. Los teoremas son sélo condiciones suficientes: puede
ser f muy mala y haber solucién, e incluso ser Unica. Podemos observar también que todas las
soluciones (excepto y=—1) cumplen y(0)=1.

13



2

. y'=y , P _ b 1 .

Ej 3. {y(O):b tiene solucién Unica local que es y=1=5 (y=g5 + dato inicial).
El Q=[0, h]x[b—r, b+r] del teorema 1 es lo gordo que queramos
[fy fy son continuas en todo R2]. Pero el d resultante, para b>0,
puede ser muy pequefio [por grande que sea h], pues la solucién
esté sélo definida en (— oo, 1) [la expresién es vélida Vt# ¢, pero
para t> ¢ define otra solucién distinta, definida en (g, o).

Si nos fijamos en los b <0 tenemos algo totalmente similar: las
soluciones sélo llegan a la izquierda hasta la asintota de %.

Sélo si b=0 se tiene una solucién definida Vt: la y=0.
Recordemos que el teorema solamente garantiza solucién Unica local.

H/b

Eja {y’=3y2/3 f=3y?/3 continua en todo R? = existe solucién VY(to, yo) por el TE.

y(to)=Yo | f,=2y~3 continua en R?—{y=0} = la solucién es Unica si yo#0.

Cuando y,=0, al no estar definida f,, puede fallar la unicidad.
Resolviendo e imponiendo y(t,)=0 obtenemos y=(t—t,)3.

Como puede haberla (sin el teorema no se nos ocurriria), busca-
mos otra solucién con ese dato y la hallamos sin dificultad: y=0
también lo cumple (a las soluciones formadas por puntos en los
que no hay unicidad (como esta y=0) se les suele llamar singu-

lares y no suelen estar recogidas por las soluciones generales). 7
’_ 2
Ej 5. {})ﬁ(;?l/;t/y (f no existe si t<0). f y fy=6+ty continuas en {t>0}.
oJ—JYo

Existe solucién Unica Vt,>0. Para t, >0 esto se deduce del TEyU (pues f y f, son continuas en
todo un entorno de (to, yo), pero para los puntos de la recta t=0 hay que utilizar el teorema
1, pues sélo son continuas en un entorno a la derecha de los puntos (0, y,). La ecuacién es
resoluble (separable) y se puede ver cudles son estas soluciones:

1 1 ©
—y=2t3/2+C - Y=o  y(0)=yo — y=1—2{/ﬁ'

[Que conste que los TEyU no exigen nada a la ft (aqui es discontinua en t=0 pero no importa)].
[Observemos que, como en el Ej 3, aunque son continuas f y f, entodo el semiplano {t>0}, las
soluciones no estdn definidas en todo [0, o), pues sdlo llegan (salvo la y=0) hasta la asintota
vertical de t=1/(2y,)%/31.

. y'=t(/y—1) , _t . ,
Ej 6. {y(to)=yo f es continua en {y>0} vy fy—zﬁ en {y>0}; f no existe en {y<0}.

Para yo, >0 el TEyU asegura solucién Unica, pero para y, =0 no dice nada. El TE tampoco nos
informa sobre si al menos existe solucién aunque no sea Unica en (0, 0), pues exige que f sea
continua en todo un entorno del punto. No basta que f sea continua en el punto, o que lo sea
(como sucede aqui) en un rectdngulo por encima del punto (si basta que lo sea en el entorno a
la derecha o la izquierda del teorema 1, pero no es el caso). Para ver qué ocurre en (0,0) es
suficiente, en este ejemplo, analizar el signo de la y’:

y’=0 — y=1 (recta solucién) \Eﬂ/
y’>0 (crece) en (0,0)x(1,00) oen (—o0,0)x(0,1)
0~

y’ <0 (decrece) en (0, ©)x(0,1) o en (—oo, 0)x (1, ) 1

Por (0, 0), por tanto, no puede pasar ninguna solucién. /-
(y=0 aqui no satisface, claramente, la ecuacién). L

Comprobemos una vez mas lo mentirosas que pueden ser las soluciones
generales y los errores que se cometen si uno se fia de ellas.

La ecuacién es separable. Integrandola se obtiene: ¥y + log |1/7— 1| = %t2+C

Pareceria que no hay solucién con y(0)=1 (es la Unica y=1 perdida) y que con y(0)=0 — C=0
hay una Unica solucién (y acabamos de ver que no existe; la expresién de la solucién con C=0
se satisfard sélo si y=t=0.
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Veamos qué conclusiones se pueden sacar de aplicar los TEyU a la

\ .. . oragy dt 1
ecuacion equivalente’ [e*] dy ~ 7y

Las curvas integrales eran soluciones tanto de [e] y’=f(t, y), como de [e*]. El TEyU habla
de existencia y unicidad de soluciones. Si por un punto pasa una Unica solucién y(t) de
[e] evidentemente pasa también una Unica curva integral. Pero por un (to, ¥o) tal que en un
entorno suyo f 6 af/dy no sean continuas pero tal que 1/f y a(1/f)/at silo sean pasara una
Unica solucién t(y) de [e*]y, por tanto, una Unica curva integral (que en muchas ocasiones
no sera solucién de [e]). S6lo puede pasar mas de una curva integral por los puntos
en que falle el TEyU tanto para [e] como para [e*] (y en esos puntos no se sabe).

En algunas ocasiones, el andlisis de [e*], informa también sobre la existencia o no

de soluciones de nuestra ecuacion inicial [e], utilizando argumentos como los de los
siguientes ejemplos.

Ej 7. [e] %:# cuya equivalente es [e*] g—;=t2+y2 (ni una ni otra son resolubles).

El TEyU asegura que hay Unica solucién y(t) de [e] con y(to)=yo V(to, Yo)#(0,0). Por (0,0), al
no tener problemas de unicidad la equivalente, pasa una tnica curva integral.

Como la solucién t(y) de [e*] que pasa por (0, 0) es creciente y su pendiente t’(0)=0 esta curva
integral serd de hecho también una funcién y(t) pero con derivada oo ( no es derivable en t=0).
Concluimos que [e] no tiene solucion con el dato y(0)=0.

Ej 8. Sea[e]| ¥ =Y=0 | _, [ex] & = 5l - Su solucién es (Bernouilli): y= m

El TEyU dice que hay unica solucidén y(t) de [e] con y(t,)=y, paratodo t,#0 y todo y,, pero
no precisa si hay ninguna, una, varias o infinitas satisfaciendo y(0)=y,.

Por su parte [e*] tiene Unica solucién t(y) con t(yo)=to si Yo #0 y si
Yo #to . En particular hay Unica t(y) con t(yo)=0, yo#0. Por tanto, por
cada punto, salvo tal vez por (0, 0), pasa una Unica curva integral.

Por (0, 0) pasan al menos 2: y=0 y t=0 (soluciones a ojo de [e] y de [e*]).
Como por (0,¥s), Yo #0, sélo pasa la curva t=0 (que no es solucién de
[e]) no hay soluciéon y(t) por esos puntos.

Pero los teoremas no aclaran qué sucede en (0, 0). Necesitamos mas informacién. La solucién
e isoclinas son complicadas. Pero basta analizar crecimiento y decrecimiento para garantizar
que pasan infinitas curvas por (0, 0) [las trazadas a puntos], pero no podemos decir si son
soluciones (podrian tener ahi pendiente infinita).

[De la solucidén se deduce (es dificil) que y’— oo si t—0, y asi la Unica solucién y(t) por el origen
es y=0, a pesar de no ser la f ni continua (no estar definida) en ese puntol.

1/3

Ej 9. Sea [e] %= ey, fy=%y—2/3eyu3. Para su equivalente [e*] g—;= e V" es (%)t=0.

[e] tiene solucién en todo RZ, Gnica en R2—{y=0}. Como hay solucién Unica t(y) en todo RZ,
en y =0 la solucién es también Unica. A diferencia del ejemplo 4, aunque fallaba el TEyU (no
el de existencia) en y =0, hay solucién Unica ahi. Y a diferencia de los ejemplos anteriores el
considerar la [e*] nos ha dado unicidad y no inexistencia.

Ej 10. Estudiemos la unicidad de los siete ejemplos dibujados aproximadamente en 1.2.
1, 5y 7, no presentan problemas: solucién y(t) Unica para cualquier (to, yo)€RZ.
No hay solucién y(t) para 2 por (to, 0), para 3 por (to, to), to#0 y para 4 pora (t,, 0), to#0,
por razones como las del ejemplo 7: por esos puntos pasa una Unica curva integral de pendiente

vertical. Para 3, por (0,0), donde ni f ni 1/f eran continuas, no pasa ninguna curva integral vy,
en cambio, para 4 pasan 3.

Para 6 hay problemas en (t,, 0) (no podemos aplicar ni el TE), pero [e*] \ IEI
tiene solucién Unica t(y) a la derecha (encima) de cada (to, 0),t, #0 \

(con pendiente #0) y, por tanto, hay solucién Unica y(t) (a la derecha \
o izquierda) de ellos. De (0, 0) los TEyU no informan, pero del dibujo y \
solucién de z(t) se puede concluir que la Unica solucién que pasa por _E AN [J1 ¢
el origen es la alli calculada. |
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Para acabar con la existencia y unicidad, damos un teorema mas fuerte que el 1, pues exige menos a
la funcién f para obtener los mismos resultados de unicidad. Debemos definir este nuevo concepto:

Diremos que una f(t,y) es lipschitziana respecto de la y en D c R? sj existe L
(constante de Lipschitz) tal que [f(t, y)—f(t,y*)|I<Lly—y™*| para todo (t,y),(t,y*)eD.

Pedir que una f sea lipschitziana es pedir algo menos que pedir que f y f, sean continuas:

f vy fy continuas en Qc R? compacto = f lipschitziana respecto de la y en Q

Sean (t,y), (t,y*)e€Q. Aplicando el teorema del valor medio a f, vista como funcién de y
se tiene que Jce(y,y*) con: f(t,y)—f(t.y*)=fy(t,Aly—y*1<Lly—y*|, donde L
es el valor maximo de |fy| en Q, que existe por ser funcién continua en el compacto Q.
[« no es cierta (aunque casi todas las f lipschitzianas que aparezcan tengan f, continua):
f(t,y)=ly| es lipschitziana en R? pues |ly|—|y*|| < ly—y*|V(t, y), (t,y*)€R? (L=1),
pero no existe f, cuando y=0].

El teorema prometido (que es el que se suele demostrar en los libros de EDOs) es este:

f continua y lipschitziana respecto de la y en Q=[to, to+h]x[yo—r, Yo+r] =

Teor 1*.| [P] posee solucién unica definida al menos en I=[t,, to+d], con d=min{h, f;, i}

siendo M el maximo de |[f(t,y)| en Q y L la constante de Lipschitz.

[Probado este teorema queda probado el 1 pues sus hipétesis implican las del 1*.
Es aplicable en algunos (pocos) casos en que el 1 no funciona].

Ej 11. | y’=|t?—7y| | f continua en todo R? = existe solucién para cualquier dato inicial.

fy es continua si 7y #t2. El teorema 1 asegura la unicidad V(to, yo) con 7yo;étg .
Para funciones definidas a trozos (como el valor absoluto) el teorema adecuado es el 1*y no el 1.
Veamos que f es lipschitziana:
[f(t, )=t y*)| = |[t2=Ty|— [t2=Ty*|| < |(t2=Ty)—(t2=Ty*)| = Tly—y*| V(L y), (t,y*)€R?
Por tanto también hay solucién Unica si 7yo=t§ , 'Y €s0 no nos lo decia el teorema 1.

EStudiemos ahora la prolongablidad de las soluciones de [P]. Supongamos que f vy fy
son continuas en D c R? y que (to, Yo) es interior a D. Entonces, por el TEyU, hay una
Unica solucién local y(t) definida al menos en [to—d, to,+d]. Pero, éhasta dénde se puede
prolongar?, es decir, écudl es el maximo intervalo I en el que esta definida? Sobre
todo queremos saber si y(t) llega hacia la derecha hasta +o0 y si lo hace hacia la izquierda
hasta —oo (en otras palabras, si estd definida en [ty, ) y en (—oo, t5]).

Aunque sea D = R? esto puede no suceder como vimos en el ejemplo 3. La solucién de
y’=y? con y(0)=b, sélo podia si b>0 prolongarse (hacia la derecha) al intervalo [0, 1/b),
pues en t=1/b tenia una asintota. Si b<0, aunque llegaba hasta o no llegaba a —oo.

Otra forma en que una solucién y(t) estd definida sélo en un intervalo
finito viene ilustrada por:

y’=—§ , de curvas integrales: t2+y2=C,
y con problemas de existencia y unicidad en y=0 que es justo donde
van a morir cada una de las semicircunferencias solucion.

El siguiente teorema, que no demostramos, resume las ideas de los dos ejemplos.
D
to
hit]

Si f y fy son continuas en D la grafica de la solu- D %
cién y(t) de [P] no se para en el interior de D. —
Teor 2. | En particular, cuando D es el semiplano {t>t,} Pa to

o bien y(t) esta definida en todo [to, ) o bien ‘Q/\Mno!
existe t;>t, tal que |y(t)| —» o para t —t;. L

(resultado enteramente andlogo a la izquierda de t,)
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La grafica no para en un punto interior ya que, por el TEyU, existiria una solucién local partiendo de
dicho punto. Podriamos describir el teorema con otras palabras: la gréfica de las soluciones tienden
hacia la frontera de D, entendiendo que si D es no acotado ‘el infinito’ pertenece a dicha frontera. El
problema préctico (complicado en general) es distinguir entre las posibilidades que ofrece el teorema
2 si la ecuacién no es resoluble (que, como sabemos, es lo normal). Demos alguna idea con ejemplos:

Ej 12. £ | basamos sélo en dibujos aproximados (que en muchas ocasiones sera lo Unico

{ y/=_y3 Es facil hallar su solucién t=24+y~2=C, pero veamos qué podemos decir si nos
y(1)=1 que tendremos). Las isoclinas de esta homogénea son rectas.

Los TEyU aseguran solucién Gnica en R2—{t=0} vy curva integral Unica para
R2—{(0,0)} . El crecimiento-decrecimiento prueba que por el origen sélo pasan
las curvas integrales y=0 y t=0. Como la solucién por (1, 1) decrece para
t>1 y no puede tocar (por unicidad) la solucién y=0, no puede irse a £co en
tiempo finito y segln el Teor2 estd definida Vt>1. Por la izquierda no puede
tocar t=0, con lo que debe tener una asintota en un t; €(0, 1). Necesitamos
la solucién y = t/[2t2—1]V2 para ver que exactamente la tiene en t1=1/+v2 .

’ _ 2

Ej 13. {i(a)s_e;l(Hy ) La ecuacion no es resoluble. f y f, son continuas en RZ.
Hay dos posibilidades, que la solucién Unica llegue a £ o0 que tenga una asintota (que ‘explote’).
Si y(t) explota, tanto ella como sus pendientes han de tender a co. Como es |y’|<1, la solucién
esta definida Vt.

Identifiguemos dos problemas cuya prolongabilidad se reconoce a simple vista:

y'=a(t)y+f(t)
[P1] {y(to)=yo

, ay f continuas en un intervalo I>¢,

(I finito o infinito, cerrado o abierto).
Como tanto el segundo miembro de la ecuaciéon lineal como su derivada con respecto a
y son continuas en un entorno del punto (t,, o), [PI] tiene solucién Unica. Ademds, como
vimos en la seccién 1.1, esta solucién viene dada por exponenciales e integrales de las
funciones a y f, con lo que se tiene que:

La solucidn unica de [Pl] esta definida (al menos) para todo t de I.

’ — qyn -
{y t ¥ a#0,n>1 | g, solucién es: y= Yo
y( o)—}/o [l—a(n—l)yg—l(t—to)

]1/(!7—1) .

. _17-1
El denominador se anula cuando t=t“o+[a(n—1)y;7 17" . Por tanto, salvo y=0, todas sus
soluciones tienen una asintota. Para saber si la asintota estd a la derecha o izquierda de
to basta con mirar el crecimiento y decrecimiento, o sea, el signo de ay”.
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1.4 Estabilidad

En lenguaje usual la posiciéon de equilibrio de un objeto o la trayectoria de un movil se dice estable
si un pequefio cambio de sus condiciones iniciales modifica poco su evolucién desde ese instante. El
concepto matemadtico de estabilidad da rigor a esta idea. Definamos estabilidad para ecuaciones de
primer orden (volveremos a tratarla en capitulos posteriores).

{y’=f(t,y)
y(to)=Yo

Supongamos que [P] tiene solucién Unica y(t) definida en [t,, ).

¢Se pareceran a ella Vt>t, las soluciones y*(t) de datos iniciales similares? Hemos visto ya casos en
que no sucedia. Por ejemplo, la solucién de y’=y? con y(0)=0 (la constante y(0)=0) estd definida
Vt>0y sin embargo la correspondiente a un dato inicial préximo y(0)=y} (que era y=y>/[1-ty}1)
ni siquiera llega hasta oo cuando y; >0, pues tiene una asintota en t=1/y} .Y aunque todas las
soluciones estén definidas en [t,, 0) pueden ser para t grande muy diferentes entre si. Asi, las de:

’

,_ =
{){(0)}/:0 e {z(O)}/:y* queson y=0 e y*=ely}*

o
son muy diferentes para grandes t, pues y* tiende a +o

ey y=y
0 —oo (segun el signo de y ).
En cambio, las de y’=—y, que con esos datos son y=0 e
y* =e—ty;‘ , cumplen y* -y si t — co.

Si [P] tiene solucién Unica y(t) definida en [t,,0) se dice que y(t) es estable
si Ye>036>0 tal que toda solucién y*(t) con |yo—y;‘|<5 satisface:

1] y*(t) existe y estd definida en [t,, ),
2] |y(t)—y*(t)|<e paratodo t>t,.

Decimos que y(t) es asintéticamente estable si ademas y*(t) satisface:
3] ly(t)—y*(t)|—0 cuando t—oo.

Una solucién que no es estable se dice inestable.

Graficamente, y es estable si para cualquier
banda de altura 2e en torno a ella existe un
segmento de altura 26 entorno a y, tal que
las soluciones que parten de él permanecen
para todo t>t, dentro de la banda.

Para las ecuaciones de primer orden se puede probar que:
1] y 3] = 2] (falso en sistemas y ecuaciones de orden n).

Asi pues, para ver que la solucién de una EDO de primer orden es asintéticamente estable
basta comprobar que toda solucién que parte cerca de ella llega hasta oo y que la diferencia
entre ambas tiende a 0 en el infinito, con lo que podemos evitar las acotaciones de 2] que
son siempre mucho mas complicadas.

Ej 1. Analicemos la estabilidad de las soluciones de la conocida ecuacién

{y/ =y2
y(0)=Yo

Como las soluciones con y, >0 explotan no tiene sentido hablar de
su estabilidad. La y=0 es claramente inestable pues las que parten
cerca de ella por arriba ni siquiera estan definidas Vt > 0 (las que
parten por debajo si se parecen a ella, pero esto debe suceder para
toda solucién que parta cerca). Cualquier solucién con y, <0 (defini-
da Vt>0) es AE: si IyO—y(’;l es pequefio y* llega hasta co y ademas:

—v¥| = Yo __ y; 0
ly=y*l=|1=5; T=t/7 | i 5o
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Ej 2 {y’:—y3/t3 En 1.3 la dibujamos y resolvimos: t~2+y—2=C. La solucién que cumple

y(1)=0 y(1)=b es yp=bt[b2(2—1)+t2] "2,

Estamos analizando y=0. Todas las yp estdn definidas Vb si t>1,
pero yb — b[b2+1]1~V2#0. Por tanto no es AE.
— 00

Estable si lo es:
Ve tomando =€ se tiene que si |b|<é es |yp|<|b|<e Vt=>1. )

(La estabilidad se puede probar sin hallar yp: como las soluciones
decrecen en el primer cuadrante y crecen en el cuarto, a partir de
t=1 se mueven entre las rectas y=0 e y=b, luego llegan hasta
oo y es estable y=0).

El estudio de la estabilidad es, en general, bastante dificil. Como se pueden resolver muy
pocas ecuaciones no serd posible normalmente usar las soluciones. Pero en otros casos
se podrdn obtener conclusiones estudiando la propia ecuacién. Veamos resultados en ese
sentido para las ecuaciones lineales:

Sea [PI] {ylza(t)yﬂc(t) ,con ay f continuas en [to, ©).

y(to)=Yo

Sabemos que para todo y,, [PI] tiene solucién Unica definida para todo t>t,, de expresién
conocida. La diferencia entre dos soluciones cualesquiera es

t
Y()—y* ()] = lyo—y* | &) 9y por tanto:

t
La solucion de [PI] es estable si y s6lo si )t 99 ests acotada.

t
" a(s)ds —0.

Teor 1. o ) )
Es asintéticamente estable si y solo si e’t

t—o0

Por tanto, la estabilidad no depende de y, ni de f(t) [nide t, si a y f son continuas
a partir de ese punto]. Para una lineal (no para otras tipos) tiene pues sentido hablar de la
estabilidad de la ecuacion pues o todas las soluciones son estables, o todas son asintoti-
camente estables, o todas son inestables. Esto era esperable pues las soluciones son suma
de una solucién particular mas la general de la homogénea y es ésta la que nos dice si todas
las soluciones se acercan o0 no a una dada. De hecho tenemos que una ecuacién lineal es
estable [asintéticamente estable] si y sélo si lo es la soluciéon y=0 de la homogénea.

En particular, para las ecuaciones de coeficientes constantes, se deduce inmediatamente
del teorema:

’ y’=ay+f(t) es AE, EnoA o I, segln sea, respectivamente, a<0, a=0 6 a>0.

(pues e? tiende a 0, estd acotada o no estd acotada en cada caso).

Ej 3. | y’=—%+cos[In(1+t2)] | Para t>0 es e‘fdt/t=% acotada y ademés — 0 cuando t — .

Por tanto, la solucién que satisface cualquier dato inicial y(to)=yo, con t,>0 es asintéticamente
estable. (Si to <0 las soluciones y=C/t+y, sélo llegan hasta t=0; el teorema se ha enunciado
para el caso en que los coeficientes son continuos a partir de ty ).

Ej4. |y’ = 1-{t2 Todas sus soluciones son EnoA: eld=edrctant eg acotada, pero /4 0 si t—oco.

(Si no hay discontinuidades de a o f ni nos preocuparemos del t,, pues es claro que

el limite de la exponencial no depende de cual sea el limite inferior de la integral).
Ej 5. Estudiemos la estabilidad de la solucién de y'=t—2y (ecuacion resuelta
J 5. ESH ! y(1/2)=0 | y dibujada en 1.2).

Por ser lineal con coeficientes constantes, basta mirar el —2 para concluir que todas las soluciones
(y esa en concreto) son AE. La solucién con ese dato inicial es y=§—% (que aunque — oo es AE).
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Podria pensarse que para una ecuacién no lineal del tipo y’ =a(t)y+b(t)y24c(t)y3+ -+ la estabilidad de
su solucién y=0 coincidira con la de su ‘aproximacién lineal’: y’=a(t)y. Un teorema de 1.5 probara
esta idea para las auténomas. Pero el siguiente ejemplo prueba que la conjetura, en general, es falsa:

Ej 6. Para las dos ecuaciones de Bernouilli: [1] y [2] ,

la parte lineal de ambas (y’=—y) es AE. Sus dibujos y soluciones y, con y(0)=b son:

\_
@: [2] yp =25

Ambas yp— 0 si t — co. Aunque para [1] yp estd definida en [0, ) si b cercano a 0, pero
no para [2] (tiene una asintota en t=% ). Por tanto y=0 es soluciéon AE de [1] e | de [2].

Para acabar introducimos el concepto de dependencia continua (de datos y pardmetros).
y'=f(t,y)
y(to)=Yyo
Midiendo experimentalmente el dato inicial y, cometeremos errores. Nuestra ecuacién no seria Util
para describir el sistema si a valores iniciales y;‘ parecidos no correspondiesen soluciones semejantes.
Por suerte, se puede demostrar que si f es buena hay siempre dependencia continua de datos
iniciales, es decir, que la solucién es funcién continua de y, . Antes de precisarlo veamos un ejemplo:

Supongamos que el problema [P] { describe un sistema fisico.

{y/=y2 Su solucién es, como sabemos, y(t, b)= ﬁ .

Ej 7. Sea L p
y(0)=b | [La podemos ver como funcién de t y ademas de b].

Sea, por ejemplo, b>0. Mirando sélo la solucién para t>0 vemos que esta definida
hasta t1=b"1. Para b* préximos la solucién tendra un intervalo de definicién similar.
En un intervalo en el que estén definidas todas estas y(t, b) cercanas (en que el
denominador no se anule) es claro que y(t, b) es continua en ambas variables.

Sean f, fy continuas en un entorno de (to, yo). Sabemos que entonces la solucién de [P] y(t, y,) esta
definida al menos en un intervalo I=[t,, to+d]. En estas condiciones se tiene:

Si lyo—y, | es suficientemente pequefio, y(t,y}) esta también definida en ese mismo I

Teor 2. y ademés si y* — y, se cumple que y(t,y}) — y(t, yo) para todo tel.

Se puede escribir esto de otra forma para compararlo con la estabilidad:

Ve>036>0 tal quesi Iyo—y;‘|<5 entonces |y(t)—y*(t)|<e paratodo te[ty, to+d].

Asi que, en intervalos finitos, las soluciones (inestables incluidas) de toda ecuacién siguen lo préximas
gue queramos si partimos suficientemente cerca. La distincidn entre estables e inestables aparece al
considerar intervalos infinitos. Comprobemos que se cumple la afirmacién con e—é de arriba para una

de las soluciones inestables vistas:
/ —

; = y'=y * _ oty * y'=y
Las soluciones y=0 de {y(0)=0 e y*=e'y} de {y(0)=y;‘ ,
en cualquier intervalo finito [0, d] satisfacen
ly*—yl=elly*|<edy’|<e si |y} —0|<é=e"% Vte[0,d].

y'=f(t,y,a)

y(to)=Yo '

Para que la ecuacién sea (til a valores de a préximos deben corresponder soluciones similares. Se
demuestra que si f(t,y,a) es buena la solucién es también funcién continua de a (es decir, hay
dependencia continua de parametros). Veamos un ejemplo para corroborarlo:

. y' =atly—1 . Caft e [@=t/(1=a) si a#l
Ej 8. {y(l):O ylta)y=t fls ds= tint si a=1

f buena cerca de (1, 0) = dependencia continua de a. Aunque no lo parezca es y(t, a)
también continua para a=1: si a—1 la expresién de arriba tiende a tInt (L'Hopital).

En nuestro sistema fisico podria aparecer también un pardmetro a: [Pq] {
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1.5 Ecuaciones autonomas

Son ecuaciones en las que la variable independiente no aparece explicitamente:

el | y'=f |.

Suponemos que f’ es continua en todo R con lo que, segun el TEyU hay solucién Unica
para cualquier condicién inicial.

Como [a] es de variables separables, es inmediato hallar su solucién implicita:

Y _ i (aunque la primitiva puede ser no calculable o muy complicada,
fiy) — y aun siendo integrable, no podremos, en general, despejar y ).

Pero muchas caracteristicas importantes de las soluciones se pueden deducir facilmente
del estudio de la propia f. En particular, sera muy facil hacer dibujos aproximados y
precisar la estabilidad de sus soluciones, gracias a los siguientes teoremas:

Teor 1.’ y(t) solucién de [a] = y(t+C) es también solucién de [a]. ‘
Sea z(t)=y(t+C); entonces z/(t)=y’'(t+C)=f(y(t+C))=f(z(t)).

Teor 2.’ Si aeR estal que f(a)=0 = y(t)=a es solucién de [a]. ‘

(A estas soluciones constantes se les llama también soluciones de equilibrio).
La prueba es realmente trivial: y’(t)=0=f(a)=f(y(t)).

Cada solucidon de [a] o es constante, o es estrictamente creciente,
0 es estrictamente decreciente.

Sea y solucién. Si existe un t, para el que y’(t,)=0 = f(y(to))=0= y(t)=y(to)
es solucién (teorema 2), Unica que pasa por ese punto. Ninguna solucién puede
tener ni maximos ni minimos si no es constante.

Teor 3.

Toda solucién acotada a la derecha de un t, tiende hacia una solucién de

Teor 4. equilibrio cuando t— o [si lo esta a la izquierda lo hace cuando t——o0].

Probémoslo si t — o (anédlogo para la izquierda). Si y(t) es constante, es evidente.
Sea y(t) mondtona y acotada para t>t, (por el teorema de prolongabilidad y(t)
estd definida en [ty,00) pues no puede irse a infinito en tiempo finito). Un resultado
elemental de cdlculo asegura que y(t) tiende hacia un limite a si t — oo.

Probemos que f(a)=0. Como f es continua, y’(t)=f(y(t)) también tiene limite si
t— oo y ese limite es f(a). Aplicando el teorema del valor medio a y(t) en [t, t+1]
tenemos que existe un ce(t, t+1) tal que y’(c)=y(t+1)—y(t). Por tanto:

f(a) = lim y’(c) = lim [y(t+1)—y(t)]=a—a=0.

Si f(y)/9(y)— cte>0 cuando y— oo las soluciones no acotadas de y’=f(y)
tienen asintotas si sdélo si las tienen las de y’'=g(y).

Teor 5.
En particular, explotan todas las soluciones no acotadas de y’=P(y), si P
es un polinomio de grado mayor que 1.
Como la solucién de [a] es t+C= y]% , decir que y—+oo para t finito equivale a

decir que fiooj% es una integral impropia convergente y esta lo es (por el criterio

de comparacién por paso al Iimite de las impropias) cuando lo es la integral de é.

El caso particular es consecuencia de que explotan todas las soluciones no nulas
de y’=ay”, n>1 (lo vimos al final de 1.3).

[Si f no es C1, y no hay existencia y unicidad en todo el plano, también pueden fallar
algunas de las propiedades que hemos demostrado basandonos en ese hecho].
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Ej 1. Como y?(y—1)=0— y=0, y=1, estas son las soluciones constantes.

Como y?(y—1)>0 si y>1 e y2(y—1)<0 si y<0 6si ye(0,1), sabemos qué soluciones crecen
o decrecen y las soluciones de equilibrio a las que tienden
(sin llegar a tocarlas por la unicidad). La y de las soluciones
por encima de y =1 llega hasta o pues si estuviese y(t)
acotada deberia tender hacia una solucién constante y no la
hay (segun el teorema 5 lo hace en tiempo finito).

Tampoco estan acotadas las de y <0 (también explotan).
Sabiendo ademds que las trasladadas a derecha e izquierda
de una solucién lo son también, completamos el dibujo.

L

[Podrl'amos ademas pintar algunas isoclinas (rectas y=b)y
la recta de puntos de inflexién:

y""=(y3—y2)(3y2—-2y)=0— y=% y las rectas solucién].

[No es util para el dibujo inegrar y hallar la complicada solucién: fynyyz =In |%|+l =t+C|.

y
De hecho (y esto nos sirve de anticipo de lo que haremos en los capitulos 3 y 4 para y+
los sistemas auténomos) la informacién esencial del dibujo aproximado de arriba se |
puede esquematizar en un sencillo dibujo como el de la derecha. En él se observan
los ‘puntos criticos’ (proyecciones sobre t=0 de las soluciones constantes), y las *
flechas nos dicen hacia que puntos tienden las demas o si se van a infinito. Claro que e0
no se ve si las no acotadas son prolongables o no, ni en qué instantes t estamos en +
cada punto del eje y, pero si es obvia la estabilidad de las soluciones constantes.

El estudio de la estabilidad de una ecuacién no lineal cualquiera (incluso de primer orden)
es dificil en general, pero en las auténomas, gracias a los teoremas vistos, casi siempre es
trivial: el dibujo basta para precisar la estabilidad.

Para el ejemplo 1 es inmediato ver que y=0 es inestable, pues las soluciones cercanas de abajo
se van a —oo (no se necesita siquiera su prolongabilidad). y=1 también es I: las de arriba van a
+00 y las de abajo a y=0. Cualquier solucién entre 0 y 1 es AE: las soluciones cercanas estdn
definidas Vt y la diferencia entre ellas tiende a 0 si t — o pues todas ellas tienden a la misma
solucién de equilibrio, seguin asegura el teorema 4.

Este teorema 4 no es cierto para ecuaciones no auténomas (por eso se complica la estabilidad)
y puede haber soluciones que se acerquen a una solucién constante y no tiendan a ella, u otras
que se alejen de ella, pero siguiendo cerca (como muestran los ejemplos 2 y 4 de la seccién 1.4).

Probemos un criterio de estabilidad de soluciones constantes que, aqui no dice nada
nuevo, pero es la versién sencilla del que veremos al estudiar los sistemas auténomos:

Si f/(a)<0, y(t)=a es asintéticamente estable.

Teor 6.| Sea f(a)=0. Si f/(a)>0, y(t)=a es inestable.

Si f/(a)<0, f decrece en a, luego f(y), cercade a, pasa al aumentar y de ser
positivo a negativo y las soluciones pasan de ser crecientes a decrecientes, lo
gue unido al teorema 4 nos da la estabilidad asintética. Si f/(a)>0 pasan de ser
decrecientes a ser crecientes; las primeras se van a —co 0 hacia otra solucién
constante y las segundas a o o hacia otra constante; hay inestabilidad.

Este es uno de los casos en que si hereda una ecuacién no lineal la estabilidad de su aproximacién
lineal. En efecto, desarrollando por Taylor la f(y) en torno a y=a tenemos:

y'=f"(a)(y—a)+o(ly—al|) , es decir z’=f'(a)z+o0(|z|), si z=y—a,
y el signo de f’(a), como sabemos, da la estabilidad de la lineal z’=f’(a)z.

No se deduce nada sobre la no lineal si la lineal es simplemente estable, es decir, si f/(a)=0.
Entonces la solucién constante puede ser estable o asintéticamente estable como sucede con las
soluciones y=0 de y’=0 yde y’'=—y3:
O ser inestable, como la solucién y =0
del ejemplo 1. Para él es:
f'(y)=3y?=2y, f'(0)=0.

El teorema si prueba la inestabilidad de
la otra solucién constante: f/(1)=1>0.

y=0
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Ahora consideramos una ecuacién auténoma con un pardmetro a.

Ej 2. Analicemos su estabilidad. Y < Q- ;
Si a<0 soélo existe la solucién constante y=0. .
Si a>0 aparecen ademas otras dos: y=+4a.
Viendo el signo de y(a—y?) se obtienen los dibujos.
Para a<0 es y=0 asintéticamente estable (todas lo son).

Para a>0 pasala y=0 a ser inestable e y=+4a son AE
(de hecho todas son AE menos la y=0).

Estd claro todo en el ‘diagrama de bifurcacién’ de la derecha.
Se observan en él los puntos criticos y el sentido de las flechas
nos indica su estabilidad .

[En la teoria de ecuaciones diferenciales se dice que hay una bifurcacién si para un valor de un
pardmetro cambian esencialmente las soluciones como ha ocurrido aqui para a=01.
Resolviendo la ecuacién se llegaria a este comportamiento asintético con mucho mas trabajo:
—y—2
2. ./7_  2a z=y ’_ _ —2at, 1 _ +4—a _ +4/a
-3y _—y—2+2 — z/'==2az+2, z=Ce +5 . Yy=—F7——=—=,0<0. y=—"——,0a>0.

Ce2at—1 J/Ce=2aty1

2d
W _2t+C, y=t =

Y para a=0 — | : pIrTol

No siempre se podran calcular las soluciones constantes. De hecho esto es lo excepcional. Para obtener
ceros de funciones habitualmente hay que acabar utilizando el ordenador.

Ej 3. | y/=1—y—y3 | Estudiemos su estabilidad.

f(y)=1—y—y3=0 sin soluciones enteras.
Pero f/(y)=—1-3y2<0, f(0)=1, f(1)=—1.
= existe un Unico a€(0,1) con f(a)=0.

Como por debajo de y=a las soluciones crecen y por encima decrecen y la ecuacién es auténoma,
todas las soluciones son AE. [Y todas explotan para un t negativo finito].

No siempre una auténoma tiene soluciones constantes. Hay veces que conviene aplicar el teorema 6.
Y la estabilidad de las soluciones no acotadas no es tan trivial como la del resto.

Y
Ej 4. Empecemos con la estabilidad de sus soluciones constantes. N
eY—b=0—- y=—Inb,si b>0.Si b<0, no hay. b>0
f'(—Inb)=—e~'"P=p>0 = para cada b>0 hay 1 solucién constante AE. ~—
Nos dice lo mismo el signo de f antes y después de la solucién constante: n® °
por debajo de y=—Inb las soluciones crecen y por encima decrecen. b<0

Estudiemos, ahora, para b=0, la estabilidad de la solucién con y(0)=0.

y
La solucién general de y’'=e™Y, e¥y’=1,es e¥=t+C, y=In(t+C). 2/
La que cumple y(0)=0 es y=In(t+1), claramente definida si t>0. yin(e)
Las de y(0)=yo, que son y=In(t+eY), también lo estan. / .
4 6 8 10

[Lo podiamos decir sin resolver la ecuaciéon: como todas las soluciones 2
son crecientes no pueden irse a—oo; comoen y>0 es y’<1, no pueden
irse a +o0 en tiempo finito, porque sus pendientes estan acotadas]. 1

Y como |In(t+1)—In(t+C)|=|In t+1| P [In1]=0, es AE.
— 00

t+C -2

Si f(y) no es tan regular como hemos supuesto al principio de la seccién hay propiedades prometidas
por los teoremas que pueden no cumplirse.

Ei 5 ,_ 24y | Ecuacion definida sélo si y>0, con solucién Unicaen y>1 e ye(0,1),
)3 | YV =y y problemas de unicidad en y=0 y en y=1.

y>1 y decrecientes en y€(0,1). Por cada punto de y=1 pasa una
Unica curva integral de pendiente vertical (y ninguna solucién). ’ |

Completamos el dibujo resolviendo la ecuacién: \ \'
t= %dy+c= L /¥ (y=3)+C.

Hay soluciones no estrictamente mondétonas (primero decrecen y luego son constantes) y otras
acotadas a la izquierda que mueren en y=1 y que no tienden hacia ninguna solucién constante.

y=0 es la Unica solucién constante. Las soluciones son crecientes en //
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Veamos para acabar varias auténomas que describen modelos de crecimiento de una poblacién animal
(en ellas y(t) representa la poblacién que hay en el instante t y a, b, M son constantes positivas).
La mas sencilla (también lineal) viene de suponer la velocidad de crecimiento

de la poblacién proporcional al nUmero de animales existentes, o sea,

(11| y'=ay |, y(to)=yo — y=yoet=%).

Dibujamos sus soluciones sélo donde tienen sentido (en y >0):

En [1] estd implicita la suposicién de que hay alimentos y espacio vital ilimitados. Si hay una poblacién
maxima M que admite el ecosistema, describird mejor la evolucién la llamada

ecuacion logistica: [2]| y’=by(M—y) K\

de soluciones faciles de pintar. La solucién y =M es AE y hacia ella tienden e
todas las demas positivas para cualquier dato inicial: pasado el tiempo habra /

en el ecosistema una poblacién M. Para conocer la poblacién en un instante t /
hay que hallar la solucién con y(to)=yo:

-1 . -
Y =Myo[yo+(M—yo)e PMIE—t)]T™" (la ecuacién es separable o Bernouilli)
funcién que tiene el comportamiento asintético previsto con las técnicas de auténomas.

Imaginemos ahora que [2] rige la poblacién de truchas en un lago y que alguien pesca truchas: il a un
ritmo proporcional al nimero de ellas existente, ii] a ritmo constante (independiente de las que haya).
Las técnicas de auténomas nos permiten predecir con facilidad el nimero de truchas que habré en el
estanque para grandes valores de t. Las ecuaciones que rigen la evolucién de y en ambos casos son:

[2i1] y’=by(M—y)—ay | y  [2iil| y'=by(M—y)—a]
M2 a

Las soluciones de equilibrio son para [2i] y=0 e y=M—% y para [2ii] y=%d: Tb -

Si a es grande (pescador muy habil) la segunda solucién constante de [2i] pasa a ser negativa y las
dos de [2ii] se convierten en complejas. Viendo el signo de y’ se tiene:

i] a pequefio i] a grande ii] a pequefo ii] a grande

Si el pescador es poco habil el nimero de truchas se estabiliza en torno a un valor algo inferior al tope
logistico M (salvo en ii] si inicialmente son muy pocas). Si es hdabil las truchas siempre se extinguen
(en tiempo finito en el caso ii] ).
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