2. Sistemas y ecuaciones lineales de orden 2

Si ya se podian resolver muy pocas ecuaciones de primer orden, menos aun se pueden resol-
ver sistemas de tales ecuaciones o ecuaciones de orden n>1. Salvo escasas excepciones,
sblo en el caso lineal se puede caracterizar la estructura de las soluciones y casi sélo si
los coeficientes son constantes se pueden hallar explicitamente tales soluciones mediante
métodos elementales. Como el objetivo principal de este libro son los sistemas auténomos
en el plano, nos limitaremos aqui a dar la teoria para el caso n=2.

En la seccién 2.1 enunciaremos las propiedades basicas (similares a las de ecuaciones
de primer orden) de los sistemas de 2 ecuaciones (lineales o no) y ecuaciones de orden 2,
que veremos que se pueden considerar como un caso particular de sistemas. No daremos
demostraciones (basta casi sustituir los valores absolutos del caso n=1 por normas). En la
solucién general de un sistema o ecuacién de orden 2 aparecen 2 constantes arbitrarias
(asi lo sugieren los ejemplos mas sencillos de sistema: x’=0, y’=0, y de ecuacién: x”/=0).
El problema de valores iniciales consistird en hallar la solucién que cumpla 2 condiciones
en un instante t=1t, (si los datos se dan en t distintos, el 'problema de contorno’ tiene
otras propiedades que se suelen estudiar en los cursos de EDPs). Seré facil ver cuando este
problema tiene solucién Unica local. También daremos un resultado de prolongabilidad y la
definicién de estabilidad. No generalizaremos, sin embargo, el dibujo aproximado, porque
no se puede: las soluciones de un sistema son curvas en el espacio (a partir del capitulo
3, para sistemas auténomos de segundo orden, si nos preocuparemos del dibujo de las
proyecciones de las soluciones sobre el plano t=0).

La 2.2 trata ya en el caso lineal:

(s { x’ = a(t)x + b(t)y + f(t)
y'=c(t)x +d(t)y + g(t)

Tendremos una férmula de variacién de las constantes que nos dard las soluciones de
[S] si somos capaces de hallar lo que se llama una matriz fundamental W(t) (formada
por soluciones del sistema homogéneo). Esta matriz sélo sabremos calcularla (utilizando
resultados de &lgebra) en el caso de que las funciones a, b, ¢ y d sean constantes (enton-
ces W(t) sera la exponencial de una matriz). De lo anterior deduciremos resultados para
las ecuaciones de segundo orden:

[e] x”/+a(t)x’ +b(t)x=f(t) |

Resolver [e] serd especialmente sencillo para a y b constantes. La solucién de la homo-
génea la daran las raices de la ecuacién caracteritica A2+ai+b=0, y para la no homogénea
tendremos, ademds de una férmula de variaciéon de constantes, el método de coeficientes
indeterminados (aplicable a ecuaciones de primer orden o de orden mayor que 2). Si a(t)
y b(t) son variables, veremos los pocos casos (ecuaciones de Euler t2x”+atx’+bx=h(t),
si b(t)=0 y si somos capaces de calcular una solucién de la homogénea) en que aun se
puede hallar su solucién a través de integraciones (en el resto de los casos para resolver [e]
se deben utilizar series de potencias).

En 2.3 analizaremos la estabilidad de sistemas y ecuaciones lineales de orden 2, que se
podrd precisar facilmente en el caso de coeficientes constantes: bastard casi siempre con
conocer el signo de la parte real de los autovalores.

25



2.1 Propiedades generales

x'=f(t,x,y)

Un sistema de 2 ecuaciones de primer orden es: [S] { ,
y'=9(t,x,y)

Sus soluciones son parejas de funciones x(t), y(t), definidas y derivables dos veces en un
intervalo comun I, que convierten cada ecuacion de [S] en una identidad. Llamaremos [P]
al problema de valores iniciales formado por [S] y las condiciones iniciales:

| X(to)=Xo, y(to)=Yo |

A
Utilizando notacién vectorial: [P] {i(t_g(—t’x)() . con x=®), f=(£), xo=(’;o).
0oJ)—ANoO (o)

x(t)

Las soluciones x(t)= (y(t)

) se pueden ver entonces como funciones vectoriales de I en RZ2.

Llamaremos ||x||=y/x2+y2 (norma euclidea) y serd B(a, r)={xe€R?: |x—al <r} el entorno
o bola de centro a y radio r (circulo sin borde).

Los TEyU y prolongabilidad son muy parecidos a los de n=1:

f. 9, % % g—z y g—ff continuas en [to—h, to+h]xB(Xe, ) =

[P] tiene solucidn Unica definida al menos en un entorno de t,.

Teor 1.

(Y sisélo f y g son continuas existe solucién, aungue podria no ser Unica).

Sif, g, % % g—z y g—;’, son continuas en [t,, ©0)xR2 o bien existe t; tal que

[[x(t)]| = o0 cuando t—t; o bien la solucién x(t) de [P] estd definida Vt>t,.

Teor 2.

(Y si son continuas en un DcR3 las soluciones llegan hasta la frontera de D).

También hay dependencia continua de pardmetros y datos iniciales y las definiciones de
estabilidad son como las de primer orden, sustituyendo los valores absolutos por normas:

Una solucién x(t) definida en [t,, ) es estable si Ve> 035>0 tal que toda x*(t) con
[Ix(to)—x*(to)|| <6 existe, estd definida en [t,, o) y verifica || x(t)—x*(t)||<e Vt>t,.
Si ademas ||x(t)—x*(D)I| o 0 se dice que x(t) es asintéticamente estable.

— 00

[Pero para un sistema podra ocurrir que ||x(t)—x*(t)||—0 si t—oo y sin embargo
gue no consigamos hacer que ||x(t)—x*(t)|| sea menor que cualquier € preﬁjado].

Consideremos ahora la ecuacion de segundo orden: [e] ‘ x”=g(t, x, x’) ‘ :

Sus soluciones son funciones x(t) derivables dos veces en un intervalo I que llevadas
a [e] la convierten en una identidad. Llamamos [Pe] al problema de valores iniciales
consistente en hallar la solucién de [e] que satisface las dos condiciones:

X(to)=Xo, X'(l‘o)=X(’)

Toda ecuacidn se puede convertir en un sistema (sistema equivalente), haciendo:

x'=y
y'=g(t,x,y)
X es solucién de [e] si y sélo si x lo es de [Sel. Si ademds Xx(t,)=Xo, X es solucién de [Pe].

x'=y — [Sel { Llamando x=(x)=(x), x°=(§i’), es claro que

y x’

Gracias a esto, de cualquier resultado para sistemas se deducen consecuencias inmediatas
para ecuaciones (aunque éstas tendran formas de resolverse mas directas). Por ejemplo,
los teoremas 1 y 2 se pueden aplicar a ecuaciones. Veamos la forma que adopta el TEyU:
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g, ‘;—f(’ y % continuas en un entorno de (to,xo,x;) =
[Pe] tiene solucidn Unica definida al menos en un entorno de t,.

Teor 3.

Por dltimo, se dice que x(t) es soluciéon estable o asintéticamente estable de [Pe] si
lo es la solucion x(t) del sistema equivalente (y por lo tanto se han de parecer tanto
x(t) y x*(t) como las derivadas de las dos soluciones).

Ej 1. Posee solucién con x(to)=Xo, y(to)=Yo Si yo>0. Unica si xo #0.

x'=3txY3+Iny
y'=xy—t3

No sabemos, ni sabremos, hallar su solucién general, ni ver qué soluciones estan definidas Vt,
ni precisar su estabilidad (aunque se podrian hallar los valores aproximados para unos datos
iniciales concretos por métodos numéricos). Es trivial comprobar que una solucién del sistema es

x(t)=(t13) [L’lnica con x(1)=y(1)=1, aunque tal vez haya mas con x(0)=0, y(0)=1 ]

Sistema facilmente resoluble, pues cada ecuacidn (resoluble) depende de una

. x'=1-—x . L. p . , , .

Ej 2. {y,=_y3 variable. [También se podrian ya abordar los sistemas ‘desacoplados’ del tipo
x'=f(t,x), y’=9g(t,x,y), hallando la x y llevandola a la otra ecuacién].

. . . . 1+Cet
Hallando las soluciones de la lineal y la separable (ambas autdnomas) se obtiene: x=( 1 )
J2t+K

Como f,geCl en R? existe solucién Unica para cualquier pareja de datos x(to)=a, y(to)=b.
Sin mirar la solucién sabiamos que cualquier x(t) esta definida Vt y que cada y(t) no trivial
explota para un t1 <t, (por la potencia —y3).

[perdida en

Estudiemos la estabilidad de la solucién que satisface x(0)=1, y(0)=0 — x= (é) el calculol.

1+(a—1)et
__a

Las soluciones préximas con x(0)=a, y(0)=b son x*=( ) [definidas Vt>0, claro].

(a— 1)e‘f)

V2a2t+1

2a2t+1

Es claro que [Ix(t)—x*(t)ll = H(

‘ — 0, pero esto no basta en sistemas para ser AE.

Habria que encontrar ademés un § tal que se cumpliese |[x(t)—x*(t)||<& cuando (a 1) <6.

[ES posible encontrarlo, aunque es complicado hacerlo. Pero en el capitulo 3 veremos formas
faciles de precisar la estabilidad de las soluciones constantes de un sistema auténomol.

Ej 3. | t2x”—2tx’+2x=0 |. Posee solucién Unica con x(to)=a, x’(to)=b si to#0.

En la préxima seccién veremos que su solucién general es: x =c1t + cot? .

La Unica solucién que satisface x(1)=a, x’(1)=b es x=(2a—b)t+(b—a)t? (que, como debia,
es funcién continua de los datos iniciales). Las infinitas soluciones x =c,t? satisfacen x(0)=0,
x’(0)=0, pero no hay ninguna satisfaciendo x(0)=1, x’(0)=0.

La solucién con x(1)=x’(1)=1 (o sea, x=t) es inestable pues para el sistema equivalente

{X,zy es inestable x(t)= () pues H() ((Za_b)t+(b_a)t2)

y'=—2t"2x+42t"1ly (a—b)+2(b—a)t | || t—oe o

’
‘ t—o0

para infinitos a y b tan cercanos como queramos a 1.

(Escribir las soluciones del sistema equivalente a partir de las de la ecuacién es muy sencillo:
basta formar un vector cuyo primer elemento sea la solucién de la ecuacién y el segundo su
derivada. Y si resolvemos una ecuacién a partir del equivalente (poco util como se ha dicho)
lo que obtendremos es un vector en el que el segundo elemento es la derivada del de arriba,
gue es la solucién de la ecuacién).
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2.2 Soluciones de sistemas y ecuaciones lineales

x'=a(t)x+b(t)y+f(t)

V' =c(Ox+d(D)y+g(t) O en forma vectorial:

Sea {

[S1] X' =A(t)x+F(t)

<o x=(3). a=(2 2). =())

Suponemos a, b, ¢, d, f, g funciones de R en R continuas (o sea, la matriz A(t) y la
funcién vectorial f(t) lo son) en un intervalo I (finito o infinito, abierto o cerrado) y sea
to€l. El teorema de existencia y unicidad asegura que entonces una Unica solucién de [S]
cumple cualquier par de datos iniciales x(ty)=Xo, Y(to)=Yo. Como ocurria en las lineales
de primer orden, se puede probar que la solucién Unica esta definida Vtel.

Consideremos primero el sistema homogéneo: [Sh]| x'=A(t)x |.

x1(t) x2(t)
y1(t) y2(t)
de [Sh] y tal que el determinante |W|(t,)|#0 se llama matriz fundamental de [Sh].

Una matriz W(t)=( ) cuyas columnas x1=(’;i) y xz=(’;§) son soluciones

Este teorema dice que [Sh] esta resuelto conocida una W(t) (pero no nos dice cémo hallarla):

El conjunto V de soluciones de [Sh] es un espacio vectorial de dimensién 2.
Una base de V es el conjunto {x1, X2}, soluciones que constituyen una matriz
Teor 1.| fundamental W(t). Por tanto, la solucién general de [Sh] es:

X =C1X1+C2X2 = W(t)c, con c=(2) arbitrario.

Es facil probar que cualquier combinacidn lineal de soluciones de [Sh] es también solucién.
Probemos que son base de V las soluciones e1(t) y e2(t) de valores iniciales ((1)) y ((1’):

Son linealmente independientes:
ciei1(t)+crez2(t)=0 = cie1(to)+cre2(ty)=0 = c1=¢c=0.

x(t)
y(t)
z(t)=x(tp)e1(t)+y(to)ea(t) es solucién con z(ty)=x(t,) = x(t)=z(t)Vtel.

unicidad
Si X1 y X2 son soluciones satisfaciendo |W|(t,)|#0 son linealmente independientes:
c1xX1(t)+c2x2(t) =W(H)ec=0 = W(t,)c=0 = c1=¢c»=0.

Toda solucién x(t)=( ) se puede escribir como combinacién lineal de ellas:

Un sistema tiene infinitas matrices fundamentales W(t). A partir de cualquiera podriamos
calcular la solucién de [Sh] con el dato x(t,)=Xo Simplemente resolviendo el sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas W(ty)c=Xo, que tiene solucién Unica por ser |W|(ty)|#0.
Pero lo podemos hacer directamente si tenemos la llamada ‘matriz fundamental canénica’:

Se llama Wc¢(t), matriz fundamental canénica en t,, a la que satisface W¢(t,)=I.
Dada una W(t), a partir de ella se puede hallar la canénica, pues Wc(t)=W(H)W1(t,).
La solucién x de [Sh] que cumple x(to)=Xo es: x= Wc(t)Xo= W(H)W1(tr)xo .

Es claro que W(t)W—1(t,) es la matriz unidad I en t=t, y ademas el producto de W(t) por
la derecha por cualquier matriz constante no singular sigue siendo fundamental (sus colum-
nas seran combinaciones lineales de soluciones y son, pues, soluciones, y su determinante
sigue siendo no nulo). Que la Ultima expresién satisface x(t,)=Xo €s evidente.

[Para casi ningln sistema es posible dar una W(t) (ni, por tanto, sus soluciones). Cuando A sea
constante, pronto veremos cémo calcular una, precisamente la candénica). Esto es ya mucho mas
complicado que en las lineales de primer orden, donde la ‘matriz fundamental’ era simplemente

el escalar efa, expresable siempre en términos de primitivas, y si a constante la ‘matriz’ es edt].
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Consideremos ahora el sistema no homogéneo: [S] ’ x’ =A(t)x+f(t) ‘ .

al Si xp es cualquier solucién de [S]y W(t) es una matriz fundamenta de [Sh],
la solucién general de [S] viene dada por x=W(t)c+Xp .

b] Una solucidn particular de [S] es xp= W(t) [ W=1(t) f(t)dt.
c] Si Wc(t) es la candnica en t, la solucién de [S] con x(t,)=Xo €s

X = We(t)Xo+ We(t) [, W(5)F(s)ds  [fve]

Teor 2.

[Como para n=1, las férmulas de b] y c] se llaman de variacion de las constantes].

a] Sea x solucién de [S]. Entonces [x—xp]’=AXx+f—Axp—f=A[X—Xp] = x—Xp=W(t)c
para algun c, pues satisface [Sh]. Asi pues, toda solucién se puede escribir asi.

b] Veamos primero que W—1 existe, es decir, que la W(t) es no singular Vtel:
Si para algun sel fuera |W|(s)=0 existirian by, by no los dos nulos cumpliendo que
b1x1(S)+b2x2(s)=0. Entonces x(t)=b1x1(t)+bax2(t) seria solucién con x(s)=0.
Por unicidad seria x(t)=0 y también |W|(t)=0 para todo tel, en concreto para t,.
Y como matrices y vectores se derivan como las funciones de una variable:

x;’ =W’ [W=1(t)f(t)dt + WW~L1f = Axp+f,

pues W’/=AW por ser solucién cada columna.

c] Por al y b] es solucién de [S]. Y ademds cumple el dato: Xx(to)=Wc(to)Xo=1IXo=Xo.

Resumiendo, hallada una W(t) queda resuelto el sistema homogéneo y el no homo-
géneo (y el problema de valores iniciales). Pero sélo tendremos un método para calcular la
W(t) en caso de que la matriz A sea constante. Para ese cdlculo utilizaremos definiciones
y resultados algebraicos cuya demostracién se puede encontrar en los libros de algebra.

Sistemas lineales de coeficientes constantes

[C] | x'=Ax+f(t) ‘ y [Ch] , con A=(g Z) matriz constante.

La exponencial de una matriz B se define: eB=1+B+ %Bz+--- , serie convergente
para cualquier B (sus elementos son series numéricas convergentes).
Se tiene que eB es no singular, que su inversa es e By que eB+C=eBeC si BC=CB.

La exponencial de una matriz no se calcula directamente, sino a partir de su forma ] de
Jordan (la forma mas sencilla en que se puede escribir la matriz haciendo cambios de base).
Aunque en general sea complicado hallar la J asociada a una A, en nuestro caso n=2 es
facil dar tanto J como la matriz P del cambio de base:

Sea A una matriz 2x2 y sean A1, A2 sus autovalores [raices de |[A—AI|=0 ].
Entonces hay una matriz no singular P tal que A=PJP~1 donde:
al Si A\1#A2 y vi1, V2 son vectores propios asociados [o sea, (A—)\[I)vi=0],

son j=()51 AOZ) y P=(v1 v:), matriz cuyas columnas son vi y Va.

b] Si A1 =X>=A y sélo existe un vector propio v linealmente independiente
asociado son j=@ g) y P=(w v), w cualquier vector con (A—ADw=vV.

c] Si A1=X2=A y existen dos vectores propios linealmente independientes
asociados a A, entonces A es ya diagonal.

[Los autovalores de una A real pueden ser reales o complejos conjugados.
En este Ultimo caso la J y la P serdn complejas, pero PJP~1 sera real].
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Teor 3. | W¢(t)=eAlt=t) es |a matriz fundamental candnica en t, de [Ch].

oo

k O k k—1
doAt_ d Z At) di(Af!) _AZ(A” = AeAt, admitiendo que se puede

En efecto =11

v dt

derivar la serie termmo a termlno y ellglendo to=0 por comodidad en la escritura. Es,
pues, eAlt—to) matriz fundamental pues cada una de sus columnas cumple también [Ch].
Como eAlto—to) =1, es la canénica.

Hemos reducido el problema de resolver [C] al de hallar la exponencial de At (del producto
del escalar t por la matriz A). Usando la J asociada a la A es facilmente calculable, pues
eAt est4 relacionada con elt de la misma forma que la A conla J:

| eAt=peltp-l |, yaque

oo kp— 0
At STRIP I _p Zk—t P-1=Pe)tP-1, pues AX=PJP~1...PJp~1=pJkp-1,

k=0 k=0

Y elt es facil de hallar en las dos posibles situaciones que ofrece Jordan para n=2:

A0 Jt 1 0) .t
0 9es on=(t e

- Y A2¢2 0 ALt
a] Utilizando la definicion: elt=(¢ 1)+ (%" /\Ot)+%( 1t 2)+---=(e v0 )
2 : 0 Ast

o1 Como J=(3 3 +(2 §)=DN, ek=eber=(5 O[5 o2 Y= 9

De lo anterior y de la [fvc] del teorema 2 deducimos la formula de variaciéon de las
constantes para la solucién de [C] que satisface el dato inicial x(ty;)=Xo :

al Si )= (0 AO), es e1f=(ei)1t eng). bl Si )

t
x=Pelt-t) p=lxy + P [ elt=)P~1f(s)ds
o

donde todas las matrices son calculables (hallada la eJt, basta cambiar t por t—t, o por
t—s para tener las otras). Insistimos en que los autovalores A y las matrices P, P~1y et
pueden ser complejos, pero si A es real han de ser eAt y |a solucién x también reales.

Para hacer los calculos de esta férmula es aconsejable efectuar las operaciones de derecha
a izquierda, de forma que sélo haya que multiplicar matrices por vectores (y no matrices
por matrices lo que es mucho mas largo y mayor fuente de errores).

Si lo que necesitamos es simplemente la solucién general nos podriamos ahorrar algunos
calculos (por ejemplo de matrices inversas), pues no necesitamos la candnica.

Por ejemplo, W(t)=PeJt es matriz fundamental de [Ch] (es producto por la derecha de la
matriz candnica por la P no singular) y de ello deducimos que:

La solucién general del sistema homogéneo [Ch] es x=P elic, con ¢ arbitrario.

En el caso de que A sea diagonalizable tenemos una solucién general ain mas explicita:

x = Pelic = ¢y eritvy + ¢y ety

Expresién inadecuada si los A son complejos, pues queda x expresada en términos
complejos (en ese caso a veces serd mejor seguir otros caminos que describiremos).

Lleguemos esta solucién general de una forma directa, que puede dar idea de cémo utilizar matrices
incluso para A no diagonalizables y sin conocer la forma de Jordan. Comprobemos primero que:

A autovalor de A,y v vector propio asociado = x=e*tv es solucién de [Ch].

Esto es cierto, ya que x’=Xerv=AerMv=Ax y se cumple que Av=Av.
Si hay 2 vectores propios linealmente independientes, habra 2 soluciones de esa forma, que formaran
una matriz fundamental W(t)=(e’\1tv1 e)‘ztvz), pues |W|(t)#0 por ser los vk independientes.
Basta entonces escribir x=W(t)c para obtener el resultado de arriba.
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X =2x+y 2 1 0 0
Ej 1. Resolvamos y'=3x+4y+et , es decir, x’'= (3 4)x+ (ef)' x(0)= (1) .
con x(0)=0, y(0)=1

[Sabemos que dicha solucién es Unica y que esta definida para todo teR].

5t
|[A—AI|=A2—6A+5=0 —» A1=5y A»=1. Por tanto, J=(g (1)), ejt=(e0 eot)-

(A—51)v=(_33 _11)v=0—>V1=@). (A—I)V=@ é)v=0—’V2=(_11) =
e ()

[Hallar la inversa de una matriz 2x2 es casi inmediato: P= (g Z) = P_1=ﬁ (_dc _:)

se cambian a y d de sitio, b y ¢ de signo y se divide por el determinante].

t
. _1 It 1 1 0 1 J(t—s) 1 1 0
Por tanto: x(t)=zPe (3 _1)(1 +zP ; e 3 _1/|es ds
1 e5t o 1 1 trest=s) ¢ es 11 1 @5t 1 fée-r’f—“sds
_ZP(O et)(—1)+zpfo( 0 es)l—es)P5= a3 J1){ec)*aP — [Letds
_1(e’—e L1(11 F[eSt—et]) _ 1 (5e—5ef—4tet
T 4\3edtet) T 43 -1 —tet = 16 | 1505t 4 ef 4 4tet

Si queremos la soluciéon general, los calculos son algo més cortos. La solucién general de la
homogénea xp se escribe rdpidamente una vez hallados los autovalores y vectores propios:

5t et 1 1 A A
)c = c1e5t(3) + czet(_l) [ =c1eMitvy + cpetetvy .

= —palte =( €
xh=W(t)c=Pelic ‘(3e5f et

Para la solucién particular de la no homogénea y la [fvc] si se necesita hallar alguna inversa:

) , Xp=W(t) J WL(t) f(t) dt = J-W(t) (__e;:t) =1 (:f;:‘;f;) .

e—5t e—St

_ 1
w 1(t)=z (3e—f —et

Tanteando con los términos con e! de la xp y la constante c2, podemos poner esta solucién
general del sistema algo mas corta:

1 1 —t
X=Xh+Xp=C1 e5t(3)+ c et(_1)+ %ef(t_ 1)

. L x'=x—y+1
Ej 2. Hallemos la solucion general de Y/ =2x=2y y la que cumple x(0)=y(0)=2.
1 -1 1 2 1 1
A=(2 _2), f=(0), x(0)=(2). [A—AI|=A2+A=0, A\1=0 y A\2=—1 — v1=(1), V2=(2).

1 0 -
Por tanto, j:(g _01), le=(o e_t)' P=G ;), IPI=1 = P—1=(_21 11).

. . . . (s _ 1 et
uci | | 1 C1v1 2 V2=C1 2 4+ -
La solucién general del sistema homogéneo siempre es facil: civi+ce™t C1{q)*C2{Hpt

—t 2 -1
Para una particular podemos usar que una W(t)=G 2ee_t) — W—l(t)=(_et et) .

Y, con la [fvc] se tiene: xp= WJW_1 fdt= W(t)j (_Zet) dt = W(t) (_2;) = @E:;) :

¢Habra formas de calcular las xp tanteando? Algo diremos en el préximo problema.
c1+ce t+2t+1

cambiando algo la c1 1.
c1+2cet+2t ) [ 9 1]

La solucién general del sistema es, pues: x = (

c1+C+1=2

e t42t+1
c1+2¢c=2

— 1=0,c2=1. x=( o—t4ot

Imponiendo los datos llegamos a la solucién:

Volvamos a usar la férmula de la pagina anterior para obtener este resultado:

t t —t
_palt(2 J(t—s) [ 2 _ (2 2 (2 2t _ (eTt+2t+1
x=Pe (0)+Pfoe (—1)ds_P(o)+PL (_es_t)ds— 2| TPle—t_1)= otiot |-
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. X'=x—y+2 x(0)=0 , (1 -1 2 _ (0
Ej 3. Resolvemos {y’=x+y conl yioy=1 |~ X _( )x+(o), x(O)_(l).

[A—AIl=(A—1)24+1=0 - A=1%i —

ejt_(e”“ 0 )_(et[cost+isent] 0 )
0 etit 0 ef[cost—isent])’

[Recordemos que e%ib =efd[cosb+isenb] y que, por tanto,
elb + e=ib=2cosh, elt—e b =2isenb].

(A—[l:l:i]l)v:O—»vi=(i1i): p=G —li):P_1=%(—ii D

_2j2
[comprobamos: pp-1 =%( gl (2)) }

1 —i 1\ro0 1 E e~ 1\/2 1 eit tr_je(1+i)(t=s)
x0=7z Pejt( i 1)(1) *2 PL et S)( i 1) (0) ds=3e'P (e—it) + Pfo ( (e1=1)(t=5) )ds
[ —i [5e+Dt=9ds = L [e0+DE=9] = I@=D[1_e(1+Dt] y ansloga la otra

—et[Tsent) 1p [1+i][1—e(+D(] _ot[msent) 1 —2+[i—1]e+Dt 4 [{—1]e(-Dt
= cost [1—i][1—e(=Dt] - cost 2\ 2—[1+i]e+Dt _[1—j]e-Dt

2
_ [—etsent + —1+e'[cost+sent]) (efcost—1
~ \ efcost 1+ ef[—cost+sent])  \etsent+1

Estd claro que trabajar con autovalores complejos complica mucho los calculos. Por suerte
conoceremos otros caminos para resolver estos sistemas: pronto veremos como convertirlos
en ecuaciones de segundo orden (mucho mas manejables).

Para este sistmema concreto con f(t) constante (que son los que pueden aparecer en el
capiitulo 3) podiamos haber atajado buscando una solucién del sistema no homogéneo que
fuese también constante (no siempre existira, pues debe ser el determinante |A|#0, o lo que
es lo mismo, no ser A =0 autovalor, por eso no hay soluciones constantes en el ejemplo 2).
Basta resolver el sistema
{x—y+2=0

o 1 o= (1
X+y=0 para obtenerla: x=-1,y=1 xp_( )

1
Nos falta ya sélo sumar a Xp la solucion general del sistema homogéneo cieMiv, +cretetv_
e imponer los datos:

criettit—criet=it—1\ di cii—cpi=1
= t+it t—it -
cie +cre +1 c1+¢c2=0

lef[elt+eit]-1 etcost—1
X=11 it it = et t+1
2_16 [e| —ei ]+1 e sent+

Si s6lo queremos la solucién general en términos de funciones reales podemos hallar P~1 y
calcular hasta el final la matriz canénica:

Ar_ 1 (1 =i ettt 0 (- 1) _ efcost —etsent _ atfc (—1)

© _2(1 1)( 0o eit)li 1) (etsent etcost ) " X*T€ \)t 1)
[Con esta matriz fundamental real podriamos hallar una xp (y no sélo en este caso de f
constante) realizando integraciones de funciones reales. Pero esto tampoco ahorra tiempo

porque, por ejemplo, es més rapido hallar una primitiva de e(1+)t que de efcost (hay que
utilizar dos veces partes para volver a encontrar la integral inicial)].

1
—_ C1=fr sz—? —_

La teoria de los sistemas generales de orden n es la misma que la nuestra de orden 2, pero
en la practica pocos son resolubles, por la sencilla razén de que sus autovalores casi nunca
son calculables. Y ademdas se complica bastante la teoria de Jordan.

Dejemos los sistemas y pasemos a estudiar las ecuaciones lineales de orden dos que, como
vimos en 2.1, se pueden mirar como un caso particular de ellos. Sera cuestion de ir viendo
la forma que adoptan los resultados vistos para el ‘sistema equivalente’ a una ecuacién.
Este no es el camino mas corto para tratarlas. De hecho, sus teoremas se pueden probar sin
usar matrices y normalmente los libros de ecuaciones diferenciales las estudian primero.
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Ecuaciones lineales de segundo orden

Consideremos [e] ’ X"+ a(t)x’ + b(t)x =f(t) |, con a, b y f continuas en I.

Sabemos que hay solucién Unica definida en todo el intervalo I para cada par de datos
iniciales x(to)=Xo, x’(to)=xg si to€l. Haciendo x’=y se tiene el sistema
xX'=y . . . . x\ _(x
{y’:—b(t)x—a(t)y+f(t) , cuyas soluciones seran funciones vectoriales (y) = (X,).

El sistema estd resuelto conociendo una matriz fundamental W(t). Para ello basta dar dos
soluciones x; y x> de la ecuacion homogénea asociada a [e] (pues la fila inferior de
la matriz seran sus derivadas x’1 y x’2 ) tales que sea no nulo en algun se€l el lamado

X1 X2
/7 /
Xy X

determinante wronskiano de x; y x2: |W|(t) =

La solucién general de [e] serd entonces la primera componente del vector:

-1 0 | x5(t) —x2(t)
W(t)c+W(t)JW (t)(;%)dt . y como W (t)_w(_;,lm Xl(t)),

unas pocas operaciones nos permiten concluir de los teoremas para sistemas que:

a] Sean x1 y X2 soluciones de la homogénea tales que |W|(s)#0 para algin
sel. Entonces la solucién general de la homogénea es x,= C1X1+ C2X>.

bl Si xp es una solucién de [e] su solucidén general es: x = cC1X1 + C2X2 + Xp .
X1 X2
! dt—x1 ! dt.

[w| [w|

Teor 4.
c] Una solucién particular de [e] es: Xxp =xzf

Formula de variacion de las constantes [fvc].

La expresion de las dos soluciones en términos de funciones elementales se podra dar sélo en
los pocos casos que describiremos (si no, se debe resolver la ecuacién por medio de series).

Resolvamos la ecuacion con coeficientes constantes: [c] ’ X"+ ax’+ bx = f(t) ‘

Llamemos [ch] a la ecuacién homogénea (f=0). La matriz del sistema asociado:

A= (_Ob _10), tiene por ecuacién caracteristica |P(\)=A2+aA+b=0

Como los elementos del vector real PeJtP~1c, solucién general del sistema homogéneo,
estan formados por combinaciones lineales arbitrarias de los elementos de la matriz eJt, la
solucidén general de [ch] es, segln sean las raices de P(A):

Si A1#A; reales, x=cy erMt4c,etet,
Si A doble (real), x=(c1+cat)e?t.
Si A=p=*qi, x=(c1cosqt+cysenqt)ePt.

eht 0) (1 O)e)‘t 6 (epf[cosqt+isenqt] 0 )

ues elt es: .
P (0 ehat t 1 0 ePt[cosqgt—isenqt]

[Se puede dar la solucién sin usar el sistema equivalente: probando en [ch] soluciones del tipo x =eAt
se deduce que A debe satisfacer la ecuacién caracteristica P(A)=0. Si A1 #A2€R es claro que el |W|
de eMty er2t es no nulo. Si A doble, se comprueba que te*t también es solucién y que es #0 el |W]|
de ambas. Y si AeC se utiliza que parte real e imaginaria de una solucién compleja también lo son].

Para calcular una solucién particular de la no homogénea [c] disponemos siempre de la
formula de variacion de las constantes, pero en muchas ocasiones sera preferible utilizar
el método de los coeficientes indeterminados que pronto describiremos.

Ej 4. |X”+4x’ +3x=0|, A244A4+3=0 » A=—1,-3 - x=cret+ cpe73t,

[ X" +4x’+4x=0], A2+4r+4=0 — A=—2 doble — x = (c1+C2x)e~2t.

’x"+4x’+5y=0 , A24+40A4+5=0 - A=—2=%i — x=(cicost+crsent)e 2,
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Ej 5. ’ X" —2x" + x = 6tet, x(1)=x'(1)=0 ‘ A2—2A+1=0—- A=1 doble —» xp=(c1+cot)el.

et tet
et (t+1)et

IW|(t)= = e — x, = 6tet [ £ gt—6et [ Ll gt=t3et — x=(c1+Cot)el+t3el.

x(1)=[c1+c2+1]e=0

x'(1)=[c1+2c2+4]e=0
Hallemos la xp de otro modo, introduciendo los coeficientes indeterminados. La idea es probar
una x, ‘similar’ a f(t). Una buena candidata a xp es un polinomio multiplicado por et pues sus
derivadas son del mismo tipo. En principio pensariamos en xp = el[At+B], pero al figurar ya et
y tet en xp, habréd que incluir otras potencias de t. El siguiente teorema precisara la candidata
xp=t2et[At+B] ,con A y B adecuados. Para fijarlos llevamos a la ecuacién xp y sus derivadas:

x) =el[At3+(B+3A)t2+2Bt] vy x;;=ef[At-“+(B+6A)t2 +(4B+6A)t+2B]

obteniendo [6At+2B]let=6te! = B=0, A=1. Asi hallamos de nuevo la xp=t3el. Aqui parece
mads largo este camino que la [fvc], pero en muchos otros ahorra el cdlculo de largas primitivas.

De los datos iniciales: } — x=(2=3t+t3)et, solucién buscada.

Aungue sea muy mal camino, repasemos las matrices resolviendo el sistema equivalente:

X' =y /(0 1 0 _ (0 _ - alt— 1 0\ ¢
{Y’=—x+2y+6tef »05€a, X _(—1 2)+(5fet)' x(l)—(o). A=1 doble ~ e _(1 1)e

[nunca la matriz de un sistema proveniente de una ecuacién es diagonall.

El Unico (salvo producto por un escalar) vector v asociado al A=1 doble es V=G).

Escogemos w tal que (j 1)w=v, por ejemplo w=(2) - p=(‘i D p-1 =(—11 é)

0 IN('t_s/ 1 O\/—1 1\/ O _( t3-3t+2 ¢+ [su x es la de antes
- x‘(l 1”1 € (t—s 1)( 1 0)(65e5) ds _(t3+3t2—3t—1)e ysuyeslax’l.
Cuando f(t) esta formada por polinomios, exponenciales, senos y cosenos se puede usar el

método de los coeficientes indeterminados (del tanteo organizado). Se lleva a [c] una
Xp similar a f(t) con constantes arbitrarias que se precisan resolviendo sistemas lineales:

al Si f(t) =eMpk(t), con px polinomio de grado k, y A no es autovalor de
[ch] existe una solucién particular de [c] de la forma xpze“Pk(t), donde Py
es otro polinomio de grado k cuyos coeficientes se precisan llevando xp a [c].
Si A es autovalor de multiplicidad r, xp=t"erPy(t).

bl Si f(t)=ePt[pj(t) cosqt+qk(t)senqt], pj y gk de grados j y k,y pig no
es autovalor hay xp=ept[Pm(t)cos gt+0Qm(t)sen qt], con P, y Qm de grado
m=max{j, k}.Si pxiq es autovalor hay x,=teP![Pp(t) cosqgt+Qm(t)senqt].
clSi f(O)=f1(t)+---+fm(t) y LIXiJ=fi(t) = L[X1+---+Xm]=f(t).

[En particular, si A=0, o sea, si f(t) es un polinomio, bastara probar segiin a] un polinomio
adecuado, y desde luego entendemos una constante como un polinomio de grado 0 1.

Ej 6. Hallemos xp de| x”” + x = f(t) | para varias f(t). Su solucién serd x =ci1cost+ cosent+Xxp .
Si|f(t)=2e'|, existe xp=Ae'=x] =x — 2Ae'=2e’ » A=1, xp=e’. Mucho mas largo con la [fvc]:

IW|(t)=1— xp=sent[2efcostdt—cost[2elsentdt=---=sel[c+s]—cel[s—c] =%[52+c2]et=ef.

Teor 5.

Si|f(t)=t3|, hay xp=At3+Bt2+Ct+D (polinomio de grado 3 pues A=0 no es autovalor)
— 6At+2B+At3+Bt?+Ct+D=t3 - A=1,B=0,C=—6A=—6,D=—2B=0, xp=t3—6t.

Si|f(t)=elcost|, hay xp=el(Acost+Bsent) [hay A==i, no 1+i,y debe estar sent]

— (A+2B)cost+(B—2A)sent=cost — {gtgg:é —»xp=et(% cos t+%sen t).

Si|f(t)=sent|, como +i es autovalor (es decir, como [ch] ya tiene soluciones de esa forma):
Xp=t(Acost+Bsent) —» 2Bcost—2Asent=sent — xp=—§ cost.

Si|f(t)=cos?t|, aparentemente no podemos utilizar coeficientes indeterminados, pero como

coszt=%(1+cos 2t) — existe xp=A+Bcos2t+Csen2t —»xp=%—% cos2t.

Si|f(t)=tant |, necesitamos la férmula de variacién de las constantes:

_ sen?t 4, dtu=s  du _ . _ _ l+sent
Xp=sent[sentdt—cost[ T dt=-sc+sc-c[T = [{55 =--=—cost In=550"
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Aunque es perder el tiempo pasar de ecuaciones a sistemas, en cambio, si es practico convertir un
sistema dado en una ecuacién de mayor orden (sobre todo si los autovalores son complejos).

! =x— =
Ej 3*. Volvamos a resolver el ejemplo 3: {x =x=y+2 x(0)=0

y'=x+y ' y(0)=1

Despejemos la x de la segunda ecuacién (mas corta que la otra): x=y’ —y.
Sustituyendo en la primera: y”/—y' =y —y—y+2, y”"—-2y"+2y=2.

La solucién general de la homogénea la da la ecuacidn caracteristica (la misma que la de la matriz)
y la solucién particular aqui salta a la vista yp=1 (con la férmula de variacién de las constantes
serfa largo y el método de coeficientes indeterminados sugiere probar una constante). Asi pues:

AN _2A+2=0-A=1xi—> y=(c1cost+crsent)el +1
Con los datos iniciales: y(0)=1, y’(0)=x(0)+y(0)=1, obtenemos la y de antes: y=etsent+1.
Y simplemente sustituyendo esta y obtenemosla x: x=y’—y=elcost—1.

/=x— = Llevando x=y+1y’ ala primera:
Ej 2*. Y ahora el ejemplo 2: {X x=y+1 x(0)=2 yray P

V'=2x2y T YO=2 Ty dy =y by —y el y by =2,

A=0,—1 dan las soluciones de la homogénea. Y para la yp, por ser A=0 autovalor, probamos:
yp=At — A=2, yp=2t [0 a 0jo]. La solucién general es y=ci1+cre t4+2t.
De los datos y(0)=2, y’(0)=4—4=0 obtenemos c;=2,c1=0, y=2e~t+2t.

Y, por tanto, x=2e"2t+2t+3(—2e t+2) = e 2t+2t+1, como con las matrices.

Consideremos para acabar otros tres casos de ecuaciones lineales de segundo orden [e],
ahora con coeficientes variables, que son resolubles por métodos elementales.

i) Ecuaciones de Euler: [u] ’ t2x”+ atx’+ bx=h(t) |, t>0.
. . . . . 2 2
Haciendo el cambio de variable independiente t=e*: %=%% , %=%[%—z—§],

[u] se convierte en la siguiente ecuacidn lineal con coeficientes constantes:

%+(a—1)%+bx=h(e5), de ecuacién caracteristica | Q(A\)=A%2+(a—1)A+b=0

Como conocemos las soluciones de la homogénea para la segunda ecuacién, deshaciendo
el cambio (s=Int), tenemos la solucién general de una ecuacién de Euler homogénea:

Si A1 #A2 reales, x = c1t? + oo th2
Si A doble (real), x =(c1+c2Int)t?
Si A=p=qi, x=[c1cos(gInt)+czsen(qInt)]tP

[Observemos que la 'ecuacién caracteristica’ de una ecuacién de Euler seria
la que obtendriamos probando en la homogénea soluciones de la forma t* 1.
Para hallar la x, de la no homogénea dispondremos siempre de la férmula de variacién

de las constantes con f(t)=h(t)/t? (y para la ecuacién de coeficientes constantes en s
del método de coeficientes indeterminados, si h(e°) es del tipo adecuado).

Ej 7. Resolvamos ’ 2x” +tx' —x=t ‘ La 'ecuacién caracteristica’ es A2+ (1—1)A—1=0 — A==1

— la homogénea tiene por solucién general xp,=c1t+c2t™1 (que es vélida en este caso Vt#0).

t t1! _ o _ 1g 114
|W|(t)=‘1 fol=matt y =t s xp= e I I g

t
4
— la solucién general de la no homogénea es x=c1t+czt—1+§ Int (englobado el % en cit).

La xp se podria calcular utilizando coeficientes indeterminados en la ecuacién x”’—x=e* ala que
conduce el cambio t=e®. La xp que deberiamos probar en la ecuacién en s es xp=Ase® (por
ser A=1 autovalor), o lo que es lo mismo, podriamos probar xp =AtInt en la de Euler inicial.
Haciéndolo llegamos a la misma solucién general:

x;=A(In t+1), xl’)’='% — 2At=1, A=% como antes.

35



ii) Si en la ecuacién [e] es b(t)=0: ’ x"” + a(t)x’ =f(t)

’

el cambio x’=y convierte dicha ecuacion en una lineal de primer orden en y,
resoluble con la férmula del capitulo 1. Integrando y obtendremos la x.

Observemos que el cambio anterior reduce también una ecuacién no lineal en la que no
aparece la x en una de primer orden, tal vez resoluble: x”’=g(t,x’) — y’=g(t, y); este es
uno de los pocos casos de ecuaciones no lineales que se pueden resolver elementalmente).

Ej 8. Calculemos la solucién general de ’ tx” —2x’ =tcost ‘ .

X' =y — y’=2Ty+cost — y=Ct2+t2f%ZStdt — X=K+Ct3+f[t2f%25tdt]dt
(primitivas que no son calculables elementalmente).
Es también de Euler (a=—2, b=0, h(t)=t2cost) y se puede resolver como el ejemplo 7:
A2—3A=0-A=0,3 - xp=c1+C2t3, solucién de la homogénea. |W|(t)=3t2 -

xX=c1+Cot3+ t3fc3°—t52tdt—f%§tdt , que debe poderse hacer coincidir con la de antes.

iif) Si conocemos una soluciéon x; de la homogénea x”'+a(t)x’+b(t)x=0, el

cambio x=x1fu dt | lleva la ecuaciodn [e] a lineal de primer orden en u.

[No son, por tanto, necesarias las dos soluciones que exigia el teorema 4; basta sélo
hallar una; el problema es que en pocas ocasiones podremos encontrar esa solucién:
a veces a simple vista, a veces tanteando, a veces aparece al resolverla por series].

En efecto, llevando x, x’=x’1fudt+x1u, x”=x’1’fudt+2x’1u+x1u’ alel:
xau’+(2x4 +ax1)u+ (x4 +ax; +bxa) fudt=£(t) » u’=—(2x,x7 ' +a)u+f(t)x7"

pues x1 satisface la homogénea. El conocimiento de la x1 permite hallar también (sin
necesidad de hacer el cambio) una segunda solucion x, de la homogénea, pues
integrando la ecuacién en u con f(t)=0:

_ _ e—fadt
u=eJadtx=2 | o — x| E——dt
1 X2

[El a, desde luego, es el de la ecuacién escrita en la forma de arriba x” +a(t)x’+--- .
Se usa bastantes veces esta férmula resolviendo por series ecuaciones homogéneas|.

Ej 9. Resolvamos | t3x” —tx’+x=1 |. x1=t es solucién de la homogénea.

[Las Unicas soluciones de la homogénea que pueden saltar a la vista son las rectas
x= t+b (pues entonces el término con x’/ no aparece y basta mirar los otros dos)].

Para resolver la ecuacién dada podemos ahora seguir dos caminos diferentes:
1) Efectuar explicitamente el cambio x=t[u, x’=[u+tu, x”"=2u+tu’,
para convertir la ecuacién inicial en la lineal de primer orden no homogénea:
thu'+(2t3-t2)u=1 - u'=(t2=2t"L)u+t4.
Resolver esta lineal: u=cat=2e Vit t2e~Vi[t—2eVigt = cpt2e~Vti—t=2 .
Y deshacer el cambio: x = t(cl + czft—ze—l/tdt—ft—zdt) =cit+cte Vg1,
[No olvidemos la constante de integracién; deben aparecer 2 constantes arbitrarias].
2) Hallar otra solucién de la homogénea con la férmula: x; = tf# dt =te~t
y calcular una xp de la no homogénea con la férmula de variacién de constantes:
W|(t)=e"Vt - xp=te~V[t2eVidt—t[t~2dt=t+1 » x=c1t+Cote Vi +1

[Todo el trabajo con la no homogénea ha sido absolutamente inGtil y perfectamente
podiamos habérnoslo ahorrado, porque la xp=1 se veia también a simple vista].
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2.3 Estabilidad de sistemas y ecuaciones lineales

Para y’=a(t)y+f(t) la estabilidad la ecuacién la daba la ef“, es decir, la 'matriz fundamental’.
En general sucede lo mismo, pero pocas veces tendremos una W(t).
Estudiemos primero la estabilidad de las soluciones del sistema lineal general
[S] [ x'= A(t) x + (t)

con lo que todas las soluciones de [S] estdn definidas Vt>t,.

, con Ay f continuas en I=[t,, ©)

Definimos en 2.1 la norma de un vector, pero no la de una matriz. En los libros de analisis
matematico se ve que hay varias posibles. Nosotros elegimos, por ejemplo:

’ IW()||, norma de W(t), serd la suma de los valores absolutos de sus elementos.

[Hay otras normas, como el supremo de los valores absolutos de los elementos (el determinante
|W(t)|] no es una norma). Se prueba que todas ellas son 'equivalentes’, es decir, que si una es
grande o muy pequefia, las otras también lo son].

Si W(t) es cualquier matriz fundamental y x(t), x*(t) son dos soluciones de [S] usando la
féormula de variacién de las constantes, y el hecho de que en los libros de anélisis se ve que

la norma de un producto de matrices es menor que una constante por el producto de las
normas de ambas, deducimos:

[IX(£)—=x*(O)I = W)W~ () X(to)—X*(ta) Tl S KIIW (D)X (to)—X*(to)ll -

Como x(t) es estable (AE), si esta norma es pequefa (tiende a 0) para t>t, (para t — o),
si ||x(to)—x*(to)|| es suficientemente pequefia, concluimos:

Todas las soluciones de [S] seran estables, asintéticamente estables
Teor 1. | o inestables dependiendo de que, respectivamente, la ||W(t)| esté
acotada, tienda a 0 cuando t — oo 0 no esté acotada.

Esto significa que a partir de t, todos los elementos de W(t) estédn acotados,
que todos tienden a 0 o que al menos uno de sus elementos no esta acotado.

Como ocurria para n=1 se puede hablar de la estabilidad del sistema [S] pues todas sus
soluciones tienen la misma estabilidad [que no depende de la f(t)].

t te 1/t
1 (14t e Wt

Como ||W(t)]| es no acotada (2 de los elementos de W(t) no lo estan), la ecuacién es inestable.

Ej 1. ’ t3x"—tx'+x=1 ‘(ej. 9 de 2.2). Una W(t) es ( ) pues era xp=cit+cre” /1,

—1 —2
Ej 2. | 2x"+4tx’+2x=t* | A(A=1)+4A+2 =0, xp=c1t-1+cot~2 — W(t)=(_tt_2 _t2t_3).

Como ||[W(?)| t—» 0, todas las soluciones para t>0 son AE [Ia xp=%t4 no influye nada].
—00

Para coeficientes constantes [C]| x’=Ax+f(t)| hay un resultado mucho mas directo:

Si los dos autovalores A de A tienen ReA <0, el sistema [C] es AE.
Teor 2.| Silos autovalores de A tienen ReA<0 y A es diagonalizable [C] es estable.
Si existe algun A con ReA>0 o sies A=0 dobley A no diagonal, [C] es I.

[Los elementos de W(t)=eAt son exponenciales e*t tal vez multiplicadas por t, si J no diagonal.
Si ReA <0 cada elemento, y por tanto ||W(t)||, tiendea 0 si t - 00.Sihay A con ReA=0y A es
diagonal hay términos que son constantes, senos o cosenos y permanecen acotados sin tender
a 0. Si hay algln A con ReA >0 o si los términos que vienen de A =0 contienen una t, habra
algln término de la exponencial no acotado y la norma de W(t) tampoco lo estardl].

Asi pues, la ReA precisa la estabilidad de un sistema de coeficientes constantes (y de una
ecuacién, gue era estable si lo era su sistema equivalente). Sélo si hay A=0 doble hay que
mirar si A=0 o no para distinguir entre estabilidad no asintdtica e inestabilidad. Y esto ni
siquiera seréd necesario en las ecuaciones, pues siempre habréa potencias de t.
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Ej 3. | x’/ ((1) ;)x+(%) A2—2A—2=0, A =1+ 43 = sistema inestable [la f(t) no influyel.

Ej4. | X ( 11 )x A24+1=0, A =i = sistema estable (no asintoéticamente).

X' =x+y x(0)=1

Ej 5. Hallemos la solucién de V' =—x—y+e-t | €N yio)=—2

y precisemos su estabilidad.

y=x'—x - x"=e"t - x=c1+crt+ et imponiendo x(0)=1, x/(0)=x(0)+y(0)=—1
se obtiene c1=c,=0 y por tanto, x=et, con lo que y=—et—e t=—2et,

La estabilidad de esta solucién (y la de todo el sistema) viene dada por |[A—AI|=A2=0.
Como A=0 dobley A no es diagonal (no el la 0), esta solucién es inestable.

[Que la x— 0 no importa nada. EA no significa que tienda a 0 una solucién dada, sino que
lo haga la diferencia entre dos cualesquiera que partan cerca (entre todas en las lineales)].

x'=—x+y | |A=AI|=0— A=-—1,—2 (obvio, la matriz es triangular). El sistema es AE.

Ej 6. L . .
) y'=2-2y | Una solucién particular constante se encuentra facilmente: x=y=1.

Como las soluciones del homogéneo tienden a 0, concluimos, sin mas que ver la Xp Yy los
autovalores (y sin calcular las soluciones) que todas las x(t), y(t) =1 cuando t—o0.

Ej 7. — A=0,—2 = ecuacién estable no asintéticamente.

Ej 8. ’ X" +2x" +x=et ‘ — A=—1 doble = ecuacién AE.

Todas las soluciones se van a infinito, por la xp =Aetl, pero esto no tiene que ver con la EA.
Lo importante es que todas se parezcan entre si. Insistimos en que f(t) no influye.

se puede interpretar como un sistema muelle-masa
sometido a una fuerza externa periédica.

Si a>0 (cuando hay un rozamiento que se opone al movimiento) la ecuacién
es AE, por tener ambos autovalores ReA<0: A=3[—ax+va2—4].

Como las de la homogéna se van a 0 y la particular de la no homogénea es
de la forma xp=Acost+Bsent, deducimos (sin mas calculos) que el sistema ---Ifﬂ)
tenderd a oscilar periédicamente. En la practica sera eso lo que obervaremos.

Si no hay rozamiento (a=0), la ecuacién es EnoA (A ==i). Pero aunque estén acotadas las

soluciones de la homogénea, ninguna solucién de la no homogénea lo estd, pues la resonante

xp=—§ cost hace que la amplitud de todas las oscilaciones tienda a infinito.

Ej 9. ’x”+ax’+x=sent‘

La teoria de las ecuaciones de orden n es muy similar a la de orden 2 que hemos visto.
La dificultad, de nuevo, se presenta por la imposibilidad de hallar exactamente las raices
de su polinomio caracteristico P, de grado mayor que 2 [si es facil, sin embargo, hallar
las xp cuando se puede aplicar el método de coeficientes indeterminados].

Para analizar su estabilidad deberiamos simplemente saber si esas raices no calculables
tienen o no parte real menor que 0. Esto que para nuestro n=2 es trivial:

las raices de A\2+air+b=0 tienen ReA<0 < a,b>0 [basta escribirlas],

sélo es algo mas complicado (pero abordable) para n mayores. Una condicién necesaria
(no suficiente) es también que todos los coeficientes de P, sean estrictamente positivos.

[Que no basta lo prueba A3+A2+A+21=(A+3)(A?°—2A+7) » A=—3,1£i/6 |.
Quien resuelve el problema es el criterio de Routh-Hurwitz de los libros de ecuaciones.
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