3. Soluciones por medio de series

En el capitulo anterior vimos las escasas formas de resolver elementalmente la
ecuacién con coeficientes variables

le] ] X"’ +a(t)x’+b(t)x=0 \

Este capitulo trata una forma general de atacarla: suponer la solucién desa-
rrollada en serie de potencias e introducir esta serie en la ecuacidén para
determinar sus coeficientes.

En la seccién 3.1 recordaremos la definiciédn de funcién analitica (funcién descri-
ta por una serie de potencias convergente) y algunas manipulaciones matematicas
que se pueden hacer con ellas.

Cuando a y b son analiticas en t, (punto regular, secciéon 3.2) siempre
se podran encontrar dos soluciones linealmente independientes de [e] en forma
de serie de potencias por el siguiente camino: llevando una serie a la ecuacién
conseguiremos expresar sus coeficientes cx en funcién de los dos primeros cg vy
C1, que seran las dos constantes arbitrarias que deben aparecer en la solucién de
cualquier ecuacién de segundo orden (algunas veces podremos dar la expresion
general del ck, pero otras nos deberemos limitar a ir calculando coeficiente a
coeficiente). Un teorema, que aceptaremos sin demostracién, nos asegurara que
las series solucién son convergentes al menos en el intervalo en que las series de
a y b lo eran. Imponer datos iniciales en t, serd inmediato, pues tendremos que
X(to)=co y X'(to)=c1.

Si a y b son ’casi’ analiticas en t,, es decir, si (t—to)a(t) y (t—to)2b(t) lo son (to
es singular regular), también se pueden utilizar series para resolver [e] de una
forma sélo algo mds complicada (es el método de Frobenius de la seccién 3.3).
Calcularemos primero una solucién x3 que (si to =0) sera siempre de la forma
t" > (siendo r una de las raices del llamado polinomio indicial) y a continuacién
otra x>, linealmente independiente de la anterior, que unas veces (segln sea la
diferencia entre las raices del polinomio indicial) serd del mismo tipo y otras con-
tendrd ademas un término incluyendo el Int. De nuevo un teorema no demostrado
garantizara la convergencia de las series que vayan apareciendo.

El calculo de los coeficientes de las series es sencillo (aunque algo pesado). El
problema basico de utilizar series para resolver ecuaciones es la dificultad de obte-
ner informacién sobre las soluciones que se encuentran (y mas cuando no podamos
hallar su término general). Sin embargo ecuaciones del tipo [e] surgen a menudo
en problemas reales y las series son el Unico instrumento para resolverlas. Por eso
existen libros enteros (los de funciones especiales de la fisica) dedicados a estu-
diar las propiedades de las series solucién de algunas de estas ecuaciones (las de
Legendre, Hermite, Bessel, Laguerre, Tchebycheff, ...). Una pequefa muestra de ta-
les estudios son las propiedades de las soluciones de las ecuaciones de Legendre,
Hermite y Bessel que se citan en la seccién 3.4.

Las soluciones por serie en torno a cualquier punto (salvo que sean identificables
con una funcién elemental) no dan ninguna informacién sobre el comportamiento
de las soluciones cuando t — co. En la seccién 3.5, para estudiar para grandes
valores de t las soluciones, introduciremos el llamado punto del infinito de una
ecuacion, punto s=0 de la ecuacién que se obtiene haciendo t=1/s en la inicial.
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3.1 Funciones analiticas

f(t) es analitica en t=t, si viene dada por una serie de potencias cerca de t;,:
= Z Ck(t—to)< = co+ca(t—to)+Cat—to)?+--

A partir de ahora, t=0 (si no, con t—t,=s estariamos en ese caso): f(t)= Z crtk.
k=0

A cada serie de potencias estd asociado un radio de convergencia R tal que:
Si R=0, la serie sélo converge en t=0.Si R=00, converge para todo t.
Si 0<R <o, converge si |t|<R y diverge si |t|>R (en t=+R no sabemos).
Ademids, si 0< t, <R, la serie converge uniformemente en [—t,, to] .

El R se puede calcular en muchas ocasiones aplicando el criterio del cociente:

Sea Zak y p=jim 'lg"'l' Entonces si p<1 la }; converge, y si p>1 diverge.

Propiedad bésica de las series de potencias es que, para |[t| <R (si R>0), se
pueden derivar e integrar término a término:

F(D)= kepth—l=c1+2cot+---,
k=1

> )(0)=kK!
f/,(t):Zk(k_l)cktk_2=2C2+6C3t+... ) ( if ( ) Ck )

[Sertk=C+ 3 Gtk = C+ cot+ Zt2+--- si [t|<R
k=0 k=0
También pueden sumarse, multiplicarse,. .. estas series como si fuesen polinomios:
F(B) =S art¥ si |t|<Rf y g(t) = S betk si [t|<Ry = Si |t]<min{Ry, Ry},
k=0 k=0
F(O+9(0)=3 [ar+be1tk, f(£)g(t)=aobo+(aobi+aibo)t+(aoba+aibi+azbo)t?+
k=0

(también f/g es analitica si tiene limite en t=0;
ya veremos en ejemplos como hacer su desarrollo).

Caso importante de estas series son las de Taylor:

. £(k) e .
ka—!tk , para f con infinitas derivadas en 0.

La mayoria de las funciones elementales coinciden con su serie de Taylor (y por
tanto son analiticas) en todo el intervalo de convergencia de la serie. Por ejemplo:

s ( 1)kt2k+1 _ (- 1)kt2k
Z ' Sent—Z keDr ¢ Ccost= Z QKT

f2k+1

Sht_2(2k+1)" Z (t 5+ VteR.
1)kf2k+1

1 _< (=1)<tkrt 1)ktk+ (=
E—;}t ) In(1+t)—z s arctant_k;w,

[1+t]% = 1+at+%t2+--- . si|t|<1.

Aungue f sea C*(R) y su serie de Taylor converja Vt puede que ambas no coinci-
dan, como le ocurre a f(t)=e~t, f(0)=0 (que cumple f)(0)=0 Vk, con lo que
su serie de Taylor es Y 0-tk=0 vy, por tanto, f no es analitica). Para que una f lo
sea, es necesario que tenga infinitas derivadas en el punto, pero no es suficiente.
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Ej 1. Hallemos de varias formas (algunas nada naturales) el desarrollo de f(t) = 1

1+H2 "
fO=—Ft— @ =5 L (O == 2 (ke = S (1R (k+ 1)tk si |t<1,
k=0 k=1 k=0
Otra forma:
(1+8)2 = 1-2t+ 2202 2202 DE22043 4 L 2 1264 362483 +--, |t|<1.

Multiplicando: f(t) =[1—t+t2— - ][1—t+t2—...]
=[1+(1-Dt+QA+1+1)t2 +---]1=1—2t+3t2—--- si |t|<1.
También podemos ‘dividir’: buscar una serie > cktk tal que:
[cotcit+cat?+c3t3+---1[t2+2t+1] =1 ;
asi se va obteniendo:
co=1; 2co+c1=0—-c1=—2c0=—2; co+2c1+c2=0—-cC2=—Co—2¢1=3;...

[El radio R del desarrollo de un cociente P/Q, con P y Q polino-
mios, simplificados los factores comunes, y Q(0)#0 es la distan-
cia al origen de la raiz (real o compleja) de Q mas proximal.

Y con un caso sencillo de ‘composicién’ de series:

2 3
m =1—(2t+t2) + (2t+t2) — (2t+1t2)" 4+ =1 =2t + (—1+4)t2 +---
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3.2 Puntos regulares

Sea la ecuacion [e] ’ x” +a(t)x’ + b(t)x =0 ‘ .

Se dice que t=t, es un punto regular de [e] si a y b son analiticas
en t=t,. En caso contrario se dice que t=t, es punto singular de [e].

Sea t=0 regulary llamemos R al menor de los radios de convergenciade ay b.
Se podrd, pues, escribir:

at) = >l aktk , b(t)= > btk para |t|<R.
k=0 k=0

Si sus coeficientes son analiticos, se puede esperar que cualquier solucién de [e] lo
sea también, es decir que también se pueda escribir como una serie de potencias
para |t|<R.Empecemos con un ejemplo:

H 2\ /7 _ _ B ” 2t 2
Ej 1.’(1+t )X+ 2tx’—2x =0 |, es decir, x + X —ex=0,

a(t) y b(t) analiticas en t=0 (regular) con R=1 (t==i ceros del denominador).

Llevemos una solucién en forma de serie arbitraria (junto con sus derivadas) a la ecua-
cién inicial (mejor que a la segunda, pues deberiamos desarrollar a y b) y tratemos de
calcular sus coeficientes:

x=>lctk, x'= kzlkcktk_l . X" =T k(k—1)ckthk=2 —

k=0 k=2
S k(k—1)ckth=2 + k(k—1)cktk] + S 2keitk — 3" 2tk = 0
k=2 k=1 k=0

[No es falso poner k=0 como indice inferior de sumacién en las tres series,
pues se ve que se anularia el primer término en la de k=1 y los dos primeros
enla de k=2, pero asi esta claro la potencia con la que empieza cada seriel.

La solucién final de esta lineal de segundo orden deberd contener dos constantes arbi-
trarias asi que una buena estrategia puede ser intentar escribir los cx en funcion de
los dos primeros co y ¢1. Como para que una serie de potencias se anule han de ser
0 los coeficientes de cada potencia de t, deducimos:

t9: 2.1.co—2:co=0 — c2 =cg
tl: 3.2.c3+[2—2]c1=0 - c3=0
th: (k4+2)(k+1)cks2 + [k(k—1)+2k—2]ck =0

[Hemos escrito aparte los primeros términos porque cada serie empieza a
aportar términos para distintos k ; como potencia general hemos escogido tk
porque era la mas repetida, pero también podriamos haber tomado tk—21.

De la Ultima expresién deducimos la regla de recurrencia que expresa un coeficiente
en funcién de los anteriores ya conocidos (en este ejemplo, queda el ck+2> en funcién sélo
de ck, pero en otros pueden aparecer varios); para facilitar los cdlculos, factorizamos
los polinomios que aparecen calculando sus raices:

__ (k+2)(k—1) _ k=1 _
Ck+2__(k+2)(k+l) k = K+1 Ck , k—O,l,

Si preferimos tener el cx (en vez del ck+2 ) en términos de los anteriores, basta cambiar
k por k—2 en la expresién anterior:

Ck=—lli:—§ Ck—>, k=2,3,...
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A partir de la regla de recurrencia escribimos algunos cx mas (siempre en funcién de
Co 0 c1) con el objetivo de encontrar la expresién del término general de la serie (en
muchos ejemplos esto no serd posible, pero aqui si):
1 1 3 1 5 1
C4g=—3C2=—3C0, Ce6=—5C4=5Co, Cg=—35C6=—5CO, ...
¢c5=0 por estar en funcién de c3 que se anulaba. Andlogamente c;=c9=---=0.

Por si no estd aun clara la expresién de los ¢z, usamos la recurrencia ‘desde arriba’:
k=3 k=3 k=5 k=5 k=7
Ck =~k 1Ck—2 = Ik 3Ck—4 = -1 Ck—4 = "1 k=6 =
El numerador de cyk es 1, el denominador es 2k—1 vy el signo va alternando, asi que:

Cok=(—1)}*15tco, k=2,3,...

Agrupamos los términos que acompanan a ¢y y ¢1 (que quedan indeterminados)
y obtenemos por fin:

x=co[l+t?— %t“ + %tf’ +e |+ cit= co[1+Z (—1)’<+12,t<2_k1]+ cit = cox1 + C1X2
k=0

Esta expresién tiene la estructura cldsica de las soluciones de las lineales de segundo
orden. Pero para que lo sea de verdad, las series deben converger en un entorno de
t=0,yademds x1 y x2 han de ser linealmente independientes. Esto es lo que sucede.
La serie de x1 (como muestra el criterio del cociente) converge para |t|<1 y la ‘serie’
de x2 (truncada a partir de su segundo término) converge para todo t. Y ademds el
wronskiano de ambas soluciones en t =0 resulta ser 1 (pues x1(0)=1, x’l(O) =0,

x2(0)=0, x5(0)=1).

Si, en vez de la solucién general, la que queremos es la que cumple x(0)=x,, x’(0)=x(’)
(existe y es Unica por ser a y b analiticas) dada la forma de las series de x1 y x2 es
inmediato que debe tomarse co=Xo, C1= xg .

[Esta ecuacién se podia haber resuelto sin usar series. Era facil darse cuenta de que
X2 =t era una solucién, y podriamos haber calculado la x; siguiendo la seccién 2.2:

(2t _
x1=x2 [x;2e adt=t[t2e I3 ge = t[ 2(1+t2) "dt =—1—tarctant,
cuyo desarrollo, salvo el signo, coincide con el obtenido anteriormente].

Gran parte de lo visto en este ejemplo ocurre en general, como asegura el siguiente
teorema que no demostraremos.

Si t=0 es regular, la solucién general de [e] es
X=cCox1+c1xa=co[l+ D |+ ci[t+ ],

con co, C1 arbitrarios, y las series, que contienen potencias tk
con k > 2, convergen, al menos, para |t| < R. Los coeficientes
de estas series se determinan de forma Unica probando una serie
de potencias arbitraria en la ecuacién (con las funciones a(t) y
b(t) desarrolladas) y expresando sus coeficientes ck, para k>2,
en funcién de cp y c1. La solucién Unica de [e] con x(0)=Xx,,
x’(0)=x(’) se obtiene simplemente sustituyendo co=x,, c1=x(’).

Teor 1.

[El desarrollo de a y b, desde luego, no sera necesario si esas funciones son polinomios].

Para estudiar las soluciones de [e] en un entorno de otro t, regular, el cambio
de variable s=t—t, lleva a una ecuacién en s para la que s=0 es regular.
Probariamos entonces para hallar su solucién la serie:

X = i cksk [es decir, x = i ck(t—to)< ].

k=0 k=0
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Ej 2. | X"+ (t—2)x=0, x(0)=2, x’(0)=1

t=0 regular puesto que a(t)=0 y b(t)=t—2 son analiticas en todo R.

El primer ejemplo era demasiado sencillo. En general, y como en este, las cosas seran
mas complicadas. Llevando una serie arbitraria y sus derivadas a la ecuacién e igualando
a 0 los coeficientes de cada tk:

x= 3 ckth = S k(k—=1)ckth2 + 3 [tk —2¢,tK] = 0 —
k=2 k=0

k=0
t0: 2.1.cp—2-co=0—-cr=co; tl: 3-2-c3+co—2-c1 = 0—>C3=—%Co+%C1 H
tk=2; k(k—1)ck+Ck—3—2Ck—2=0 — ck=—ﬁck_3+ﬁck_2 , k=3,4,...

(regla de recurrencia de tres términos que suele traer muchos mds problemas que las de
dos). Escribimos un par de términos més en funcién de co y c1:

1 2 1 1 1 2 1 1
C4=—13C1+ 5C2=gC0— 15C1,;C5 =—55C2+ 5503 =—75C0 + 35C1

No hay forma de encontrar la expresion del término general, aunque paso a
paso podemos ir calculando el nimero de términos que queramos.

La solucién general es entonces:

x=co[l+t2— 23+ tth—Lt5+ - J+cit+ 33— Htd+ 55t +---]

Y la particular pedida: x = 2+ t+2t2+ %t“—%tf’ +---, convergente Vt seguln el teorema.

Para calcular unos pocos términos (pero no para hallar muchos o para buscar la
expresién del término general) de una serie solucién cerca de un punto regular se puede
seguir el siguiente camino:

Haciendo t=0 en la ecuacién: x’/(0)+(0—2)x(0)=0— x"’(0)=4
Derivando la ecuacidn y volviendo a hacer t=0:
X" +(t=2)x"+x=0— x"’(0)=2x’(0)—x(0)=0
Derivando otra vez: x”"”/+(t—2)x""+2x’=0 — x’"”’(0)=2x""(0)—2x/(0)=6, ......

Por tanto: x(t) = x(0) + x/(0)t + X2 4 X703 4 ... — oyt 4 2424 0134 Bpdy ...

Si ahora queremos unos términos de la solucién de la ecuacién con ’ x(2)=6,x’(2)=0 |,

la solucién general de arriba, dada por series en t=0, claramente no sirve para imponer
datos en t=2. Debemos resolver en torno a este punto:

2 0 0 o
s=t—2—- 9% +5x=0, s=0 regular » x =>" cxs¥ > > k(k—1)cks* 2+ > cpsk*1 =0 -
k=0 k=2 k=0

s0: 2¢;=0; sl: 6c3+co=0, c3=—cCo; ...;

sk=2: k(k—1)ck+Ck—3=0 — ck=—ﬁck_3 i k=3,4,... »

—Cam+r=0" Cam—-tC] ' Com—-tCa= -t Crm—etCs =t 1 —
Cs=cCg=:-=0;cCa= 23C1 7, C6="55C3 = 553200, C7T=—55C4 = 7523C1
datos
x=co[l1— s>+ 35S0+ -+ ]+ ci[s— 55% + 555" + -+ ] =

X=6—53+ 5550+ =6—(t—2)° + 55(t—2)% + ---

(Aqui si podemos expresar el término general, aungque no nos queda
tan compacto como en el ejemplo 1:

= S et Dl ) 7 ___(CDK(E=2)*
X = CO[]- + ; 2-5~-~(3k—1)-3-6~--(3k):| + Cl[t+ k:z; 3'6~~(3k)~4~7'-~(3k+1):| ).
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3.3 Puntos singulares regulares

Supondremos en esta seccidén que para [e] x”+a(t)x’+b(t)x =0 es t=1t, un
punto singular, es decir, que o a(t) o b(t) o las dos no son analiticas en t=t,,
con lo que no es aplicable el método de la seccién anterior. Sin embargo, interesa
precisamente en muchas ocasiones conocer el comportamiento de las soluciones
de [e] en las cercanias de sus puntos singulares. En general se podra decir poco so-
bre este comportamiento, salvo para un tipo particular de puntos sélo débilmente
singulares: los singulares regulares que vamos a definir.

Suponemos a partir de ahora que el punto singular que tratamos es t=0. Sabemos
gue esto no supone pérdida de generalidad ya que en el caso de que gqueramos
estudiar las soluciones cerca de un t,#0 el cambio s=t—t, traslada el problema
al estudio de las soluciones cerca de 0 de la ecuacién en s.

Conviene escribir [e] de otra forma. Multiplicdndola por t2 y llamando a*(t)=ta(t)
y b*(t)=t2b(t) obtenemos:

[eX] | t2x” + ta*(t)x’ + b*(t)x =0

t=0 es punto singular regular de [e] - [e*] si
a*(t)=ta(t) y b*(t)=t2b(t) son analiticas en t=0.

, es decir,

Ej 1. | t(t—1)2x" —tx’+ (t—=1)x =0

le] x/ — ﬁx’ + =X =0, [eX] t2x” — t(t_tl)2 X'+ &5x=0.

t=0 y t=1 son puntos singulares de la ecuacién (todos los demas son regulares).
Como a*(t)=—ﬁ y b*(t)=% son analiticas en t=0, el punto es singular regular.

2

Con t—1=s obtenemos: s2(s+1)x”’ —(s+1)x’+sx =0, es decir, s x”—s%x’+ =-x=0

s+1
(estas derivadas son con respecto a s, pero las hemos dejado tal cual, pues %: ).
Como —% no es analitica en 0 (aunque 5%1 silosea), t=1 (s=0) es singular no regular.

[En torno a t=1 no sabremos resolver la ecuacién por series (la teoria es complicada)].

Ej 2. | 2" +sentx’ +t73x =0 | —» x”+ 20X/ +t7V3x =0 6 t2x"+t2PEx/ +t73x = 0.

a(t) y b(t) noson nicontinuas en t=0 (no es punto regular). Tampoco es singular regular:

t—Lt3 4o , e .
a*(t) = %”t =—t—= 1—%t2+--- si es analitica en t=0 (con radio R=o), pero no lo

es b*(t) =t>3 (es continua y derivable, pero ya no existe la derivada segunda en 0).
Los t,#0 son puntos regulares de la ecuacién, por ser a(t) y b(t) analiticas en t=t,.
[Escribir sus desarrollos en ese punto se podria hacer con un poco de trabajo; por

ejemplo, entornoa t=1: t=s+1 — x” + COSISe?::lS)%nlcossx’+ (1+s)¥3x=0...].

Queremos resolver [e*] cerca de t=0 suponiendo que a*(t) y b*(t) son analiticas
en ese punto, es decir, que admiten desarrollo en serie valido en [t] <R (minimo
de los radios de convergencia):

a*(t)= Y afti=af +ajt+---, b*(t)= Y biti=b} +bit+--- |, t|<R.
k=0 k=0

sent]

[Normalmente serd a*=a*(0) y b(’; =b*(0) salvo para funciones como ==

0
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[e*] se resolverd con el método de Frobenius, que detallaremos en el teorema de esta
seccién. No lo probaremos, pero intentemos hacer creibles sus hipétesis y conclusiones. La
ecuaciéon mas sencilla del tipo [e*] es la de Euler (en ella a*(t) y b*(t) son ‘series’ que
se reducen a su primer término). Viendo sus soluciones esta claro que no hay, en general,
soluciones analiticas de [e*]. Pero ya que hay soluciones de Euler de la forma t" se podria
pensar que [e*] posee soluciones en forma de serie que comiencen por términos t”.

Probemos por tanto en [e*] la solucién x =t > etk = cot” + 1t + cot™2 4 -0
k=0
Debe ser entonces:

S (k) k+r=1et<H 4 (S apth)( 3 (k< )+ ( Sbrtk)( 3 crtktr) =0
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
El coeficiente que acompafia a la potencia de menor orden (t") debe anularse:
[r(r—=1)+a} r+bjJco=0.

Si la serie ha de empezar por términos t", debe ser co#0. Por tanto, los Unicos r para los
que pueden existir soluciones no triviales de la forma t" Y. son las raices del polinomio:

Qn= r(r—1)+a6‘ r+b(’)‘ , llamado polinomio indicial de [e*].

Esto es coherente con las ecuaciones de Euler. Para ellas, si Q(r) tenia dos raices distintas
r1 y rz,dos soluciones independientes de la ecuacién eran t' y t'2 . Pero si la raiz era doble
sélo existia una solucién de esa forma, y la segunda era la primera multiplicada por el Int;
por tanto, también es de esperar que en la solucién general de [e*] aparezcan logaritmos.

Pero al resolver por series [e*] pueden aparecer problemas que no se presentan en el caso
particular de las de Euler. Igualando a 0 el coeficiente que acompafia a t*k tenemos:

(r+K)(r+k—1)+(r+K)ar+b’* |ck + [ (r+k—1)a¥+bF |ck—1 +---=0
0" %o 1%

donde los puntos representan los términos con cx—2, ck—3, ... De esta expresiéon podemos
despejar el cx en funcién de los anteriores ya calculados siempre que el corchete que le
acompafa, que es Q(r+k), no se anule. Si r; es la mayor de las dos raices Q(r1+k)#0Vk.
Pero si rp es la menor, y ri—r es un entero positivo n, el Q(r+ k)=0 si k=n, y, salvo
que los demas sumandos también se anulen (con lo que ¢, quedaria indeterminado), no
hay forma de anular el coeficiente de t"2*" y no pueden existir soluciones t2 3 .

Enunciamos ya el teorema de Frobenius (aunque se podria considerar el caso
de raices complejas del @, nos limitamos, por sencillez, a los casos reales):

Supongamos que el polinomio indicial Q(r)=r(r—1) + a(’;r+ bg
tiene raices reales r1, r, con ri=r».
Entonces siempre existe una solucién x1 de [e*] de la forma

o e}
X1 =t ¢tk , co#0.
k=0
La segunda solucién x> linealmente independiente es, segln los casos:

Teor 1. al Si r1—r2 no es cero ni entero positivo: xp =125’ btk , bo#0.
o) k=0

bl Si ri=ry, xo=t"*1% btk + x1Int.

k=0 I~
clSi rn—r;=1,2,3,..., x2=t2> btk + dx1Int, bo#0, deR.
k=0

Todas las soluciones estan definidas al menos para 0<t<R y los coe-
ficientes ckx, bk y la constante d se pueden determinar sustituyendo
cada una de las soluciones en la ecuacién.

Se comprueba sin dificultad que a partir de las soluciones anteriores obtenemos
otras validas en —R <t <0 sin mds que sustituir Int por In|t] y las expresiones de
la forma t" que preceden a las series por |t|". En el caso c] la constante d puede
ser perfectamente 0 (como ocurre en las ecuaciones de Euler), con lo que, a pesar
de todo, hay dos soluciones independientes de la forma t" ..
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. 2 2
Ej 3. , 0 sea, tzx”+t%x’+%x=0 - a*(t)=%, b*(t)=%.

a*(t) y b*(t) analiticas (R=0) = t=0 singular regular. Como aj y by =0,
el polinomio indicial es r(r—1)+ 7r+0=r(r—§) - r1=%, r2=0, con r1—r2§éN.
Las dos series solucién linealmente independientes son, pues:

x1=ickt’<+1/2, Co#0 vy xz=i bktk, bo#0 (convergen VteR, segln el teorema).

k=0 k=0

Llevando x1 a la ecuacién inicial (las series se derivan como las de potencias habituales):

i 2(k+ 1) (k—L)cth=1/2 4 i (k+ Dcth=1/2 4 i Crtk+3/2 = 0
(ahoralas 3 sé;i()es empiezan por k=0 pugsono se anulan los pkl'}?neros términos al derivar).
Igualando a 0los coeficientes de las diferentes potencias de t:
t—v2. [2(1)(—%) + %]co =0-cp=0y co queda indeterminado como debfa.
tY2: [2(3)(3)+3 ]c1=0—> c1=0,

=12 [2(k+ 3)k—3)+ (k+ 3)]ck + ck—2 =0 — Ck__k(2k+1)ck 2, k=2,3,.

Por tanto: c3=c¢5=---=0, cz=—%co, C4_—ﬁcz_ B 4 57.59C0, --- Y la primera solucién es:

X1 =t1/2[1+ mZ::l Pz 2m(519) @D m] (eligiendo, por ejemplo, cg=1).

Para la otra raiz del polinomio indicial: i 2k(k—1)bgtk—1 + i kbtk—1 4+ i bgtk+l =0 —

k=0 k=0 k=0

t%: b1=0, tl: [4+2]bo+bo=0 — by =—¢bo .
tk=1: [2k(k—1) + k]1bk + bk—2 =0 — bk=—mbk_2 , k=2,3,... >

—he—.ne -l __1 _ S =™ 2
bz3=bs=---=0, ba=—z5b2=5755bo,...— x2=1+ mZ:; 2:4-2m-3-7--(4m=1) t=m

El criterio del cociente prueba que, como debian, las series convergen Vt. La x, vale Vt,
pero x1 sélosi t>0 (en t=0 no derivable). Una x; vélida Vt#0 es x3 = [t|Y2[1+3]].

Ej 4. tzx”+2t2x’+(t2+%)x=0 a*(t)=2t, b*(t)=t2+ Z analiticas en R.

t=0 singular regular; r(r—1)+%=0—> r=% doble —

1= chtk+l/2 N Z[kZthk+l/2 +(2k+1)thk+3/2 +thk+5/2] =0,
k=0 k=0
o Ci=—Co, cp=—2k1

1
_ —FC/(_Z ,k=2,3,...
1 1 1 _
—C2=5C0, C3=—%5C0, .-, Ck=(—1)kmC0 — x1=tV2et
Como la raiz es doble, la otra solucién necesariamente contiene un logaritmo:

X = t3/2 Zbktk +x1Int = X} Z(k+ 3)bptk+/2 4 Tx1 + X Int,
k=0

0

= 31 (k+3)(k+3)betk"Y2 — Sx1 + 2x, + XY Int —

kZE’ [(k2+2k+1)byth+3/2 4 (2k+3)bith*+5/2 + b tk* /2] 4+ In [ t2x7 + 262X + (2 + 1)x1]= 0
El dltimo corchete es 0 por ser x1 solucién (lo que acompaia a Int siempre se anula).
— b0=b1=b2=-..=0 — X2 = tl/ze_tlnt

[Para comprobarlo podemos hacer y=retx — tzy”+%y=0 (Euler) » y=c1tY 24>t 2 Int;
o también, una vez hallada la x1, se puede calcular otra solucién con la férmula de 2.2:

= tl/ze—tf dt =tY2e-t|nt , exactamente la misma x» hallada con las series].
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Como se ha visto en el ejemplo anterior, son més largas las cuentas para el calculo de la x3
en el caso b] del teorema que en el a]. Y también son mds complicadas las del c], caso al
que pertenecen los tres siguientes ejemplos.

Ej 5.’ t2x” 4+ 2t2x’ —2x =0 ‘ t=0 singular regular, a*(t)=2t, b*(t)=—2 analiticas en R.

El polinomio indicial r(r—1)+0r—2 tiene por raices ri=2 y rp=—1. Asi pues:

1= STcrth2 o A0 - ST (k+2)(k+1)ctkt2 + 22(k+2)cktk+3 Z 2cxtk+2 = 0
k=0 =0

k=0

— (o indeterminado, ck=— k%’;:gck 1, k=1,2,...

3 4
— C1=—Co , C2=§C0 ) C3=—ﬁCO ) oy

_ K 2(k+1) 2k 2(k=1) _ (=2K(k+1)
ck=(=1)" t+3) T=Dk+2) Fe)k+D) " €0 = k3T~ 0C0
Por tanto, eligiendo Co=%, i = (213:(571) th+2 - x| = i %’% tk+1
k=0 k=0

La segunda solucién (caso c] del teorema) es

X2 = Zbktk—l +dx1Int, bo#0, d constante (quizés nula) —
k=0

i [(k—1)(k—2)bitk—1+2(k—1)btk—2bytk—1]

+d[(—1+2t)x1+2tx) ]+ dInt[t>x) +2t2x} —2x1]=0

Como siempre, el tercer corchete se anula, por ser x1 solucién. Sustituyendo las series
de x1 vy x’ escritas arriba en el segundo corchete y agrupando potencias de t:
—2bo—2b1—2byt+[2b3+2b;—2b3— 2+ L ]t2 + ... =0 —
bi=—bg, bp=0, d=0; bg, b3 indeterminados.
Como d=0, en la expresién de x no aparece el Int. Sabfamos que debia ser by #0.
El hecho de que también b3z quede indeterminado se debe a que proporciona potencias

t2, comienzo de la serie de x1. Elegimos bg=1 y b3 =0 (para no volver a calcular
x1). Como en la regla de recurrencia cada by depende de bk—1 es bg=bs=---=0.

Concluimos que: x2 = %(l—t) = %— 1 [es facil comprobar que satisface la ecuacion].

2 o—2t . .
[De esta solucién x2 sacariamos otra con: x =1 tf(tlft)z dt. La primitiva no parece

calculable, pero esto no impide desarrollar e mtegrar para obtener una serie solucioén:
Lo més corto para desarrollar el integrando (se podria hacer un cociente) es:

1 2
= t)2=c§’tﬁ—»t2[1 264262+ 363+ J[14+2t+382—4t3 + . ] = 2 + t4 + 565+

=[-1)[58 450+ 510+ ] = 32— 380+ 5t0— g5+

—»Xl

Aungue no lo pareciese, la primitiva si se puede hallar: u=t2e=2t, dv=
t2e2t _ t2e2t _2t 11+t _ 2t . _ 1y -2t

f(l 57 dt = = 5 —[2te 2tdt = 5 1 e - x;=(1+¢)e %,

X1 Nno es exactamente ni x*

1
(1-t)?

ni x° (es 3x1 y una combinacién lineal de x2 y x;)].

1 1

[En este ejemplo, si, en vez de partir de la raiz mayor de la ecuacién indicial, hubiése-
mos sustituido la x2 , habriamos obtenido las dos series de un tirédn; pero esto ocurriria
por que casualmente resulta ser d=0; si fuera d# 0 sélo obtendriamos la solucién
trivial x=0 y deberiamos empezar de nuevo desde el principio].

Para distinguir en el caso c] del teorema de Frobenius si aparecen logaritmos o no (es decir,
si es o0 no d# 0) no es necesario hallar la expresiéon del término general, bastan con los
primeros términos de la x3 . Esto es lo que haremos en los dos ultimos ejemplos.
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Ej 6. Estudiemos cuantas soluciones analiticas linealmente independientes tiene:

’ 2tx” + (t—2)x’+3x =0 |, es decir, t2x” +t(5 L_1)x! + —x =0.

t=0 singular regular. r(r—1)—r=0—-r1=2, rp=0. Es seguro analitica x; = Z Citk+2
k=0
- i [2(k+2)(k+ 1)tk — 2(k+2) itk + (k+2)cpth*? + 3¢ th+?]
k=0
= > 2(k+ 2)kcitktl 4 (k + 5)cktkt2] =
k=0

Calculemos, por ejemplo, los tres primeros términos de esta primera serie:
t': 0co=0, co indeterminado ; t?: 6¢1+5¢co=0, c1=—%co ;
t3: 16¢c2+6¢c1=0, C2=—%C1=%Co T

4 — 542 543
+16t e[ x]=2t—5t2 4+ 353 400 ]

_ 2 _ 543

X1 = tc— gt

La x2 = Zbktk + dx1Int serd analitica si d=0 y no lo serd si d#0. Hay que trabajar:
k=0

=Zkbkt’<—1+dx’1lnt+‘—gx1; x’2’=z k(k—1)bitk=2 + dx’ Int+ 2Ix] — Sx1 —

k(k—1)bitk=1 + Z[kbktk 2kbith=1]4+ 37 3tk + ddx] — 4x1 + dx1 =0 —

k=0

Mz

~
Il
N

t0: —2b1+3bo=0 — b1=3bo;
tl: 4by+b1—4by+3b1+8d—4d=0— d=—b1=—3bg #£0.
Por tanto, la segunda solucién contiene el Int y no es analitica en t=0:
X = 1+%t+---—%xllnt.

t—

[No es analitica, pero si es continua en t=0, pues xj In tt—»OO (si a=>0, t%nt —»00)].

Ej 7. ’ tx’’ +2etx’ =0 ‘ . Sabemos resolverla siguiendo 2.2, pero utilicemos Frobenius:

t=0 es singular regular [a*(t)=2et y b*(t)=0 analiticas en todoR]. r1=0, ro=—1.

La x1 = > cktk se ve (ia ojo!) que es x1=1. La otra es: xo = > betk=1 + dint —
k=0 k=0

= i k—1)betk=2 + ¢ i k—1)(k—2)btk—3— & —
k=0 —

2bot2+2b3t+---—dt™1 + [2+2t+t2+§t3+---][dt‘l—bot‘2+b2+2b3t+---] =0-
t=2: 2bg—2bo=0 — bg indeterminado como debia.
—1. —d+2d—2bo=0 — d=2bg (aparecen, pues, logaritmos).
t0: 2d—bo+2b2=0— by=3bo—d=—3bo.
tl: 2b3+d—3bo+2ba+4b3=0— b3=35bo.

- xp=2Int+1—3t+35t2+

.z . . t
Resolvamos la ecuacién ahora sin series: x'=v — v/ =—2%v —
v = Ce—J2ttetdt — ca—[(—2/t=2—t—t2/3+-)dt _ ~p—2o—2t—t2/2—t3/9+- _

2
=Ct2[1+ (=2t—3t2—gt3— )+ (—2t—3t2— . ) + F(=2t— )+ ] >

x=K+Cf[t2—2t"1+3—3t+.--Jdt = K—C[2Int+ 1 —3t+ 3t2+...].
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3.4 Ecuaciones de Legendre, Hermite y Bessel

La ecuacién de Legendre es [L] | (1—t2)x” —2tx’ + p(p+1)x=0 |, p>0.

Resolvemos primero en torno a t=0 que es punto regular. Como a(t)=—2t/(1-t2)
y b(t)=p(p+1)/(1—t?) son analiticas en |t| <1 la ecuacién tiene series solucién
que convergen al menos en ese intervalo. Probamos pues:

X = cptk - S [k(k—1)cpti—2—k(k—1)cktk]— " 2kcktk+ S p(p+1)cktk =0 —
k=0 k=2 k=1 k=0

—k+2)(p+k—1
ck=—(p k(k)£p1) )ck_z, k=2,3,... = 2=

_ plp+1)
21 €0

’

—1)(p+2 —2)(p+1)(p+3 —1)(p—3)(p+2)(p+4
c3=—%c1,u=p(" )(;r!r P+3) 0 oo = (=P !)3(!p+ S+

_ = p(p—=2)--(p—2n+2)(p+1)(p+3)---(p+2n—1) ;2
X1=1+ ;(—1)” 2! ten

Xo = t+ kz“’l (—1)" =130 (=20 1) 2)(p+4)(p420) 2141
Si p es un entero par positivo, p=2m, x1 se reduce a un polinomio de grado 2m:
p=0-x1=1, p=2-x1=1-3t2, p=4-x1=1-102+2t4, ...
Si p impar, p=2m+1, es X, quien se convierte en un polinomio de grado 2m+1:
p=1-x,=t, p=3 —»xz=t—%t3 , p=5 —>xz=t—%t3+%1t5 .

Se llama polinomio de Legendre de grado n al polinomio P, solucién de [L]
con p=neN, P,(1l)=1, es decir: \P
2

Po=1, Pi=t, =3t} Pa=ie-3t,

Pa=2t4-22243 | ps=8t5-2 34 B¢,

Como P,(—t)=(—1)"Pn(t), los Py tienen simetria pary
los P;m+1 impar. Observemos que los Pym+1 Y las deriva-
das P’2m se anulan en 0. Se pueden probar ademas las
siguientes propiedades de los P :

1 d" 2 n p .
Pn()= AT gen (tc—1) , formula de Rodrigues.

P, tiene n ceros reales, todos en(—1, 1). Los P, son ortogonales:

1 ; 1 TSR
J_ PnPmdt=0,si m#n ; f_lprz,dt=2n2+1

Para las aplicaciones de la ecuacién [L] a las EDPs se necesitard saber cudles de
sus soluciones estan acotadas en [—1,1]. Se demuestra que, salvo constantes,
las unicas soluciones de [L] acotadas ala vezen t=1y t=—1 son los
polinomios de Legendre.

Para intentar comprobar esto resolvemos la ecuacién en torno a t=1, haciendo s=t—1:
[L1] s(s+2)x” + 2(s+1)x’ —p(p+1)x =0

2(s+1) __ p(p+1)s
sz b8 ==

Es r=0 doble Vp. Por tanto sus soluciones linealmente independientes son:

Para [L1] es s=0 singular regular,y a*(s)=

analiticas para |[s|<2.

x1=>cksk y xa=s| dlbksk+x1Inls|, co=1
k=0 k=0
y las series convergen al menos si |s|<2. Sin hallar ningln coeficiente podemos ya afirmar
que x1 siempre estd acotada en s=0 (t=1), mientras que x2 no lo estd (——o si s—0).
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Calculemos x1 y comprobemos que si p=n obtenemos los P, [pues x1(1)=1]. Debe ser:
S k(k—1)cksk+2k(k—1)cksk— 1]+ ST [2kcksk+2keksk1]— ST p(p+1)cksk =0
k=2 k=1 k=0
- Ck= —(p“)’;;f(k‘” Ck-1, k=1,2,

x1(s)=1+ (p+21)p5+ (p+1)p[(/igl)p—2~1]52+_,_+ (p+1)p[(p+1)p— gnai)g(ml)p n(n—1)] ¢

Si p=n la regla de recurrencia nos dice que cp+1 Y lo siguientes se anulan. En particular:

p=0-x1=1; p=1->x1=1+s5=t; p=2->x1= 1+35+6[6 2l ¢ %tz—l,

Faltaria probar que si p#n la x1 no estd acotada cuando s——2 (t——1) para comprobar
que no hay mds soluciones de [L] acotadas en t=+1 que los P,.

Otra ecuacidn ligada a problemas fisicos es la de Hermite: [H] | x”/—2tx’+2px =0 |.

Tiene solucién analitica (t=0 regular), convergente en todo R. Resolvemos:

X= chtk—>2k(k 1)cktk= Z—Z 2kckt’<+z 2pcitk=0 - ¢k = 2k(k k=2,
k=2,3,.

= X=C1[1+;2n(—p)(2 ﬁ()%n)('Zn 2= p)tzn]+C2[t+nZ=12n(l p)(3(2;:7)+1()2|n 1- P)t2n+1]

Como para Legendre, [H] posee solucién polinémica cuando p=neN. Si p=2m,
la primera solucién x1 pasa a ser un polinomio de grado 2m,ysi p=2m+1 esla
otra x, la que se convierte en un polinomio de ese mismo grado:

p=0—-x1=1; p=l—-xy=t; p=2—-x1=1-2t2; p=3—>xz=t—§t3;

Los polinomios de Hermite H,(t) son las soluciones polinédmicas de [H] tales que
los términos que contienen la potencia més alta de t son de la forma 2"t", es decir:

| Ho=1; Hi=2t; H,=4t2-2; H3=8t3-12t;

Citemos, también sin prueba, algunas propiedades de los H, que seran utiles, por
ejemplo, cuando aparezcan en fisica cuantica. Una forma de generarlos todos es:

2 o . .z .
g2ts—s" = Z %Hn(t) s" (a esa exponencial se le llama funcién generatriz de los Hp).
k=0

[Nos limitamos a comprobarlo para los 4 que ya hemos calculado:

(1+2ts+2t2524+ 863 4. )(1—s24 14— )= 14 2ts4 (22— 1)s2+ (22 —2t)s3 ... .

De la funcién generatriz sale otra férmula de Rodrigues: H,(t)=(—1)" et’ dne

ants—s 2 ae (t—S) 2 dn 2
[Pues Hn(t)= asn |s=0 ef |s 0~ =(t=s=2, as £)=(_1)net axn € x |z=t :

En cuéntica no aparece [H], sino u”’+(2p+1—t2)u=0 . Haciendo u=xe~t/2 enella
se llega a [H]. Se prueba (no es facil hacerlo), que las Unicas soluciones u de la
inicial que — 0 si |t| —» o son las de la forma un(t) = e t/2Hu(t), llamadas
funciones de Hermite de orden n. Sélo estas u, interesan fisicamente.

Como los Pp, se puede ver que también las u, son ortogonales, ahora en (—oo, 0):
[ee] oo _t2 . oo oo _t2
[C o Unumdt=["_ HaHme " dt=0,si m#n; [__ uﬁdt:f_Oo H2e tdt=2"n!yT .
[Lo comprobamos exclusivamente cuando n=0,1:

[ uour=[% 2te=¥=0, [* 2=[% e C=ym, [T u2=-2te | +[% 2e7P=24T].
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Para expresar en forma compacta las soluciones de la Ultima
ecuacion de interés fisico que vamos a tratar (la de Bessel)
utilizaremos las propiedades de la funcién gamma (funcién
gue generaliza el factorial para nimeros no enteros) definida
por la siguiente integral impropia convergente:

F(s):f(;x’ e Xx5~ldx si s>0,

b T2 3 4

y extendida a s<0 mediante:
F(s):% si —n<s<—n+1, neN.
Se cumplen para la T las siguientes igualdades: n

M(1)=f; eXdx=1; N(3)=2[y e " du=yT; M(s+1)=—e*x5|7 +sI(s)=5I(s)
— [(s+n)=(s+n—1)---(s+1)sl’(s) —» INn+1)=n!, neN

La ecuacién de Bessel es: [B] ’ t2x" + tx’ +t2 , p=0.

t=0 es singular regular con polinomio indicial ré—p?, ri=p, r=—p. Entonces
1=tP icktk, t>0, (acotadaen t=0Vp)
k=0
es una solucién definida por una serie que converge en todo R. Llevandola a [B]:
S Kk k421—( - ), —_ _ Ck=2 _ . _ — e
I;)[k(Zp+k)thp+ + CptPHKE ]— 0; Ck="K2p+0) ' k=2,3,...; ¢1=0—-c3=---=0

Cco o .
2(p+1) ' 4T M )prD)

(_1)m t2m ]

C2=-— m!(p+1)-(p+m)

.— X1=Cp tp[1+ i S2m
m=1

© [funcion de Bessel

P 1 —Tt nm t2m h "
Eligiendo CO=2r(prny jp(t)z[i] Z Ir((p+)m+1)[i] dep;lr;l'%r:ne;?eme

© (=1 2m+1
En particular son: Jo(t) = Z ((mll))z [%] NAGEDY —mg(nﬂl)![%] meL
m=0

cuyas gréficas son las de la izquierda. Se prue-
ba que, al igual que Jo y J1, todas las Jp son
oscilatorias y que para t grande se parecen a:

Jp ~ cos[t—(2p+1)7]
m />< Cada Jp tiene un infinitos ceros en (0, ) [que
0 ; w 15\>Uzo deben conocerse para resolver algunas EDPs]:
02 W los de Jg son: 2.4048, 5.5201, 8.6532, ... ;

los de J1: 3.8317, 7.0156, 10.1735, ... .

Para hallar una solucién linealmente independiente de [B] (necesariamente no aco-
tada en t=0), Frobenius nos dice que si ri1—r,=2p#0,1,... la x> es de la forma:

Xo=t"P ibktk, t>0 (llevandola a [B] se tiene J_p(t) =[5]7" Z m'l"((;i-)r:n1+1)[ ™).
k=0

Si p¢N, pero 2peN (p=%, % %) podria x> contener un Int pero no es asi
(caso c¢] de Frobenius con d=0). De hecho, haciendo p=% en Jip se tiene:

_ /23 (=1me2m+t —=|./2 == ‘/l
f%(t)—\/;mz:; 22m+1m!(m+%)---%r(%) - Tt sent |, j_%(t)— - nt cost |,

soluciones que son linealmente independientes (la expresién asintética es exacta
para p= ) Como veremos que Jp+1 = tjp—jp 1, todas las jzn+1 , N€Z, son

funcmnes elementales (las demas J, no lo son).
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Para p=ne N el atajo anterior no sirve, pues es facil ver que cambiando n por
—n la J—, que aparece no es independiente de J, [es J—_n=(—1)"J,]. Tendriamos
gue hallar las x> de Frobenius (y obtendriamos un Int en su larga expresién). Por
ejemplo, para p=0 (que seguro contiene logaritmos) se acaba obteniendo:

xot)= 3 EV 14 2k LT 4 Jo(D) Int = Ko(t) , £>0

m=0 (m!)2
[funcidn de Bessel de segunda especie y orden 0]
Pero en muchos problemas fisicos en los que surge la ecuacién [B] es necesario

gue las soluciones estén acotadas, y para ellos no servird de nada el conocimiento
de estas complicadas segundas soluciones.

Lo que si puede ser til en el futuro serd conocer las siguientes propiedades de las
derivadas de las Jp:

_ _ . t11 =
StPIp(O]= tPlpa (), G[EPIp(O)]=—tPJpr1(t) | (En particular, [[jg)l]l’]=—jj()1 )-

. . ) 1 ym§2m+2p 1 ym$2m+2p—1 L.
(Son inmediatas: %Z 3 Lt (Gt il y similar la otra).
m=0

__ymeme s
2m+pmIM(p+m+1) b mZ:O 22m+P=ImIT(p+m+1)

Derivando y despejando la j; en ambas:

2
/Z, =/p—1—§fp =_fp+1+§/p = fp+1=Tpfp —Jp—1

relacion de recurrencia citada, que expresa cada Jp+1 en funcion de las anteriores.
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3.5 El punto del infinito

Nos preocupamos por el comportamiento de las soluciones de una lineal de se-
gundo orden para grandes valores de t. Pocas ecuaciones son resolubles elemen-
talmente. Por otra parte, las soluciones en forma de serie (salvo que se puedan
identificar con funciones elementales) no dan ninguna informacién para grandes
t, incluso aunque converjan Vt. Si queremos ver qué sucede cuando t— oo, la
idea natural es efectuar el cambio de variable t =1/s y estudiar el compor-
tamiento de las soluciones de la nueva ecuacién cuando s — 0", que sera facil
de precisar si s=0, llamado punto del infinito de la ecuacién inicial, es punto
regular o singular regular de esta ecuacién.

A diferencia del cambio s=t—t, que no modifica las derivadas, hacer t=1/s exige
usar la regla de la cadena. Denotando las derivadas respecto a s con puntos:

_1 ds _ 1. r_ 2 1" _ 4y 3y
t—$—>X th th,X t4X+ X— | X'=—5s‘x, X"=5"X+25°X%

Ej 1.

X’ +tx’—x =0 |. Estudiemos su comportamiento para grandes valores de t:

4 35— %5 2 2v¢ 23y
t=——> (1+ 2)s x+(1+ )25 —ZX—=x=5°(1+s)Xx+s(1+25)x—x=0.
Para esta ecuacién s=0 es singular regular, con r==+1. Sus soluciones para s>0 son:

x1=>lcksk*l =cos+c15%+-++, co#£0; x2=> besk L+dxiins, bo#0 .
k=0 k=0
Si s —» 07, la solucidon x1 —0, mientras que la x2 —» o0 (si bg>0,sea d=0 6 d#0), con
lo que deducimos, sin necesidad de resolver nada, que hay soluciones de la ecuacién
inicial que, cuando t — oo, tienden a 0, mientras que otras tienden a oo.

Como la ecuacién es resoluble elementalmente pues x; =t es solucién que salta a la
vista, podemos en este caso concreto hallar su solucién general y comprobar:

xy=t[t2eJadtgr =t [ 9L _ —_ /112 - x=c1t+ V142 .

2=t ft21/1+t2 - 1T

Hay soluciones que claramente — oo y las de la forma C(t—+v1+t2) =ﬁt—> 0
+ 4/ 1+t2 t—oo

De paso observemos que x1=t=% es la x2 que obtendriamos arriba (es d=0).
Para Hermite y Bessel este camino parece adecuado para estudiar sus soluciones para t
gordo, pero por desgracia, se comprueba que s=0 en ambos casos es singular no regular.
Aungue para Legendre lo interesante fisicamente es lo que sucede en [—1,1], vamos a
analizar su punto del infinito. En 3.4 obtuvimos sus series solucién en torno a t=0 [que
hablan sélo de lo que ocurre en |t|<1]y entornoa t=1 [hablan de te(—1,3)].

[L] (1—t2)x” — 2tx’ + p(p+1)x = 0 "=F° [Leo] s2(s2—1)+ 253 + p(p+1)x =0 .

Para [Le] es s=0 singular regular, con a*(s)=2s2/(s’-1), b*(s)=p(p+1)/(s’>—1) analiticas
en |s| < 1. Las series soluciéon de [Lwo] convergerdn al menos en ese intervalo y de ellas
podremos extraer informacién, por tanto, sobre las soluciones de [L] para |t|>1. Como el
polinomio indicial de [Lx] tiene por raices 1+p y —p y como para todo p>0 es ri=1+p>0
deducimos, por ejemplo, que siempre hay soluciones de [L] que tiendena 0 si t—o0.

[Pues x1(5) =s*P Slcksk —» 0 si s — 0% ; 0 sea, x1(t) =t~ (P 3" ckt_kt—> 0 ]
k=0 k=0 —®

Resolvamos por series [Lo] si p=0 (Unico p para el que s=0 es regular): x=>3 cksk —
k=
ck="2ck2, k=2,3,... > x=co+c1[s+353+2s5+---1=co+ [t L+ 3t 3+ L5+ ],

serie (no de potencias) que describe las soluciones para |t|>1, que es donde converge.

|—co+c1In| | t,s#£+1.

De otra forma: (1—t2)x”/+2tx’=0 — x’ =

l—t‘
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