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+2 I .
1. Sea 9¥ lz—ziyLiz Resolverla. Dibujar sus curvas integrales.
_y Vi 1+2z-272 . 1+22 z? dx . 1+2z-2° _ A | Bz#C _ _ _
Z=% 7 XTHZE 5, 52 _Iz 1224741 927 I +C [z+1][2%+1] ~ z+1 2y - AF1,B=2,C0

+
5 |n222+i1:|nx+c iR Z+1:CX[22+1] - y+x:C[y2+X2] (la ecuacién no es exacta)

Estas curvas integrales son, para C#0, las circunferencias que pasan por el origen y tienen su centro sobre y=x,
ademas de larecta y=—x (para C=0). El dibujo aproximado de las curvas integrales confirma lo anterior:

Como la ecuacion es homogénea las isoclinas son faciles de pintar:

1+ 2m—m?

y=mx ~ K=1 om-m?

m=0 - K=1, x=0 - K=1, m=1 - K=-1, m=-1 - K=-1 (solucién),

Pendiente horizontal si m°-2m-1=0 - m=1+V2 [=24,-04]
Pendiente vertical si m2+2m-1=0 - m=—-1+V2 [=04,-2.4]

El teorema de existencia y unicidad asegura que por cualquier punto del
plano distinto del origen pasa una Unica curva integral.

+ax"+4x =el.

2. Dada la ecuacion: X a) Hallar una solucion particular para todo valor de a.
b) Hallar su solucion general para a=-5 y para a=5.

c) Dar un valor de a, si existe, para el que la ecuacion sea i) inestable, ii) asintéticamente estable.

t
a) xp:Aet - A[l+at+4] et =el xp:aeT5 ,si az-5 (para a=—5, A=1 es autovalor: 1-5+4=0 (y simple)).

t
Para a=-5,xp=Ate! ~ xg'=A[t+2]e! , xp"=Alt+dle! - A[t-5t+4t+4-10] e! =€l sz_ti

6
t
b) A*-5A%+4=0 - )\221[517?5—16]:4,1 - A=2,-2,1,-1 - x:cle2t+cze‘2t+03et+c4e‘t—t6£.
4, 42 2_1 i et
AT+50°+4=0 -~ A°= [—5+\/9]— —4,-1 - A=#£2i,#i - X= c1c052t+czsen2t+c3cost+c4sent+ 10 °

c) Para a=-5, por ejemplo, las soluciones son inestables (existen autovalores positivos).

Sabemos que para que todos los autovalores tengan parte real menor que 0 es necesario (no suficiente)
que todos los coeficientes de la ecuacion de autovalores sean estrictamente positivos. Como no es nuestro
caso, para ningin valor de a puede ser la ecuacion asintéticamente estable.

. 2 , .
[Analizando los autovalores A“= %[—aiv a?-16 ] segun los valores de a se tiene que:

si a<—4 hay 2 reales positivos y 2 negativos; si a=—4 , A=£V2 dobles; si —4<a<4 hay 2 complejos con Re<0y 2 con Re>0;

si a=4, A=+V2i dobles (todo inestable hasta ahora); si a>4 son imaginarios y simples (estabilidad, pero no asintética) ]




3. Sea 2tx"+(t—2)x'+3x=0. Hallar los tres primeros términos no nulos del desarrollo de una solucién que
sea analitica en t=0 . ¢ Existe solucion linealmente independiente de la anterior que sea analitica en t=0 ?

t2x"+t(% —1)x'+%x:0 — t=0 essingularregularcon r(r-1)-r+0=0 - r4=2,r,=0.

(o]
Seguro que es analitica xq = ) cktk+2 -

k=0
[e¢]
kzo[2(k+2)(k+1)cktk+1—2(k+2)cktk+1+(k+2)cktk+2+3cktk+2] = z [ 2(k+2)kcy L+ (k+5) ¢ 2] =0
th 0cp=0 - cgindeterminado , 2 6c1+5¢0=0 - clz—g Co 2 16c,+6C1 =0 - czz—g C1= % Co
-42_5.3, 5 4 A 52 .53
S RS S SV [~ X =2t—5t7+,t+]

o]

La segunda solucion  xo = % bktk +axq Int seraanaliticasi a=0 y no lo sera si a#0 . Hay que trabajar:
k=0

© 0
= — 2
X9 :kzlk bktk Ly axqInt+ ?Xl ;X' :kzzk(k—l)bktk 24 axq"Int+ Taxl'— t%xl o

x1+ax1=0

(o] (o] (o]
S 2k(k-1)b* 4 3 [kt 2kb T+ 3 btk + daxy - 52
k=2 k=1 k=0

01 —2b;+3bg=0 — by=3 by ; t': 4by+b;—4by+3by+8a-4a=0 — a=-by=— by#0

Por tanto, la segunda solucidn contiene el Int y no es analitica en t=0.

=X(1-y)  a) Dibujar el mapa de fases de (S).

4. Sea (S) oy'=y—x3 = b)Calcular la solucion de (S) que cumple x(0)=0, y(0)=1.

. 0 o -y X
a) Puntos criticos (0) y (11) La aproximacion lineal ( 3x2 ) en () es ( ) nodo estelar | .

en (* ° -t MA3=0 - A=i[1+V13][= il = !
n (1) (_3 1) - -A-3=0 - -2[ *V13][=23,-1.3] puntosilla - v~(_2.3),(1_3

Ecuacion de las 6rbitas no resoluble.

Pendiente horizontal si y:x3.VerticaI si x=0 (6rbita) osi y=1.
0=("): van=("Y=0-0(): =xax(
vx0 = (Ja) v = () =00 (7)) i vewo =xan( )

b) Por x=0, y=1 pasa la 6rhita x=0 . La solucién viene dada por:

X'=0
y'=y y= cet. Imponiendo y(0)=1 se tiene y:et.

0
La solucién pedida del sistema es, pues, x(t) = (et) .
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2 2
1. Sea (B) gx :7y+t§ . a) Resolver (E) utilizando el cambio de variable u(t) =1/ y(t) +t§ .
b) Dibujar aproximadamente las soluciones de (E) .

. , 1 , u+t ., . u .
El cambio propuesto lleva a u :7[y +t] =5, - ecuacion homogénea, que con z = Seconvierte en:
2
,_z+1 _ 2z2-z7-1 2zdz _ ot . 2zdz _ A B 5 2
2=, =25 =, v )z )t YO itz T 1 Y ogr — ATBE3 -
[-1[2z+1] =Ct™° - [u-t]P[2u+t]=C -~ [ —t)]°[2V +t] =C

In([z-1]%[2z+1]) =-3Int+C

Ecuacion no definida si y<%t2 .
2 12

y:k—zt

Isoclinas: y'=k (=0, soluciones crecientes) —
Inflexion: y" = #[y‘ﬂ]: #[V +t]=0 - y:%tz,para t<0
2

[si t=0 el corchete no se anula; elevando al cuadrado incluimos - +t=0]

—t2/4
De la solucion general, para C=0 se obtiene algo sencillo:
v —t=0 - y:%tz,si 0 ; 2V +t=0 - y:—%tz,si <0 .
X'=2X+y+z
2. Hallar la solucién del sistema [Jy'=x+2y+z que satisface x(0)=1, y(0)=2, z(0)=-3.
Uz'=x+y+2z
(A1 10 11
Matrices: []1 2-\ 1 []= -[\3-6A3+9A—4] = [[\-1]°[A-4] =0 — A=1doble - g 1 1%\/:0 . Eﬂl%ﬂ Er
01 12-A[ 11 o 1
211 111 -21 too
a4 H1210v=0_ gD; p=0L1 o 10 pl-= 1% 1-2 4, Jt=loet o
U1 1 20 U Uo -1 21U s 1 10 0 0 etl]
2 —2et et
x = peltp~t %%x = pe’! % O-pOszet O Hoet B
3 0 "0% O HaeH
SX=1=2X+Y+Z - Z=(s-2)X-Y-1,
1 2
Laplace: ESY_22X+2Y+Z Y =X+1/(s-1) | - X=7 [x=el] - Y=o [y=2el]
SY+3=X+Y+2Z [s2-5s+4] X=5-4

29 o+ — .
_S=2=2=st1 _ =3 1, __3at: o bien z=x'-2x-y = -3e!]

-5 s Teal
[X+y+z]'=4[x+y+z], [x+y+2](0)=1+2-3=0 - x+y+z=0

Derivando. Lo mas corto, con un poco de vista:
t

Ux'=x, x(0)=1 - x=¢e

oy'=y,y(0)=2 - vy 2et

Z=—X-Yy >

x(0)=1
Con menos vista: X'=2X'+y'+2'=2x'+2x+3[y+z]=5x'+4X - x=cqel+ cett - x = et
x'(0)=2+2-3

Loz=—yet . y'=etsay_y-et=y - y=cet YU Zy=net | z=_3et



3. a) Hallar todos los valores de a para los que la solucion analitica en t=0 de t(1-t)x"+(1-2t)x'+ax=0
es un polinomio. b) Calcular para a=20 una solucién acotada en t=0.

[oe]

. - at . .
t=0 singular regular (t2x"+t% x‘+§ x=0); r=0 doble - xq= > cktk analitca (la otra seguro con logaritmo)

K=o
o] [ee] 00
3 Ik(k-1) it Ikk-1) et + T [k gt = 2ke ]+ T act® =0
k=2 k=1 k=0
2—a a[a-2]

0 cp+toacg=0 - cq=-acy t 2Cp+2Cp—2c1+0aC1 =0 — ="~ ¢ =5 Cp, ...

k(k+1)—a

C » k=0,1,...
ke1)2 K

£ [k +(k+1)]Cpp g —[k(k=1) +2k=a]Cy =0 — Cpyq =
Si a=n(n+1), n=0,1,... el c,41 se anulara (y también los siguientes, pero los anteriores no) y la x; seraun
polinomio de grado n; si a no es de esa forma todos los ¢, seran no nulos y la serie tendré infinitos términos.

Esto ocurre, por ejemplo, para a=20 . En ese caso seré:
-14

-1
¢, =—20cq ; 02:78 €1 =90cq ; C3= g cy =—-140cq ; c4:% c3=-70cq ; C5= 2% c4=0=cg=...

L xg=1-20t+90t?—140t3+70t*

4. a) Hallar las o6rbitas y dibujar el mapa de fases de las ecuaciones: (i) X" = xe X , (i) x"= —xe**
b) Precisar en cada caso si es periddica la solucion que verifica x(1)=0, x'(1)=2 .

2
. " L . v
Como son ecuaciones exactas x"=g(x) , sus érbitas son facilmente calculables: o —J’g(x)dx =C,

y un dibujo aproximado del mapa de fases se obtiene rapidamente de la grafica potencial V(x):—fg(x) .

g)=*xe X V(X)=i%e—x2 . Orbitas: v = +V2CFe X

v Para (i) hay solo una silla y las v
. 2
separatrices son v = +V1 FeX
—— —

/ \ (tiendena 1 en ).
~— Ninguna solucién es periddica.

N

Para (ii) hay un centro, pero s6lo
si C<0 la solucioén es periddica
(si C=0 la 6rbita no corta el eje x).

m— . L. .
e Las primeras oOrbitas abiertas son
v=teX72 (que pasan por +1).
La Orbita que pasa por x=0, v=2

es abierta y no corresponde a

\ ninguna solucién periddica

(la x(t) sevaa +x).

1)
[/

L~
|
|
~ |

\\!

@
N

/
[ 1]

\\/;/ \

. . gox'=v 1
(Sin acordarse de las ecuaciones exactas: [, X2 - - -
gv'=txe 0 +10

1
sillapara + [ A=x1,con v = (+ 1) ], centro para — [ A=%i y el sistema es exacto; 0+0=0 ] ;

2
s dv _ +xe™X 2
orbitas: =" ~ vZzeX" =2C,como antes).
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1. Sea t% = (l—t)y+t2. Resolverla. Discutir segun los valores de a cudéntas soluciones cumplen y(a)=0.

Localizar los puntos del plano en los que y"=0.

y':(% -1)y +1 eslineal: eI(l/t_l)dt:te_t, y=Cte ' +te tft leltdt=ctet+t.
El teorema de existencia y unicidad (el general o el de las lineales) garantiza que si a#0 hay una Unica solucién
con y(@)=0 (pues f.fy son continuas en un entorno de (a,0) o porque a(t)=1/t-1, f(t)=t lo sonsi t#0)
[Imponiendo el dato se tiene C=e@ _ y=tedt+t (x)].

Si a=0, las hipétesis del teorema fallan con lo que podria no haber solucion o haber mas de una. A la vista de las
soluciones esté claro que todas las soluciones cumplen y(0)=0 [no sélo la y=te~t+t que sale haciendo a=0 en ()]

1 1 1 2 (t=2)(y-1) . t=2, inflexién
y'= -z y+ (¢ DI -Dy+t]+1=[-] +ly+2-t= =0

t y=t, solucién recta -
EX =z-t? a) Hallar para c=0 la solucién de [L] con x(0)=1, y(0)=0, z(0)=—2, w(0)=0 .
2. Sea [L] y'=—2cy-w  b) Hallar una solucién del sistema homogéneo para c=-2.
' 52 =—-x+cy c) Determinar, si existe, un valor de ¢ parael [L] sea:
w'=y+cz i) inestable, ii) asintéticamente estable.

a) Para c=0 el sistema se desacopla en dos sistemas de dos ecuaciones:

oy =-w 0 (evid ¥ Ox'=z- -t? Ox"+x=-2t
ow' = - y=w=0 (evidente) ,y Oz'=-X - 0 A
0 y(0)=w(0)=0 Dx(0)=0,2(0)=—2  Ox(0)=1x'(0)==2 " AtB
X = cqcost+cosent—2t e x=cost-2t - z=x'+t>=t?-2-sent.
gsX-1=2-2/s3 (B2
0 por Laplace: [ SZ+2==X O-s27-2s-1=z-2/s% | _ _2-s3-2s* _ _A,B  C DS [avc-0
P place. EsYz—W 7 Ols?+1]Y=0 - Y=0=W ' s3[s2+1] ~s 52 "3 Ts2+1 7 -0
sw=y IZEZ
- Z:S%—gl—sz%l . z=t?-2-sent - x=-z'=cost-2t.
A 0 1 0
0% %5 90 E0L0a s SO mreroap ey o
A=01 ¢ o oDD_ c -\ OEIC—?\D c -A 0[+[-1 c 0 [J= N+2cA +2N\"+c(c+2)A+1
Oo 1 c o0 [y 5 <[] O1 capg Uo 1 al
o . 033830 mew  dio
b)Si c=—2 es A=1 raiz de A*-4A3+2)%+1 (oimielie) — 14 » .1 o (V=0 - [Va=3v - De
Oo 1 —2 -1 0 [Ivy+2v,+v4=0 ELsD

c) Si ¢c<0 se sabe que hay autovalores positivos (para c=—2 hallamos uno) y el sistema es inestable.

Para que pueda ser asintéticamente estable debe ser ¢>0, pero no basta. Necesitamos Routh-Hurwitz:
0 0
] 2 1 2 1 0
5= %(c+2) 2 2c 1 O L

2 U_ 4. ,
a 0 1c(ct+2) 2 %—’ ¢0. C,,, T ¢(20>0, ¢ %82 i sz = —">0 imposible. Nunca es AE.
0 0O O 1




3. Sea tx"—x'+4t3x=0 . a) Hallar el desarrollo en serie de una solucién no trivial que se anule en t=0
e identificarla con una funcion elemental. b) Hallar la solucién general de la ecuacién [un posible camino
es hacer el cambio de variable independiente de la forma s=t" que sugiere la solucién calculada en a) ].

a) t2x"+t(—1)x'+4t4 x=0 - t=0 essingularregularcon r(r-1)-r+0=0 - r;=2,r,=0.Seanulaen t=0:

Xq = ;Zocktk+2 . lZO[(k+2)(k+1)thk+1—(k+2)thk+l+Athk+5] = iZO[(|<+2)|<ckt"+1+4ckt"+5] =0

th 0cp=0 - cgindeterminado ; 2 c1=0; £ =0 ; t*: c3=0 ; £ 24cy+4cp=0 - 0423%2 Co
k+1 . _ _ 4 _ _ _ _ 1
t . (k+2)ka+4Ck_4—O - Ck=— (k+2)k Ck—4 O C4m+l—C4m+2—C4m+3—0 v Cam=— @m+1)m Cam—4
S R | sy 1 Lo m
Cg=—_ , %45 % - Cm=CD" onihm emenEm—2) 0 @me1y 0
_2_ 16 )M ame2, 2
- X FO—g b g e = sent

b) Hallar la segunda solucion x, :;Zobktk +a x4 Int por series seria largo. La solucion anterior sugiere hacer

_2. & d?x _d* ,2  dx
s=t: 72 D g Tas2 M g2 - 4t3[d52 +x]=0 - X=cqC08S+Cpsens= cicost?+cosent? .
1/t
O se puede hacer por la férmula obtenida por reduccion de orden: X, = sent Isenztz dt= cost

ues dt=(u=R) = _1lp¢ 1 du _ 1 1 _ 1cost?
P Isen2t2 . 2.[59“2 ZItanzu cos?u ~2tanu = 2 sent?

Ox'= — 2
4. Sea 0% L+y-x
oy'=2xy
Precisar para qué valores de b es periddica la solucién del sistema con x(0)=0, y(0)=b .

. Hallar la expresion de sus 6érbitas y dibujar su mapa de fases.

Hy=—2xy
_1+y x2

-2x 1 0 01
Puntos criticos ( ) ( ) ( ) La aprOX|maC|on lineal ( ) en ( ) es ( )
2y 2x -1 -20

- centro (tambiéndel no lineal, por ser exacto o por ser las 6rbitas simétricas).

En (;) , (_0221) ~A=2,2 silla,v:((l)),(i).
En (_01) , G_lz) ~A=2,-2 siIIa,v:((l)),(_l4).

Pendiente horizontal si y=0 (6rbita) 0 si x=0. Vertical si y=x2-1 .

v(Ly) = y(;) ; V(=Ly) = y(_lz) ; V(x-1) = (:);()

Las separatrices se obtienen para C=0 - y=0, y=2x2-2 .

fx+gy =0 . Exacto. - y+ % y2 yx2 = C son sus O6rbitas.

Son cerradas todas las Orbitas encerradas por las separatrices
(viendo el campo o analizando x2 = l+% —yE )

y por tanto son periddicas las soluciones para —2<y'(0)=b<2.
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1. a) Resolver la ecuacién de Bernouilli: [B] % = % [y-y2/3].
b) Precisar cuantas soluciones de [B] satisfacen: i) y(-1)=1; ii) y(0)=1; iii) y(1)=0.

1/3 —
a) 3y By =Y 2 T a2 garect Ly = (1+Ct)®

—~ =

t

[También se podria resolver mirandola como separable: 3 In|t|+C :Iy_(i/élg Z=Z1/3 I 2352_(122 =3In|z-1] ...]
b) Como f es continua en R2—{t=0}, existe solucién para cada dato inicial y(to)=yo , cuando t5#0 .
La fy = % [1—% y—1/3] no es continua en y=0. Si t5,yo#0 seguro que el problema tiene una Unica solucion.
Si t5=0 los teoremas no dicen nada sobre si hay solucién o no. Si tg#0 , yo=0 podria no ser Unica.
Para i) el teorema de existencia y unicidad asegura que hay solucién Unica (haciendo y(-1)=1 se tiene y=1).
Imponiendo y(0)=1 vemos gue se cumple para cualquier C . Hay infinitas soluciones en el caso ii) .

Si hacemos y(1)=0 - 0= (1+C)3 - C=—1 - y= (l—t)3 es solucion con ese dato. Pero podria haber mas.

Miramos la ecuacion y la resolucion por si se ha perdido y
alguna. Esta claro que y=0 es otra que cumple y(1)=0 .
No hay unicidad en el caso iii) .

[de hecho, como todas las soluciones y = (1+Ct)3 son
parédbolas cubicas con tangente horizontal al pasar por el
eje y=0, iii) no lo satisfacen sélo las dos soluciones ya t
citadas, sino las infinitas obtenidas tomando un trozo de la
recta y=0 desde t=1 hasta cualquier punto t, y bajando
después por la pardbola que pasa por ese punto]

2. Sea [L] x"+ax"+3x'+9x =el. a)Para a=-5 hallar la solucion general de [L] .
b) Discutir la estabilidad de [L] segun los valores de la constante a .

a) A3_5A%+37+9=0 - A=1, A=3 doble . xp:Aet - A= . Lasoluciéon general es, pues:

et

(o Lanl e NI

X = cle_t+ 02e3t+ c3te3t+

b) A3+ar%+30+9=0.Si a<0 sabemos que es inestable porque hay un coeficiente negativo. Pero para a>0 ,
como la ecuacion de autovalores no es resoluble en general, debemos acudir a Routh-Hurvitz:

1 OD H 1 S .
B=9 3 ak _, a0, =3a-9>0, 9>0. [L] es asintéticamente estable si a>3.
o ol (b 30

Veamos para qué valores de a pueden existir autovalores A con ReA=0:
A=Qi - i(3—q2)q +9-ag2=0 - sblocuando a=3 (entonces A=+iV3 y A=-3).

Por tanto, si a=3 es estable no asintéticamente. Y para a<3, es inestable, pues por R-H
sabemos que hay autovalores con ReA=0 y acabamos de comprobar que no los hay con ReA=0.



3. Sea 2t2x"+t(t+1)x'— (2t+1)x=0. Hallar una solucién no nula que sea analitica en t=0 .
¢ Estan acotadas todas las soluciones de la ecuacién cuando t—-0 ?

+ + .
2" + t % X'— 2l x=0 - t=0 essingularregular con r(r-1) +% -

1
5 =0 - =1, rp=—75

1
2 2"

Es analitica en t=0 la solucion asociada ala rq: X = iZocktk+1 :

La asociada a ry (x2 = t_llzizocktk) no es analitica (ni esta acotada en t=0, lo que responde a la pregunta).

Probando la xj : ;12(k+1)kcktk+l+ ;0[ (k+1)0 2+ (k) €L — 20,8442 — ¢ 1] =0

th 0cp=0 - cgindeterminado , 2 4ci+cgt+2ci—-2cp—2c1=0 - 01:% Co

L kerDk+ k1) 1] e+ [k-2] € 1=0 - ¢ = C1 0 =0 O c3=cy=...=0.

k=2
T (2k+3)k

Por tanto, una solucién analiticaen t=0 es | x = t + 1gt2 (o matliplicada por cualquier constante).

4. Sea (E) x"=x—x2—xx". Clasificar los puntos criticos y dibujar el mapa de fases de (E).
¢Hacia qué tiende la solucion x(t) de (E) con x(1)=2, x'(1)=0 cuando t—o ?

2 . Ecuacion de las 6rbitas - = ——— —x no resoluble.

N

=v dv  xx2
X

B 0 1 o o 1
Puntos criticos (0) y (0) . Aproximacion lineal: (1_2X_V _X) .

L lineal 0 ! A=+1, il -(*
a apr. lineal en (0) es C o)’ =+1,si a,v—(ﬂ).
1 01 1 _
En (0) es (_1 _1) , A=5 [-1iV3], foco estable.

Pendiente horizontal si x=00si v=1-x. Vertical si v=0.
X -X\ . . . AV
V(X,X) = (x—2x2) ; V(X—X) = (X ) (6rbita recta); v(1,v) = (_V)

La orbita que pasa por el punto (2,0), que no puede tocar la
separatriz v=—x , necesariamente se acerca en espiral hacia el foco
estable. Por tanto, la x(t) de la solucion asociadatiendea 1 si t—o.




Ecuaciones Diferenciales | (grupo B) soluciones febrero 2002

dy _ y2+2xy a) Probar que tiene un factor integrante que sélo depende de vy .
1. Sea = xZ+2y2 © b) Encontrar todas las soluciones de la ecuacion que sean rectas.
c¢) Hallar la o las soluciones (si existen) que satisfacen i) y(1)=0, ii) y(1)=1.

a) (y2+2xy)f(y) — (x2+2y2)f(y>l 0 exacta si —2x f(y) = (2y+2x)f(y) +y(y+2x)f'(y) ; '(y) :‘72 fy) — fy)=>

X2
2 H=x+ "+ p(y)
(1+Q) _ (X—2 +2)d—y =0 exacta [ y 2 O H= x2+xy—2y2 =Cy | solucion general.
X
y y dx - X~
H=2y+ y + q(x)

También se puede hallar esta soluciéon mirandola como ecuacién homogénea:

2 2
_y 2742z (2z°+1)dz 2z+1)(z-1) _ ~ 2y+x)(y—X) _
z=) - X2'=],,7 ~Z - 12(222_2_1) I(22+1 )d z =C-Inx - y =C

b) Basandonos en la solucién general: s6lo proporciona rectas si C=0 - 2y2—xy—x2= (2y+x)(y—x)=0 -

Yy=X,y=-— XE , peroademéas estala | y =0 | perdida en el célculo (las demas soluciones son hipérbolas).

Al ser homogénea (con isoclinas rectas) podiamos buscar las rectas solucién directamente:

m2+2m
1+2m?

=m - 2m3-m2-m=0, m=0, 1,—% ~y=0,x,—~ soluciones.

f(x,mx) = 5

c) Como en un entornode (1,0) y (1,1) son continuas f y fy , tanto para i) como para ii) hay solucion Unica;
son, respectivamente, las rectas y=0 e y=x ya halladas (sélo hay dudas de existencia y unicidad en el origen).

(si uno se fia sélo de las soluciones podria pensar que para i) : 1=0!? imposible? no hay soluciéon?
y para ii): 0=C que da las rectas y=x e y=—x/2, pero sdlo la primera de ellas cumple el dato)

X'=xX-4y+2z
2. Sea B y'= X_3§+z Hallar la solucion del sistema que satisface x(0)=2, y(0)=z(0)=1, y determinar

Oz'=x—2y+1 la estabilidad de esta solucion.

1-A -4 2 [] 4 2
Matrices: []1 -3-A 1 [J= -M1°A=0 - A=—1doble — g—z 1%\/:0 - b0 g% A=0 - gﬂ-
21

1 -2 0-A[] - BEIS -
20
P= Eé D Pl=1, P 1= Eﬂ 3 -1 eIt= ﬁo et oD
HER) D 2 1 O o o 10
Jtp-1 40 3(-9)p-1 [0 3o Wy 0 0. ﬁe_tm
= peltp~t Qi p [* I (=8)p=1 [olys = pe +p [ Hetslys=p +P%‘t1 = Uetst O
X é I g g IOD i g 01+t O
FSX-2=X-4Y+2Z (s+1)2 Y=(s+1)Z+s+1
1
Laplace: ESY—l:X—3Y+Z ~ X=(s¥3)Y-z-1 1, ~ S(stlY =s+l+ o
SZ-1=X-2Y+1/s (s+1)Z=(s+1)Y+1/s
_ss+l _ 1 1 s et o 1 _ s™2s+l _ stl - .
Y=g2sr1) "2 Ter1 — LY T MHe [ 2V Gy T2y T os2 ’
(st3)(s?+s+1) s+l . _ s*+stl _ —t
X= SZ(S+1) sz —1_252(S+1) - X=2t+2e
. _ 0)=2'(0)=1,2"(0)=0
Derivando: z"=x—-4y+2z-2x+6y—2z=2y—-x=1-7z' -~ z=cq+cCye Lht 2(0)==2( )_, 20 z=t+1

=At+B = 0)=1 —
- X=2y o y'=—y+t+l Yo N y=cqe Ut y(_)) y=el+t - x=2t+2et

Como un autovalor simple tiene parte real cero y los otros dos son negativos, todas las
soluciones del sistema (y ésta en particular) son estables no asintéticamente.

(Que aparezca las t en la solucién no tiene nada que ver, provienen de la solucién particular de la no homogénea).



3. Sea tx"+ [1—t2]x' +ptx =0. Precisar, resolviendo por series en torno a t=0, todos los valores de la
constante p para los que hay soluciones polinémicas y escribir uno de estos polinomios para p=4 .

t=0 singular regular (tzx"+t[1—t2]x'+pt2x:0); r=0 doble -

[oe]

X1= Z cktk es la Unica solucién que puede ser un polinomio (la otra contiene un logaritmo seguro)
(o] (o] (o]
T k(k-1)c L+ 3 [kt —ke 1+ ¥ pe T =0
k=2 k=1 k=0

©: c1=0; t 2Cy+2co+pco=0 - 02:—5 Co 2 6c3+3co—C1+pc1 =0 - c3=0;

2 12¢c4+4cy—2Cotpcy =0 — ¢y =—‘i;62 Cy= pig;g) Co s

1 kzck—[k—Z—p]ck_zzo - Ck= _p% Co ,» k=2,3,... O

—— _ _p-2m
C5—C7—...—0 Y Cm+2= —(2m+2)2 Com -

Si p=2n, n=0,1,... el con42 Y lOS siguientes pares se anularan (los anteriores no) y la x4 sera un polinomio de
grado 2n; si p no es de esa forma todos los c,, seran no nulos y la serie tendra infinitos términos.

Esto ocurre, por ejemplo, para p=4 . En este caso:

_ . _ 42 _1 _ 44 _ 2 1 4
C2=—Cp; C4= 42,2 Co=g Co (C= 35 C4 yaesnuio) - | x;=1-t"+3t

4. Sea (E) x"=(ax—x")(2+x") . a) Clasificar segun los valores de a los puntos criticos elementales de (E).
b) Para a=3/2, dibujar el mapa de fases de (E) y hallar la solucion x(t) de (E) con x(1)=0, x'(1)=-2 .

X'=v - - 0 : ., 401
a) { V'= (ax—v)(2+V) - Unico punto critico el (0) (si a#0) con aproximacion lineal: (2a _2) .

A4202a=0 - A=-1#Vi+2a O a>0 silla; —1/2<a<0 nodo 2tg E; a=—1/2 nodo 1tg E; a<-1/2 foco E.
Cuando a=0 todo v=0 es una recta de puntos criticos, que, por tanto, no pueden ser elementales.

b) Para a=3/2, el punto silla tiene por autovalores 1 y -3 ,
1 1
con vectores propios respectivos (1) y (_3) .

La pendiente es horizontal si v :%x osi v=-2 (Orbita recta).
La pendiente es vertical si v=0 (como en toda ecuacion).

V(X,X) = X (1 +1x/2) ; V(X,—3X) = 3x (3—_91x ; 2) ; vOv) =v (_21_\,)

La solucién pedida tiene v=—2 como Orbita asociada.

. 1)=0
Por tanto, satisface % =2 - x=C-2t X(_), X =2-2t
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a) Precisar cuantas soluciones satisfacen y(0)=0.
b) Dibujar aproximadamente sus soluciones.
c¢) Escribir la solucién con y(0)=1 para todos los valores de t que esté definida.

1. Sea y'=|t|-y

a) Como f(ty)= |t|-y , fy(ty) =—-1 son continuas en todo R? (o por ser lineal con coeficientes continuos
en todo R) existe solucién Unica para cualquier par de datos iniciales; en particular para y(0)=0 .

b) Las soluciones crecen (decrecen) si y<|t| (y>]t]).

Las isoclinas son y = |t| — K. Las de pendiente K=1 y
K=—1 muestran que hay dos semirrectas solucion:
y=t-1 para 20 e y=1-t para t<0.

Se puede ver el dibujo como la unién de los de
dos ecuaciones lineales estables de soluciones
particulares las dos citadas y de solucién general
de la homogénea y = Cet (para ambas):

c) En el dibujo se ve que si t<0 la solucion es .

Para t=0, la solucién general de y'=t—y es

, Si t=0.

y=t—1+Cet YOI | y=t_1+2e-t

[Sinusar el dibujo: t<0 - y'=-t-y ; yp=At+B; A=—t-At-B,A=-1,B=1 - y= 1-t+Cet y(0_)>:l y=1-t;
20 - y'=t-y; yp=At+B; A=t-At-B,A=1,B=-1 - y=t-1+Cet YO y=t-1+2et.

Bt e_tf(t) se>ds, t<0

También se podria emplear directamente la férmula: y = et e_tj'é [s] e3ds = t s
_t+e_tj'0 se’ds, t=0

2. Sea x"'+2x"+(1+a)x‘+4a2x:e_t.

a) Para a=0, hallar la solucién que satisface x(0)=x'(0)=0, x"(0)=-1 .
b) Para a=1/2, hallar una solucién de la ecuacion.
c) Precisar para qué valores de a la ecuacién es asintoticamente estable.

a) Para a=0 ()\3+2)\2+)\ =0, A=—1doble, A=0) la solucion general es x = cl+cze_t+c3te_t+xp \
con Xp = Atet . Xp = A[2t—t2]e_t  Xp' = A[2—4t+t2]e_t V Xp' = A[—6+6t—t2]e_t - A=-— % .

. S — -t 1 . 1
Imponiendo los datos iniciales a x = cj+cye t+c3te L > t? se obtiene C1=Cp=Cc3=0 - | x=—-5t"e
2

\ =

- _ -
s[s+1]3 [s+1]3

.3 2 -1 - -
O por Laplace: s°X+1+2s X+sX—S+l - X= S ox=—et" [ 3 1=- 5 te”
b) Para a=1/2 , no podemos hallar (autovalores no enteros) la solucién general, pero si una particular:

como A=-1 no es autovalor (— 1+2— +1%0), xp—Ae - A[—1+2—% +1]e_t=e_t o | x=2e7t

c) )\3+2)\2+(1+a))\+ 482 =0 (inmediato: si a=0 o si as—1 no es asintéticamente estable).

1
Routh-Hurwitz: B = Dlaz a1 50 250, 2+2a-4a%>0, 480 - AE | al(==,0)0(0,1)
Uo o 4a2l 2




3. Sea 2t[1+t%]x" —t[3+7t2]x'+2[1+2t°]x=0 .
a) Hallar una solucién que no sea analitica en t=0.
b) Hallar la solucion general de la ecuacion en términos de funciones elementales.

N[~

a) t=0 es singular regular con r(r—1)—gr+1 =0 - =2, rp=
k+1/2 . - R
Es no analitica en t=0 la solucion : x5 = iZob Kt (calculable, sin hallar la analitica xq =t ;Zockt ,

al ser la diferencia entre las raices del polinomio indicial no entera). Llevando la x, a la ecuacion:

,ZO[ 2+ %)(k—%)bktkﬂ'lz +2(k+ %)(k_é )bktk+5/2 — 3(k+ %)bktk+l/2 — T+ %)bktk+5/2 + Zbktk+1/2 + 4bktk+5/2 1=0

42 . [-1/2-3/2+2]bg =0 - bgindeterminado ; 2. . [3/2-9/2+2]b1 =0 - by=0 ;
22 [15/2-15/2+2] by + [-1/2-7/2+4]by =0 — by=0 ;

M2 o(cr112) (k-1/2)-3(k+1/2)+2] by, + [2(k+1/2)(k=1/2)-3(k+1/2)+2] by_»=0

x, = /2

Como cada by queda en funcion de by_, y by=b,=0, todos los by son nulos excepto b :

b) Con esa solucion tan corta, lo mas comodo es utilizar la férmula deducida al reducir el orden:

2
1 7t2+3 _ J’ A 82t+C J'[3 24t J' 3/2('[ 1) -
2 J t[te+1] 2 2+1 0 2 t+1

3/2 2 2 12

_ 112 (r'+1) {12 2 {72
X =t J-idt [5t7°+ 5 1= 3[t

(a esta misma solucion, sin la constante 2/3, se llegaria llevando directamente la x4 a la ecuacion).

1/2 +C2[t2+3;t4]

234
t]

Asi pues, la solucion general de la ecuacion es | x = ¢t

=X > 4 Hallar la expresion de sus 6rbitas y dibujar el mapa de fases de [S].
Oy =2y-y~+Xx Dato: y:J_rx2 son soluciones de la ecuacion de las 6rbitas.

4. Sea [S] D

2
La ecuacion de las orbitas glx :% % +x° esde Riccati, y podemos resolverla por conocer alguna Yp:

_ 2 Vo _(2 22 z+lu . _ 2 1
y=z+x" - z-y—2x-(x —2x)z—X i u-(2x—X)2+X
2 2 2
eX eX 2 CceX"—1/2 2 2x2
5 u:Cf+fJ.xe—de:7 o =X+ —Qr—
2 x2 x2 y ceX" -1

Puntos criticos (g) y (2) La aproximacion lineal ( 413 2f)zy):
0 10 1 0
en (0) es (0 2) : nodo |, con A=1 - (0) , A=2 (1)
0 10 ) 1 0
en (2) es (0 _2) . silla, con A=1 - (O) , A=—2 - (1)

Pendiente vertical si x=0 (6rbita). Horizontal si y = 1+V1+x4 .

X
v(x,0) = v(x,2) = (x4) (la separatriz horizontal se deforma O ).

Dos 6rbitas conocidas son y=+x2 (confirman la deformacién de
la separatriz y el hecho de que se queda con la tangencia del nodo
el vector propio asociado a A=1). Las demas tienden hacia x2
cuando |x| - (para C>1, tras tener una asintota).
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1. Sea y'= (y—t+1)2. a) Hallar su solucion general. b) Dibujar aproximadamente sus soluciones.
c) Precisar cuantas soluciones satisfacen: i) y(0)=0 , i) y(0)=-2.

a) z=y-t - z2'=(z+ 1)2—1 = 22+2 Z (Bernouilli o separable):

u=1/z 2t 1 2 2
u=-2u-1 - u=Ce " -5 - zZ=""%—" - =t+
- 2 ce=2t_1 y ce=2t_1
2dz 1 1 B z 2 _ 2ce?t . 2ce?t | 2C
2t+C= I 229 I[Z — iy ldz=In Zo . fo=ce” . 2= T of ~ YEUF T oop | Stv

b) Todas las soluciones son crecientes.
Las isoclinas son (y—t+1)2:K =0) - y=t-1+VK ,
o bien: f(t,t+b) = (b+1)° =K .

Rectas solucién: si K=1 - y=t 6 y=t-2.

De y"=2(y—t+1)(y'—1) se obtiene la recta de puntos de
inflexion y =t-1 vy, de nuevo, las dos rectas solucién.

c) Como f y fy son continuas en todo el plano, lo son
en un entorno de cualquier punto, y, por tanto, existe
una unica soluciéon para cuarquier dato inicial.

[Como suele ocurrir, si uno se fia de las soluciones puede
cometer errores; en la solucién obtenida como Bernouilli

falta la recta y=t : y@f" 0:% (!?) , y en la separable,

y(0)=-2 2C
=2 _

faltala y=t-2 : 2=7_¢c - 2=0(0?)1

Ox'=4y+z a) Para a=5 hallar la solucion del sistema que cumple x(0)=-2, y(0)=3, z(0)=0 .
2. Sea [S]Oy'=z-4 . (Ayuda: el sistema posee una solucién constante).

z'=az-2x  p) Discutir la estabilidad de [S] segln los valores de la constante a .
(0 =4b+c a=10 A 4 1
a) Conlaayuda: xp= g - 00=c-4 _ b=-1 . Parael homogéneo: -0 —[A+1][A-2][A-4] =
P= U™ Do=sc2a  c=4 H, 0 - AH
41 -2 4 1 -4 4 1
A=-1 - % 11v=0- 531%, x=2 - b -21Hy=0- g%, =4 - Bb -a1fy=0- %D
=206 D:-L =20 3 =20 1
0 C1+3Cp+2¢3+10=-2 0 12e
Solucidn general: x _Clq +025Ee2t+c g%ﬁ% %1%_, Efcl+c2+c3—1:3 5 1+4e” @
4 L& +2c,+4cg+4=0 4 4ot

Derivando: x"=4z-16+z' ; z"'=5z"-8z+32-2z' - z:cle_t+c2e2t+c3e4t+4, ;-Eg;igbfg(g)jﬁ - z=4-4e
t

L ox=5E sp0-12e7 L y=XTR ssen

[JsX+2=4Y+Z [55—52-2][sY—3+4/s]+4=8Y
Laplace: [ |sY-3=2Z-4/s, Z=sY-3+4/s !
sZ=57Z-2X, X=(5-s)z2/2 !

3s3-19s3+30s+8 _ 3s-1 _ 1

s(s+1)(s—-2)(s—4) ~ s(s+1) ~ s+l

- Y=

7281

~ y=delol L z=4+y'=a-det L x=25% =20-12¢7!
b) —|A—)\I|=)\3—a)\2+2)\+8. Si a>0 es |,si a=0 noes AE ysi a<0 necesitamos Routh-Hurwitz:
-a 1 0

B= % D . a, 2a8,-8(2a+8) - | AE - a<—4,|sia>—4

Para | a=—4 | (R-H no decide): N>+4N2+20+8 = (\+4)(A\°+2) — A=—4, A=+V2i(simples) — | E no A




2

3. Sea t x"+tx'+[t—%]x=0.

a) Hallar los 4 primeros términos no nulos del desarrollo de una solucién acotadaen t=0.

b) Deteminar si hay soluciones linealmente independientes de la anterior de la forma x= t' 20 bktk .

. 1 1 1
a) t=0 essingularregularcon r(r-1)+r—, =0 - n=; ,rRp=-5, rp—rp =1 entero.

Esta acotada en t=0 la solucion: xq = ichktkﬂ/2 . Llevandola a la ecuacion:

go[ (k+ %)(k—%)cktkﬂ/z + (k+ %)thk+1/2 _ %thkﬂ/z + thk+3/2] _ go[ (k+1)kcktk+1/2 + thk+3/2] -0

2 0cp=0 - cp indeterminado ; 2. 2ci+cy=0 - 01:—% Co
1 1 1 1
/2. 6C+C1=0 - €= -5 C1= 15 Co; t"2. 12c3+c;=0 - Cc3=—7, C2=— 141
—¢/2p L, 12 13,
xp =t [1-S e 5t gt ]

b) La otra solucion x, :‘Zobktk_l/2 +axq Int serade esaformasi a=0 y no lo serasi a#0 . Hay que trabajar:

k-5/2 2a a

k-3/2 " @ ., a
+aXq Int+ t Xl_t2X1 -

Lo 1 , a ] I 1 3
X3 = 5 (b2 raxgint+ fxg 5 xg = 3 )= )k 5yt

1

Loy 24 by 102 4 patyy =

- 1 3 - 1 -
3 [ 220y 2 (k= 2 )yt 2 -

- LZO[k(k_l)bktk—llz A P % 2 % 22, .1 =0

2. 112,

Obg=0 - bg indeterminado ; t Obq +bg+a=0 - a=-by#0 :

La segunda solucion linealmente independiente contiene el término con el Int y no es de esa forma.

Hx'=4x—2y
Oy'=2x—xy

4, Sea Clasificar sus puntos criticos y dibujar su mapa de fases.

La ecuacion de las orbitas no sabemos resolverla.

» 0 o 4 -2
Puntos criticos (O) y G) La aproximacion lineal (2—y _X)

0 r2 A=2 dobl : do 1tg inestabl <
en (0) es (2 0) - A=2doble - (1) (nodo 1 tg inestable), >
1 a-2y re N, 2 /‘/_
en (z)es(o _1).3|a,con =4 (0), =1 - (5) _
Pendiente horizontal si y=2 (6rbita) y x=0. Vertical si y=2x . /
2 2 &~ [ 1
vx0=2x (1) v = ()

_ 1
v(x, 5X2 ! ) = (1-x) (5x /2) [la separatriz estable se deforma ) ].

’
L4
»
7|
7
7
I
,}

4
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1. Sea y'=1+ 2 a) Hallar su solucion general y la o las soluciones que satisfagan y(1)=-1 .

y—-t ° b) Dibujar aproximadamente sus curvas integrales.

a) Haciendo z=y-t, z':f - 22:4t+C:(y—t)2 -

y = t+V4t+C

2
t

_ H=ty— 5 +2t+gly) 2
También es exacta: (y—t+2)+(t—-y)y'=0, Myzlth - 2 - Yy -2ty+t°—-4t=C 1
H=ty— "> +h(p)

Como f vy fy son continuas en un entorno de (1,-1) existe una Unica solucion con esos datos,
en concreto, -1 =1+V4+C - C=0 - y=t-2Vt (pues laraiz + no satisface los datos).

b) Sus isoclinas, como todas las de ecuaciones

de laforma y' =f(at+by) seran rectas:
2 _ —tp 2 :
1+ y—t =K - y=t+ = rectas de pendiente 1

[osise prefiere y=t+b - K=1+ %

K=0 - y=t-2 (pendiente horizontal).

Sobre y =t la pendiente es « (problemas de E y U).
Ademas hemos pintado lasde b=-3,-1,1y 2.
No parece haber puntos de inflexion y no hallamos y".
Todas las curvas son parabolas (sin saber mucho

algebra es evidente que son conicas, en la ecuacion
en z es obvio y al deshacer el cambio se inclinan).

2. Sea X"+5x"+4x'+cx=t. a)Hallar una solucién particular para todo valor de la constante real c.
b) Hallar la solucion general para c=-10.

c) Discutir la estabilidadde la ecuacién segun los valores de c .

a) Si A=0 no es autavalor, es decir, si c£0 , hay solucion particular de la forma:

xp=At+B - 4A+c(At+B)=t - A:El ,Bz_ﬂ 4 -

__4 X 4
c ¢z 7 p-

c2

t .
c , Sl c20.

Si ¢=0, hay que engordar la solucién particular: Xp = At?+Bt , xp' =2At+B, xp" =2A -

_ 1 L_ 5A_ 5 _t?_ 5t Com
10A+4(2At+B)=t - A=g ,B=-""=—70 - | Xp=g— 75 | si c=0.

b) Si ¢c=—10 es facil hallar las raices del polinomio caractristico:
A3+502+40-10 = (\-1) (\2+6M+10) =0 - A=1, A=—3+i

—

solucién general:

_ t -3t -3t t 1
X = Cpe +Cpe ~cost+cge Tsent— 70— oo

c) Con el signo de los coeficientes, si ¢c<0 es inestable y si ¢c=0 no es AE. Para saber méas es necesario R—H

10D
B:%45D - 5, 20—, c(20<) - AE =
O0c

0<c<20 , 1 sic<0 6 ¢c>20

Solo falta saber si para c=0 y c=20 es inestable o estable no asintéticamente:
:A3450%+4A=0 ~ A=—4, A=-1y A=0 simples
 A3+502440+20= 0 - A=-5, A=#j simples —

(todo depende de la homogénea, la solucién particular no influye en la estabilidad)




3. Sea 4t?x"—3x=t. a) Calcular el desarrollo hasta orden 4 entornoa t=1 de la solucion de la
ecuacion homogénea que cumple x(1)=0, x'(1)=1.

b) Hallar la solucion general de esta ecuacion de Euler no homogénea.

a) Resolvemos la ecuacion homogénea en torno a t=1 (punto regular), haciendo s=t-1:

4(32+25+1)x"—3x =0, con s=0 regular - x= iZocksk , donde, por los datos iniciales, es cg=0y ¢c;=1.

22[4k(k—1)cksk+8k(k—l)cksk_1+4k(k—1)cksk_2] - IZOSCkSk =0 -

s9:8c,-3cp=0 - czzgcozo ; sl:16cy+24c3—3c;=0 - 032%01—302:%

522802+4803+48C4—3C2:O_. 042_% 02_03:_% L X= (t_1)+]§(t_1)3_]§(t_1)4+...

Son pocos términos y es regular: haceiendo t=1 en la ecuaciéon: 4x"(1)-3x(1)=0 - x"(1)=0

Derivando la ecuacién y volviendo a hacer t=1: 4P%"+ BtX" —3X =0 x"(1) :%

Derivando otra vez : 4t°x'V + 16tx" - 3x"=0 - x'v(l) =-4x"(1) =-3

) =x@) +x@)(t-1) + T -2+ X eay3 4 JJ (t=1)4+ - que lleva a lo mismo.

-3,.1 — o, 1312
b) La solucion de la homogénea: A(A— 1)—*—0 - A= 2 Y-5 = Xpom=C1t" "~ +Cpt

Como al hacer t=e® el término no homogéneo de la de coeficientes constantes que aparece es de la forma

-1/2

25 existe particular Xp = Ae’S O existe particular Xp = At enlaincial - 8AP —3A =t - Xp = t

32 112 3/2 —1/2
o _~l2pt94(1/4) 32 tHA(4) 1 2
[ O por variacion de constantes |3t3/2/ » _1/2/2| 2, %=t [ =5 (5 -2)¢]
La solucion general es, por tanto, | X = ¢q 32 4 Co 12 1§t2
4. Sea [S] '=4X+2y a) Dibujar el mapa de fases de [S]. b,) Hallar la solucion de [S] que satisface
' y'=x+5y °  x(0)=2,y(0)=-1.b,) Hallar la expresion de las orbitas de [S].

a) Sistema lineal, por tanto muy facil de dibujar.
. 0 . . . 42
Punto critico (O) , matriz del sistema lineal: (1 5)
2 1 2 .
AT—9A+18=0 - A=6 - (1) , A=3 - (_1) ,hodo inestable.

2oL X . 2
A las orbitas sobre larecta y = -5 (asociadas al autovalor mas
cercano a 0) son tangentes todas las deméas (menos las de y=x).

Pendiente horizontal si x=-5y . Vertical si y=—2x.

vix0=x (1) - von =y ()

El mapa dibujado es global en todo el plano.

X'=3x _ .3t _ 3t
{x(O):Z_’ x=2e - | y=-e

b,) De varias formas. Como el dato corresponde a la orbita y = -5 -

2 1\
Como la solucion general es x=c; (_1) e+c, (1) €% imponiendo los datos se llega al mismo resultado.

 [sX=2=4X+2Y _ 2 _ -1 _ .3t o _ 553t
Laplace: {sY+1:x+5Y - X=(s-bH)Y+1l - (s“—9s+18)Y =6-s - Y=-3 - Yy=—€ - x=y'-by= 2e
= X" Homogénea Y g o 1452 2—7_222+Z+1
b2) dx T Ax+2y 9 - T 442z °T  4+2z

2z+4 2 2 2z+1 dx 2y +X
== - = = — = + - — = =
I[22+1][z 1] dz I[22+1 z-1 Jdz = In [z-1]2 X Inx+C [y—-x]2
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L2 a) Dibujar aproximadamente sus curvas integrales. b) Hallar (si existen) todas las
1. Sea y'=+ soluciones de la ecuacion que satisfacen: i) y(-1)=1; i) y(1)=0; ii) y(0)=1.
s oy 1 1 -1 ,
a) Hallamos antes su solucion general: _y2 ==t~y =C-log|t] - y= C—log [t] (todas con asintotas).

2
Sus isoclinas, y'= K, son las parabolas: t= v

l 3 . K . K:— : K:OO K:2
Ademas, para K=0 se tiene y=0 (recta solucion), K= . : K=1

y sobre t=0 es K=o (curva integral vertical). O\ UL /
2y _ V2 _ ¥ __1/\' : /K12

Como y"==" -7 =1 (2y-1), N\ //

la curva de puntos de inflexion es larecta y = 1/2. . .

b) EI TEyU asegura solucion tnica con y(ty)=Yg , : 0
si t,#0 . En particular, es Gnica para los datos i) vy ii) . . . g\ : 1

Imponiendo y(-1)=1 setiene C=1, con lo que la : : :
Unica solucion que cumple i) es y=1/[1-log|t]]. ' ' :

La Unica que cumple ii) esla y=0 perdida en el célculo.

K=0

Como la ecuacion % = yt7 tiene solucion dnica t(y) — X VY '\
si yo#0, por (0,1) pasa sélo la curva integral t=0 O :

no hay solucion y(t) con y(0)=1.

X'==-2z
2. Hallar la solucién del sistema [Jy'=Xx con x(0)=1, y(0)=0, z(0)=1, y estudiar su estabilidad.
Lz'=x-2z

Derivando: Las ecuaciones primeray tercera solo contienen x y z:

Ny — . — ot ~t z(0)=1 _at
z"=x'-27' =-27-27' -~ z=c,e ‘cost+c,e sent, ,g)=1-2= 1} - | z=e cost| -

X=z'+2z= e_t[cost—sent] - y':e_t[cost—sent] - Yy=Cgtyp ,con yp:e_t[Acost+Bsent]

t
- y=cg+ e_tsent,y(O):O - y = e 'sent © y:IOxdt , integrando dos veces por partes).

sX-1=-2Z s[s+2]Z-s-1=-27

s+l -1 s+l —t
Laplace: sY=X - Z= , 2= =e ‘cost
Hez_1=x2z X=(sT+2)Z—1 s%+2s+2 H gl
5243542 s —1p s+t1-1 —t - .
- X=goer 1= Goam — X=L [(S+1)2+1 ]=e"[cost-sent] (6bien x=2'+2z)
_ -1
-~ Y= gioemn — YEL [(s+1)2+1 ]=etsent .
A0 20 0 -2
Con matrices: [J1 A 0 [F-AN°+2A+2]=0; A=0 - go o%v:o - %E,
1 0 —2-A[J 0-2

-i 0 =2
A==1+i - Ij-:I. 1-i 0 |:l\/

1+| -2
0 - A=—1-i - 1+| D\/Oalj- D.
G- H1 o il HAB
1+i , 1-i , Co(-1+i)—cg(1+i)=1 ;
_.. 00,00 it O7'0 it 4 Z i
- X Cl%DJrCZH,l He +CSH_1i Ee - [Jca+cp+c3=0 - G35, G
eltretl +ifell el . tﬂost—sent

DiCZ—iC3:1
1 - L ;
o X= Ee tE _|[e|t_e—|t] H sent
eit gt cost

Como los autovalores son A=0 (simple) y A=—1%i (con ReA<0), todas las soluciones del sistema
(y la calculada en particular, aunque tienda a 0) son estables no asintoticamente.




3. Sea 3[1+t2]x" +2tx' =0. a) Hallar los 3 primeros términos no nulos del desarrollo de una
solucion que se anule en t=0. b) Estudiar si todas las soluciones estan acotadas cuando t- oo .

—IZt/(3[1+t2]) _ du

La ecuacién es resoluble: v=x' - v=Ce

_ t
c(1+t2)™R . x=k+cf,
1+u?
(0¢]
Como la impropia _[O _du diverge ( - ), hay soluciones no acotadas cuando t- o, lo que responde b).
1+u2

Y podemos también utilizar la solucion para encontrar el desarrollo pedido en a):

213 _, 1 2 (“1/3)(-4/3) 4 _ 1.3, 2
(1+t5) =15 7+ C— o x=t= Gt + ¢

2 ..

Directamente, t=0 regular - x= ;Zocktk , donde, para que se anule en t=0,tomamos ¢ =0y ¢y =1.

iZZ[3k(k—l)cktk—2+3k(k—l)cktk] + iZozkcktk =0 - t9:60,=0; t1:18c3+2c;=0 - cg= —% ;

2 2

t2:36c4 +10c; =0 ~ ¢4 =0 ; t3:60c5+24c3=0 — C5= —¢ C3=,c -

Més largo es: 3x"(0) =0 . Derivando: 3[1+t2]x'"+ 8tx"+2x'=0 - x'"(0):—§ ,%,9 =—%

Para responder b) no se necesita la solucion, pues basta estudiar el punto del infinito:

Haciendo tz% - 3[1+S% Ils x"+253x']+ g [-s®x']=0, 3s[1+sz]x"+ [4+652]x‘:0,

s=0 singular regular, con r{=0, rzz—% - x2:s_1/3 gobksk,no acotada cuando s-0" (t-w).

Ox'=x+2y
4. Sea [ > . Hallar la expresién de sus 6rbitas y dibujar su mapa de fases.
Oy'=4x—y—3X

Hy=x+2y - H =xy+y2 + p(x)
Hy, =y—4x+3x2 - H =xy—2x2+x3 +q(y)

O

El sistema es exacto: fy+gy =1-1=0.

H=| y2 +xy—2x2+x3=C |, expresion de las 6rbitas del sistema.

Puntos criticos: y:—g - %x —3x2:0, x=0, g -

0 3/2 o 1 2
(0) y (_3/4) . La aproximacion lineal (4—6x _1)
0 12 2 )
en (0) es (4_1) - A-9=0 - sila,
_ 1 : -1
con A=3 - (1) , A=—3 > (2)

312 12 \24920
en _3/4) es(_s_l)q =0 -

centro de la aproximacion lineal, que, al ser el
sistema exacto, lo es también de nuestro no lineal.

Pendiente horizontal sobre la parabola y = 4x—3x° .
Vertical sobre larecta y=-x/2 .

V(x,0) = (4)(_)(3)(2) , v(Oy) =y (_21)

La expresion de la separatriz [pasa por (0,0)] es:

/

y2+xy—2x2+x3=0 - y=§ [-1+Vo-ax] oINS
Puntos facilesde hallar de la separatriz:
(2,0), (2,-2), (9/4,-9/8), (-4,-8), (—4,12)

1 -1
[ v(x,x) = 3x (1_X) y v(x,—2x) = 3x (2—x) confirman la forma en que se deforma la separatriz].
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1. Sea y'= y—y3. a) Hallar su solucién general. b) Precisar cuantas soluciones cumplen: i) y(0)=0, ii) y(0)=-1.
c) Dibujar aproximadamente sus soluciones. d) Determinar la estabilidad de la solucion que satisface y(0)=1.

a) Esta ecuacion autbnoma se puede ver como de Bernouilli o separable:

-2
—2y_3y' = —2y_2 +2 2= oz (zp=1 a0jo) - z= Ce 241 = y_2 - | y=% 1

CVi+Ce2
12 12 1 _ 2 ce?t
t+C= I I( 1y Ty )dy = Iny -5 In(1-y?) ; |nL =2t+C ; IyT e yP= Lrcelt casi igual.

b) f= y—y3 , fy: 1—3y2 continuas en R® 0 existe solucién dnica para cualquier dato inicial. En particular

para los datos i) y ii) . La solucion para i) esla y=0 (perdida en el calculo de Bernouilli: 0= +1/YC imposible)
y para ii) es y=1 (que no aparece entre las soluciones de la separable: 1 = C |mp03|ble)

c) Por ser auténoma es facil su dibujo cualitativo:
y=0 e y=+1 son soluciones constantes.
y(1+y)(1-y) > 0 si y<—1 O si O<y<l:en esaregion
las soluciones crecen (y en el resto decrecen).

Las soluciones son traslaciones horizontales unas
de otras y tienden hacia las constantes.

Precisamos mas: isoclinas rectas y=b - K=b—b3 .
Puntos de inflexién: y" = (1—3y2)(y—y3) -
y= +V/3/3=+0.6 (+ soluciones rectas).

d) Sabemos que en las autonomas (y solo en ellas)
el dibujo basta para precisar la estabilidad
(soluciones acotadas a la derecha tienden hacia las
de equilibrio cuando t- ). La solucién constante
y=1 es asintdéticamente estable.

[Se podria decir también a través del teorema de estabilidad de las autbnomas (que se generaliza para los
sistemas autonomos): f(1) =-2<0 O AE. O incluso (més largo e innecesario) utilizando la solucién].

2. sea x™ +6x" +20x = cos3t . a) Hallar su solucion general para n=3.
b) Estudiar la estabilidad de la ecuaciéon para n=2, n=3 y n=4.

a) A34+60420 = (A\+2)(A%-2A+10) =0 — A=—2, A=1#3i - Xpom=C1e '+el(cocos3t+cgsenst).

Llevando Xp=A cos3t+Bsen3t a x'""+ 6x" + 20x = cos3t obtenemos:

9A+20B=0 20 9

(27A-18A+20B) sen3t + (—27B+18B+20A) cos3t=cos3t - 20A—9B=1 ~ A=ag1 ' B=—251 "

La solucion general es, pues: | X = Cq e 2t et(c2c053t+ c3sen3t) + ﬁ (20cos3t—9sen3t)

b) Para n=2 los autovalores se hallan facilmente: )\2+6)\+20=0 -~ A=-3+V11i con ReA<O O AE.

Para n=3 ya hemos calculado arriba los autovalores. Como A con ReA>0, la ecuacion es inestable .

[La ausencia del término en A2 ya nos decia que no era AE. Routh-Hurwitz no daria dos determinantes negativos].

Para n=4 no podemos calcular explicitamente los autovalores. Como no todos los coeficientes de A +60+20
son estrictamente positivos, es inmediato que no puede ser AE . Esto quiere decir que X con ReA=0.
Si comprobamos que no existen A con ReA=0, seguro que hay A con ReA>0 y sera inestable:

A=gi - q4+6qi+20 =0, imposible pues a la vez no puede ser g=0 y q4+20 =0 . Esinestable.

Routh-Hurwitz también no los aseguraba:

0 1 0 O
0 0
B= Dg 2% g (1) - 0, —-6<0, —36<0, —720<0 . Como existen menores negativos es inestable.
Uo o o0 200



3. Sea tx"+x =0. Hallar el desarrollo en serie de una solucién no trivial que se anule en t=0,
encontrando la expresién de su término general.

t°x"+tx =0. t=0 es singular regular con r(r—1)+0:1+0=0 - =1, r,= 0, r;—r, =1 entero.

Se anula en t=0 la solucion : xq = lZocktk+1 . Llevandola a la ecuacion: gl(k+1)kcktk + ;Ocktk+1 =0
th: 2c1+¢cg=0 - ¢c1=- % Co (sobre cy no hay condicion y queda iindeterminado);

2, - -1 .- 1.
t: 6cr+c =0 - C2=—3, @~ 12 Co:

k. _ - 1 __ 1 o
t: (k+1)ka+Ck_1—0 — Ck— - (k+1)k Ck—l — C3— 43 C2 144 CO y
_ 1 ] 1 _ 1 ) 1 ) 1 L 1 k 1
Ck= (tDk k(D) k27 Ttk k(kel)  (k-D)(k—2) k3= = (=1) (k1)1 k! ©
o Lo L _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
(Comprobamos con algunos términos que esta bien: ¢1=— 57, Co, C2= 35, €0 €37 ~ 4y3; C0= — 046 Co)-
(o] o0
Do DK ke 2 DK k1, 12,13 1
Portanto: | xq =t z (k+1),k, Z (k+1)lkl =t t +12t 144t +-
4. S =2xy Hallar sus orbitas, precisando en particular la que pasa por 3,5
ea [S] _ 2 2. o 4’4
=1+3xX" -y y dibujar su mapa de fases.
g oo d 1+3x2
La ecuacién es exacta (fx+gy = 2y—2y =0) de Bernouilli: Eﬁ =— 42\& + “oxy :
Hy=2xy - H= xy2 + p(X) ‘
=| xy2_x3 i6 Srbi
H —y2 3%x2—1 - H —xy2—x3—x+q(y) H=| xys-x , expresion de las orbitas.
2 2 2
O bien 2ydf U S e (TR, 4 +ﬂ L2=S41t _[(1+3x2)dx: € i1nd =y? , como antes.
X X X X X X X X
La que pasa por (* > )eslade C—* % —% —2 =0 - x(y2-x2-1)=0 - y=V1+x2.

0
P. criticos: x =0, 1-y2 =0, (+1) ,6 y=0,1+3x2 =0 imposible.

an (22)0 () 2) v () ()
= ()G () ()

Ambos puntos son sillas (del lineal y del no lineal).

Pendiente horizontal sobre la hipérbola y2—3x2 =1.
Vertical sobre larectas y=0 6 x=0 (6rbita, pues, que
ademas es una de las separatrices de ambas sillas).

V(Xl)_(sx) . V(X 1)—( )

aseguran que las otras separatrices no se conservan. De hecho
tenemos sus expresiones analiticas: como pasan por (0,+1)
corresponden ala C=0 de antesy son, por tanto, x=0 (ya vista) y

la hipérbola y2-x2 =1 (o, si se prefiere, y =+V1+x2 )

Simetria respecto a ambos ejes: H depende de y2, y cambiando —x por x sale la 6rbita H=-C .




