Soluciones del examen de febrero de 2010 Ecuaciones Diferenciales | (grupo C)

1. Sea dy __ y? al] Resolverla hallando un factor integrante g(t) y por otro camino.
) dt = 2t(y-t) * b] Hallar la expresidn explicita de todas las soluciones que cumplan y(1)=2.
c] Precisar cudntas curvas integrales pasan por cada punto del plano.

al y2g(t) + (2t2-2ty)g(t)y’= 0, exacta si 2yg = (4t—2y)g+ (2t2-2ty)g’, g’=—2g — g(t):tl2 -

=2
Y+ (2-%) exacta. 5:2; Jyrzpi{;(t) S 2y-L=c,|y?-2ty=Ct|, y=t+/2+Ct.
=2y-F

N
‘2 . LY y_ 22 2z-2° 2z-2 __[dt 2 o, _ Y2ty _C
También es homogénea: Y=z — tz/=525-2z=5"%, [ dz=—[F+C, 22-2z=FF =%,
. ceoodt 2t 2t2z=tThdz 27 02 C 2 1 . )2
O Bernouilli, al dar la vuelta a la ecuacion: o=y~ — ="yt 2=t =t t=cry

bl El TEyU asegura solucién Unica con y(to)=Yyo si to#0 e yo#to (f, fy continuas en un entorno).

La Unica con y(1)=2 es: 4—4=C, y(y—-2t)=0 — (y=0 no cumple esos datos).

c] El TEyU asegura solucidn Unica t(y) de la ecuacidn equivalente por cualquier (to, yo) Si yo#0.

El Unico punto para el que los teoremas no precisan cuantas curvas y
integrales pasan es el (0, 0) (por los demas pasa una Unica y(t) o t(y), [
es decir, sélo una curva integral). Por (0, 0), ademas de las evidentes /4
y=0, t=0 y la y=2t de b], pasan otras infinitas, como muestra la j
solucién general [o se podria deducir del crecimiento y decrecimiento, aunque y
no supiésemos hallar las soluciones]. e

X' =x+2z+t

2. Sea {y, —2(a+1)x—2y—27 . a] Discutir la estabilidad del sistema segun los valores de aeR.

b] Para a=-1, hallar la solucién con x(0)=0, y(0)=1, z(0)=-1.

zZ/=y-az
1-A 0 2

-|-2(a+1) -2-2 -2 |=A3+(a+L)A’+ar+2(a+1) [=A(A+1)(A-1)sia=-1].
0 1 —a-A

al Si a<0 esinestable, si a=0 no es AE y si a>0 necesitamos Routh-Hurwitz:

a+1 1 0
B= (2(a+1) a  a+l ) - a+1, (a+1)(a-2), a+1—>\AE sia>2,lsia<2 \ (y noAE si a=2).
0 0 2(a+1)

Para A3 4302420+ 6 = (A+3)(A2+2) > A =-3, A=£v2i simples:

X' =x+2z+t
bl { Yy =-2y-2z Z"+z=0,z=c1+Cre z=-1|\
Z=y+z - y=2'-z" y=1]|.

X' =x+t-2 — x=c3zet—-t+1 — .
Xp=At+B x(0)=0

1
SX=X+ZZ+S—2

_¢ 2(0)=-1,2/(0)=0

Laplace: { sy—1=-2Y-2X (5245)Z=—(5+1),Z= —%, z= -1 y seguir como arriba, o:
sZ+1=Y4+Z - Y=(s-1)Z+1"
Y=-14+14+1,y=1, x=52_=1_21_ 1 x-1-t—et
s 4 ’ s2(s-1) s 52 s—1" .

1 2 1
P=|o 1 2 1 1 3 et 0 0 —2et t (set=s 1-t-et
0o -1 -1/),P =0 -1 —2|,elt=l0 1 o |, x=P| 1 |+P 0 |ds= 1
0o 1 1 0 0 et 0 0 0 -1

A=1,0,-1




3. Sea tx”—2x’+x = 0. Hallar una solucién no trivial que se anule en t=0, escribiendo la regla de
recurrencia, sus 4 primeros términos y la expresiéon de su término general.

al t2x” +t(-2)x’+tx =0, t=0 singular regular, r(r—=1)-=2r=0, r=3,0.Se anulaen t=0:
1= Scktkt3 & % [(k+3)(/<+2)ckt’<+2 = 2(k+3)cktk2 + cktk+3] =0 —
k=0 0

t2: 6co—6co=0, co indeterminado; t3: 12c1—-8c1+co=0, c1=—%co;

tkt2: (k+3)kck+Ck-1=0 — ck=—ﬁck_1 —

=1 =1 . _ 1 . =l =1 A ___1 .
C2=—53C1=57.21€0=30C0: 3=~ 53C2=~553.321€0=—"720€0+ - --

_ 1 _ 1 _
Ck = k) (k+2) k(k=1) k-2 = ~ k) (k+2)(k+ D) k(k=D)(k=2) k-3 =
—3_lpay 145 1 oy6 o 6(=1 k43
X1 =1t =70+ 550 — 55507 + Z (GO

x' =y(x-1)

y'=x+y?

b] Precisar un a tal que la solucién con x(0)=a, y(0)=0 sea periédica no constante y hallar el
periodo de esta solucién (escribir el sistema en polares).

4. a] Resolver la ecuacidn de las érbitas y dibujar el mapa de fases del sistema {

25— C(x—1)2+ (x— 1)2J2" 2t20x, | y? = C(x~1)2 + 1-2x

(C<0 elipses, C>0 hipérbolas).
Punto critico (8) con A==i. Centro de la AL, y del no
lineal por ser simétricas las érbitas respecto a y=0.
v vertical si y=0 6 x=1 (érbita). Horizontal si x=—y2.
(Y
vo=(}7). v@n=(,).).

. 7 . —_— 2
La 6rbita mas sencilla: x=1Ty (parabola).

r'=r?(c?s+s3)=r2sen6

0’ =c24+s2=1 — 9=t+K
%:I’2 senf — F=C+C059, 1-x=C /X2+y2

(da de otra forma las mismas 6rbitas de arriba).

Polares: {

b] Para cualquier a< (a#0) la solucién es periédica no trivial (érbita eliptica).

[Para a<O0 se puede decir sin usar las érbitas: debe decrecer y hasta encontrar x=—-y?2,
luego debe cortar el eje x (no puede tocar x=1), y, por simetria, es cerradal.

Todas ellas tienen periodo 2 (lo que tarda 6 en volver).




Soluciones del examen de septiembre de 2010 Ecuaciones Diferenciales | (grupo C)

1. Sea dy _ _y(Q+ty)

gt=— ¢ - al Hallar su solucién general. bl Dibujar las isoclinas de pendiente K=0.
c] Hallar, si existen, la o las soluciones con: i) y(-1)=1, ii) y(1)=0, iii) y(0)=1. [2.5 puntos]
al dy = —¥ —y2 es de Bernouilli. z=}l, -7/ =%+1— z=Ct+tf¥, y=m /}7/ y
[m]
bl M =0 — y=0 (recta solucién) y la curva y=—%. ot
c] El TEyU asegura solucién Unica con y(to)=Yyo Si to#0 (f, fy continuas en un entorno), 7//
con lo que i) y ii) deben tener solucién Unica. Para i), 1=—% - Y=W1t|—1) (foﬁffl';m

Para ii), 0=(—1: imposible. Pero la solucién Unica es la perdida en el célculo.

Para iii), El TEyU aplicado a nuestra ecuacién no dice nada, pero aplicado a la ecuacién equi-
valente asegura solucién unica t(y) cerca de (0, 1) (denominador no nulo). Como por ese punto
pasa la evidente curva integral vertical t=0, deducimos que para iii) no existe solucion y(t).

2. Sea xIV 4+ 2x""" +5x" +2ax’ + ax = 4. al Para a=0 hallar la solucién general.
bl Para a=4 hallar la solucién con x(0)=0, x’(0)=2, x’/(0)=0, x’”/(0)=6.
c] Discutir la estabilidad de la ecuacién segun los valores de la constante a. [3 puntos]

al A?(A°+2A+5)=0— A=0 doble, A\=—1+2i. x,=At? —» 10A=4. La solucién general es, pues:

X=c1+crt+et(c3cos2t+casen2t) + %tz

bl A*+2A34+5A2+4+8A+4 = (A+1)?(A2+4) =0 — A=1 doble, A=+2i. x,=1 (a 0jo). Por tanto:

x=c1e t+crtet4 c3cos2t+casen2t+1 c1+c3+1=0

x' =—-cie"t+ca(1-t)e~t—2c3sen+2c4 cos —C1+Cr+2c4=2 _ _t

x" =cret+co(t—2)et—4dczcos—4dcasen  C1-2C2—-4c3=0 x=1+2te cos2t|.
x"=—cre"t+c(3-t)e t+8c3sen—8cy cos —C1+3¢c2—-8c4 =6

Laplace: s4X—252—6+ 253X —45+552X—10 + 85X + 4X = (s+1)%(s2+4)X =252 —4s5— 16—%

253+4s%+165+4 _ A 4+ B 4 C | Ds+E _ A(s+1)2(s?+4)+Bs(s+1)(5?+4)+Cs(s? +4)+(Ds+E)s(s+1)2 |
s(s+1)2(s2+4) ~ s 1 (s+1)2 s2+4 s(s+1)2(s2+4)
0o Al :A+B+D=0 D=-1 ,
- - 3 — = S
s=—1ocC=2"Y ademas: s : 2A+B+C+2D+E=2 B=0 - X= (s+1)2 merCY)

. BA+4B+4C+E =16 C=0

c] El signo de los coeficientes dice que si a<0 es |y que si a=0 no es AE (y no dice nada si a>0).

2 1 0 0
2a 5 2 0 110
R-H: B= 0 o 2a & — 2>0, 10-2a>0, 2ala 5 2|=4a(4-a)>0, a>0 —
0 0 0 a 012

AE si O<a<4,1sia<0 6 a>4 (ynoAEsi a=0,4).
Para a=4, viendo los autovalores (hallados en b]), como dos son negativos (que sean dobles no
influye) y los otros dos son con ReA=0 y simples, la ecuacién es EnoA.
Para a=0, el A=0 doble (hallado en al) implica que es I (para un sistema no bastaria).
Concluimos, pues:

AE si O<a<4,1sia<0 6 a>4,EnoAsi a=4




3. Sea 2t°x”+ t(3—-2t)x’—(1+4t)x=0. Hallar el desarrollo en serie de una solucién no trivial
acotada cerca de t=0 e identificarla con una funcién elemental. [2 puntos]

t2x’ + t—3_22tx’+ —1‘54tx =0, t=0 singular regular, r(r—1)+%r—% =0, r =%, —1. Acotada en t=0:
x1= 3 ckthtZ o 520k 3) (k= 3)ckth /2 4 3(k+ 3)crth /2 = 2(k+ 3 )cith+3/2
k=0 0
(2k2-143k+2-1) —cptkt/2 4 4cktk+3/2} -0 —

> [k(2k+3)cktk+1/2 — (2k+5)cktk+¥2 = 0

0
t72: 0co=0, co indeterminado; t32: 5¢1—5¢c1=0, c1=Co;

th+1/2; k(2k+3)ck—(2k+3)ck-1=0 — | ck=7% Ck-1 | =

111 . =_1 == 1
C2=35C0; C4=7C3=77C0; .- ; Ck = gr-pyCk-2="""= g7€0 -
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Ltk=t12et |, t>0.

M8

X1 = t1/2
k:

0

[ x1 = [t|/?et seria una solucién valida Vt#0].

X' = 14x—2xy a] Hallar sus érbitas y, en concreto, la que pasa por (2,% .
4. Sea {y’=y2 Zy . bl Dibujar su mapa de fases. [2.5 puntos]
c1 Hallar la solucién del sistema que cumple x(0)=0, y(0)=1.

Hy=1+x-2xy H=y+xy—xy?+p(x)

al fx+gy=1-2y+2y-1=0 = sistema exacto: Hy = y—y2 " Hexy—xy?+q(y)

| y+xy—xy?=C|.

Por (2, %) pasa la 6rbita con C=1 — y = X1V X" -2x+1 "2";_2”1 —|y= % (y=1 no pasa por ahi).

x=-1 x=1

b] 7 1. La matriz de la aproximacién lineal M=(1_02y 2;2_’(1) en cada punto critico es:

(—;1): & }J,silla: 1 (3), -1 (1),
(1): (0 7). sita: -1 (o) 1= ().

Pendiente horizontal si y=0,1 (6rbitas).
Vertical sobre la hipérbola y = % + %

Separatrices de G) las halladas y=% ey=1.

Las de (‘01) son y=0 e y=1+3 (para C=0).

VL) =-1 (), v-1y) =y(,2,),

v0.y)=(,, ), vix1/2)=(_1,).

yi-y

_e-t
cl La solucién pedida esté asociada a la 6rbita y=1 — x'=1-x — x=1+Ce! (—0)—>0 X =(1 € )
X =




