Soluciones de algunos problemas adicionales 4| (9-10)

1"— 3 _x* x2 x=%1 minimos (centros)
@ C) Exacta. VO)="%—7F - x=0 maximo (silla)

{321 e = (8) sitacon v=(). # x=0,21,

) ’;::)éfil (5):A=%1 (1), sila.

Nrhi . y2 —X +eX
Orbitas: y* =2x+2e*+C. v(x,x)={ , . |.

Separatrices: y = d:\/2x+2e—x—2X~oo:l:1/2x—2 .

0.0 A=3,6 con G) [tangencial ¥ G) — nodol.

x’'=9x—3y y=3x [ 9 -3
@ y'=6x—2xy a) x=0,y=3 (8)' (-1’) M_(6—2y —ZX) (1.3 A=9, —2 [evidente!!] cON (cl)) y (131) — silla.

H: y=3 (érbita) y x=0. V: y=3x. v(x, 0)=3x(§), v(1,y)=(3—y)(§). y

La recta de la separatriz estable de la aproximacién lineal es y= 11’§_2 . \

( : 11x—2)= %(1_X)(1§x) [si x>1 su pendiente es 3

VX, 73 mayor que la de la rectal.
La separatriz, pues, se curva ) y, como las demds érbitas (menos 2) sale /-

del nodo con pendiente 2. La otra, como vimos, se mantiene recta. ]
3 3
v(x, x) = 2x(3_x) , V(X, 2x) = x(6_4x) .

[%:0 — y=3 yla curva de inflexion y2—3xy+2x2—2x3=0, y=3(3+v/T+8x) ].

P

Q

9t
b) y=3 érbita por (2,3) —» x’=9x—9, x=1+Ke9tE2x=1+e9t, x=(1+3e ) .
x(0)=

4
”_ 3 2.7 X' =V e v=0
’ X" = X—X>—=x*X ‘ a) { /w3 . Puntos criticos x=0,+1

( 0 1 ) +1 » A=3[—1£i/7] focosE.

_ay2_ 32 _ 1 f
1-3x2—2xv —x 0o\ )\_:l:1—>(i1) silla.

Horizontal: y=>l(—x, x=0. Vertical: y=0 (como en toda ecuacién).

dv _x=x3_ .2 (Vv
ax =3 —V° noresoluble. v(ﬂ:l,v)—(_v).

v(x,x)=x( 1 )(esta se

_v) — [—X) (estase
1-2x2) deforma) ’ v(x, X)—X( )

X ) conserva)

0)=1
b] La érbita que pasa por (1,—1) es y=—x=% X x=et



Exacto.

—X2y+2xy— "7 X;=C.

x' =x(x—2)
10] a) y = (x=2y)(x—1)

2

1

()~ 9)-x2=(0).(3)- (-G %) —==2-(1).(3). sillas.

Separatrices: C=0 — x=0, y=x—2(zx_3) C=% 22 4x+2

6(x—2) = X=2,y="%

Horizontal: x=1, y=3 U (x=2 _ x
Vertical: x=0, 2 6rbitas vix, 0)_X(X—1) ! v(x,l)_(x—Z)(X_l).

x=0-y’'=2y,x=2—y’=2-2y, lineales; soluciones definidas Vt.

Orbita por (2,0) — [x=2]~ y=1+Ce? ~ -
y =

x'=14+y—x2
y'=2xy

(6) 72~ (5) - (3)  sila. (G):%2-(g). (). silla.

y2+2y—2x2y =C — y=0, y=2x2—2 separatrices. |

b) Exacto( ) +i, centro.

Horizontal: x=0, y=0 1
Vertical: y=x2—1 v(=Ly) _y(ﬂ) '
y=0 — x’=1—x2, con potencia >1 — soluciones no acotadas explotan.

Orbita por (3,0) — — {

x' =2xy
yl = 1_X2_y2

x'=1—x2

- _ 2e?41
x(0)=3

X=ce 1 |-

c) Ecuacion de las orbitas exacta o Bernouilli.

C=0 - x=0, y2+%2=1 (elipse). y2

xy2+%x3—x=C 6y

exacto o simetria )

+1
( 0 ) centro ( respecto ambos ejes

(iol) — A==2 con vectores propios ((1)) , ((1)) Silla.

1-x2/3+C/x

278

Horizontal sobre x2+y?

=1 y vertical si x=0 6 y=0.

v(£1,y) (*2{), v(x, £1) (*ZX).

Sobre x=0 es y’=1—y2, ecuacién auténoma con potencia dominante

>1 = las soluciones cuyas proyecciones son semirrectas explotan.
La 6rbita por (¥/3,0) es y2+

X =1, x2=3-3y2

N\

'\

[11]

y'=2y?-2 _1-e# _24/3e2t .
{ y(0)=0 - YETes | T | X T g \:
X' =x+x2 | a) x'=x+x2 es auténoma y el dibujo basta para precisar la estabilidad.

y'=2x+y

X=_ 0 soluciones constantes. Crecen si x>0 . Decrecensi —1<x<0.

La solucién con x(0)=-2 y las cercanas definidas Vt>0 y —-—1 si t—o00 = AE.

b) Orbitas: % = +-2 5 elli- x Cx

ax —

x+x2

1+x

1 _x _
T STx Y= 1x T

x(C+2log|x]|)
1+x '

1+xfdX =

M=(1+22X (:i) (0) — A=

-

Vertical: x=0,—1 (6rbitas).

Horizontal: y=—2x .

1 doble asociado a (1) nodoltgl.

0) A=1, ()y)\—— (_11): silla.

v(x,0) = x(lgx) , v(x, 2)= (1+x)(’2‘) )

v(x,1—x) = (1+x)(’1‘) — la separatriz estable se deforma.

2xlog|x|
1+x

41092 ~4x 0.69 < 3].

log x|

Esta separatriz es la drbita de C=0: y= T
X

, pues 1—1 [L'H6p].

[Su valor en x=-2 es:

c) x=—1 6rbita por( 1) y'=y—2 —

it o 2—3et, 0 sea, x(t)= (2 36).

x(t) —1 segun a). (t)t—> oo [la érbita estd por encima de la separatriz]
—00

[y(t) solucidn de lineal, definida Vt>0 ].

a) y d) se pueden responder (mas largo) hallando las soluciones de [S]: x’=x+x2 Bernouilli o separable

1 x(0)=—2__ 2

- X = Cot_1 =

P 4 YO=3
e M det SN AR A -~ = i A

ef(3—4log|2—e~t]) 2,



@ a) | gy = =5 |Homogénea. zz%qf#%:—f%+c—>’(V+2u)2(v—u)=C‘

Isoclinas : K=f(u, mu)=%—1 . Rectas solucién si K=m - m=—-2,1"

m|2 0 -1 -1/2 1/2 . _ —
K10 & —3 =5 17— - Ademas, sobre u=0 es K=—1.

_ 0 1 +1 0 1 _ i
o) X/ =V M —(3X2_1_v _X) en ( 0 ) es (2 ;1)—»)\_;2, +1 (sillas).
—y3 , .
V/=X"—=Xx—=XV | Ep (8) es A=%i y g(—x, v)=—g(x, v) = centro del no lineal.
Las parabolas solucién, por la simetria, deben tener la forma v =Ax2+B:
2 v w3 2 2A2+A—1=0—-A=1/2,—1
(Ax“+B)2Ax=x—x>—x(Ax“+B) — { 2AB+B+1=0 B="1/2,1
- y=1-x2, y="22—_1 que son precisamente las separatrices de las sillas.
_1r.2 dv, _ dvdu _ dv _r12u dv _ 2u—v
Como u=3[x*-11- @GX=Fagx =ax =15 ~ x> @ ="
las érbitas son (v+x2—1)2(2v—x2+1)=C [y otra vez las separatrices].
v horizontal en x=0y v=x2—1. v
. s . v(xl,v)= .
Vertical (como en toda ecuacién) en v=0. ( ) (*V)
P — ; X' =v a)Si a=0 , es x=0 recta de v
‘E ’X = (ax—x")(2+x )‘ { v/ =(ax—Vv)(2+Vv) * puntos criticos no elementales.

sillasi a>0

nodoE si 0>a>—%

, 0 " (0 1 _ A35g -
Si a#0, (0) punto critico. AL: (20 _2), A=—1£41420:) L oo1tgE si a=-1

focoEsi —3 >a %&‘
b)|a= A=1,-3. v(x,x)=x(1i§), v(x,—3x)=3x(3:%7x), v(0, v)=v(_21_v). <

=0
Horizontal si v=32—X osi v=—2, érbita por (0,—2) ax=C—2t "B x=2_ 2t w

@ ’x”: (x—x2)e—2x ‘ a) Exacta: V(x)=[(x2—x)e~?Xdx parées—%xze_zx — 6rbitas: ’ vZ=x2e 2% 4 C‘ .

Nlw

V/=(x2—x)e"2X - V decrece en (0, 1) y crece en el resto. v
_ -1 — ]
v(0)=0, V(1)= 2eZ ! Vx?o)oo ’ Vx:oo o . :
Direct te: xX'=v 0 1
Irectamente: v/=(x_x2)e—2)( ((2X2—4X+ 1)e—2X 0)

(-( 8)=amsd st ()2 3)-amst convo M2

Orbitas por el origen (C=0, separatrices): v=+xe X,
b) La solucién para i) es x=0, punto silla, y, por tanto, inestable.
La 6rbita asociada a i) es v=xe™ [ e~2=e"2+C ], que es la primera
orbita no cerrada. Soluciones préximas a la dada (que tiende a o)
no se parecen nada a ella (son periédicas). También es inestable.

@ apuntes




El sisterna es: x'=x(2—a—x—y) Para a=0 estd dibujado en
"y’ =y(3—y—2x) " la pagina 80 de los apuntes:
_(2—a—-2x—-y —X y . (0 0 2—a 1+a
M_( 2y 3—2x—2y)' Puntos criticos: (0), (3)( 0 ) (1—2a)'
o P Q R

3 A=T3  A=2ma g 24+4/B—8a—7d%].

Autovalores A=
=2—a ' A=—1—-a ' A=2a-1

respectivos: A

a<1/2 1/2<a<A A<a<2 2<a —

nodol nodol nodol silla

nodoE nodoE nodoE nodoE con A= 64/3_4 .

nodoE silla silla nodol Horizontal: y=3—2x.
silla nodoE focoE focol Vertical: y=2—a—x.

En el primer caso las tru-
chas pueden sobrevivir. En
los dos siguientes sélo lo
hacen si no hay salmones.
En el Ultimo, se extinguen
aunque no haya salmones.

x'=x(5—x—ay) M= 5—2x—ay —ax Puntos (0) (0) (5) 5/(a+1) Autovalores
y'=y(5—y—ax) - —ay 5—2y—ax )  criticos: \0)'\5/'\0)'\5/(a+1))" respectivos:
o P Q R
a-—2 1 1
azs  A=5-5a-(7%) A=—5-(g) r=-5-(7) 5 - a =
doble ’ 0 ! a )’ —1 1)°
A==5 _’(1) A=5-5a _’(a_z) )‘=52+_1 _’(_1) a<1 | nodoEl silla silla nodoE
P _ .y nodoE nodoE .
Si a=1 cada punto de x+y=3 es critico (no elemental, claro). a>1 | nodoEl (g si 3-2) | (ttg si a=2) silla

Para ese valor las érbitas son sencillas: %=§ — y=Cx.

b] El campo es horizontal si: y=0 (érbita) e y=5—ax. Vertical si: x=0 (6rbita) y x=5—ay.
v(x, 0)=(X(50_X)), v(0, y)=(y(50_y)), v(x,x)=x([,5b—(c)1+ l)x]G), v(x, 5)=x(5__5_._.f’;x), v(5,y)=y(5__55aa_y).
Orbita

Si a<1 (poca competicién) las dos especies tienden hacia un valor de coexistencia estable. Si a<1
(mucha competicién) una de las especies (la que inicialmente tiene menos individuos) se extingue
y la otra tiende hacia su tope logistico. Si a=1 se mantiene la proporcién inicial de poblaciones.



