Ecuaciones Diferenciales I (C - piloto) Soluciones del parcialillo 1 (24/10/07)

dy — x*+y?
1. Sea ol 23y

b] Precisar donde crecen y decrecen sus soluciones y si alguna recta es solucién.

. a] Resolverla como homogénea, como exacta y como Bernouilli.

c] Hallar la expresion explicita de la o las soluciones (si es que existen) que satisfacen:
i) y(1)=-3, ii) y(1)=0. [6 puntos]
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b] Como el numerador es positivo, las soluciones decrecen cuando c /]’ D
x e y tienen el mismo signo, y crecen cuando lo tienen distinto.
[En los ejes la pendiente es vertical. x=0 es curva integral (no solucién)].
Lo anterior bastaria para asegurar que no hay rectas solucién, pero
lo vemos directamente. Esas rectas (deben ser isoclinas) satisfarian:

K = f(x,mx) = =" — m — 3m?+1 =0, imposible.

D C

c] EI TEyU asegura que hay solucién tnica con y(x,) =y, si x,7#0. Para el dato i) por ejemplo.

9= C—% ,C= % , y2 = 283—_;‘3 , Yy =—4/ 283_;‘3 (la raiz positiva no lo cumple).

Para ii) el TEyU no decide. Como g—; = —xzifyz tiene solucién tnica x(y) con x(0)=1 (y es

x'(0)=0), s6lo pasa una curva integral vertical por (1,0) y no hay solucién que cumpla ii).

1-x3
3x 7

[Lo que sale imponiendo el dato, y=+ son dos funciones con derivada infinita en x=1].

2. Sea y'=e'—y. a] Hallar la solucién con y(0) =0 y precisar su estabilidad.
bl Dibujar isoclinas, puntos de inflexién y aproximadamente las soluciones. [4 puntos]

a] La solucién de esta lineal es: y = Ce f+e~! [eXdt = Ce '+ 1e! o y=1le!—e f]=sht|.
y(0)=0

En una lineal (con coeficientes continuos en todo R) la estabilidad de todas las soluciones es

t
la misma y viene dada por el Como en nuestro caso e~f — 0, la ecuacién es AE.
t—o0

b] Isoclinas: y = e’ —K [traslaciones rigidas verticales de y = e'].
Inflexiéon: y’=e'—y'=y — y=0 recta de puntos de inflexién.
En la solucién general vemos soluciones importantes:

y = 1e! (latnica que — 0 cuando t — —co).
y = sht (latnica impar). y = cht (la tnica par).

Solucién tnica en cada punto del plano, todas ellas se juntan en el
infinito (AE), son la y, mas familia de exponenciales decrecientes.




Ecuaciones Diferenciales I (C - piloto) Soluciones del parcialillo 2 (28/11/07)

1. Hallar la solucién general de #2x” — 3tx’ +3x = 9logt . [2 puntos]

A(A=1)=3A+3 = (A-1)(A—3) =0 — solucién general: x = c1t + 2t + xp .
Para hallar la Xp podemos utilizar la férmula de variacién de la constantes:

t £

A3 _ 43 9logtdt 9logtdt __ 310gt 3 3dt
13t2—2t,xp—tf —tf = + 12 [ 24

244 22 partes 2t4

=3logt+4

— | x=cit+ et +3logt+4

O bien, hay x,=As+B=Alogt+B (haciendo t=e€° quedarfa ---=9s y A=0 no autovalor)
A=3

— x;:%, g:—é — —A-3A+3Alogt+3b =9logt — L _, , xp=3logt+4.
X' =z-2y
2. Resolver < y' = -y , con x(0)=4, y(0)=3, z(0)=2. [3 puntos]
Z=x—2y
La y se obtiene facilmente de la segunda ecuacién: y'=—y — y=Ce™! (J X y=3e"'| —
I — »_fa—t
(o) {x/ -z 6e7t — x"=x—6e"+6e I=x — x=crel+cre! — x =4e”!
zZ = x—6e A==+1 x(0)=4,x'(0)=—4
z=1x+6e"t=|2e""!
Laplace:
X—4=7-2Y
By Y= [y—zet]” LT e
5 - | [y_ e } 2_1 X =4 2_6S+6_4 —4
sZ—2=X-2Y (8°—1)X=ds+2-37 =45—4 —

X:sj%l [x:4e_t} — Z= s+1_4+s+1 - % [Zzze_t}'

Mediante matrices (al ser homogénea) mejor buscamos la solucién general (sin calcular P~1):

A -2 1 0
0 —1-A 0 —(A+1)‘1 _A‘:—(A—l)(/\ntl)z
1 0 —A

-1 -2 1 1 1 -2 1 1 0
A=1: (0 -2 o)v:0—>(o>; A=—1 doble: (0 0 O)V:0—><O>y(1).
1 -2 -1 1 1 -2 1 -1 2
1 1 0 c1tcr=4
Solucién general: x = ¢y (0 |el + [cz 0| +c3|1 }e_t — < c3=3
1 —1 2 di. | ¢;—cp—2c5=2

—t

— 3=3,01=0, =4 — =3 es, desde luego, un vector

(4) [El vector que acompana a e
x=|(3]e’!
2 propio asociadoa A=—1].

[Més largo hubiera sido utilizar matrices para resolver el sistema (o)
de arribaen x y z, pues tendriamos que hacer alguna integracién].




3. Sea [e] x""+2x""+ 6x"+ax'+5x = 4cost, aeR.
a] Discutir la estabilidad de sus soluciones.
b] Hallar una solucién de [e] para cada a #2.
c] Para a=10, escribir la soluciéon general de [e].
d] Para a=—14, escribir dos soluciones distintas de [e].
e] Para a=6, describir las soluciones de [e] para valores grandes de ¢.
f] Para a=2, precisar el nimero de soluciones periédicas de [e]. [5 puntos]

al P(A)=A*+2A346A24+aA+5=0 — si a<0 es I,si a=0 noes AEysi a>0 no sabemos.

B— — 2>0,a<12, 12a—a?—20=—(a—2)(a—10)>0, 5>0 —

oo N
O U1 O\ =
o NO
g1 o\ = O

AE& 2<a<10|,|a<26a>10=1

Para ver lo que pasa si a=2,10 buscamos autovalores imaginarios puros:

. . : t—6g°+5=0 — ¢°=165
A=gi — ¢*—2°%—6q*+aqi+5=0 — {Z(a_ng)_o 7 ° ;:2610

Por tanto, si a=2: P(A)=(A24+1)(A>+2A+5) — A=4i,A=—142i — EnoA.
Ysi a=10: P(A)=(A>+5)(A24+2A+1) — A==4+/5i,A=—1doble — EnoA.

bl Si a#2 (A=di no autovalor) hay x,=Acost+Bsent —

a—2)B=4 4

[Ac+Bs|+2[As—Bc|—6[Ac+Bs|+a[Bc— As|+5[Ac+Bs| =4c — EZ—a)AZ:O — | xp= =5 sent

cl Con los autovalores de arriba y la x,: | x = (c1+cat)e ' +c5c0sv/5 t+casenyV/5t + Jsent |.

d] Para a=—14, unaraiz clarade P(A) es A=1 (las demds no son calculables exactamente) —

x = c1ef+opxo+ezxz+eaxg— 2 . Dos soluciones, por ejemplo, son | —%t |y | ef — 0t |

el Si a=6 no hay raices sencillas de P(A) y no tenemos ninguna solucioén de la homogénea,
pero conocemos la x, =sent y sabemos que la ecuacion es asintéticamente estable, o sea,
que las soluciones de la homogénea tienden a 0 cuando t — co. De aqui deducimos que
cualquier solucién para ¢t gordo acabara siendo como sent (casi casi sera periddica).

f] Como la solucién particular es de la forma x, = At cos t+ Bt sent, ninguna solucién de [e]
es periédica [la homogénea tenia infinitas soluciones periodicas ( cj cos t4c sent ) y otras
que no lo eran (c3 e~ ! cos 2t+c4 e ' sen2t), con lo que [e] debia tener infinitas o ninguna].




Ecuaciones Diferenciales I (C - piloto) Soluciones del parcialillo 3 (20/12/07)

= oy a] Clasificar sus puntos criticos y estudiar el campo v.
1. Sea ¢ *, . bl Escribirlo en polares y hallar sus 6rbitas. [6 puntos]
Y = 24122y p y
c] Dibujar el mapa de fases.

A=—-2 doble

= _ 0 — nodo estelar L.
al Puntos criticos: 0 — (8) y <0> ( 2 2 2) M diagonal

y=0,2 2 2x 2\ A=42 con < ) y (é) — silla.

Campo horizontal: Vertical: )
¥+(y-1)> =1 x=0 v(x,0) = v(x,2) :<—2x> (la separatriz

estable se deforma).

. . 2 . X
(circunferencia). (6rbita).

dy _ g _ ¥ x (Riccatisin
Ecuacion de las 6rbitas: 7 = % T3y, sencilla)
b] r'==2c%r=2s*r+sr?=r(rsen60—-2) 4 o 5
— = —_—=
0' = L[cr?—2csr4-2csr] =r cos 6 d " cosf’  cosf

K 20

cosf oosp s X=K— 2arctan

— =

c] Del sistema en polares deducimos que:
r crecesi y>2; 6 crecesi x>0.

Y de la expresion recuadrada:
Todas las 6rbitas tienen asintotas verticales y es y(0) =0 excepto si K=t pues entonces:

X 2
lim — sen 712 X = lim
x—0 cos 5 L'Hopital x—0 sen & 2

-1 =2 — la separatriz estable es y=x tan”>=~
[K= —m,37m,... dan la misma Orbita]

— las separatrices estables cortan el eje en x =247 [y sus asintotas son x==+27].

Py =2

Sorprendentemente salen sencillos los puntos de inflexién: -5 = 2

— y=2.

2

2. Sea x"" = ax—(x")*. a] Discutir la estabilidad de su solucién x=0.

[Si a=0 hallar los puntos criticos, las 6rbitas y dibujar el mapa de fases].

b] Para 4 =0 hallar la solucién de la ecuacion que satisface x(1)=0, x'(1)=1. [4 puntos]

x'=v {0 1 o . 0 . —
a] {v,:ax_UQ — M-(a O>—>)\—:t\/ﬁ. Por tanto, si | a>0 | es <0> unasillay x=0 es L.

Si|a<O0|es <8> centro de la aproximacién lineal, y en principio x =0 puede ser AE, EnoA oL
2

Como g(x,v)=ax—uv" es par en v el centro lo sigue siendo del no lineal y x=0 es EnoA.

Si | a=0 | todos los puntos del eje v=0 son criticos (no elementales).

Sus 6rbitas vienen dadas por: g—z =—0v —|v=Ce " |. Conesto

(y el sentido de las ecuaciones) podemos trazar el mapa de fases.

En él se observa que (8) (y, por tanto, la soluciéon x=0) es I

[las x(t) (no constantes) con datos préximos tienden a + 6 —co].

b] La 6rbita con v(x=0)=1 es v:e’x:dd—’t‘ — e"=t+K, x=log(t+K) — |x=Ilogt |.

x(1)=0
[Ademés de ser auténoma, en la ecuacién no aparece x, con lo que se podria resolver asi:
;L 2 1 v(1)=1 1 B x(1)=0 .
=0 = v=-0" - v=5 5 v=;— x=logt+K = x=logt|.



Ecuaciones Diferenciales I (C - piloto) Soluciones del parcialillo 4 (23/01/08)

1. Sea (1—#?)x""—2tx'+x =0 (Legendre con p= @ ).
a] Hallar 3 términos no nulos del desarrollo de la solucién que cumple x(0)=0, x'(0)=1.
b] Ver si hay soluciones no triviales que tiendan a 0 cuando i) t — —1, ii) t — 0.

[5 puntos]

a] Como =0 esregular (a y b son analiticas para || <1), probamos:
icktk — i[k(k—l)cktk—z—k(k—1)cktk] + i—chktk—I— icktk =0 —
k=0 k=2 k=1 k=0
t0: 2004+c0=0— c=—L=0[co=x(0)]; #':6c3—2c14+c1=0— c3=2 =1 [c1=x(0)];

2
o (k42) (k1) e — (P +k=1)c =0 — cppp= W]Ekjl)ck — ¢4=0, ¢5 = %})CB = 101

— el desarrollo pedidoes | x =t+ #5 + 5515 + - -

De otra forma: x”(0)+x(0)=0 — x”(0)=0. Y derivando:
(1—t2)x" —4tx" —x'=0 — x"(0)=x'(0)=1,
(1—12)x!V —6tx" —5x" =0 — x'V(0)=5x"(0)=0,
(1—12)xV =8txV —11x""=0 — xV(0)=11x""(0)=11.

bl Haciendo t+1=s obtenemos (2s—s?)x"+2(1—s)x'+ x=0, s*x"+s=5 2(1- )x +7x=0 —
r?=0 —ni x;=co+cis+--- ni xp=Dbgs+---+x1In|s| tienden a 0 si s—>0 (t——1).
Con t=1 nos queda s?(s*~1)¥+2s%t+x=0 — r>—r—1=0 — r:%@ =ry —

x1=5"+Y.c;s* — 0 cuando s— 0% (t—00). [Laotra, xo= s~y bs, no lo hace].
k=0

2. Hallar la solucién general de t2x”+#(4—t)x'+2(1—t)x=0, desarrollando en torno a t=0.

[Se pueden identificar las series solucién con funciones elementales]. [5 puntos]

t=0 singular regular, r*+3r+2=0 — r= —1,-2 — x;= Ecktk L xy= Y bpth 24 dxy Int.
k=0

f [(k—1) (k—2)cxt* 1 +4(k—1)cptF 1 — (k—1) et +2c,tF 1 =24 5] =
k=0

(e )

Z [k(k—i—l)cktk_l—(k—{—l)cktk] =0 — tk1. k(k+1)Ck—ka_1 — C = %

k=0

A partir de la serie inicial: t=1: 0cg=0 — cp indeterminado; t°: 2c;—cp=0 — 1= 2

. Co—l
Con la regla de recurrencia: co=%=%; c3=3=3, - ; = 7>

2 k t_
=l g5+t =5 | 2 q=—ptet ]

Xy por series: x5 i(k 2)bet* 3 +dx) hnt‘—i—dx1 i(k—z)(k—3)bktk_4+dx In H—zdx1 d%
— Y [k(k— 1) btk =2 — kbt*—1] —i—2dtxi+d(3—t)x1 =0. t72: by indeterminado;
0
1. =0 (b; indeterminado, elegimos b; =0); th=2. bk:b"T*l —by=b3=---=0— xzztlz
Identificada x1: xp =71 [ £lz¢e) et 1 = tlZ ; ohallada x;: xlztl2 J t_ift = f—zt
Solucién general: = Cle +% | o,algomas fea, | x = q’ﬁ#%—?—g




