Ecuaciones Diferenciales | (C - piloto) Soluciones del parcialillo 1 (29/10/08)

1. Sea y'= by+t alSi b=%, hallar su solucion general y dibujar isoclinas y curvas integrales.
) ~ t ' bl Discutir la estabilidad de la solucién con y(1)=0 segtn los valores de b.

al La solucién de esta lineal y’=%+1 es: y=CtV3+t1/3[t-13dt=| CtV3 + 3t

[U homogénea: tz/+z=2+1, [$22 =-3In(3-22)=Int+C, 3-2z=Ct"2/3...].

m=-3,-1,0,1, 3 —
K=10,2/3,1,4/3,2

Sus isoclinas son y=mt — K=3+1.

3

Rectas solucién si %+1=m — m=3 [o de la solucién general].

NI

Si t=0, K=o00 (curva integral vertical

~

. Decrecen entre y=-3t y t=0.

4 — . e e
y'=%—32= 3t9t22y — no hay puntos de inflexién (y=3t solucién).

El TEyU garantiza Unica curva integral por cada punto del plano,
salvo, quizas, en (0, 0). Son la recta mas los multiplos de t1/3.

t
b] Lineal con coeficientes continuos en [1, c0): ef1a= tb da la estabilidad de todas las soluciones.

Si b<0, como t? -0 cuando t— o, la ecuacién es AE. Si b=0 es EnoA (t°=1+40).
Y si b>0 (por ejemplo el caso de arriba) es I por no estar t° acotada.

2. Sea y'= t—y? al Resolverla hallando un factor integrante g(t) y por otro camino diferente.

2y bl Hallar la(s) solucién(es), si existe(n), con: i) y(0)=-1, ii) y(1)=0.

al (yzzt)+2¥y’=0 no exacta. Para que (y2—t)g(t)+2yg(t)y’=0 lo sea: 2yg=2yg’ — g(t)=et
2y#0

U=elty?—tet+et+p(y)
try2 tvy! —

- e —t)+2e =0 — -
(y N z)ety/ Yy U=ety2+q(t)

el(y2—t+1)=C, | y?=Ce t+t-1

2:
También es de Bernouilli con p=—1: 2yy’=t-y2 = z/=—z+t — z=Ce '+ et[tetdt!

b] El TEyU asegura que hay solucién unica con y(t;)=y, Si yo#0. Para el dato i) por ejemplo:

1=C-1, y?=2e " t4+t-1, | y=—+v2e t+t-1| (la raiz positiva no lo cumple).

Para ii) el TEyU no decide. Como g-;:% tiene solucién Unica t(y) con t(0)=1 (y es t’(0)=0),
s6lo pasa una curva integral de pendiente vertical por (1, 0) y no hay solucién que cumpla ii).

[Lo que sale imponiendo el dato, y=++t—1, son dos funciones con derivada infinita en t=1].

al Probar que tiene una solucién constante y=a, con a>1.

’— _ay
3. 5ea y'=1+2y—e’. 1 precisar la estabilidad de la solucién con i) y(0)=0, ii) y(0)=1.

al Si f(y)=1+2y—eY, como f(1)=3-e>0>7-e3=f(3) [e3>23>7] = Ja>1 con f(a)=0.

Dibujamos la gréfica de f que serd Util para bl. a2

f'(y)=2-¢eY = f crece hasta y=In2 y decrece después. .
f(0)=0,f(In2)=In4-1, f(2)=5-e2<0 [e?>(3)?>5]; f — —00. \ I\

a_ —

b] i) La solucién y=0 es inestable porque f/(0)=1>0
[0 porque decrece cuando y <0, por ser f(y)<O0]l.

i) La que cumple y(0)=1 es AE pues ella y todas las que < t
parten cerca estan definidas para t>0 y todas tienden “
hacia la solucién constante y=a. - k=-t-6”




Ecuaciones Diferenciales | (C - piloto) Soluciones del parcialillo 2 (28/11/08)

1. Hallar la solucién de t2x” + 3tx’ = % gue satisface x(1)=x’(1)=1. [0.3 puntos]

Es una ecuacién con b(t)=0:

3 1 C 1 C 1 C 1
x’=y—>y'=—?y+t—3 —>y=t—3+t—3fdt=t—3+t—2 — X=K+t—2—?

Aungue también la podemos mirar como una ecuacién de Euler:
AA=1)+3A=A(A+2)=0 — solucién general: x =c1+ct2 +Xp .

Para hallar la x, podemos utilizar la formula de variacién de las constantes:

1 t2 | 3. -2 (1lt 34t t=2t3gt _ 1 1 g _ 1
0 —2t3 =-2t775 Xp=t f—2t‘3 -J s T2 Tz =Tt Xx=at+tp o
O bien, hay xp=Ae~5=At"1 (haciendo t=e® quedaria ---=e~ y A=—1 no es autovalor)
— X[ =-At7?, x/=2At73 - 2At71-3AC =t - A=-1, xp=-t"1.
. L C1t+ec-1=1 _ _ _ 1
Imponiendo el dato inicial: 2c,41=1 — 2=0,c1=2 - | x=2-%
2. Sea [e] xIV4+4x""+6x"+4x'+ax =4e%t, aeR. [0.8 puntos]

a] Hallar una solucién de [e] para todos los valores de a.

bl Para a=0, hallar la solucién general de [e].

c] Precisar un a para el que [e] sea: i) inestable, ii) asintéticamente estable.

d] Para a=65, razonar si todas las soluciones de [e] tienden a 0 cuando t—oo.

al A=-2 esraizde P(A\)=A%+4X34+6A24+4)\+a si 16—32+24—-8+a=a=0
[y es raiz simple, por ejemplo, porque no anula la derivada: P/(A\)=4(A3+3A2+3A+1)].

Por tanto, si a#0 hay xp=Ae 2! - A[16-32+24-8+ale 2t=4e72t — xp=§e‘2t

Si a=0: ><,,=Ate‘2t,x;J =A(1—2t)e‘2t,x;’=A(4t—4)e‘2t,x;)”=A(12—8t)e‘2t,XLV=A(16t—32)e‘2t
— At[16-32+24—-8]le 2t + A[-32+48—-24+4]e 2t= 4Ae 2t=4e 2t -

bl Para a=0: PA)=A(A+2)(A242A+2) —» A=0,-2,-1%i —

Xx=c1+cre 2ty e t(c3cost+cgsent) — te2t

c] Para cualquier | a<0 | seguro que es | (pues uno de los coeficientes de P(A) es negativo).

O si se prefiere, A=1 es autovalor (y, por tanto, la ecuacién es inestable) si a=-15.

Con una minima vista se observa que si a=1 es P(A\)=(A+1)* — A=1 cuédruple = AE.
Si queremos saber todos lo valores para los que es AE, acudimos a R-H:

4 1

|4 6

B= (0 a

0 O

d] Si a=65, la ecuacién es inestable, segiin muestra R-H (coeficientes positivos no implica EA), y

esto implica que hay alguna solucién x, de la homogéna que no estd acotada en el infinito.
La solucién xp + %e‘zr de [e] seguro que no tiende a 0 cuando t— 0.

0

oh~phO

é) — 4>0, 20>0, 16(5-a)>0, a>0 — | AE < 0<a<5
a

[Con un poco de vista, podemos calcular los autovalores para todo a:
PA)=(A+1)*+a-1=0 - A=-1+¥T1—a (4 raices reales o complejas)
Por ejemplo, si a=65, A=-1+2V—=4=1+£2(, -3+2{].



x'=y-3 a] Discutir la estabilidad segun los valores de a. [0.9 puntos]
3. Sea {y’=x+az " b1Si a=—1: Hallar la solucién con x(0)=0, y(0)=3, z(0)=4.
z/=1-3y 1=~ Escribir una matriz fundamental del sistema homogéneo.

Lesl, pues AIA=+v1-3a>0.

-2 1 0
al |1 -2 a|=-A3+A-3ar=-A[A’—(1-3a)] = Sia<j
0 -3 -A
Si a>% es EnoA, pues 0, +v3a-1 tienen Re=0 y son simples.
0 1 o0
Si a=% es A=0 triple con un Unico vector propio l.i. {rango(é _03 163)= 2}. Es .

b] Derivando la segunda ecuacién se consigue facilmente una de segundo orden que sélo tiene y
y=1+2e2t

e

y"=x'-z'=y-3-143y - y"-4y=-4 - y=1+c1e"*" +ce*
y(0)=3,y’(0)=-4

— z=x-y'=| 1-2t+3e~ 2t

— x/=2e72t_2 - x=c3-2t—e" 2t o x=1-2t—e2t
X =

Para hallar una matriz fundamental por este camino, hallamos la soluciéon general del homogéno
" _4y=0 — y=c1e‘2t+cze2f=x’ — 1 —le2t le2t
= | W(t)=|0o et e

_2t_%C2e2t 1 Zen _len

y'=x'-z'=y+3y =y
X C3—%C1e_2t+%C2€2t — z=x—y'=C3+%c1e

Laplace:
sx=y-3 - x=X_3
oY—3-% TT gy 4 _3 8 4y 39sa 32 AL B _ Ali2iss
1 4,1 37 , s = s g2’ — s(s+2)(s-2) T s(s+2) s+2 s(s+2)
SZ—4=§—3Y—>Z=§+S—2—? _ _ _ _ _ _t
s=0—- A=1,5s=-2 - B=2 [y—1+2e ]

311 2 _
X= 52+s(s+2) 27 s s+2 s2 [x=1-2t-e72] -
z=x-y’=-.--, o siguiendo por Laplace, Z=---=% 3 S+2 [z=1-2t+3e72t].

Laplace es largo para soluciones generales (resolveriamos con x(0)=a, y(0)=b, z(0)=c

Mediante matrices:
0 1 0 1 2 1 o0 -1 -2 1 o0
A=0: (1 0 —1)v=0—>(0); A==-2: (1 2 —1)v=0—>(2); A=2: (1 -2 —1)v=0—>(2)
0 -3 0 1 0 -3 2 3 0 -3 -2 -3
1 -1 1 6 0 2 1 0 0 0 -3
Pz(o 2 2)—» P—1=%(—1 2 1). eJtz(o e 2t o).xo=(3).f=(o).
1 3 -3 1 2 -1 0 0 e 4 1
4 t -4 4 tr _s 4 -8t 1-2t—e-2t
X = %elt(S) +%J eJ(t‘S)( 1 )dS = % |:(5e‘2t) +J ( 2e2s-2t )d5:| % |:(5e‘2t)+(1—e‘2f):| = ( 1+42e2t ) .
1 0 —1 g2t 0 _pe2t-2s g2t 1—e2t 1—2t43e-2t

-2t eZ[’

1
W(t)=(o 2e-2t 2e2f)=PeJt

1 3e 2t —3e?t

Una W(t) (formada por 3 soluciones del homogéneo) es:

[Como A=0 es autovalor no funcionaria el atajo de buscar xp constante. Inspirandonos en
el método de coeficientes indeterminados para las ecuaciones se nos puede ocurrir probar:

At+B A=Ct+D-3 B2t
( ) } g g_B—zFD 1 —’Xp—( 1 )para cualquier B.

=|Ct+D | » C=At+B—-Et—F
Et+F E=1-3Ct-3D B-2t
y 1 -1 1 2t
— solucién general: x=c1 (0) + cz( 2 )e‘2t+C3( 2 )eZt— (—1) —
1 3 -3 2t) d.i.
c1—C2+c3=0 1-2t-e 2
{cZ+c3=1 — Cc1=C2=1, ¢c3=0 » x=| 1+2e 2 1.
c1+3c—3c3=4 1-2t+3e"2t



Ecuaciones Diferenciales | (C - piloto) Soluciones del parcialillo 43 (23/1/09)

al Hallar sus érbitas y dibujar el mapa de fases.
. b] Decidir si es periédica la solucién del sistema que satisface
x(0)=a, y(0)=0, para: i) a=-1, ii) a=1, iii) a=3. [0.6 puntos]

x'=xy

1. Sea {y’=2—x+y2

—y2
Xx=2 Z=X° dz _ 2z 2x—4 (2 2 2 _4 — 2 =2 ANi
Xy — x—-x_ x zZ=Cx*—-Xx f(—z—F)dX— Cx +2X—2—y (ConlcaS).

dy _
a]ﬁ_ X

xI<

W oo x=0 y=0, 2 y X
Puntos criticos: 24y2£0°  x=2" (0) . (_1 Zy)

- ( 0 2) — A==iv/2, centro de la AL.
P O

Como f esimparen y y g paren y (0 como se ve
en la expresién recuadrada de arriba), las érbitas son
simétricas respecto a y=0 y el centro lo es también
de nuestro sistema no lineal.

parabola

Campo horizontal: Campo vertical:
x=2+y? (pardbola). x=0 (6rbita) e y=0.

vo=(512)  ven=(¥) . vein=(51) .

b] Para a=-1 es claro por el campo que la érbita no
es cerrada (solucién no periédica). En concreto, es
lade C=4 (y, por tanto, se trata de una hipérbola).

La 6rbita para a=1 eslade C=0, o sea, la pardbola x=1+%y2 — solucién no periddica.

A a=3 le corresponde la de C=—g - y2+g(x—%)2=% — elipse (solucién periddica).
[También se deduce del mapa: desde (3, 0) sigue ./, luego N\, debe cortar el eje, y es simétrica].

2.5 x'=9x-3y al Dibujar su mapa de fases.
- o€ y’=6x—-2xy * b] Hallar la solucién del sistema que cumple x(0)=2, y(0)=3. [0.7 puntos]

y=3x . (0)' (1); Mz( 9 _3) (0,0) » A=3,6 con G) [tangencia] Y G) — nodol.

al
x=0,y=3 ~\0)" 3 6-2y -2x) (1,3)\ A=9, -2 [evidente!!] coON ((1)) y (131) — silla.
Campo horizontal: Campo vertical:
y=3 (érbita) y x=0. y=3x.

v(x, 0)=3x(§’) , v(l,y)=(3—y)@) .

La recta que contiene a la separatriz estable de la

aproximacioén lineal es y = 11’§"2 .

11x—2y_ 2 3 [si x>1 su pendiente es
v(x,=37)= §(1_X)(11x) mayor que la de la rectal.

La separatriz, pues, se curva ‘)’ y, como las demas
Orbitas (menos 2) sale del nodo con pendiente 2.

La otra separatriz, como vimos, se mantiene recta.

v(x, x) = 2x(3ix) , V(X,2x) = X(6—34x) .

[Haciendo %:0 se obtiene y=3 y la curva de inflexién y2-3xy+2x2-2x3=0, y=§(3:|:1/1+8x)}.

9
b] La 6rbita por (2,3) eslarecta y=3 - x’=9x-9 — x=14Ke? (T))—>2x=1+e9t, x=(1+3e t)
X =




3. Sea (t2—1)x” —4tx’ + 6x = 0 . a] Hallar la solucién que satisface x(0)=-1, x’(0)=3.
bl Hallar, utilizando Frobenius, una solucién que se anule en t=1.
c] Estudiar si existen soluciones no triviales que tiendan a 0 cuando t—oo. [1.1 puntos]

a] Como t=0 esregular (a y b son analiticas para |t|<1), probamos:
chtk — Z[k(k L)cktk —k(k—1)cktk=2]+ Z —4kcitk + Z6ckt’<—0 —
k=0
t0: —2¢c2+6c0=0— c2=3co=-3 [co=x(0)];
tl: —6c3—4c1+6c1=0— c3=%=1 [c1=x(0)];

tk: (k2—5k+6)ck—(k+2)(k+1)Ck+2=0 = Ck42= o) riCk —

c4=0=cg=+++, c5=0=Cc7=-++ —» | x=-143t-3t2+t3 =(t-1)3

De otra forma: —x’/(0)+6x(0)=0 — x’/(0)=-6. Y derivando:
(B2=1)x"" =2tx""+2x’=0 — x’/(0)=2x’(0)=6 ,
t2=1)xV=0 - xIV=0 - xV=x"I=...=0.
b] Haciendo t=s+1 obtenemos (25+52)x”’—4(1+s)x’+6x=0, s2x”' — 4(21:55)x +2+5x 0

— singular regular con r=3,0 — se anula en s=0 la x1=535 cxsK = cos3+c15%+---
k=0

(Debe salir x1=s3 segun el apartado al).

> [2(I<+ 3)(k+2)ckskt2+(k+3)(k+2)ckskt3 —4(k+3)ckskt2 —4(k+ 3)cks’<+3+6cksk+3]

k=0

= i [2k(k+3)ckskt2+k(k+1)ckskt3]=0 —

sk+2: 2k(k+3)ck+(k—1)kck-1 =0 = Ck = —5iamyCk-1, k= 1.

A partir de la serie inicial: s2: 0cop=0 — cg indeterminado;

s3: 8c1+0cp=0 — c1=0 [coincide con la regla de recurrencial.

Como cada ¢k queda en funcién del anterior, c;=c3=---=0 — | x3=53 | [= (t-1)3].

c] Como, a la vista de al, la solucién general es x =co[1+3t2] +c1[t+1t3],

es claro que no hay soluciones no triviales que tiendana 0 si t—o0,
pero lo podemos ver directamente analizando el punto del infinito:

t=1 — [5%—1][545&+253>'<]—g[—525(]+6x=52[1—52]5&+s[6—252]>'<+6x= 0,
ecuaciéon para la que s=0 es singular regular con ri=-2, rp=-3,

por lo que sus soluciones x1=sizz y xz=si32+dx1 Ins se van al
infinito cuando s — 0%, o sea, cuando t — .

[Si, haciendo b], hemos llegado a x1=s3, podriamos hallar la solucién general calculando
25+2

fz 2
xz=s3js—+25 s3f(5“;—42)=s3[—%—s%—3s3] - x= k153+k2(3+25+52)}




