Soluciones problemas 1. Ecuaciones | (C). 09/10

= =1 _,__ = 1
IE] )’y =y —(2+2cost)y? ‘Bernounll z=3 -7z = z+(2+2cost)—»‘y_Ce_t+2+sent+cost‘.
2ty—y? dt ce? t2
b) |y’ = =%z% | homogénea: z= £ — tz’+z=22—zz,fz(1 5= =[S+Coly=15|=cm;
TR | ;. 2z 1 _ C+t _t?
oBernouilli: z=§ =2'=-F +5 22="5 = |V =7 |-

Ay =1-g5 ;t+y=z—>z’=2—§—>z+|og|z+1|=2t+C—>’y—t+Iog|t+y—1|=C‘.

d) y’=t2# lineal: z=Ct+t [t — |y =Ct+t2|.

e)|12x+5y—-9+ (5x+2y-3)y’ =0

; My = Nx =5 (exacta) — ’yz + 6x2

. . 12x+5y-9=0 u=x+3 dv _ _12u+5v (2z+5)2" _ -2 2 2 _ 1
obien (12): 2BV I2T0 o YA o qro sy o Ges o 22 vZesuveeu =C
d 2
f)|y’ =x+7 | separable: %:fxdt+C—» y—log|l+y|=%+C|.

g) lineal: y = CeX + e"fe‘X senxdx — |y =CeX — %(senx+ cosx)|.

[Sin integrar: yp=Acosx+Bsenx — —As+Bc=Ac+Bs+s —B=A, ~A=B+1—>A=B=-3 ].

h)y|y’ = XIT : % = _2 —>y‘2 factor integrante; —l + (% +y) exacta — y; ;—‘ =C|;
2 y? v’
mucho més corto: == +y lineal: x = Cy+yf Sdy=Cy+35

i) ’y’ =2t—t24y? \ Riccati; yp=At+B —» A=2t—t>+A%t24+2ABt+B? - A=B?, 0=2AB+2, 0=A2-1

2_
et 2t

— =r— =Vy- —u = —_ 2 — /= — —_ —_ — =t—- PR —
yp=t=1l.u=y-yp—u'=2(t-1u+u u=l/Zz 2(t-1)z-1 y=t 1+C—fefz-2tdt'

i) ’y—ZL‘y—y2 +(t+y)y’ =0/|; e~2t f. integrante, (y—2ty—y2)e 2t 4+ (t+y)e~2ly’ =0 — | y2 + 2ty = Ce?t|.

2ty . z=y3 1/3
k) |y’ = 13t§;y2 Bernouilli: 3y2y’=—%y3+tl2 4 z’=—2—tz+tlz—>z=t£2+% = C+t] ;
Copy3_ 20,207 — N — a2 U=ty —t+p(y) 203 _p— 1
o exacta: 2ty°—1+3t<y“y’=0, My = Nt = 6ty~<, U=£23 +q(t) -ty —t=C'".
"2 — gy4 ’ _ 2 ; 1 _ _ 1
[(y)°=9y*|, y’ =+3y“ (dos ecuaciones), :l:y_3t+C, Y=tz |-
@ f(‘é’;:?;:f) se convierte en separable con estos cambios: si m=n=0, z=% [es y' =f(£)];

si m2+n2#0 y ad—bc=0, z=ax+by [es y’ =f(ax+by)];

) > _ axo+byo+m=0 v oy _Vv
sim<+n4#0, ad—bc#0 cxo+dyo+n=0 },u_x X0, V=Yy-Yo0,Z=1 .

dy _ x+2y+2 x+2y+2=0 _ L u=x-2 _, dv_ _ut2v (z-2)7'
dx = T2xiyi6 | y-2x+6=0( (2,-2) corte de las rectas; vey+2 [~ du= -

—sul+4uv—-v2=C—|(x=2)2+4(x-2)(y+2) - (y+2)? = C‘ .

T v=2u z=yju 1+4z=22 "V

1/3
[1.3] ’y’=—3y+3ty2/3‘ (Bernouill) “=5 z/=—z+t —» z=Ce~t+t-1 —

y=(Ce~t+t-1)
f continua en R?, f,=-3+2ty~1/3 en R?—{y=0} = solucién Unica con y(to)=yo Si yo#0 y hay solucién
quizés no Unica, si yo=0. Por tanto, para ii) hay una solucién: 1=(C—-1)3

- |y=(2e-t+t-1)°

. L L 1.3 y
Para i) la solucién general nos da una solucién: 0=(Ce~1)” — y=(t—1)3 . Pero es otra solucién

clara perdida en los calculos. No hay unicidad.

y'=%+sent

i) Si y(a)=b, b#0 solucién Unica. ii) y(0)=0 para todas las soluciones y=Ct+tf&t”tdt.

IE] (y2+2xy)h(y) - (x2+2y2)h(y)% =0 exacta si h’(y) = _72 h(y) = )% - ’xz +xy -2y

2 =Cy‘[*].
. , 22241)d 2241)(z—1 2 -
(También es homogénea: z= % — Il z((2222+—z)—12) =|n 22+ z)(z ) —C-1Inx, (Y“}M =C).

Soluciones rectas: f(x, mx)= 1’222“;722 =m — y=0 (no recogida en [*]), y=X, y = —’7‘ .
i)y=0,

ii) y=x, soluciones unicas, pues f y f, son continuas en entorno de (1,0) y (1, 1).




y' =/y/x

(x=0 es curva integral, solucién de la ‘equivalente’).
Solucién Unica para i) e iii) (la y=x en ambos casos).

t
dy _ [ dx - = i
ﬁ‘f +C—|Jy=v/X+C|,six,y>0.
(/-y=+—x+C,six,y<0).
Satisfacen y(1)=0 las soluciones y=0 e y=(1/>_<—1)2

y
Isoclinas y = mx — f(x, mx) = ¥Ym — y =0, y = x soluciones /

, X=1.

(y2-t)+2yy’=0 no exacta. Para que (y2—t)g(t)+2yg(t)y’=0 lo sea: 2yg=2yg’ — g(t)=el —
N 2y#0 <

U=e y2 tel+et+p(y)
ef(y2-t)+2elyy’=0 — — ef(y2-t+1)=C
6% \z)ety/ yy U=ety2+q(t) 6% )
También es de Bernouilli con p=-1:

2=Ce t4t-1].

2:

2yy'=t-y2 = Z/=—z+t —» z=Ce~t+ e~t[tetdt!

El TEyU asegura solucidén tnica con y(ty)=y, si yo#0. Para el dato i) por ejemplo:
1=C-1, y?2=2et4+t-1, |y=—V2e t+t-1

Para ii) el TEyU no decide. Como g—; = tf’;z tiene soluciéon Unica t(y) con t(0)=1 (y es t/(0)=0), sélo
pasa una curva integral de pendiente vertical por (1, 0) y no hay solucién que cumpla ii)

[Lo que sale imponiendo el dato, y=%+t—1, son dos funciones con derivada infinita en t=1]

(la raiz positiva no lo cumple).

En una homogénea (de isoclinas y=mt) las rectas solucién salen de

m=K=2
=K=1
f(m)=(m—1)2+1=m—> m=1,2 — ’y:t‘ e ’yzzt‘_ y,
|) tZ +z=z 22+2 fm f z = i 1—|nt+C T_Ct I
7
. 1_1 2t—Ct?
i) “=y‘t—’“'=?—z+1‘1=‘?—z—’a=?—C—’Y=t+1+cr—’ y="rer |- /
fy fy=2(y—t)/t? continuas en un entorno de cada uno de los dos puntos =
solucion unica para ii) y iii). Son, respectivamente, las rectas y=2t e y=t.

[Ojo con las soluciones mentirosas; imponiendo iii): Z—ﬁ — 2=4; y=t se ha perdido].

El TEyU no dice nada para i), pero aplicandolo a dt _ £

dy = o=t deducimos que por (0, 2) pasa la Unica curva
integral vertical t=0 = no existe solucion y(t) con y(0)=2.

[Segun la solucién general, todas cumplen y(0)=0, pero se podia haber perdido algunal

—y1/3
Y =2y -y¥3) S Z=21 4 z=1+Cx—|y=(1+Cx)*|solucién (e y =0 perdida).

Para i) el TEyU asegura solucién Unica (esla y=1).

Para ii) los TEyU no dicen nada. Se ve que se cumple y(0) =1 para todo C. Infinitas soluciones.
Para iii) hay solucién seguro, pero no sabemos si es Gnica. De la solucién general sale y=(1-x)3, pero lo
cumple también la y=0 perdida. O la unién de esta y un trozo de pardbola cubica. Infinitas soluciones

y’=—[)’+t]2 =K —» y=—t+x+/—-K; o mejor, Y=—f+b—>K=—b2

y =—t+1 rectas solucién. y” = =2[y+t][1 - (y+t)2]1=0
i N

inflexion rectas soluciéon

2t
Yp=1—t — 2/=-27-22 — 7z/=2741, z=Ce?t— % Ce?+1
Z=y=Yp u=1/

=5 —t
7 Y= et

=log &1 =K-2t, Z1=Ke 2,

y+t=z - Z/=1-22, Zdz

1+Ke 2t
y= 1—Ke-2t — t

fy fy continuas en R? = solucién Unica para cualquier dato inicial. Pero una solucién general ‘mentirosa
puede no recogerla: i) &t

=1 =1 imposible (es y=1-t que se ha perdido). ii) C+1—

—i="1-C=0—-y=-1-t.

@ Unica solucién para cualquier dato inicial. Isoclinas: y = |t|-K . \ VX
Dos semirrectas solucién: y=t—1 parat>0e y=1-t parat<0. _\\\/
En el dibujo se ve que y=1-t,sit<0. ///-\

0)=1
Parat>0: y=t-1+4Ce™t vy

PZ
c=2. /
-
La solucién pedid —[1-51t=0 / !
a solucion pedida es, pues, y—{ t—1+2et t>0




2

@] y’=yT Separable, —y—;=—% — y=#g|tI (todas con asintotas).

y

El TEyU asegura que sélo una cumple i) y ii) (y:

dt _

pero como tz tiene solucién Unica t(y) en ese punto (la t=0),

dy =

1
T-Togf] © y=0).
Para (0, 1) el TEyU no dice en principio nada para nuestra ecuacién,

para y(0)=1 no existe solucién y(t), pues ya pasa la Unica curva

integral vertical t=0

e K=0

[1.13] a)|y’ = cos(x—y) ,y=x-2arctan &= .

Solucién Unica por cada punto.
Isoclinas: f(x, x+b) = cosb.

b) , ho resoluble.

Solucién Unica en cada punto.
Isoclinas: x2+y2 = K (circunferencias).

1:i:1/1 4y ~—y+ (:I:ﬁ 1/7)

Inflexion: x= ~_1/y+

2|, no resoluble.

-y
Solucién Unica en cada punto.
Isoclinas: x2—y2=K (hipérbolas)

1:t/T4y4 ~7+y +--
~—y “+--

Solucién Unica por (a, b), b # 0. Por (a, 0)
pasan 2 al menos: y=0 e y=[1-e@x/3]3

e)|y' =x- }1, , no resoluble.

Unica curva integral por cada punto.
Sobre y=0 no existe solucién.

. . _ 1 s _1_
Isoclinas: y = ;= . Inflexion: x = vy

Inflexidén: x = —¥-""—"

2 .

Cx?-1
Cx2+1 "
Solucién Gnica si x#0. Unica curva en R2—(0, 0).
Por (0, 0) infinitas soluciones.

Rectas solucion: y==x. Inflexion: y=3

f)ly —1+———2 Homogénea o Riccati: y=x

7 _ X2+2xy—y?

9|y = a0y | YHX=COC+y?). f(x, mx) =

Unica solucién si m#—1++2. Unica curva
en RZ2-(0,0). Por (0, 0) infinitas soluciones.

h) y’=§  y2=3x¥2+C.

Solucién Unica por (a, b),a>0,b#0.
Por (a, 0), a>0 no solucién, Unica curva integral.
Isoclinas: y = ¥/x/K . Inflexién y2 = 2x3/2.

14+2m-m?
1-2m-m?°

Solucién Unica por cada punto.

(f continua en R2 = 3 solucién;

1/f y [1/f]; continuas = es Unica). / /
Isoclinas: y=b —y’ =1+ b%/3,

. Y CeX—x-1,y<0 /
DY =x-lyl|.y {Ce"‘+x 1,y>0

Isoclinas: x = |y| +K.
Ix=lyl = (x=ly*DI<ly-y*| en R =

solucién Unica para cualquier dato inicial. I I




—et—y| = y=Ce-t+let — =lret_e-t1=
y==Ce +2ey(0)=0y s[et—e™t]=sht]|.

En una lineal (con coeficientes continuos Vt) la estabilidad de todas las
soluciones es la misma y la da ef“ = e‘ft—> 0 . La ecuacién es AE.
—00

Isoclinas: y=et—K . Inflexién: y”’=el—y’=y — y=0.
En la solucién general vemos soluciones importantes:

y=%et (Unica quet — 0). y=sht (Unica impar). y=cht (Unica par).
——00

@] . Auténoma (y, por tanto, separable), o también Bernouilli:

-2 ’ -2t 1

zZ= —-2/'==-2z+2 z=_Ce 1 =4+ ———.

y teo ti=y v 1+Ce™2t

Obien: t+C=[ ¥ =liog X, -y2=_C" (casiigual)
' = yamay T 299157 7Y T Ticen gual).

Solucién Unica para cada dato (en concreto, y=0e y=-1).
El dibujo (por ser auténoma) prueba que y=1 es asintéticamente estable.

al y'=%+1 —» y=CtV3+t13[t-13dt =| Ct¥/3 + 3¢t |.
[U homogénea: tz/+z=5+1, f33_d222=—§In(3—22)=|nt+C, 3-2z=Ct"%3...].

_ B m m=-3,-1,0,1,3 m_ ,_ _3 y
Isoclinas y=mt — K=35+1. K=0.2/3.1,4/3,2 " 35 +1=m — m=3 solucion.

Si t=0, K=oo (curva integral vertical). Decrecen entre y=-3t y t=0.

4 — . e e
y'=5-3== 3t9t22y — no hay puntos de inflexién (y=3% solucién).

t
b] Lineal con coeficientes continuos en [1, 00): ef1“= tb da la estabilidad.
Si b<0, como t? -0 si t—o0, la ecuacién es AE. Si b=0 es EnoA (t°=1,0).
Y si b>0 (por ejemplo el caso de arriba) es I por no estar t? acotada.

t2/2
a)|y’=1-ty]| lineal. e~ Jtdt _ o=t2/2 e 0 = todas son AE (y todas ellas y = % — 0).

. t 2
b) |y’ = % | lineal. e d5/s* — g1-1/t .=, € (y acotado por e) = todas son E no A.
— 00

/' =y2 _ 2y3| auténoma (el dibujo prueba). Todas las préximas tienden a y = 1/2 = AE.

(La soluciéon t+ }l, —2log |1_L2y| = C sirve para poco).

d)|y’=14+2y—eY | auténoma. f sélo se anula 2 veces, si y=0 y para un a€(0,2). Lade y(1)=1 es AE
pues ella y las que parten cerca tienden hacia la solucién constante y=a.

e) separable: [e¥dy = [eldt+C — y=log(C+el) [mucho més largo z=t-y ...] y(l—)»zly =t.

Las proximas definidas en [1, )y |log(C+et) —t| =|log CJe“f’[| o 0 = AE.
—00

aly

— —

y' =y? - t% . Unica curva integral por cada punto. Por el origen, t = 0.

Probando y = ’%, se obtiene que y = % ey= —% son soluciones.

La solucién con y(1) = 0, encerrada entre ellas y t = 0, estd definida en (0, ).
Como las préximas también estan definidas en [1, o) y todas M 0, es AE.
—00

Cc+2t3
t(C-t3)

ortogonales

y2+2Cx=C?|,yy’+C=0= [el y2y2+2xyy’—y?=0, yy’=—x£/y? +x2

y z=_y)/x xz' = +z4/1422
X+ 4/y2+x2 1:4/1+22 '

1 1 — / 2\ _ 2 2 (parabolas iniciales; de hecho,
f(im/l.,.zz _E)dz = —log (H: 1+z ) =logx+C— |y +2Cx=C desarrollando [0] se llega a [e]).

[Podemos hallar solucién de la Riccati y = y comprobarlo].

= ortogonales: [o] y’ =




Soluciones problemas 2. Ecuaciones | (C). 09/10

(-2 1 _ 5 (1 1 1_1(1 1 et 0 1\ _|[(et4e3t
E R R A R B A R A [ B e
-_ 0)=0,y’(0)=2
Derivando: {;/=XEX2-;Y X =y +2y, y“+4y’+3y=0,y=cle‘t+cze—3fy( )=0,y'(0) y=et_e3t
Nx=—e"t43e 3t +2et —2e3t, como arriba.
[ sSX=2==-2X+Y _ 2 _ _ 2 _ 1 1
Laplace: { sY = X —2Y X=(s+2)Y, [(s+2) _1]Y_1'Y_m_s+_l_5+_3
, (3 -4 _ ve(2) (2 NN —v (1 (1 2\ g-1_(1 -2
b) x_(l _1)x ,A_ldoble,V—(l),(l _2)W—V w_(o),P—(O 1)"’ —(0 1)'
t_tlo _ t_]_l_ tl_t‘ 1_t1+2t
eJ—e(t 1),x—PeJP (())—Pej (O)—eP(t)—e( " )
/ — —
Derivando:{;,;ix_y4y X=Y 4y, ¥y’ =2y’ +y=0, y=(c1+cat)et et 1y=tet
N x = (t+1)et+tet, como antes. y(0)=0.y'(0)=
[ sX-1=3Xx-4Y _ !
Laplace: { Y =X_Y X=(s+1)Y, [(s=3)(s+1)+4]Y=1,Y = 5
o) x’—(_l _1)x 'x—( 1 1)e_t ev2t 0 \ 1 (V2 i (1)_ _t[ cosV2t—+2senv2t
2 -1 T\ =V2i V2i 0 e W2t)2/2\V/2 -iJ\2) " 2cosV2t+V/2senv2t
Derivando: {x/=—x—y y=—x"—x, x"+2x’+3x =0, x = (c1cos V2t +casenv2t)et —
ClY=2x-y x(0)=1,x'(0)=—3
x=e"t(cosvV2t—+v2senv2t)_Ny=e"t(2cosvV2t++2senv2t)
SX—-1=-X-Y 1)-2
Laplace: LY =1-(s+1)X, [(s+1)24+2]x=s-1, X =—C+D=2 N
place: { 353225y (s+1)X , [(s+1)2+2] e

X' =x-2y—t x—x'—t [ X" +2x'+x=-t-1 — —
[2:2]a)) 125,55, ¢ | X(O0)= () y_—'{x(0)=1,x’(0)=2—3=—1 x=1-t].[y=1-¢].
1 -2\ A=-1_ 5 (172 1\ g1 _(2 =2\ gt_ ¢l O\ _(e ™\, _¢fef—tet-1)_|(1-t
(2 —3)' doble 'P—(o 1)'P —(o 1)'ej =e (t 1)'x—(e—f)+e (ef—tef—l)— (l—t)
SX—1=X-2Y-3 (s+3)Y (s+1)2(s—1) s-1
X = s=1)(s+3)+4]y =250y =321
{sY—1=2X—3Y—l2  [(s-1)(s+3)+4] = =
)| 5 =Y2 | x)=(9); y=xrr2, { XX T2 =2 [ e-2t], [y—2r2e2t
y'=2x-y |’ _(4),)/_ "1 x(0)=0,x"(0)=2 " =— =
0 1 _2.p_(1 ~1_1(1 -1 £ x=1 t t— 1-e 2t
(2 A)a=Tie=(G ) p=3( ) e f)' =3P (), 2 (el =| (B

Para no integrar buscamos xp=(g)

X
y/

(3

sX=Y-2
sY-4=2X-Y

3x+2y
—6x —4y +tcost

2 _ [ 2
2 _4) ,A_O,,—l,P_(_3

=b-

(no siempre hay): 0=2a— b—»x C1

( 1z)e‘“+cz(1)e “{3) 7

2 __1__1+1
s(s+2) s s+2

Y=sX+§ !
(s+1)(sX+2)-4=2X > X =

o-(3) =55 |

2(s-1)
s(s+2)(s-1) —

’(2—t)cost+(1+t)sent— 2 ‘1
’(2t—3)cost— (t+2)sent+3‘

_ t scoss 1
x=P fO (—Ze*fses coss) ds

x"" +x’ =tcost
x(0)=x’(0)=0

)

1

_p-1 Jt_(1 0
_2)_P , € _(0 e—t

SX=3X+2Y 2, 2s 25+2 [-1(_1

{ SY = —6X—4v+ Sk X = TE T Ea iy 7 [Litsent) = @25+ L () =sent * sent |
x'=2x-y (0, [sX=2X-Y B

d) v =x+|2—t| ,x(O)—(_l), { Y +1 =X+3 —%+l2e‘25 [pues |2—t|=2—t+2uz(t)(t—-2) ],
_1 -2 4_2 teom | [ L EZ2

X=g+e @ [-3- G+ ghpl X = t+ua®l-2t+(B-0e 2] = {—t+(8—2t)ef-2, 22 |~
| [2t-1,t<2 . ” s o ] X" =2X"+x=t-2 _

y= {1—2t+(10—2t)ef—2, t>2 |- Obien x¥=2x"+x=—[2-t]; t<2: {x(O):O,x’(O):l x=t

7 _ ’ —7_
—>t22:{x 2X' +x=2-t

x(2)=2,x'(2)=1 ' X=7t+ (8—2t)et=2 ...



23| a)|x"—x=e?|,A==%1,xp=Ae?, 4A-A=1—

x=ciet +cre t + %eZt

b)’x”+x=tetcost

, A =i, xp = (At+B)etc + (Ct+D)els, x;’ =2(A+C+D+Ct)etc + 2(-A+C—B—At)ets

—|x=ci1cost+cysent+ %[(5t—2)cost+(10t— 14)sent]et

c) ’x”’ +2x" +5x’ =5t

,A=0, —1%2i, xp = (At + B)t —

2

X =c1+(cacos2t+c3sen2t)et+ L — 2

d) ’x"/+4x= tetcost|, A4 =

-1 > A==%1+i xp = (At? + Bt)etc + (Ct? + Dt)e's,

—

x = (cicost+cysent)el +(c3cost+casent)et + 3i2 [(3-t)cost+tsent]et

c s

” — 3
e)’x + X = cos>t s ¢

’

=1, xp=s[c*-c[sc® -

x=c1cost+czsent+%sent—%cos3t

O bien, cos3t = %(3 cost+cos3t) —» xp =t(Acost+Bsent)+ Ccos3t — xp = % sent — 3% cos3t!

f)’tzx”—th’+3x=9Int

,A2—4A+3=0 — x=c1t+cat3 +Xxp . Con variacién de constantes:
_~43. _ +3(9Intdt _ 9lntdt _ _ 3

IW[t]=2t3; xp=1t3[205% —t[ 205 paEes3|nt+4—» X=cit+ct34+3Int+4].
O bien, xp=As+B=AInt+B, x;:é

t.XI=—5 - —A-3A+3AInt+3B=9Int - xp=3Int+4.

9) | (t+1)x” —x' = (t+1)2

X=Vv, V=g +t+1l, v=c(t+1)+t2 +t,

_ 2 LS
x=c(t*+2)+c2+35+35

O bien, t+1=s, sx”” —x’ = s? (Euler), x, =As3, x =k15% + kp + % =ki(t+1)? +ka + @
h) | 2% — ((t+2)x’ + (t4+2)x = £3

,x1=t,x=tfu—»u’=u+1—>u=Cet—1—>’x=Kt+Ctet—t2

. ft+2
O bien, x2 =t [ &5 =tet, [W|=t2ef, xp=tel [e t -t [1=-t2 -t/

i) t2x”74+2tx'=t2 . AA—=1H#2A=0 — x = c1+C2t~1+xp solucién de la no homogénea.

—_ . . 2 H
‘ Lot xp= 1AL 1Y — £ O mejor, xp=At? (Ae?S) — 2A+4A=1.
i) ty/’+2y=t - y= % + t% - X = % - % + K , como antes (con otro nombre de las constantes).

i) x=¥, x' =55 x'=Y -2 W oty = C ki » y=Ctkithko =tx.
Si to #0 solucidén Unica (TEyU). x(0)=a, x’(0)=b —

. 7 2 .z 7’ .
Si b=0, para cada a, sélo vale x=%+a (solucién uUnica).
(debe ser C=0)

Si b#0, ninguna solucién lo cumple, sea quien sea el a.

” _ 2 i c _ — 2 _ s _1_ = 1
@ a)| X +x= o | A= | S —1.Xp—Ssz cfc3—c 2c»x=cicost+casent+
x(0)=x’(0)=0 1 sen?t
- X_cost_COSt_ cost

b) ’x”+2x’+2x=f(t) ‘ S2X425X+2X=F(s), X = % - x=f(t)*x(e"tsent) = fg e~ (t=S) sen(t—s)f(s)ds |.

O bien: A = —1 =+ i; solucién homogénea: x = c1e~tcost+ cre~tsent; férmula variacién de constantes:
xp =e"tsen tfé e~Scossf(s)ds — e tcos tfé e~Ssensf(s)ds = fé e~(t=S)sen(t—s)f(s)ds
(casualmente cumple x(0) =x’(0)=0).

c) | x” +5x"” +8x’ +4x = —8e~2t

,A=-1,A=-2doble, x, = At?e~2t, A =4,

=1 x’ =—1 x" —
x=cle‘t+cze‘2f+C3te‘2t+4t2e‘2tx(0) X(0)5-1,x7(0) 9’x=e‘f+4t2e‘2t‘

O Laplace: (s3+52+85+4)X =52+ 45+ 12 — B | X = 46524205416 _ s 1

1
542 ' X T Tlsrlifs+2 T s+1 T [s327
d) | x” +2tx’ =2t|, v ==-2tv+2t —

t x(1)=x’(1)=1
- v=c1e‘t2+1,x=c1f0e‘52ds+cz+t (W=x1)
vp=1a ojo

e) ’ t2x” + 4tx’ +2x = et

(0]
e

t
X=G 4G 4xp, W =-t% xp=—t2[tel+t71felt =5

— | X =

d.i.

g
N

|
~+|®

)X +2x" =20 +2x =3 ], t=e5 > X" = 2x" =X/ + 2x =¥, A =1,2, -1, xp = Ae¥, A= L,

3 1)=x/(1)=x"(1)=1
x=crt+cot? 4 G 4 L XTERID

x=3(t3+6t+7)




1 -1

0 0 2 0 0
a) (1 2 0);)\=1,2,—1,x=c1(—z)et+cz(1)e2t+C3(o)e‘t.

0 1 0 1

1

0 1 1 1 1
b) (1 0 1); A=2,X=-1 doble (pero con 2 v. propios l.i.), x=c1 (1)e2t+cz (—1) et +C3( 0 )e‘f )
11 1 0 -

1

1

1 1 -3 0
c) (2 —1); A=-1->u; =( 4 ) , A =2 doble - uy =( 1 ) Unico vector propio.
0 -1 2

1 -1
Probando x = (tv + w)e2t en x’ = Ax: (2tv + v + w)e?l = (tAv + Aw)e?t { E:\\ : g:%z% -

1 3 0 1 0
v=up ,w=(1), porejemplo—>x=c1(—4)e—f+c2(1)e2t+C3[(1)+(1)t]e2f.
0 2 1 0 -1

0O 0 -
X'=-2z 1 10 0 0 —1+i . —1-i .
a)| y=x ,x(0)=(0); 1 0 2] X=c1 (1)+cz( 1 )e‘t+‘t+ C3( 1 )e‘t“t
/= x — 1 0 i .
Z=x-22 A=0,-1+] o g
dii ) : L [ef+e ] +i[e! —e "] cost—sent
—c1=0,c = —é, Cc3 = % , X= 7e‘t —i[elt —e™it] =|et sent
eit 4 o-it cost
z"4+22/42z=0 z=e"lcost | y’ =e t(cost—sent)
— 5/ a. — a—t
x=27'+2zalal '{z(O)=1,z’(0)=—1' x=e‘t(cost—sent)’{y(0)=0 Fy=esent.
s-1=-22 s+1 s+1-1 11
sy =X X=(s+2)z-1,2= (s+1)2+1 ’ X= (s+1)2+1 ’ Y= (s+1)2+1

sZ-1=X-2Z
Un autovalor simple con ReA =0 y dos con Re) < 0 = estabilidad no asintética.

-2 0 -2 ) 1 2 2
1 -A 0 ‘:—()\+1))\; )\=—1—»(o),(1);)\=0—>(1)
1 0

0 —2-x EnoA -1 1
1 2 2 1 -2 o0 et 0 0 0 t, 0 2et 42t

P =( 0 1 1), p-1 =(—1 3 —1), edt=| 0 et of, x= Pelt(o)+ PJ (—es-t) ds= e t4t
-1 0 1 1 -2 1 0 0 1 1 0 1 1+t

— -t ’ —
z”=2x—y=1—z’,{2_cl+c2e +112=1+t,X:2y’{y +y—t+1,y=t+e‘t,x=2t+2e‘t.

xX'=x—-4y+2z 2
b)| ¥ =x—3y+z ,x(0)=(1);
Z=x-2y+1 1

2(0)=2/(0)=1 y(0)=1

2
(s+1)Y=Z+1 Y=§2(*;+11)=sl2+5+1,
(s+1)Z=(s+1)Y+ 1"’ Xx=7'+2y—1

SX—2=X-4Y+2Z
SY-1=X-3Y+Z  X=(s+3)Y-Z-1, {
SZ-1=X-2Y+1

_ (s+1)?
Z= s2(s+1)

01 0 L
X' =y 1 4 0 1 -1 1 1 1 /(0 0 4 e 0 0

c)| y=4x+z , x(0)=(—1); oo -1/).P =( 1 -2 2), P l= ﬁ(e -3 3), et=| 0 e o0 |,
o —4 3 0 0 6 3 1 0 0 e

A=-1,-2,2

—16et t (4et-s 1+t | . dr=2>
X=-1P| -3e2 +%PJ 3e-2t | gs=|e-2t| —1—2¢ || (€l camino sistema inestable

mas largo) :
—e2t 0 \ e2t—4s -4 9 (que esta x—0 no importa).

a L fz=Cet-4e72t _ | ot [Xx'-4x=-4e2 _ 2 ot (1 2t
3 desacoplada.{z(o)=_4 ,Z=—-4e"°t, X(O)=1,X,(O)=_1,x—(l+t)e yy=x'=(-1-2t)e <",

sX-1=Y

sY+1=4X+Z A o N SV » = S SN SV
! 1 2 2 2 2 5
SZ+4=-Z+ 5 (s+1)(s+2) = s+ (s+2)2 7 s+2 7 (s+2)
X/ =y—22 0 A 1 ) , . . .
d)| y'=-z ’ x(0)=(o); 0 -A -1 |=-—(A+2)“(A+1). Rango(A+2I)= 2. Mejor sin matrices.
7 —4x — 57 1) |4 0 -52a AE

z" +52”"+82"+4z=0

Z// = 4)/—82—52’, {Z(O)=1 Z/(o)=_5 ZII(O)=17 ’ Z=e_t—4te_2t ‘ ’ y=z”+521+82 = ’ e_t_(1+2t)e_2t ’

Z

x =232 = ’ e~t — (1+3t)e~2t ‘ .

sX=Y-2Z

sX—(1+25)Y=0 3 2 -s 1 2 1
sY=-Z ,{ 1, (57455°48s5+4)Y =—5 , Y= —— - =7 — 55 — =53
<7 —1=4X—57 4X +s(s+5)Yy=-1 (s+1)(s+2) s+1  s+2  (5+2)

y=et—(142t)e 2t , z=—y’ =e t—4te" 2t  x = Z'+T5z =e - (143t)e 2t



2.8 ]x’”+x"+2x'+8x=eaf\ P(A)=A34+A242)+48. i) P(1)=12, A=1 no autovalor — x, =Aet — | xp= et

ii) P(~2)=0, A=—2 si es autovalor — xp, =Ate 2t - 10Ae 2t = e =2l  |x, = fste 2t

La estabilidad sélo depende de la ecuacién homogénea, en concreto de las raices de P()).
A=-2 autovalor » P(\) = (A+2)(A2-A+4) - A=-2 y A= 3 +i¥13

Hay autovalores con ReA >0 = todas las soluciones son inestables (para cualquier a).

1 1 0
[Lo confirma R-H: B = (8 2 1) — 1>0, -6 <0= 1. Elsigno de los coeficientes no decia nada.]
0 0 1
[2.9] ’x”’+5x”+4x’+cx=t‘ i) Sic#0, A=0 no es autovalor, xp, =At+B — x,;:%—;i2 .
; t2 _ 5t
S|C=O,Xp=At2+Bt—> Xp=§—E .
i) AS+5A24+40-10=0—> A=1,-3=+i. x=c1et+e‘3t[czcost+C3sent]—%—% )

iii) Signo coeficientes: si ¢ < 0 inestable, si c =0 no es AE. Para saber mas se necesita Routh-Hurwitz:

Il c<06c>20].

’

5 1 0
B=(c 4 5)—>5>o,20—c>o,c>0—>]AE=>o<c<2o
0 0 ¢

Si|c=0,20 es EnoA

, pues los autovalores respectivos son A=-4,-1,0 y A=-5,%i.

2.10] X +2x" +ax’ =4et +2t| al A3+2A24A =A(A+1)2. xp=Aet + Bt2+Ct » A=1, B=1, C=—4 —

L. . datos
Solucién general de la no homogénea: x =c1+cre t+cste t+el +t2-4t ==

{C1+C2+1=—2

C1=

_C2+C3—3=0 } C3=0, C2=—3/

c;—2¢c3+3=0

2 _ _
O Laplace: (s3+252+5)X +2(s2+25+1) = 2 + S% = 4222;2_5;32 = 2(2;2(2(15;1)  X=-2+ % :

2(25-1) _é+£+£+L+L_Asz(s—l)(s+1)+Bs(s—1)(s+1)+C(s—1)(5+1)+Ds3(s+1)+Es3(s—1)
s3(s-1)(s+1) ~ s ' s2 ' g3 T s=1 " s+1 T s3(s=1)(s+1)

s=1- D=1, s=1—E=-3, s=0—-»C=2, st > B=-4, s* > A+D+E=0—>A=2

X=-%+5+ -2 - x=-4t+2+ef -3tet.

bl A(A24+2A+a). Como un A=0, no puede ser AE. Los otros autovalores son: A+=—1++TI—a. De aqui:
Si a=0, hay A=0 doble, lo que, al tratarse de una ecuacién, basta para asegurar que es I.
Sia<0,es Ay>0 (y A-<0), con lo que la ecuacién también es 1.
Si a>0, los A+ o son reales negativos o complejos con ReA<0. Por tanto, es EnoA.

[El signo de los coeficientes o RH (poco Utiles conociendo los A ), sélo dan la inestabilidad para a<0;
de aplicar RH al polinomio de grado 2 si deduciriamos (considerando el A=0) la EnoA para a>01.

0
- ’ x=et—3et4+t2—-4¢t |.

2.11] | xIV4+2x""+ 6X"+ax'+5x = 4cost| PA)=A*+2A3+6X2+ar+5=0 —
sia<0 es |,si a=0 noes AEy si a>0 no sabemos.

|AE & 2<a<10]|
a<2 6 a>10=>1
| |

2 1 0 O
B= (g e 2 g) - 2>0, a<12, 12a-a®>-20=-(a-2)(a-10)>0, 5>0 —
0 0 0 5

q*-6g%2+5=0 — g>=165
g(a-2g2)=0 a=2610
Por tanto, si a=2: P(A\)=(A241)(A24+2A+5) —» A==i, A=—1+2i — EnoA.

Ysi a=10: P(A)=(A2+5)(A24+2A+1) - A=++/5i{, A=—1 doble —» EnoA.

Para a=2,10 buscamos A=gqi —» gq*-2q3i-6g2+aqi+5=0 — {

Si a#2 (A==i no autovalor) hay xp=Acost+Bsent —
[Ac+Bs]+2[As—Bc]—-6[Ac+Bs]+a[Bc—As]+5[Ac+Bs]=4c —

(a-2)B=4 _ 4
(2-a)A=0 - Xp—msent

Si a=10, con los autovalores de arriba y la xp: |x = (c1+c2t)e~t+c3cosv5t+casenV5t+ %sen t].

Para a=-14, una raiz clara de P(A) es A=1 (las demds no son calculables exactamente) —

x =cret+crxo +C3X3+C4X4—%nt . Dos soluciones, por ejemplo, son —%”t y et—%”t

Si a=6 no hay raices sencillas de P(A) y no tenemos soluciones de la homogénea, pero conocemos la
Xp=sent y sabemos que la ecuacién es AE, o sea, que las soluciones de la homogénea — 0 cuando
t— 0. Por tanto cualquier solucién para t gordo acabara siendo como sent (casi casi sera periddica).

Como xp=Atcost+Btsent, ninguna es periédica [la homogénea tenia infinitas soluciones periédicas
(c1cost+crsent) y otras que no (c3e~fcos2t+c4e~tsen2t), y debia tener infinitas o ninguna].



2.12] [x(™ +6x' +20x = et | ) A3+6A+20=0—» A= —2,1%3i; x, = Aet —» 27A=1

x =ci1e~2t 4 ef(cy cos3t+c3sen3t) + %ef )

ii) Si n=2, es facil hallar los autovalores: A =-3+ +11i. Asintéticamente estable.

Si n=3

, los hemos hallado arriba. 3A con ReA > 0. Inestable.

Si n=4, no sabemos hallar los A. Como hay ax=0 no puede ser AE. Si no hay A con ReA=0
serd inestable: A=qi= q*+6qi+20=0 imposible. Es inestable. También lo aseguraba R-H:

ocoooo

|

1 0

0 0
20 6
0 0

0
(1)] —0,-6<0, -36<0, —720<0. Existen menores negativos y es inestable.
20

2.13] [x(M +x=

A= Y—1

Sin=1,A=-1=AE.

Sin=2,A=zxi=>EnoA.

mm
Si n>3, al menos Re(e™)>0=1. | |

La homogénea tiene infinitas soluciones periddicas si i es autovalor: "+1=0&n=2,6 2006,
Como hay solucién xp = t(Acost + Bsent) ninguna solucién de la no homogénea es periddica.
x'=2-y -A -1 :
y'==2y+cz | al PA)=—|0 -2-a =A342024cA42¢c [=(A-1)A+1)(A+2) si c=-11.
z/=2x-y 2 -1 -

Por el signo de los coeficientes, no AEsi c<0. R-H: B = (Zc c 2

2 1 o0

)—»2,0,0—>nuncaesAE.
0 0 2c

Con un poco de vista: P(A)=(A+2)(A\24+c) » A=—1,+4/—C — EnoAsi c>0,1si c<0,ysi c=0 también |

b] Por matrices hallamos primero los vectores propios:

1 1 -1 0 1 2 -1 0 1
A=1: (o )v=0—>(—1), A=-1: (o -1 —1)v=0—>(1), A=-2: (o 0 —1)v=0—>(2),
3 2 -1 1 -1 2 -1 2 0

-1
2

-1

-3 -1
-1 -1

0

pues hay un Unico v.p. asociado a A=0 doble)].

Para ahorrarnos calcular P~1 y las integrales buscamos (A=0 no autovalor):
=2-b

o

— ’_
Convirtiendo en ecuacién: y=2-x’ - 2% F2X A o X! 2=

a
2
d

0

2a-b

0 a=1 1 1 1 d| l-e2t
_,{ 0=-2b-d - b=2 . X=C1 (—1)et+ Cz( 1 )e—f+ c;;( )e 2t+( ) 2-2e72t
—2a- d=—4 3 -1 0 -4 —4

z/=2x+x"-2

— ot -t -2t
o r G aityets = x=1-e%, y=2-x', z=-2y-2y'.

_ 2
sXx=2-Y

(s3+252-5-2)Y =452 = A= , y - T b
Laplace: { sY=-2Y-Z - Z=—(s+2)Y «, z=-1
sZ+4 =2X-Y 2X=4+(1 25—s2)y1!

— A, B _ .. _2 -2t _y=z _ -2t

z=-4, Y=CHm=-=%- S+—2—>y 2-2e7%", x=5—=1-e
x'=-3x+4y+cz —-3-A 4 c c=-2

@ y'=—x+y—z —| -1 1-x —1 = A342X2—(c+ 1A —(c+2) AA+1)2.
7/ =x-2y 1 -2 =
-3 4

al] A=0: (—1 1
2 2 1 2¢1+2¢c,+¢c3=0 0
—>x=c1(1)+cz(1)e‘t+C3(o)e—fd—y €1+ ¢c2 =1 — c1=0,c2=1,c3=-2, |x et
-1 0 AL

0 2 2 1 12 41 1 0 0
Mas largo: x = Peltp-1 (1) con P=( 1 1 0 ) , P‘1=( 1 -1 1 ) , le=(o et 0 ) }
2 Z1 0 -1 1 2 o0

O bien, x=2/+2y —

1 -2

-2 2 -2 4 -2 2 1
—1)v=0—>(1); A=-1: (—1 2 —1)v=o_>(1) y (0)
0 -1 1 -2 -1 0 -1

- —c1—C3 =2 2et

0 0 et

z"+2y'=-32"-2y-2z, 2"+32'+2z+2(y’+y)=0 _ —t
y'=-2'-y-z Z+z+y'+y=0 — 2'+2/=0 - z=c1+cze”

0)=2,2/(0)=-2 47— 0)=1
20)=2.2(0) Z+—z>oy’+y=0 - y=Ce‘ty(—)—> - x=2'42y=-2e"t4+2e7t - |x=0

SX=-3X+4Y-2Z (s+1)X=4-2(s+1)Z
O Laplace: { sY—-1=-X+Y-Z (5+1)X =4-25+(s2—5-2)Z - 25 =(52+5)Z — Z=S+L1 - X=0 - Y=s+1.
SZ-2=X-2Y - Y=3X-5Z+17/

b] Si ¢> -2 algln coeficiente es negativo y el sistema es 1. Si c=—2 no es AE y si c<—2 aln no lo sabemos.

RH: B=(

2

1

0

-c-2 —-c-1 2

0

0

—c-2

)

— Si2>0,c<0y c+2<0 esAE - AE=c<-2 e lsic>-2.
Si c=-2 (el caso de a]) es EnoA [A=-1 dobley A=0 simple].



X' =z-t? A0 1 0
’=_2 _ _ _ 2 .
}z/’=—x?|-yayw S0 2 O =t 2aA3 +2A2 +a(a+2)A+1 [=(A2+1)°si a=0].
W =y+az 0 1 a -
. , (X' =z X=cipcost+cysent y'=-w w=c3cost+cgsent
i) Evitando P complejas: {z’ =-X _>{ z=—-c1sent+cpcost ’ { w =y - y=-—c3sent+cgqcost
c s 0 0 1 0 0 O cost 0 sent 0
_ 10 0 -s ¢ -1 (0o o 1 o _ -1 _ 0 cost 0 —sent
W(t)_ (—s c O 0) ' W (0)_ (0 0 0 1) 'WC(t)_W(t)W (0)_ (—sent 0 cost 0 )
0 0 c s 0 1 0 O 0 sent 0 cost
Mas corto | X' =z—t2 7" _ l y'=-w o —
que la z'=-x {i(o-;fl_x’?(t)-)——Z , w =y ,
fv.c.: x(0)=1,z(0)=-2 - - ’z=t2—2—sent‘ y(0)=w(0)=0 (evidente)
1
ii) 1 esraizde A% —4A34+2A2+1 (Unica calculable), (A-I)v=0 — x = vef—( ll)ef solucién.
-3
2a 1 0 0 5 1 o
iil) B = (“(agz) 2 a(gf-z) ;) —a>0,a(2-a)>0,a2la+2 2 2 |=—a*>0 imposible. Nunca es AE.
0 1 a+2
0 0 0 1
|sent| =sent+ 2ugsen(t—m) + 2uzgsen(t—2m) +---, m-periddica.

)| X+x=|sent||, X=—=—=[142e" ™ +2e 25 4...],

(s 2+1)

= %[sen t—tcost]+up[—sent+(t—m)cost] + uzr[sent+(t—2m)cost] +---

%sent—fcost [0, m]

_ sent+(5—n)cost [m, 2m]
%sent—(5+n)cost [2n 3n]

[La Unica m-periédica cumple x(O) x(m) —»x= % sent — (é —%)cost]

Es 2m-periédica.

Todas son 2m-periddicas.

|i)’>’€+4x=

— —ns =27ms 4 ...
X_(52+1)(52+4)[1+2e +2e +---1,
X = [sent senZt] +2Un[— sent sen2t] + Uy n[se3nt seth] +.e

§sent—fsen2t [0, m]

_ 3sent—fsen2t [m, 2m]
3 sent— 2 sen 2t [2m, 3]

No es periddica.
Ninguna solucién lo es.

Hay Unica solucién m-periddica.




Soluciones problemas 3. Ecuaciones | (C). 09/10

[3.1] a)|x” +tx=0] t=0 regular, x—chtk—>Zk(k Dert2 + Yotk =0 o= &3  k=3,4,...;
k=0
0. —0 = — — . — C — C ( 1)"‘t )nt3n+1
t%:c2=0=cs5=cg=-++;C3=—5%,Ca=—34,...;|X=Co 1+Z m]+cl[t+z m]

00
k-4 o c c
,X=chtk , Ck=—"pF Ck-2 ,C2=C0,C4=C6=+--=0,03=%F ,C5 =—35,C7 =55,

b) [(1+£2)x” -

—x=co[1+t?] +c1[t+ (1+t?)arctant] :|

_1)n+1g2ntl
X=C0[1+t2]+C1[t+Z (2!111)%} [X1—1+t2 x2=(1+ Z)J(l 12y2

Ccost _ l+sent _ C
[fcost 2|09 cost :|' X_K+1+sent_’

’ costx” +(2—sent)x’ =0 ‘ Resoluble, v = —mths
1 1
cl=|K+C[1-t+ 2+ (g-D)E+(1-)t4 +--+]

x =K +C[1-sent+sen?t—sen3t+sentt—-
]+ [2—t+§—---][c1+2czt+3C3t2+---]=0

2c1; t2:12ca+6c3-3¢2 =0, C3=%C1 L

Obien, [1-& — L 4...][2c2 + 6c3t + 12cat? +
t0:2c24+2c1 =0, co=—c1; tl:6c3+4c2—c1=0,c3=-3

O bien, x”’(0)=-2x’(0) ; costx’’ +(2—-2sent)x’” —costx’ =0, x”/(0)=5x’(0) ;

3.2 ’x”+[2 2t]x'+[1-2t]x= 0‘ t=0 regular — probamos x = chtk sabiendo que cp=0y c1=1.

k=0
S k(k=1)cktk=2 + ST [2kcrth=t = 2keitk] + 3 [crtk — 2, tk+1] =0 -
k=2 k=1 k=0
; tl:6c3+4c—c1—-2co=6c3-5=0— C3=%;

t0: 2co+2c1+Co =2c24+2=0—Cr=-1;

— 2 543 1.4
x=t-t?2+23-3t4+

2:12c4+6C3—-3Cc2—2C1 =12c4+6 = 0—>C4=—% . Asi:

O bien: x”(0)+2x’(0)+x(0)=0, x/(0)=-2 /. Y derivando la ecuacién
X"+ [2-2t]x" - [1+2t]x’ —2x =0 — x’"’(0)+2x"’(0)—x’(0)-2x(0) =0, x””’(0)=5 1
4x" =0 — xV(0)+2x’7(0)-3x"(0)—4x’(0)=0, xV(0)=—
ds 4 x=e‘tfge52ds =e‘ff [1+s2+3s%+

xV 4 [2-2t]x"" = [342t]x" -

x1=et, e Ji=et’~2t |, x=ce~tt ke_tf(; es’
t3+---][t+%t3+%t5+---] =f—t2+[§+7]t3_ [§+€]t4

-+ ]ds

N

=[1-t+3t2—1
{ﬁ[ ’(1—t)(1—2t)x"+2tx’—2x=0‘ t=0 regular,x=§)ckt’<—>ck—3(k 2 —@ck_z,
co=c1=1—c2=1,c3=1,... Sick2=Ck- 1=1=_>ck=§=1—> x=1+t+t2 4=
[O bien, x;=t, e J0=e" JGE-0 X2—tftz%12tt)z_f(tz—ﬁ)=—ﬁr =cit+ 7% + d.i.]

La serie converge en (-1, 1) [el teorema aseguraba que lo hacia al menos en (-1/2 1/2)]

t=% (con r=2,0)y t=1 (con r=0, —1) son singulares regulares.
ninguna solucién satisface esos datos.

En t=1 falla el TEU. Como x = c1t + 1%

’2ﬁy”—y’=0 t=0 no es singular regular ( a*(t) =
t=1=s\ 2[1+s]1Y2y” -y’ =0, 2[1+———2 ---][2C2+6C3S+"

‘/_ no es analiitica en t=0).

-1-[c1+2c25+3c352+:--]1=0,

L. sl:12¢342c2-2¢2=0, c3=0; y=1+(t-1)+37(t-1)%+

SO!4C2—C1=0 C2=Z
YR =3 24Ty + (5 -1)y"=0,y"(1)=0; ... y=y(D)+y/ ()(t-1)+---
v=Cevt y=K+C(ﬁ—1)efd—"»'y=1+2(ﬁ—1)eﬁ].

O bien, y”/(1)=

[Solucidn calculable sin series: v/ zf
-3x=0—>x=s5+353—gs*+--+ |

x=(t-1)+g(t-1)3 - g(t-1)* +

3.5] [4t2x” —3x =t2| &) t = s+1 — 4(s2+25+1)x"
42X + 8tx" = 3x' =0, x""(1)=%; ... -

x"(1)=0;

x=c1t2 4t V24 112

3,1 xp=At2 58A-3A=1-

b) Euler. AA—1)—2=0—A=

-1/3
3+ +2t¢ =0 | v =5 2y x—K+cf(1+t2 dt;
se anula en t=0.

X = fo(l du=|t-5+25+--

O bien t=0 regular, co=0, c1=1 (para que se anule ent=0)=>c,=0,c3= —g, c4=0,
Como fgoi/d—”_ diverge (~ % en o) hay soluciones no acotadas.
O bien, t—— — 35(1452)%+(4+652)%=0, con r=0, ; X2 =573 no acotada en s=0.



’ 262" + t(t+1)x) — (2t+1)x =0 ‘ t=0 singular regular, r=1, —% (x2 =t~1/2Y no estd acotada).

Analitica es x1 = lcitkt = ST 2k(k+1)cktktt + (k+1)cpth+2 + (k+1)cpthtt — 24 tk+2 — cptk+1] =0,
k=0 k=0

t1: 0.-co =0 (co indeterminado); cx = —ﬁck_l , C1= —%co , C2=0=C3=C4=+--—|X = t(1+ é)

3.8 ’3tx”+(2—6t)x’+2x=0‘ t=0 es singular regular con )\()\—1)+%)\=0 — )\=%, 0. Es no analitica

x1=t13Y itk — S [3(k+3)(k—3)ckth=2/3 + 2(k+3)cith=2/3 — 6(k+3)ckth+1/3 4 2¢, tk+1/3] —
k=0

k=0
_ k-1
t=2/3: 0co=0; tV3:4c1=0; tk-2/3. ck—kﬁ(gkﬂ))ck 1> Ccy=c3=---=0— .
fe-$ 1+2t+282+ 3834 npn .
Xo= tV3[ & = 1/3 [ TR220HS T g = _3(1—t- 202~ L4 4. )=-3% 5 20 O bien:

x2=3 btk = S [(3k—1)kbrt~1—2(3k—1)bktk]=0 — t0: by=—bp; t1:b2=§b1=—§bo;
k=0 k=0

tk_libk=%bk_1—» b3=1—52b2=—%b0;...—> X2=l—t—%t2—%t3+
’3.9‘ ’4tx”+ 2xX' +x = 0‘ t=0 singular regular, r = % 0;x2= i,cktk analitica; cx = —mck_l ,
xz=2((2,g,t’<—cosf t>0; x1—cosff t —25en1/_—>’x—c1c051/_+czsen1/_
s=t1/2—n>°’—"=%i Px_dx 1 _dx 1 X, c_0,x=cicoss+casens!

dt ds 2s ' dt2 ~ ds? 4s2 ds 4s3 ! ds2

3.10 ’tx”—Zx’+ 4etx=0| r(r-1)-2r=0 - rn=3,r=0 - x1=cht’<+3 se anula en t=0.
k=0
t(6cot +12c1t? +20c2t3 +30ct% +--+) —2(3cot? + 4c1t3 + 5¢2t% + 6¢3t° +++)
+ (8+4t+2t2+--)(cotP +art* +at? ++--)=0 —
t2: 0co=0 — co cualquiera; t3: 12c1—8c1+4c0=0 — c1=—co; t*: 20c2—10c24+4c1+4co=0 — c2=0;

t3: 30c3 —12c3+4cr +4c1+2cp=0 — C3=éCo. Ya 3 no nulos: x1=t3—t4+%t6+

Tanto x1 como xz = bitk + dt3(1—t+---)Int acotadas en t=0 (t3In tt—>00) = todas acotadas.
k=0 —

@ ’ t2x" +t(4—t)x’+2(1-t)x=0| t=0 sing. regular, r=—1,-2 — x1=Ycktk71, xo =S bgtk=2+dx1Int.
k=0 k=0

> (k=1)(k—2)cktk "L +4(k—1)cptk =1 = (k=1)citk+2cpth =1 =2¢p tk] = 3" [k(k+1)ckthk=1—(k+1)cktk]=0 —

k=0 k=0
tk=1: k(k+1)ck—kck-1 — ck =3 . t71: 0co=0. Conrecurrencia: c1=%; c2=%9=%5; c3=%=%
Co=1 1 t, t2 tk -1 1,1
Ch=manr — xl=;[1+ﬁ+§+~--+m+---]=‘*t—2 [ X|=—5+g+ ]
2d
X2 por series: X _Z(k 2)bitk=3+dx] Int+dx1 Z(k 2)(k—3)bktk=4+dx? Int+ X %
- Z[k(k 1)bkt’< 2— kbgtk=1] + 2dtx; +d(3— t)xl =0. t~2: by indeterminado;
1. d—O (b1 indeterminado, elegimos b1=0); tk=2: by=2%1 L, py=p3=...=0 - xz=tl2
Identificada x1: x>=¢% 1f = -1 Hallada x2: x1=21 [ = &  Solucién general: x = &21& +3
: (et 1)2 2 : ) T ' e

3.12 ’t(1+t)x”+(2+3t)x +x= 0‘ t=0 singular regular, r=0,-1 - x1 = chtk acotada en t=0.

k=0

k; [k(k=1)ckthk=1 + k(k—1)cktk] + kzl [2kckth—1 + 3kcktk] + ;)cktk =0 - ck1 = — e -

x1=1- —t+ tz t3 +---+(—1)’<k+1t’< = w , funcién no analitica en t=—-1.

Si no se identifica la serie: s=t+1 — s(s—-1)x""+(35—-1)x"+x=0— r=0 doble —

1= Z cksk analitica, pero x» =SZ brsk +x1 logs no analitica en s=0 (t=-1).
k=0 k=0

f 2+3¢ —[13+ 151 1 Iog(1+t)
Utilizando que x1 = i a+) = e t 1+t = 201+0) f1+t

solucién acotada en t=0 con el desarrollo de arriba y claramente no anaI|t|ca en t=-1.



@] ’tx”+(2t2—1)x’ —4atx = 0‘ al] t=0 singular reqular con r=2,0. Se anula en t=0:

x1=Ycktk*2 — ST [(k+2)(k+1)crtk+t + 2(k+2)cth+3 — (k+2) etk — dacktk+3] =0
k=0 k=0

tl: 2co—2co=0, cg indeterminado; t2: 6c1—3c1=0,c1=0; t3: 12co+4co—4c—4aco=0, cz=°‘7_1co;

tk+1. (k+2)kck—(4a—-2k)ck-2=0, Ck_(k+2)kck 2 —>C3=C5=---=0. C2k=ﬁC2k_2 —>C4=%Co,. ..
Si agN, cok#0Vk, perosia=1,2,...,la serie es un polinomio de grado 2n, pues c2n=0=Cop42="-*.

[En particular: Py=t?, P2=t2+%t4 , P3=t2+ t4+%t6 , }
b] x1=t2 es solucién analitica de tx”’+ (2t2—1)x’—4tx =0 en t=0. Otra solucién es:
elogt-t2 e t? 1 _1,t ¢t 1, t4 8
X2=t2J P =t2J—3=t2 [t—3—?+§—g+---]=—7+f—ﬁ+---—tzlogt.
No todas las soluciones son analiticas en t=0. Se podria ver S|gwendo con Frobenius:
2= btk +d 2 Int, A Zkbktk 14 2dtint+dt, x5 = Zk(k 1)bitk=2+2dInt + 3d

k=0

— STk(k—=1)bgtk- ' + 3 [2kbgtk*+! —kby tk=1] - Z4bkt’<+1 +d[2t+2t3] =0 —
k=2 k=1 k=0

t0: b1=0; tl:2by—2by—4bg+2d=0 — d=2bg#0 (como antes; y b, indeterminado).
cl] X'=y — y’=(%—2t)y - y=Cte t’ - . [Las series solucién son las de x;=1-e y x;=17.
’ tx” + (1-t?)x’ + ptx = 0‘ r =0 doble; x1 =  at* ; recurrencia: cx = —p_lf;“zck_z ;c1=0=c3=---
k=0

Si ,n=0,1,-~~, X1 es un polinomio de grado 2n.Sip =4, x1=1—t2+%t4

=t
(3.15] |2y +ty’ + (2 -y =0| 'S 20+ @r+ Dt + [(rP2- Dt +t+2]u=0
Eligiendo r = —% se obtiene u”+u=0—-u=cicost+czsent . Solucién: |y =c; st_t +c2 ﬁt

ii) t=0 singular regular, r=3,-1;x3 = Yl t“+1/2, x; = S1b¢tk=1/2 4 dx; Int . Probamos x2 con d=0:
k=0 k=0

i[(k—%)(k—%)bktk_l/z + (k—%)bktk_l/z _ %bktk_l/z +bktk+3/2] — i[k(k—l)bktk_l/z +b/<tk+3/2] =0

k=0 k=0
t=12. 0bg=0, bg indeterminado; t2: 0b; =0, b1 también indeterminado; t3/2: b2=—%bo; t5/2: b3———b1,
_ 1 — 1 — Ay — #-1/2 (=1nen (=1)ng2n+t
b = _k(k—l)bk—z = k(k—l)(k-2)(/<—3)b’<-4 =g x=t [ Z omr T b1 Z 2Zn+1)! ]

’t2(1+t)x”+t(3+2t)x +x= 0‘ t=0 singular regular, r= -1 doble; x1 = chtk L

n=0

f [(k=1)(k=2)ckthk™t + (k—=1)(k—2)cktK + 3(k—=1)ckthk=1 + 2(k=1)cktk + ckthk—1] =0 —
k=0

t~1: ¢g indeterminado; t°: 2co —2co+c1=0, c1=0; ck en funcién del anterior —» |x3

~|=

—ft?fftt)dt—f[tﬂ dt , xa=1[Hdt=1+"1% x1 y x, acotadas cuando t — oo.

O bien, t= ; —5(1+s)X—sx+x=0,r=1,0, x1=s>.-y X2 =).-+dx1Ins acotadas en s=0.

| [t4+£21x +[S+]x+[3t2 - 1]x=0

t=0 sing. regular, r=1, —1 = hay soluciones que —0: x1=t2 citk. [xz=t‘12 bitk+dx1logt no acotada].
k=0 k=0

SZY [e®] s2[1+52]% + s[s2—3]X + [3-52]x=0. — r=3, 1.

Y todas tienden a 0 cuando t—oo0, pues xP=53 > cksk, xP=5 bixsk +dx1logs —0 cuando s—0.
k=0 k=0

3-s2
. . 0. ey o e sa+s?) s __1 s __1_t
Hay una solucién sencilla de [e®]: x1=5— x2= sf = _Sf(1+52)2 = STe = Ti1iE
— solucién general: x =% + f_ittz , y la segunda tiende a 0 tanto si t—0 como si t—co.
O bien, resolviendo por series directamente en t=0: x1= cht’“r1 —
k=0
ST([(k+1)k+(k+1)—1]cktkF 4+ [(k+1)k+5(k+1)+3]ceth+3) = 37 [(k+2)k etk 1+ (k+4)(k+2) citk+3]=0
k=0 k=0
— Co indeterminado; ¢1=0; cxk=—Ck-2 — C2=—-Cp, C4=—C2=Cg, ..., €C3=C5=:+-=0 —
x1=co[t—t3+t>—...]= f_ﬁttz — 0 si t—0 6 t— oo [la serie sélo converge si |[t|<1, pero la funcién esta definida Vvt ].

Para responder la Ultima pregunta no era necesario resolver ninguna ecuacion: el polinomio indicial en 0 dice que hay
soluciones x que se anulan en 0 y [como en toda lineal con coeficientes continuos en (0, o) ] estas soluciones llegan
hasta infinito, y tienden a 0 si t—oco, porque todas las soluciones lo hacen, segln asegura el polinomio indicial de [e®].



3.18 ’t4x”+2t3x’ -x=1 ‘ t=0 singular no regular; t= % — X—x=1= s=0(t=00) regular.

x(1)=0,x"(1)=1 _1
x=c1e5+ce5+1 - x=cieVlit+ce Vg1 W=0XM=1], _el-t_1

[12t/(1-t2)]
](1 t2)x" — 2tx’ +2x = o\ P1—taxl—tfe——tf[t2+%_/|_2t+%/2t Lin|it -1

1-L[In(1+t)-In(1- t)] = 1- Z 2n ;=1- Z 13- (2’123)).24 2n2n (serie de los apuntes con p=1).

t= l —»sz(sz—l)x+253x+2x =0,5=0 sing. regular, r=2,-1; x1 = Ylcxsk*?, ¢ indet., c1=0,

k=0
k+1 3 3 54 56 sl<1
ck—k+3ck 2> C3=C5=---=0,C2=%C0,C4=3Co, ... x1— R 3t2+5t4+7t6+ ||t||>1
14s s+s3/3+- _ 52§t : : _ k < _1_
1- In| | l-=——=-3-% - casi la misma. xz_Zbks +dInx; dara xz_g_t.

k=0

- ’(tz—l)x”—4tx’+6x = O‘ Como t=0 esregular (a y b son analiticas para |t|<1), probamos:

chtk—> Z[k(k 1)cktk—k(k—1)cktk= 2]+2 —Adkctk + Zecktk 0—

t0: —2¢2+6c0=0— c2=3co=-3 [co=x(0)]; t': —6¢c3—4c1+6¢c1=0— C3=C3—1=1 [c1=x/(0)];

tk = cpyo= %ck c4=0=cg=--+, c5=0=C7=--- — ’x=—l+3t—3t2+t3 =(t—1)3‘.

De otra forma: —x’/(0)+6x(0)=0 — x’/(0)=—6. Y derivando:
(2=1)x"" =2tx""+2x’ =0 — x’(0)=2x'(0)=6, (t2=1)x!V=0 - xIV=0 - xV=x"I=...=0.

Haciendo t=s+1 obtenemos (2s5+s2)x” —4(1+s)x’+6x=0, s2x" — 54(21:55)x +2+sx 0

00
— singular regular con r=3,0 — se anula en s=0 la x1=533 cxsK = cos3+c1s%+---
k=0

i [2(k+3)(k+2)ck5k+2 +(k+3)(k+2)cksk3 —4(k+3)crsk 2 —4(k+ 3)cksk+3+6cks’<+3}

—Z[2k(k+3)cks’<+2+l<(l<+1)cksk+3]—O — sK+2: 2k(k+3)ck+(k—1)kck—1=0 — ck——z(k+3)ck 1, k>1.

k=0
A partir de la serie: s2: 0cg=0 — cg indeterminado; s3: 8c14+0co=0 — c1=0 [coincide con 1 1.

Como cada ckx queda en funcién del anterior, c;=c3=:--=0 — [=(t-1)3].

Como la solucién general es x =co[1 +3t2] +c1[t+ %t3] , es claro que no hay soluciones no triviales
que tiendan a 0 si t—o0, pero lo podemos ver directamente analizando el punto del infinito:

t=1% — [s%—l}[545€+253>'<] —3[-s2%]+6x =52[1-52]X +5[6-252]%x +6x =0,

ecuacién para la que s=0 es singular regular con r=-2, —3. Sus soluciones x1=sl22 y xz=sl32+dx1 Ins
se van al infinito cuando s — 0% (t — ).

f 2542

2 2
ot =s3f(sj) =s3[- %—s%—éj - x=k153+k2(%+25+52):|.

[De x1 =53 saldria esta solucién general: x» = s3f

3.21 ’t(t 1)x” +x’ —px = 0‘ t=0 singular regular, r=2,0; x1 = kz(;cktk*'z Ck = %ck_l;

X1 serd polinomiosi |[p=n(n+1)|,n=1,2,... P1=t2, P2=t2—§t3,

Si , X1 nolo es, pero lo serd x2 =1 (serd d=0 en el teorema de Frobenius).

2
In(1-5)+s+%
O |: 52 5__>6+ 0 ]

O bien, t= % —52(1-s5)Xx+5(2-3s)x—2x=0,r=1,-2, hay soluciones x1 =53, cksk e 0.
S—

2
_ _ o e -y o, t—1 1
Para p=2, xa =t2[ S—— =t2In|'= l+t+3 =



Soluciones problemas 4. Ecuaciones | (C). 09/10

Horizontal: y=x 1 1
- A= :|:4/_—> if 1) sila ertical: y=—x .v(x,0)=x(1).v(O,y)=y(_1).

X' =x+y _ Horizontal: y= _ 1 _ (1
b) Y =y —x =1=i, focol. Vertical: y=x .v(x,0)= x(_l). v(0,y) = y(l).
ol % =Y Punto critico (1) . A==i, centro (lineal). Orbitas: y2 +(x—1)2=C . v(x, 0) =( , °
y/ = —-X + 1 0 . - ’ . . y —] . , — 1_X .

y y

2 \\‘ _
/l /V%x A AR X TT>
= . D) \\—/
\_/‘/

<%
)

~N

/_

X' =4x+2y |, . 0\ . 1 2\ H:x=-5y
-m Y =X +5y Lineal. (0) 16,3 (1),(_1) Vi y=—2x ' , V(x, 0)= ( ) v(0,y)= ( )
Solucién: Orbita y = { X' =3x

: =-2={ xo=2 —Xx=2e% y=-e¥.
. X
[O imponiendo datos a la solucién general x =c; (_21) e+ G)eﬁt, o por Laplacel. /
9= C. y

. dy _ x45y Z=Y/X (2z+4)dz _ 2 2 _ 2y+x
Orbitas: g =70, = | Tiacss = [[521 — s27)dz=Inx+C — iy =

N

'=x+2y— . . .
X' =x+2y—3 El sistema (ademds de claramente lineal) es exacto:

y'=4x-y-3
Hy=x+2y-3 5 5 B
Hy=y—4x+3 H=y+xy-2x*-3y+3x=C.
, Orbitas.
oy x=3—2y\ 1 X
El punto critico: 9-9y=0- (1) ha de ser silla o centro.

(411 _21) — A==£3 silla, con v= G) y (_12) , respectivamente.

v es vertical si x=3-2y y horizontal si y=4x-3.

A la vista del mapa de fases, las soluciones (definidas Vt por ser lineal con coeficientes continuos) tales
que su y(t)— —oo si t— 00 son las situadas a la izquierda de la separatriz estable: y=3-2x [recta de

pendiente —2 por (1,1)]. Como esta separatriz corta x=0 en y=3, los a pedidos son los .

(1+x3y)+(x4+x3y)%=0 g(x)=x—13 fint. %+y+(x+y)% exacta.

1
1 1 (y=-2x-=

=—-X=x =) — = =
y X (X+X) Y=x noIocump)ie)

1)=1
y2+2xy—xi2=Cy(—)>

.z s —1—x3 .
Solucién Unica, pues f = x}+—>’(‘3;’ y fy continuas en entorno de (1,1).

x' =x*+x3y 1 1 1 -1 1 1\ .
y =—1-x3y (—1) k2 (1) ' (—3) y ( 1 ) PE2 - (—3) ' (1) sillas.

Separatrices: 81—3 - C= 2—>y_—xﬂ:(x——)——— —2x+—

Vertical: y=—-x,y=0
Horizontal: y=-1/x3

. VX, m:(’_‘i) , v(:l:l,y)=(1:|:y)(_11) .




x' =x
y/=2y_y2 +X4

22

z = (%—Zx)z— <

Aproximacién lineal (

dy _ 2y _y? 3 i i — 2
ax = x ~ X de Riccati. y=z+x*—
z=l/u , 2 1 2 2x2
S U= (2x=L)z+ 2y =X toor

1
4x3

0
2-2y

)en(

()2~ G)
-2-(0) ¢

Vertical si x=0 (drbita). Horizontal si y=1£+/1+x* . v(x, 0) = v(x, 2) =(;4) -

0
1

) , hodo I.

) , silla.

x' =y(x+1)

6] a

)

y' =x(y3+1)

&

) -1 —»((1)), -3 —»((1)) , hodo E. (

Orbitas complicadas.

Horizontal: x=0, y=-1

b)

Vertical: y=0, x=-1

x' =4x -2y
y'=2x-xy

H: x=0,y=2. V: y=2x
Orbitas no calculables

a)

(g) : 2 doble - G) nodoltgl.

(3):4=(5). —1~(5) silla. vx, 0)=2x(3).
V(L y)=2-9)(1). v FFH=(1-%)(55,)-

C) ,:

C=%£1->y=%x, y=:l:x+g )

ax) = X% factor int. ){—2—x+ (y—}()% exacta. Orbitas: y =

X[

e
Horizontal: y=x3 . Vertical: x=0, y=% . R A
£9 10 .Y
o7/
=xy—x | (9): -1, (2): 2. (). sila. by
d) y/ _ 2y_3x 0 1 1 //
2/3 — ;
(1)—>)\—1:|:l,fOCO|. — TR
H: y=%x. V: y=1y x=0 [6rbita]. \
vix 0 =-x(3), vz =30-1(}). / \ /
Vo) = =x (1Y) e esatt S
X' = x2y »xy X2 o 1y +silla, 2= (L) o —y)=—f(x.y) V: y=0,x=0.
o yoxely | (2 0)(%1) =[5 0) _centro de |g AE gx —y)=g(x'y) = CEMO TH: x= 21
y2=§+%+C. Separatrices: y=+ 2—)3(3+%—% 3=:|:4
X=
Por (—3,0) y (-1, 4) pasa la 6rbita cerrada de C=%.

Horizontal: y=4x—3x2
Vertical: y =x/2
Exacto.

(8) : 43 —>G) , ('21) , silla. (_354) : +3i, centro.

separatrices:

X' =x+2y

f) y’ =4x —y — 3x2

y24xy-2x2+x3=C—

y=3(-1£v9-4x) [s]

[Puntos de [s]: (3, -3),(2,0), (2,-2), (-4,-8), (-4,12)] .

x'=x2-2xy | (o y=2x horizontal
9) Y =y2 —2xy (0) no elemental. y=% vertical g y
F N
Exacto. x=0 m2—2m
2y _yy2—c - €=0— y=0 dx ly=mx~= T=2m -
x‘y—xy<=C y=x y ~
h xX'=x-y x\ infinitos puntos
y’ =y—-X X no elementales.
r 3

Orbitas: y +x=C.v(x,y) = (X—y)(_ll) .




[4.7] a)’x”=—4x’—4x‘ {

b) ’x” =x(1-x-x")

(5): 1 silta; (g):

b

—1+iv3

v(x, X) =(X_’;X2) , V(X,—X) =(_XX) ,v(1, V) =(_Vv)

c)’x”=1—x2—(x’)2‘ gv

()22 (5

- O)—U\Ziz=o -

5, focoE.

2
=1—VX —v dz _

x'=v
v =

(g)—ﬁ\=—2 doble, (_12) nodo 1tgE. H: v=—x.

x'=v
Vv = —x-x2-xv

_4x—4y lineal.

Horizontal:
x=0,v=1-x.

z=v?

)
6

5 Zo=Ax?+Bx+C
—2z+2-2x —

Campo horizontal sobre x24+v2=1 [vertical sobre el eje x (ecuacién)]

La separatriz pasa por (-=1,0) — v2= 3e-2x-2_ x2+x+%
[El 2° miembro anula paraun x>1 (—»-),y ~ ke 2X],
X——00

Orbita circular sencilla: v2+(x—%)2=

v(0, v) =( v

d) | x” =(1—x2)x’—x‘ {x’:v

0, Unico punto critico, es un focol. Orbitas no calculables.

Campo horizontal si v =

X
1-x2 °

[4.8] a)

x'=1-x+3y
y'=x+y-1

1_vz) . v(x1, v)=(_“’/2) ,

vV =(1-x?)v-x

Isoclina sencilla: % =l-v= —% .
v(x, 0) =(_0X) , v(0, V) =(¥) (%1, v) =(;’1)

[Las érbitas parecen acercarse a una curva cerrada (solucién periédica aislada;
esta ecuacion (de Van der Pol) es la mas famosa con ciclos limite].

Lineal. Todas las soluciones

3

Z =

Ce X—x2+x+3 = V2

silla con A=++2 [V=G), en toda ecuacién].

) centro de la AL. Como g es par en v se conserva.

3 [v=0six=1%2~14,04].

x'=seny | (km\ ., _ K
0)| 32 semx | (mn) 1A% = (DR

Exacta. cosy—cosx=2sen*¥sen

v(x,0)=( 0

senx

2

x’ =2xy dy _ ¥

C) yl=1_x2+y2
(:l:l
0

¥y, 1-x?
dx T 2x

Bernouilli.

d) X' =x+2xy
y/=y2_1

=0 — y==1 6rbitas.

Separable: x = C(y—-1)¥2(y+1)¥2 . (g) :

12,3 (9) . (5) » nodol. (%) :-1,-2- (). (3

4.9 ’x” = sen(ax+x’)

k+m impar, centro.
r=cC.
). Orbitas acotadas = soluciones definidas Vt.
2xy  y?

) centro de AL y no lineal (circunferencias o simetria).
Vertical: }’528 . Horizontal: x2—y2=1. v(0, v)=(

0
1+v2) :
Periédicas definidas Vt. x=0 — y’ = 1+y2 — explotan.

=0-y=-3,x=0 orbita.

1. 45 (1) (3 .
definidas para todo t. (0)' +2 (1) (_1) , silla.
Orbitas (exacta): 3y?—(x—1)2-2y(x~1)=C, hipérbolas.

k+m par, silla.

y=2nm+x
orbitas rectas.

+(x-C)2=C2.

No (si) definidas Vt las soluciones asociadas a las drbitas con |y|>1 (|y|<1).

x'=v
v/ =sen(ax+v)

Horizontal: y=1-x
Vertical: y=(x-1)/3"

b) )\V/Q

1) , hodoE.

Si k impar: A= -1%@
G

Pendiente horizontal si v=km—-2x.

nodosEsi 0<a<1/4
— nodos ltgEsi a=1/4
focos establessi a>1/4

) sillascon A=2,-1; ((2”_01)"/2) focosE.

(k’ga) puntos criticos. Si k par: A

_ 1+V/1+4+4a
- 2

, sillas.




x'=v 0 .
’X// = ax—(x’)? ‘ a) { Vieax—v2 M= (a 0) —sA==%/a. Si es (8) una sillay x=0 es l.
Si es (8) centro de la aproximacién lineal, y en principio x=0 puede ser AE, EnoA o I.

Como g(x, v)=ax—Vv?2 es par en v el centro lo sigue siendo del no lineal y x=0 es EnoA.

Si todo v=0 son puntos criticos (no elementales). %=—v — v=_Ce™X,.
Esto (y el sentido de las ecuaciones) da el mapa de fases. En él se ve que (0)

0
(y, por tanto, la solucién x=0) es I [x(t) (no constantes) cercanas tienden a + 6 —oo].

. 1)=0
b) La érbita con v(x=0)=1 es v=e"‘=% — x=|og(t+K)X(—)> .

ool ,_ > _ 1 v(1l)=1 _1 _ x(1)=0 _
O como no aparece x: x’'=v = V/=-v* - v== = v=% — x=logt+K = x=logt].

/= i =
'ﬁ‘ % =1—x2—kx { T//;\l/_XZ_kV centro si k=0 (exacta),

1 )\=_ki,/k2+g silla vk (1) o —kevi2=s focoE si 0<k<2+2,
. 1 o) 2 “lo)’ 2 nodoltgE si k=242,
H: x=%1 si k=0; v= k nodoltgE si k>2+/2 .

=42, V(x)—x?— A=1,-2 A%0.535 A=-1,-2
. v H

No rozamiento Poco rozamiento Mucho rozamiento
(oscilaciones periédicas) (oscilaciones amortiguadas) (imposible oscilar)

(x2+9)

- 2 I | N
X =-x(x*+9) V(X)=J x =_2(><21+9)_’ V2 =Ct s - ; ;

Si tiene energia suficiente (si C>0) llega hasta + 6 —oo (la
fuerza de recuperaciéon es pequefa si x gordo). Si no, oscila.

Orbita con v(0)=%: v(x) = L_ — velocidad cuando x=4: v=% .

VX249
Tiempo: T=f: VXx2+9dx=10+31In3.

x'=x _2 z=x?2 - ..
T e e Rl [ )

teoee X=0] y=0, 2 y X 0
Puntos criticos: =700 2,00 7 Ly ( ) . (_1 zy) oo ( 1 0) — A==iv/2, centro de la AL.
f esimparen y y g paren y (o viendo la solucién general) = las \ / hipérbja; parébola

Orbitas son simétricas respecto a y=0 y el centro se conserva.
Horizontal: x=2+y?2 (paréabola). Vertical: x=0 (6rbita) e y=0.
2
V0.0 =(,%:) . ve =(2) . v-1.9=(52)

Para a=-1 el campo muestra que la érbita no es cerrada (solu-
cién no periddica). En concreto, es la de C=4 (es una hipérbola).

La 6rbita para a=1 es la pardbola x=1+%y2 — periddica.

a=3 — C=—g, y2+g(x—%)2=% — elipse (solucién periddica).
[O del mapa: desde (3,0) sigue ./, luego \, corta el eje, y es simétrica].

1 _ (12 x'=v . (0 dv _ X 2 _(ra2X 1 v
x"=(x")"—-x {v,=v2_x ; (0) centrode la AL. zx =v—7 = vi=CeX+x+5 .
Orbitas simétricas respecto a v=0 = centro del no lineal. Horizontal si x =v?2 . N
.z , . 2 4_~,2_
Inflexién de las 6rbitas: LY = Y =V"=X — 0 o x=4vy/v2-1. v(0 v)—( V) - X

dx? v3 ’ - 2] .
_1 — _dx ~ _ _
M@zz =t voe1/2=1 = J21/x+1/ =\/x+3=5+K, W
t 2 1 5 : :
x=(3+K) =2 o Solucién: |x=3t2— 3.




4.15 | | x””=2x3-2x | Exacta. Conviene usar la funcién potencial V(x)=x2—§,

gue tiene un minimo en x=0 (centro del mapa de fases), y dos maximos
en x==1 (sillas). Es V(0)=0, V(d:l):%. Las érbitas vienen dadas por:

V2 N 2
S+V(x)=C— v==£vx*-2x°+2C.
Con las técnicas generales de mapas de fases:

7
{t’;‘z/xtzx — puntos criticos (8), (i’ol), con A==%iv2, A==%2.

(8) es centro (simetrias o exactitud) y los vectores de las sillas son G)
La pendiente es vertical si v=0 (en toda ecuacién)

y es horizontal si x=0, 1 (rectas por los puntos).

Las separatrices son las érbitas que pasan por (£1,0) — C=%

— v=%(1-x2), parabolas que cortan el eje v en £1.

Por los célculos anteriores y el mapa estd claro que es periédica si |b|<1.
La 6rbita asociada a esos datos es v=1-x2=x’ y la solucién de esta auténoma

'—‘4.16 ’X,/+x+ax2 +bxx’' =0 ‘ { )\i,'Z‘:x—axz—bxv ; (8) - (_01 é) centro de la AL.

Centro seguro si a=b=0 lineal; si b=0 exacta (y simetria respectoa v=0);
si a=0 simetria respecto a x=0.Si a,b#0 no sabemos. Polares no informan.

x'=v . (0 1 _1+J/5 : _(1
{ V= X2 Xy (o) centro o foco, (0) - A+=--5->=~1.6,-0.6, silla. v _()\i) .

Horizontal: x=0, v=1-x. v(1, v)=(¥) L v(X, 1)=(X12) , v(x,—x)=(_xx) :

r’ =r?(c+s)cs
0’ =-1+r(c+s)

El dibujo sugiere que el origen, y por tanto x=0, es (foco) inestable.

M. Sit— o0, las érbitas tienden

X' =y+x(1-x?-y?) 0 r'=r(1-r?) \7
a) (0) focol. { o' = -1 4 . a r=1 girando como relo;j.

Yy =-x+y(l-x?-y?)

3n In
Z.

. f 4 3n
Polares: { ;2 =T crecesi 0€(0,5)u(7 MU(5, 3

o r=1 es ciclo limite.

A=-2 doble
b) X =2 Puntos criticos: (O) Yy (0) (_2 ° ) ° Mdiagonal’ ~» nodo estelar.
y/ _X2+y2_2y 0 2 2x  2y=2) 72\ A=+2 con (?) y ((])-) = silla.
Campo horizontal:  Vertical: ox i i 4 R (Riccati sin
_ — _ _(- a separatriz dy _y_y*_ «x
?czi;tzﬁ}r?ér]é):cg)l (éatg) v(x, 0)=v(x, 2) _( x2 ) estable se deforma). dx = x~ 2x~ 2 yp sencilla)

r'==2c?r-2s%r+sr’=r(rsen8-2)  4r seng 2 K 20 y K—x

{ 0':%[Cr2_2(_-5,»+2c5r]=rc059 = 6= coso ~cos8 — [=tose " cosgs X=K—2arctany, | y=xtan=;

Del sistema en polares deducimos que: r crecesi y>2; 0 crecesi x>0.Y de la expresién recuadrada:
Todas las érbitas tienen asintotas verticales y es y(0)=0 excepto si K=m pues entonces:

. X m-X  _ . _ . _ n—x [cortaelejeen x=xmy
i @sen 2 | 'Hopital 0 sen X 1=2— laseparatriz estable es y=xtan=3= g % qintotas son x==21].
. } ., 2 _ 242
Sorprendentemente salen sencillos los puntos de inflexion: %:---:% —y=2.
X' =x? - Xy =2y 0\ centro r’'= rZ(C—S) dr _ r?(c-s) 2 o3 . 5
© y'=xy —y?+2x (0) delaAL | /=2 » g8 = 2 = Tseno-cose  CVXTHYS=2+4x+y.

Las 6rbitas son cénicas: C2(x2+y2)=(24+x+y)?.
El centro se conserva: Las érbitas son simétricas respectoa y=x .
r depende periédicamente de 6.

_ 2 2 _ _
C=0 — 6rbita recta. H: x = # NVy=25. v(x,0)=(’2‘i) , v(O,y)=( yzzy) ) v(x,x)=( ZZXX) )

y

r crecesi y<x.
6 siempre crece.

(N )
N/ X




’

a) ;,:iz_y (9)=(3 %)~ A=2%1- Inestable (silla).

0) delaAL " 0/ =-1

y' = -x+x%y+y3

<) y’ =xeY 0) de AL. g(=x,y) = —-xe¥ = —g(x, y)

’ — 3 2 !/ — 3
py| X, =YX +xy (0) centro PoIares:{r ™ = Inestable (focol del no lineal).

! — 32 _ _ — 2 _y —
X =x-y (0) centro f(=X,y) =X~y =f(X,¥) " centro también del no lineal. Origen EnoA.

x'=y-xy | =y(l-x o
yoxy | =y(1—x) (8) cemro x =1 recta de puntos criticos (no elementales).

de AL.

y'=x2-x | =-x(1-x)

- d
Orbitas: % = —§ - x24+y?=C. v(x 0)=(x(x0—1)) '

(8) es estable no A. G) y <0 son inestables. (}1,) y >0 son estables no A.

Son periddicas las soluciones asociadas a las circunferencias de radio a< 1.

=+vV/a2-x2 » x'=x(1-x)Va2-x2 =%, 14=2[" ox =2,
Y ” (1= @ Ta=2) 0 yee = Vi

[Cuando a — 0 el periodo T, tiende al dela ALy si a— 1 tiende a oo].
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