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2.6. sistemas aulénomos de seqgundo orden

Estudiamos sistemas de la forma
x'=f(x,y)
{y' = g(x,y)
que incluyen en particular las ecuaciones de segundo orden

(1)

o bien X's=F(X) con X= (;) ’ F’(;)

x" = g(x,x') , es decir , {;:: g(x‘y) ;
Suponemos que f y g son continuas y con derivadas continuas en
todo ]RR . Los siguientes resultados, semejantes a los vistos pa-
+ ra ecuaciones auténomas de primer orden, se prueban facilmente:

: . x(t
Teor 1. | Dados (to' Xo ) existe zna Unica solucidén X(t)= (yétg)
de (1) tal qu& X(t )= 3°) -

Si (;8) es tal que r(xo,yo)- g(xo,yo)- 0 entonces
o x(t)-(xo) es solucién de (1) (solucién cons-
Yo tante o de equilibrio) .

es también solucién de (1)

Sea X(t) solucién de (1) y sea C¢IR; entonces Z(t) = X(t+C)

Nuestra intencién es encontrar informacién sobre las soluciones

de (1) (no lineal en general y por tanto no resoluble). Esta in-

formacién la obtendremos a partir de su representacién aproximada.
Las soluciones de (1) rrepresentan curvas en el espacio t,x,y.

Por ejemplo las soluciones de {;:-—g

que satisfacen X(O)-(g) (x(t)!(g) )y
X(O)-(%) (X(t)-(::::) ) estén repre-
sentadas en el dibujo. Sin embargo pa-
ra los sistemas auténomos es preferi-
ble dibujar solo la proyeccidn sobre
el plano xy (plano de fases). La pro-
yeccién de una curva solucién sobre el : i

plano de fasés se llama 6rbita de esa

solucién(la 6rbita de las soluciones

anteriores son el punto y la circunfe-

rencia del dibujo inferior). Si (;Egg) es ao}ucién esté claro
e 4;:;&:3 son ecuaciones paramétricas de la Srbita correspon-

- c
SLenve Y i §.§§§icg Eon otras ecuaciones paramétricas de la

misma érbita. Si imaginamos una érbita como la trayecto;i: de un
punto P cuyéiboaicién en el instante t estd dada por yit la

52

segunda parametrizacién corresponde a otro punto Cuyo movimiene
to es igual al de P pero que alcanza la misma posicién en ins-
tantes distintos. Asi pues, para estos sistemas auténomos la 6r-
bita que pasa por X0 es independiente del instante to en que
empecemos a contar‘'e? tiempo. Observemos ‘que a cada érbita po=-
demos asignarle un sentido: el correspondiente al aumento de t,

Baséndose en la unicidad Yy en lo visto hasta ahora no es di-
ficil probar: :

Teor 2 [Por cada punto del plano de fases pasa una Unica érbita
que puede ser un punto, una curva simple cerrada o un ar-
co simple (que corresponde a una solucién constante, pe-
riédica o no periédica respectivamente) .,

.Queremos representar los més aproximadamen-
te posible el conjunto de las érbitas de (1)
en el plano de fases (mapa de fases), basén-
donos en el estudio de f Y & ya que normal-
mente no podremos resolver el sistema. Un

4,

primer camino, generalizacién de’ la idea de campo de direcciones,
se basa en la imagen dada anteriormente del punto mévil P. Dibu-

£(x,
Ve« (gfe33) |

—

jemos en cada punto del plano x,y el vector

El vector velocidad del i °$1“°$i° punto

v “-
mévil P en cada instante x.é:; coincide o) {*: Y
con. V(x,y) . Las érbitas seran por tanto

en cada punto tangentes a'V. Esto nos per-
mite hacer una primera apfoximacién al ma=-
pa de fases, Mo o2

Sin embargo la mejor informacién que vamos a obtener de un
sistema auténomo va a ser (como ocurria en las de primer orden)
el conocimiento de las 6érbitas en las proximidades de los puntos
correspondientes a las soluciones de equilibrio (puntos singula-

res del mapa de fases). Ademds esto es lo que més suele intere-
sar fisicamente.

A partir de ahora supondremos que 8) es un punto singular
de (1). Esto no representa ninguna pérdida de generalidad ya que
si (;o es punto singular de (1) el cambio lffxO*“ 3 y-y°+€]oa
transforma el sistema en otro para el que el origen es punto sin-
gular,

Dada la existencia de derivadas parciales continuas de f y 3
podemos escribir: :

{x' = fx(0,0)x + fy(0,0)y + Rr(x,y) = ax+ by#_Rr con Re,R = o(r)
. = i
Y= 8,(0,0)x + g,(0,0) y +Ro(x,y) = cx4ay+ Red gy r_,f—ﬂ—xa‘_yz_)o

4 VGay) ":)
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(desarrollando en las variables u,v tras realizar el cambio (¥) 53

obtendriamos: {ul. rx(xo.yo)u +f (xo,yo)v + Rp(u,v)
V' = B (X003 U+ By(x447,) v # Ro(uyv)
En la préctica serd mis cémodo calcular sdélemente estas deriva-
das primeras de £ y g en (Xg,¥o) yNo realizar explicitamente (¥)J.
Supondremos que el origen es punto singular aislado de (1) (exis-
te un entorno suyo en que no haf otros puntos singulares) y que
|a b‘- ad-bc £ O . Diremos entonces que tenemos un punto singular
elemental de (1) (son los de or interés). ¢
Como en las cercanias de ?Oi los términos Ry ¥ R8
quefios es razonable esperar gue las dérbitas de (1) en un entorno
del origen sean semejantes a las ded sistema lineal homogéneo

son pe-

; . ab
p es decir X'=AX con A= (c d) .

x'=ax+ by
) {y' =cx+dy

De hecho asi sucede en la mayoria de los casos (no en todos). Va-
mos, por tanto, a clasificar los sistemas lineales segin la geo-
metria de sus 6rbitas. Déspués sacaremos conclusiones sobre los
sistemas no lineales (esta técnica de sacar conclusiones sobre u-
na ecuacién a partir del estudio de su aproximacidén lineal se uti-
liza en muchos otros problemas; es la técnica de la linealizacién).

Como lA|f 0 tenemos que el origen es el unico punto singular
de (2). Ademés sabemos que A=0 no es autovalor de A. Clasificamos
los puntos singulare de (2) §egﬁn los autovalores de A en los si=-

guientes tipos:

I. A tiene valores propios reales y distintos %,y 31
a.) ¥, tienen el mismo signo (nodo)
b. A y %, tienen signos contrarios (punto silla)

II.A tiene valor propio doble.
a. A es diagonal (nodo estelar)
b. A no es diagonal (nodo de una tangente)

III. A tiene valores propios complejos ptiq .
a. p=0 (centro)
b. p#0  (foco)
Baséndonos en el teorema 4 de la seccidén 2.2 i
vamos a dibujar el mapa de fases correspoh- Ll
diente a cada uno de los tipos anteriores:

I. La solucién general es

X(t) = Cy€ Mg 1+ Cae‘h v2 donde v:L y v2 son
vectores propios asociados a A y A, (podemos
considerarlos unitarios).

nodo estable Ia

El vector unitario tangente a la érbita
xes) | AG@ v aGeMT,

I o2 A Ve G2 22 200,00 W ¥omec

a. Sea ﬁ.<‘»\,<o . Entonces este vector’ tangen~-
te tiiende hacia v2 cuando twm (si Czlo)

Si C,=0, x(t)-c eM;v1 tiende a O sobre L

(recta que contiene a vl) cuando tw+w . s
51 29>1/>0, las érbitas tienden hacia el o-

rigen cuando t-v-co Y se comprueba que el

vector unitario tangente tiende a coincidir
con 31 cuando t-»- (salvo si Cy=0).

b. A <0<A,, sSi €,=0 lar érbita correspon=-

diente es'L, y la solucién se aleja del o-
rigen cuando twwm ., Si 02-0 se acerca sobre

Ll' Las demés se aproximan asintéticamente

al,o Ll segin t-+=m 0 t—-m .,

II.a. Solucidén general X(t) = ( ) °i 3
para cada Cl. 02 nos acercamos ai origen
seglin una recta diferente siA<0 . Siﬁ)-o
nos alejamos,

b. Solucién X(t)= (C w +(C t#Ca)v)e on
Vv vector propio asoc;ado aqa.81¢C -0 es-
tamos sobre la recta L que contienela o
Se comprueba ademds que todas las demis
érbitas son tangentes en el origen a L .
El origen es estable o inestable segin A
es menor o mayor que O ,

III. La solucién general es de la for
a
X(t) = oPt (clcosqt+028enqt) -
C5cosqh+cusenqt donde Ci, )
5 Y C, son constantes de las cuales sélo
dos son arbitrarias.
a. Si p=0, las soluciones son periddicas
¥ las érbitas correspondientes son curvas
cerradas que rodean el origen.

b. 8i p{0, las curvas se cierran hacia el

origen cuando t-»w : espirales estables.
Si p>0, las espirales corresponden a solu~
chones inestables,

nodo
neslabe |

\ 2
m‘gn

%(ﬁ?m

{oco (estable) J
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A partir de esta clasificacién se puede afirmar lo-siguiente
para el sistema (1) inicial:

Teor 3.|Si (g) €s un nodo, un punto silla o un foco del sistema
lineal (2) entonces 0 también es un punto singular del
mismo tipo del:.sistema no lineal (1) Ccon el mismo ca-
rédcter de estabilidad) . Si g es un centro de (2) en-
tonces (8) puede ser un centro o un foco de (1).

Si (g) es un nodo estelar o de una tangente de (2) y ¢
Y & tienen derivadas parciales.de segundp orden continuas,
entonces (g sigue signd9 un nodo del mismo tipo de (1)
con el mismo caracter de‘estabilidad (sin la regularidad
de £ y g podria ser un foco o un nodo de otro tipo),

Por tanto,asalvo en el caso del centro, analizando la aproximacién
lineal podemos decir cual es la forma aproximada del mapa de fa-
ses en las cercanias del origen del sistema no lineal (lejos del
origen las érbitas pueden ser totalmepte diferentes). La demos-
tracién del teorema es complicada, Daﬁoé solamente una justifica-
cibén intuitiva: una pequeiia perturbacién A c

de los autovalores puede apartarlos del

eje imaginario o puede separar;dos auto-

valores (si f Y & son regulares esto no '
sucede); pero esa perturbacién pequeiia e 1

mantendrd alejado del eje imaginamio un autovalor y mantendrd se-
parados autovalores distintos.

Extraigamos del teorema anterior lo relativo a estabilidad:

Teor 4.|S5i los valores propios dé’A,tienen partes reales negati-
vas el ofigen es un punto singular asintéticamente esta-
ble del sistema no lineal (1) . Si alguno de 1o0s valores
propios tiene parte real positiva, el prigen es inestable
" (generalizacién del £'(a){6 asintéticamente estable, f£'(a)»0 i-
nestable de las auténomas de primer orden). :
Observemos el éigniticado geométrico de la estabilidad en el

mapa de fases: 8 es estable si V903570 tal que si {x 4 ) es una

y(t
solucién de (1) con ﬂ ; g |<J entonces estéd definida en [0, )

y satisface ”(;fgg)“< para todo t)0 . Es asintéticamente estable
si ademés esta Ultima norma tiende a O cuando t-»ow .,

El significado geométrico: si para cualquier € una érbita que
parte suficientemente cerca de 8)
no se sale del circulo de radiog
hay estabilidad. Si ademés laér-
bita se acerca al origen cuando
t+o hay estabilidad asintética.
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Ejemplo 1. | 4, _(1 Ji)x
3

Los vectores propios: aaociadola 14{;

esté ( 1 i a8 1-(3 lo esta ((3)'. f

Para precisar damos algunos valores al ,/f >
7 x+ T X

Semko V(x.y)' (Bx#),;r) H V(X,O)I (BX) ]

V(O,y)-(y . Con estos datos tenemos el

=1t\/3 punto
4 v- silla

mapa de fases del dibujo. /
. '= =x=ydxy+l J

Elenplo 2 {;'- -2x¥?xy ¥ Buscamos los puntos singulares;
d ser J=x-y+xy+l=0

e o <-2xiy:y0 ; de la segunda ecuacién obte-

nemos x=0 o0 y=2; para estos valores obtenemos y=1 y x=1 respecti-
vamente er la primera. Por tanto los dos puntos singulares son

(] i
(3) 7.(3) -

y
Para (2) el cambio {x-u
y=v+l convierte _.

el sistema en Ju'=-viuv
v'=-utuv -para-el.que
(0) es punto singular, Para la apro-
.0 : 2 2 1 (u)' 0 -1 u a.{l
ximacidén linea v) ™10 Ity p Ak
el origen es un punto silla; también
en nuestro sistema, Un vec-
tor propio asociado a 1 es 31 3 uno

asociado a -1 es i . Esto significa

ue lag érbitasque llegan a y parten de
?é serdn tangentes a las redtas que

e .

lo es (1

u'=ufuv

hacemos | x=u+l ¥ queda ‘v'-v#uv 3 linealizando:

y=vi2
vy 1o)u ¢
(v) = (0 1 (v) y nodo estelar inestablg
Demos ademds algunos valores al campo V(x,y)

1
Para P

_(-x-y+xy+1

-2x+xy ! e
7060=(25%) 5 T, 0= () 5 Tx,2=(%5) s T0,me(*87) s Vain{ %)
Algunos de estos vectores los dibujamos. Observamos que las rec-
tas y=2 y x=1 son 6rbitas del sistema pues son tangentes al campo
v.

Con toda esta informacidén estd claro que e} mapa de fases es
mds o menos el del dibujo. No sabemos resolver el gistema, pero
tenemos a la vista las propiedades esenciales de las soluciones.
No olvidemos que las érbitas sdlo son proyecciones. Del dibujo:no
podemos deducir si una érbita como (1) corresponde 0 no a una so-
lucién (xEt)) definida para todo t (para (2), sin embargo, si esté

y(t) )
claro que tarda un tiempo infinito en ser recorrida).
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Especial interés tiene el mapa de f&sea.para'el estudio de 57
la ecuacién x'=y
(3) "= glx,x") v'=g(x,v) .

En este caso v puede representar una velocidad (por eso hemos es-
crito v en vez de y). La interpretacién fisica de las érbitas tie-
ne ahora un sentido més claro.

A la vista del eampo V(x,v)-cs(;,vg estd claro que las ér-
bitas se dirégen hacia la derecha en el semiplano superior y ha-
cia la izquierda en el inferior, Las érbitas que corten el eje
v=0 lo harén perpendicularmente. También esté claro que todos los
puntos singulares estédn sobre el eje v=0 ,

Observemos ademds que podemos entontrar la ecuacidén de las

érbitas de (3) si podemos resolver (4) (seccién
Ejemplo 3. |x" = x?~3x-2x'] — :
Puede describir el movimiento de un punto sobre el eje de lasax,
sometido a una fuerza que sélo depende de su posicién (F(x)=x“-3x)

Yy con un rozamiento proporcional a su velocidad (-2x'). Dibujemos
e interpretemos fisicamente su mapa de fage

; es decir. {

%;.v- 8(x,v)

x'=v

2 3 dos puntos sin-
V' e x"=3x-2v ! gulares: el ori=-
gen, foco estable, y el p.silla

(&) con Ae1,-5 y(I)(3) vectores
V(O,v)-V(B,v)-v(_é); V(x,o)-(ggx)
T xk3)=(x-3) (L) i Tx,9-3)

-(x-}iil%) i la segunda componente, =
de V se anula sobre la parébola \1-52'!’L
Los datos anteriores conducen a un mapa
de fases més o menos como el del dibujo.
Las érbitas més faciles de interpretar 0

son 8) y (0 que corresponden a dos ;nﬁ 5% i 0
posiciones de equilibrio, la segunda de ellas inestable,
Interpretemos (1): la particula parte del origen con una veloci-
dad positiva; esta velocidad decrece (debido a F(x)) hasta ha-
cerse cero; a partir de entonces viaja hacia la izquierda, cruza
el origen, se para Yy vuelve a O con v positiva pero mucho més pe-
quefia que la inicial (amortiguamiento debido al rozamiento); y
asi contin@ia indefinidamente (segiin el modelo matemético),

La érbita (3): 1la velocidad inicial es suficiente para vencer

la oposicién de F(x); una vez cruzado x=3 la x y la v tienden a
infinito (yen tiempo infinito?).

€2) representaria una érbita irrealizable en la préctica:

locidad inicial es exactamente la justa para que la partic
avance indefinidamente hacia x=3 ,

* 0

Y

la ve-
ula

Ejemplo .l§f+2ax'+x- 0, 336] Sistema muelle-masa.
Es lineal y podriamos resolverlo, pero nos limitamos al mapa de
fases. ﬁ--a:Vaz-l . Dependiendo de la magnitud del rozmiento:

! l moN.
E§;>__— ameltiguado
ae(o) 4 ast

A0 galacions
fuo astaple dsno. ARG

e persdidas
Todas las érbitas son féciles de interpretar ¥y coinciden con lo
ya conocido.

Un caso especial de (3) en que se obtiene gran informacidén so-
bre el mapa de fases es (sistemas conservativos
(5)|x" = g(x) sin rozamiente 3

La ecuacidén (4) se convierte aqui’ en %% v=g(x), asi que
2
-‘é—-]s(x)ds =C

es la ecuacién de las brbitas. Llamemos V(x)--‘%

¥ H(x,v)= v2/2 +V(x) . Se trata pues de repre-

sentar el conjunto de curvas H(x,v)=C (si consideramos H como la
energia del sistema y V la potencial esta dltima igualdad no es
otra cosa que la ley de conservacién de la energia), Observemos
que la curva simétrica respecto del eje x de una érbita es otra

frbita. Ademds sin més: que escribir la-aﬁroximacibn lineal se ve:

Teor 5.| Los puntos singulares elementales de (5) sblo pueden
ser centros o puntos silla .

Los puntos singulares son aquellos del eje x en que g(xo)--v'(xo)-o

Ademés es fécil ver que' (X

V"(xo))O'y es punto silla si V“(xo)(o . Por tanto: los centros y
puntos sillas de (5) corresponden respectivamente a 10s minimos
yméximos de la energia potencial. V@ /

aingularzf son ?}) y é . /’
L f

(oo) es centro de la aproximacién lineal si

Ejemplo. 5. I x"=1= xal; los puntos 7,
|
T

H(x.v)-l'z--xi»’-%— 5 V(x)--x&%—. o

_{

Veamos que para encontrar la forma
aproximada Je H(x,v)=C nos basta ‘
|

conocer la gréfica_de V(x). Para "
cada C la érbita %—+V(x)- C corta

v=0 en los puntos en que V(x)=C y

la curva esté definida en los inter-

valos en que V=C esté4 por encima de

la grafica de V(x). Ademés sabemo v

que B es punto silla y que (%) es \\
centro, Las soluciones periddicas

corresponden & los segmento.s. cuyos /\

extremos no son miximos.

s’ sm sm Sa =m wR WA ¥ ¥ ¥E SN SR ¥R ¥R =@ SE R §R ¥R W

x



La ecuacién (5) es un caso particular de los sistemas exactos 59
cuyas drbitas son también las curvas de nivel de una funcién H,

| Un sistema del tipo (1) es exacto si I .+ 8y = 0

Peor 6. |51 (1) es exacto existe H tal que H_=f Yy He=-g .
Las érbitas de (1) vienen dadas por H(x,y) = C .

Cono (-s)y-fx el campo (-g,f) es gradiente de .algin campo escalar
H, es decir, existe H tal que H ==g ¥y Hy- Loy

Ademés, si (;55 es solucidén de (1)

FHx(6),3(t)) = B ()% #1 (%, )y ' ==8(x, ¥)£(x, 7)+£(x,7)E(x,¥) = 0
asi que H es constente sobre las soluciones de (1) lo que eviden-

temente es una condicidén necesaria y suficiente pera que las érbi-
tas de (1) sean las curvas de nivel de H.

El célculo de H se realiza como en las ecuaciones exadtas de
primer orden. Aunque en general al dibujo de las curvas H(x,y)=C
es complicado el conocimiento de H siempre nos puede dar informa-
cidén sobre algunss 6rbitas particulares o sobre la clasificacién
de puntos singulares., Je puede probar que, como en la ecuacién (5),
los puntos singulares elementales de un sistema exacto son sélo
gentros o puntos sillss., La orientacién de las érbitas no se dedu-
ce de H pero se tiene fécilmente a partir del campo V .

Ejemplo 6. -x-2x§2 (8) ¥ (g) son sillas de '\_J

‘ y la apr. lineal
(i;g es centro; domo fx& =0 lo sigue sien=-
do en 1la no lineal; ademés podemos calcular

las érbites H(x,y)-xy-xyz--x;--i C ; para C=0
tenemos dos érbitas x=0 y x=2(y-y2). Con lo "ﬁ:f’/,

anterior y un estudio de V se puede dibujar ‘—”,4"”’
ya, més o menos, el mapa de fases. ‘

Las drbitas de (1) que podemos obtener para'los sistemas exac-
tos o para la ecuacién (3) (si resolvemos (4)) se pueden buscar
también en el caso general: eliminando formalmente dt del sistema

(1) obtenemos la ecuscién de primer orden <} X
(@] 5% - gix,yg

cuyas curvas integrales (si podemos resol-
ver) son las érbitas de (1); aunque (6) no sea resoluble podemos
utilizar los métodos de la seccién 1.2 para dibujar sproximadamen=—
te sus curvas integrales,

(reciprocamente, una ecuacién como (6) se puede mirar como un
sistema y utilizar las ideas de esta seccién para dibujar sus cur-
vas integrales),
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Acabamos la seccidén con el método directo de Lyapunov (aplicable
a situaciones més generales) que nos permitird en ocasiones deter-
minar la estabilidad de puntos singulares para los que la aproxi-
macién lineal no decide (centros o puntos con |A|=0).

Supondremos que el origen es punto singular aislado de (1) y
sea D un conjunto que lo contiene en su interior,

Decimos que una funcién U(x,y) es definida positiva en D si
U(0,0)=0 y U(x,y)>0 para cualquier otro punto de D. Si sustituimos
> por< 6 § la U se dice definide negativa o semidefinida ne ati
va, respectivamente. Por ejemplo, U(x,y)s= x2+2y2 es defi-
nida positiva y U(x.y)--(x-y)2 semidefinida negativa en
todo I]R2, UnaR

Dado un sistema (1) y una U de C' denotaremos

8Cx,3) = U 6, 72202, 7) + U (x,7)8(x,)

Teor 7.|Dado (1), si existen un conjunto D y una funcién U de C"
definida positiva en D tal que U es definida negativa, se-
midefinida negativa o definida positiva en D entonces el
origen es, respectivamente, asintéticamente estable, esta-
ble o inestable. A U se le llama funcién de Lyapunov.

Idea de la demostracién: como U=TU.V el hecho de que
0 sea<6> que O en D implica que todas las curvas de
nivel de U contenidas en D son cruzadas por las érbi-
tas de (1) hacia dentro o hacia fuera.

El problema bésico de este método es encontrar una U adecuada.
En un problema fisico se puede intentar probar como U la energia
total del sistema., Pero en otras ocasiones deberemos intentar de-
terminar la U mediante tanteos.

Ejemplo 7. x'- y+x3-Xy2

y' = =xty>

El origen es un centro de la aproxima-
cién lineal, La U més sencilla es
UCx,y)=x2+y2, Para ella 0(x,y)=2x(y+x3-xy2)+2y(-x+y3)=2(X-y*f42:232

que es definida positiva en ]2, E1 origen es foco insstable,

Ejemplo 8. El origen no es elemental., Podemos interpre-
tar la ecuacidén como el movimiento con rozamiento de un punto sobre
el eje x sometido a una fuerza -x°. Esto nos hace suponer que el o=
rigen es asintéticamente estable y nos sugiere probar U= %2_4%: E
Entonces U=x3viv(-v-x3)=-v2 semidefinida negativa., Es estable.

Para la estabilidad asintética necesitamos otra U, Tanteando, obte-
mos U= 2(x4v)24x*+v#, para la que 0= ~bxt-lvi-tx3y3 y definida nega-
tiva en un entorno del origen (los términos de orden 6 son despre-
ciables respecto a los de orden 4 cerca del origen).




