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8. Calculo de varnacnones

Fijemos dos puntos del plano P=(a,A) y Q-(b B) y considere-
mos todas las curvas posibles que los unen; ;cudl de ellas en-
gendra la menor superficie al girar en torno al eje x?; si mi-
ramos las curvas anterioreq como curvas toboganes contenidas en
un plano vertical, jpara cudl de ellas es minimo el tiempo em-
pleado por una masa puntual para deslizarse de P a Q sin veloci~-
dad inicial y despreciando el rozamiento?(problema de la braquis-
técrona). Ambos problemas son tipicos del célculo de variaciones
(o célculo variacional); plantéados matemdticémente en ambos se
trata de minimizar el valor de una integral de la forma

o £(x,3(x)y3' (x)) ax .«
Planteemos lo anterior en otros términos mis precisos. Sea

E-{yECZ[a,b], y(a)=A, y(b)-B} (conjunté de funciones admisibles)

y consideremos en E la norma ||y = méx|y(x)|

Definimos8 en E el funcional v (es dec:;, la aplicacién v:E~»IR)
que a cada funcién y hace corresponder el nimero real

v(y) = f £(x,y,y')dx donde £(x,y,y') es una funcién dada de C2.
Decimos que v tiene un méximo (minimo) en la funciédn Y, 8i su
valor en cualquier funcién y.de E cercana a ¥, Do es mayor (menor)
que v(yo) (es decir, existe un real r tal que si y¢E y ny-y°“<r
se tiene que v(y)-v(yo)so (20)). En ambos casos diremos que v
tiene un extremo en Yo

El objetivo.del célculo de variaciones es el estudio de los
extremos de los funcionales.

Este capitulo es una breve introduccién a dicha teoria. En
la seccidén 8.1 se comprueba que si el funcional.v definido ante-
riormente tiene.un extremo en y esta funcidén ha de satisfacer
una ecuacién diferencial (ecuacién de Euler), lo que nos remite
el problema variacional al p?oblema dp resolver dicha ecuacién,

Se estudia entonces en qué casos es esto posible. Al final de la
seccién se generaliza la ecuacidén de Euler para cuando v depen-
de de dos funciones o de derivadas de segundo orden,

En otros problemas variacionales las funciones admisibles en-
tre las que buscamos los extremos de v no se pueden escoger libre-
mente sino que (aparte de satisfacer las condiciones de contorno
y(a)=A, y(b)=B) estén sujetas a condiciones adicionales como, por
ejemplo, la de dar un valor fijo & otra integral. Estos problemas,
que se llaman isoperimétricos, se estudian en la seccién 8,2, Un
ejemplo clésico es: ycudl es la linea cerrada de longitud dadas L
que limita el &rea méxima?




8.1. la ecuacion de euler

Sea E-{yeca[a,b]:y(a)-A,y(b)-B} y sea v el funcional
v(y) = ]2 f(x,y,y')ax (1) , con rec? dada.

Supongamos que en y-'se tiene un extremo de v. Comparando los
valores de v en y con los correspondientes a funciones admisi-
bles cercanas vamos a obtener una ecuacién diferencial para y.

Sea h(x) cualquier funcién Cz[a,b] con h(a)=h(b)=0, Para ca-
da %€ IR la funcién 3 (x)=y(x) +xh(x) es también admisible y
estaréd cercana a y si K es pequefio (e yo-y) -
Con h fija sustituimos y ,y; en (1): . i

v(g) = [ £0xa3 3 ) ax = [2 £(x,ybab,y 440 Jax B -

Esta nueva integral se puede considerar como L'\ﬁ'ffh-
una funcibén de una variable I(ot) = viyy) - p

Como para of=0 I tiene um extremo (pues v lo tiene en y) debe

satisfacerse I1'(0)=0 ., La derivada I' GX) puede calcularse de-
rivando bajo el sisno integral:

1'(0) = r: a-u'f(x’yot 'Yq:')lﬁgx 2 !‘ [fl(?’xo:')h* fyc(X’YoY')h']dI-

- fa [tyGamy)-E8(x,5,7" ] BCx) ax = 0

(donde hemos integrado por partes y tenido en cuenta que h(a)=h(b)=0)
Si esta integral ha de anularse cualquiera que sea h satisfaciendo
las condiciones de arriba debe cumplirse:

d .
(2) ry - Efy, =0

(pues i el corchete no fuese 0 en al;un punto, al lor ‘una funcién

continua seria distinta de O en un.entorno-y eviden-

temente podrian encontrarse funciones h tales que | 4‘?‘7

fC-Jon ax¥0) . ey ]
La ecuacién (2) se llama ecuacién de Euler. Podomoa eseribir-

la con més detalle de la siguiente forma:

¥ "
(2 ). Iylyly +r”

Hemos demostrado que si el funcional v tiene un extremo en
una funcidn admisible y entonces necesariamente y satisface la
ecuacidén de Euler. Pero en una funcidén y que satisfaga (2-2%) no
necesariamente debe darse un extremo de (1) (de la misma forma
que f£'(a)=0 no implica que la funcidn de una variable f(x) deba
téner un minimo o un maximo en x=a).

A las soltciones de la ecuacidén de Euler las llamaremos
extremales de v.

'Y' "(fv.-f’) = 0
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‘Como- la .o:;oién'(afz‘) es” de segundo orden su solusién con-
tendré en general dos constantes arbitrarias ,Que;deberdn ser_ de-
terminadas por las condiciones de contorno y(a)-A, y(b)=B , Sélo
en las extremales que satistagan esas condicionea puode alcanzar-
g6 “un "extremo del funcional. '

‘Existen coudiéionos auficiontas para precisar si en alguna
de estas ‘extremales s¢ alcenza 6 no en realided un méximo o mi-
'mimo, pero estas condiciones son ¢euplicades. .Sin embango, fre-
cuentemente, se puede, a partir del andlisis del problema con-
creto, determinar si una oxtromal nos proporciona un ninimo, por
“ejemplo, o g1 no fb hacd. L ey AT X IR ¥ (e

La ecuacidn 'no Tineal (2-’2"') oa “en oneral imposible do re-
solver; veamos una serie dé casoa particu‘hres en lod que si se
puede: ; 8

caso A, Si £ x.xc; dop' —ondowdc X ‘0“*1 ]:u. ‘oxtr;;;lu son >lineava rectas:
" "(2*) se’redute & f}‘ .(y‘) Y'=0y s’ f 1 (¥") fo-entonces
y"s0, y-kx#c 38l fy.y. (y") tiono alsun nro J.z y'=k obtenemos
de, nuevo dineas rectes - yskx#+d .

880 B. Bi £ no depende dey 'm--o-wﬁ;ry.(x.y-) = 0, asi que
ty.(x,y') =c| ecuacién de primer orden que no contiene la y.
g - - — \ ==

caso C. Si.f no depende de x: fy 5’ AR f”, _r.’ = 0, de don-

d. - = ' - =
&;[y:. :] L T T T Ty -
- 7 [t dtpg 2 ty] 0

Bachen il § 48 A A IS A HRIR ~amy

ocﬁaci6nddpr1ibrom&rﬁnhx.- Bdes §i- -0 0=

\Obbem-os que taht'o ur 01 c&80 B tomo en el C nos aparegen
en general eguacion er _orden: g
la depivads (de la fom P(x.:')-c en p& 1} ¥ 40 1a, forne E(v.y')-c
en el C). La forme natural. de resolyer:estas ecuaciones es, en el
caso de que se pueda, despejer le y'. e dntenter: resolyer; la o las
ecuaciones que sé obtengan.; Si no es posible despejer le: y'- pero
se puede despejar la otra yeriable (x © y en cada upo) une posi-
ble via de resolucién es la siguiente:

S:oa la ?guacién (3) [« gly*)

entonces % B % = g'(p).gg ;N‘ es decir %‘% ;, p.g'(p) ; asi que

v Ilenenos’ y'=p , x*g(p)

y-fp.g'(p) dp +k ; esta ecuscién junto con x=g(p) nos den la
solucidén de (3) paramétricamente en funcién del parémetro p.



162

Andlogemente, si ' (4) |y=g(y')| 4 ¥'=b; g = p =g'(p) a-}

x-fﬁm dp +k s y-g(p) definen paraméti'icamento la soluci&n
e 4 d‘ (q')o

Acabamos esta discusién sobre la ecuacién de Eulor comproban-
do que el problema de minimizar o wimizar 3o tjcene sentido si ¢
depende de toma poco conplicada” de y's. En concreto, sea

£(xs7s7"' )= M(x,3) & N(z.y) :‘ (un ;caso ‘particular ‘es una .£(x,y));

(2) ‘toma la forma: : 1133 ‘

‘M (x.y)&-u (x.y)y -N (x,y) N (x.y)y = I (x.r) XN (x.y) 0

ocuacibn que no es direroncial y cuya uoluci6n. s8in constantes ar-
bitrarias. o satisraré en genoral las cox;dicionol de cqntorno
(si l‘ly N, v(y) = f"(mn; )dx es la integral de un gradionte y
es constanto para cualquior camino de integraciém),

Ejemplo le Buscamos ls. curve que une (O 1) y (by1). ¥ origina la
superficie mgnnh gg r'vglg “g ol sirar en torpo gl 8je X,
Se trata de minimizar el funciongl “3(,).2“‘() y\/l&y oy

Como f. no depende de x‘jcano ©€) 1la ecuscién d¢ Eulér se reduce a
.2 : —_— "
JY 2

— = Y \J1¢Y
Vl#y "z :
despejando la £ d

TPk ey _\/';2':.3 2

separando veriables ¢ d.ntcsl‘nn(m E

Xék = GIV%’: -e, J.p[ ‘I; o d,npe;jando le y' -

y=o ch[x"k]; estas son las extremal imponiendo y(0) = 1 se

2z
tieme ok = medn Al 5. c-,ah[é,-»l#ﬁ-'—:]

c
Y 8o ve que al’ n ¥(b)el nos' queda una
ecuecién ‘en’ ¢ no’ rescluble’elementalmentes, aunque no es dificil
ver que, segin b tenga un valor >, = 0 <'que uno critico, pueden
existir 0, 1 6 2 extrenhles que setis= " Y

o facen las ctondiciones’ de comtormoi’ y. = ¢

- que ®6lo @lgunas de las soluciones ge-
neran superficies minimas (por éjemplo, °
cuando hay dos. extremales pasandp por ’
(O 1) y (b, 1) 3610 la que esté por en-
cima genera superficie minima), @

=3
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' Ejemplo 2. Busdémos la funeidnd y que minimiza |v(y) = I% (y')adx
con las condiciones de contorno y(0)=y(1)=0 , < :
Bstamos en el caso A. Las | extremales son 1ineas rectas  y=kxic .
Imponiendo y(O)-y(l)-O obteremnos y!O que ©s candidato a mini-

nimiza de hecho el tunciongl.

S - v ¢ LelLed, oy e

Ejemplo 3. |v(y)= l lg (y')adx, y(0)=y(1)=0 nos comduce a la

-aisma extremal. Sin embargo en esta extremal no se tiene un mi-

nimo de v . Consideremos las funciones admi- :

sibles més sencillad: Tas puzébol'hs qu’b'p;iih il

por (0,0) y (1,0), es degir, y=mx(x-1) 3

y' = I(.Zx"l)‘ . ’é (y'! )3& F’ nﬂ%@h-&)jh ——
= = -.5[%(23-1)“]% = 0.

En todas allu v ‘toma el -imq valor. Buscamos otras funciones
admisibles que ,pe puedan demoatrar que y=0 no ninimiu:

ye w1y Y wwCER20) ¢ 2
(y' )5 - (zha-suéﬁsg‘*.axi)- ;- o1l

s & )’ax..i [8,‘1:7 “‘3-’?:5 a‘]i
3
3‘5. .

Luego tau préximas como ‘querames de y=0 . -hay ‘funciones edmisi-
:"’bles en las ‘qud ‘v es positivo y otras en las que v es negativo.
v no tiene un extremo en y=0. .

' o ‘vl 7 i S,

Ejemplo 4. ,Hallanos las extx;emglos para f(x,y' )-[xv' (y )4- (y' )2

"~ Caso B. .x;h(;‘) =2y = o, cha—@jn dd Eulér, No I odemos despe-
Jar y pcno ‘técilmonte la x .; ,hacenos =D ; {x- 4p7 4 25& ¢ ;

3 + - 2 -
Tegg Sioar: "F= B2p2)4k; ly= 3 F poH
paramétricamente me dan las extremales (que doponden, desde luo-
*‘gé, «d¢’ 408 constantes arbifrarjép c;y k ), e

‘Acabemos esta seccién genmerelizando (sélo un paso) la ecua-
- '¢ién de Euler en dos direcciones diferentes (las demostraciones

son similares y se omiten),

Funcionales que dependen de derivadaes de orden superior.
Sea

v(y) = !2 £(x,5,5',¥") dx | ; si en y se tiene un ex-
tremo de v entonces y

debe satisfacer la ecuacidn

&I“

d.
fy| *P fyn O
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ecuacién de ouarto orden cuya integracién da cuatro constantes,
a determinar con la condicién de pasar la curva por dos puntos
dados y tener en ellos rectn tangentes preﬁjada- (es decir,

_ imponiendo - 3(8)=A, 3(b)=B, y'(a)=A's ¥ (_P)'tB-'., ).

Funcipnales que dependen :de variss funciones. ° ./

s v(y,2) = ‘2 f(x’yQY'ozv.z'_) dx i~ 8i y(x), z(x) hacen
- = - -méximo o minimo el
~ funcional w ontunm dichas tunc&onol -dnbom satisfacer el sis~
tema: % Jol ¢
- Ftyr 8.8 cdrockm fetann 0.

cuyas cuatro constant‘u do iﬁtogra'cl&h se determinan coh los
valores fijados prevismente de y(a)\ F(0)y 2(a), 2(6) .

Ejemplo 5. Hallemos la extremal de " viy)ya ‘0 (1672-(y )2412)dx
- 1“ oondloionss o y(oyaT, y'(0)=2, y(1)=e?, y'(1)=2e° .
32y-;2-(2;y )= 0 ; yIv-lsy- 03 %= cloa$oao 2’&0 coa“2x¥c“sen2x;
imponiendo las condiciones do mtomo obtenemos ys= .2: o

Ejemplo 6. Encontronos lhu‘tv _ygcto;i:ga Cp }ropegaqj.bn de la luz
en un medio refringente isétropo. Segin el principio de Fermat
la luz se propaga de un punto cualquiera del medio (a,Al,Aa) a
-otro (b’Bl'Bé) siguiendo la curva (y(x),z(x)) para la cual sea
. minimo el tiempo de paso, Por tanto (y(x),z(x)) debe minimizar:

T(y,z)== ’b \/1&7" 2z ax y por tanto satisfacer

a ' y. a i . ....’.2 . "I,___--___ .
-0 3 L J—— At z" = 0
E[;l'ny in ] ! (1&y"‘£z") » (1+y"¥z")37' 2
7 =y'4 = o . O
E ﬁl&yﬁni ', ‘ (zoy"&")m (14»y"+z")j57E
como |14z'2 -y'zs' bl dnuii s e, cod » Q =OX+k
Vg 1‘7.2' = 14y 42" 40 ‘debe ae’r‘y el i-dx#l .

La luz se propaga rectilineamente. o :
(es fécil ver en general que las extremales do v(y,z) j;’r(y',z')dx
son rectas) .
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8.2. problemas isoperimétricos

Recordamos el método de los multipiigggggeé de Lagrange para
la determinacidén de extremos condicionaaos. Supongamos que que-
remos encontrar los méximos y winimos de la funcién de dos va-
riables f(x,y) sobre la curva dada por g(x,y)=0., El método natu-
ral de resolucidn es despejar una de las variables de la segunda
ecuacién, por ejemplo y=h(x), y estudiar entoncés los extremos
de la funcién de una variable f(x, h(x)) Pero a menudo sueéle ser
més cémodo considérar la funcién F(x,y,A) = f(x,y)l-ﬂg(!,y) e in-
vestigar los extremos de F (hay pues que encontrar los valores
de (x,y) que satisfacen para algin valor de A el Sistema:
fo\gx- 0“5 f,*ﬁgy-”o s 820 ). Se demuestra que los extremos
condicionado8 deé f se enéuentran entre los extremos de F.

Consideremos ahora el problema de célculo variacional si-
guiente:

L ]

(P)| encontrar una funcién y que maximice o minimice el funcio-
Bal . 1) v(y)-‘ﬁ £(x,y,y") dx donde y es Cz[a,b] , toma
los valores dados y(a)=A, y(b)=B'y esté sujeta a la condi-
cién adicional (2) u(y)-‘z g(x,y,y')dx? g

Supongamos que en y se da tal extremo de v y sean h,lecz[a,b]
que se anulan en a y b, Sea y«p =y+0h+p1l donde O(,P son
dos parémetros reales ligados por la condieién
-~J(d.p)ln(7,,,)-72 B(X ¥ 4% )dx= L o

Buscamos condiciones necesarias pare que I(a(.‘a)l v(y, ) tenga
un extremos en A =f= O, con Oly# satisfaciendo J(o(,p)- L.
Para ello consideremos la funcién

K(d,p,ﬂ) I(dop)‘ﬂ"(doﬂ) » ‘b F(X.% v" )dx con|F= f+Ag
y calculamos sus extremos; debe ser J(u,p) 0 ademés de

Ky(0,0,2) = f2 [P b4P 0] ax = [b[ KPy]hdx -0
Kp(0,0,A) = I3 [Fy EFyledx -0

Estas dos Gltimas condiciones (que son de hecho la misma ya que
h y 1 son arbitrarias) llevan a que y debe satisfacer

d
(3) [Fy =G5 Pyr = O

Resumiendo:

Para resolver (P) hay que hallar las funciones y que satis-
fagan la ecuacién (3), Los tres parédmetros indeterminados (las
constantes de integracidn s'A) se determinan imponiendo las con-
diciones de contorno y la condicién integral (2).
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" Be trata de minimizar v(y): f 17y ax ,‘ ; 9]
“eon las condiciones adiciomlos

Ejemplo 1. Hallamos la curva de longitud 23‘3 que une los puntos
(-1,0) y (1,0) ¥ encierra el érea méxima entre ella
ey el eje Xy —— e ——

P
Sea F=y#) l&y"‘ La ocuac:.én do Eu;ar 1lova (caao c) g.'

A1y axed, ‘y(-1)=y(1y-0". " - G R

12 2 ) o > &2
_7#-1 ?Nliy' = ¢ 3 6porando y :m; 1-(2) -

separando variablu e intogrando se tiene
(x*k) ‘(X“) 'A uil8 BIBg OOoRlzIlst
con_lo que ;las extremales son oirgunforopciv.&_}-poniendo 3

DU

y(-‘iT- y(1) =0 se tiene que k=0, c=*Ya*-1 ,

Falta por imponer la condici6n {htogral.
Analiticamente: ~

%

' 1l 1

y "# [_ l4y" dx = i

' a-!" ; -1 y m syp Y| oolsaul et

.2‘1 V%ﬁdxa- ZAarcson% = %‘3 . .\/:__N_

. A°-x ;%
que_se satisface si A=2 . _ .- \ . . ,
(podiamos también doterminar Ql ‘7\ o e/ 2
geométricaménte; a la vista del ~ ‘ \\ '~/
divujo estéd claro que la lomgitud: = = \(

del arce de circunferencie es
L=220 = A2arc un’*") '

Por tanto el arco de circunferencia’de:centro,(0y-{3) y
redio 2 (o el simétrico) resuelve:el problema. Gréficamente
se ve que existe méximo'del funciomal,con- las condiciones da~
das y que sin embargo el infimo de las éreas-no es aléanzable
eh les mncionéa'ldmiliblba;(u féeil imegipayr - 1
curvas de longitud ? que eficiérran un- frea -
tan pequefia como gner_anosj. - '

= Y — ’ —
= X ' o - i
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problemas 8

1. Hallar las extremales que se indican:
™o 2 2_,2
J(P-y2ax § y(0)=0, y(Prn1 2y 2ax 3 y1)=2, y(2)1
I:(y2+2xyy')dx;y(0)-0. y(1)=0 J:[(l-xe)y'2-2y2]dxw(0)-0,y(1)-2
)
[ry2y Daxiy=0,9=5 [ H1ay2 ax 5 w3, y(5)0
£(2yz-2y2+y'2-z'2)dx sy y(0)=0, y(m)=0, 2(0)=0, z()=0

£(3'2+y"2)dx i y(0)=1, y'(0)=1, y(1)=2, y'(1)=1

2, Hallar las extremales que se indican y precisar si minimizan
0 maximizan el funcional:

b 2 2 2

L(xy'-y' Jax; y(0)=0, y(2)=1 fx yax ; y(0)=0, y(1)=1
£x3y2dx 3 y(0)=y(1)=0 fy' dx 3 y(0)=0, y(1)=1
I1 |2dx o 2 '2 . .

o 7Y ;i y(O)=y(1)=0 Yy'Sax ; ¥y(0)=y(1)=0

3, Hallar la curva de menor longitud que une dos puntos fijos de
un plano minimizando el funcional adecuado i)en cartesianas, ii)
en polares (r=r(e)), iii)en polares (e=e(r)).

4, E1 problema de la braquistdécrona (curva de descenso més répido)
conduce a minimizar el funcional * F1e'2
V(y) = [ L2 ax

Comprobar que las extremales son arcos de cicloides: x(e)=C(e-sene),
y(e)=C(l-cose).

5., Demostrar que las geodésicas en un c¢ilindro son hélices o gene-
ratrices.

6. Hallar la trayectoria de los rayos luminosos en un medio en el
que la velocidad de propagacién es proporcional a la altura.

%) R ‘
7. Hallar las extremales de‘[(x $y'“)ax con y(0)=y(1)=0, Lyzdx'z
2 0
y las de L(xzy'2+2y2)dx con y(1)=-1, y(2)-l,-fydxi 0.

8. Una curva en el primer cuadrante une (0,0) con (1,0, y tiene
un 4rea dada bajo ella. Demostrar que la curva més corta de este
tipo es un arco de circunferencia.

9. Una cadena flexible uniforme de longitud dada cuelga entre dos
puntos. Encontrar su forma. (Imponer que el centro de gravedad
ocupe la posicién més baja posible).

10, Hallar las extremales del funcional v(y)= Ib yz(y'-l)adx.

Estudiar si existen minimos del funcional v con ias condiciones:
i) y(0)=y(1)=0 ; ii) y(1)=0, y(2)=1 ; iii) y(0)=0, y(2)=1 .



