2. Sistemas y ecuaciones lineales

Si ya se podian resolver muy pocas ecuaciones de primer orden, menos aun se
pueden resolver sistemas de tales ecuaciones o0 ecuaciones de orden mayor que
uno. Salvo escasas excepciones, soOlo en el caso lineal se puede caracterizar la
estructura de las soluciones y sélo si los coeficientes son constantes se pueden
hallar explicitamente tales soluciones mediante métodos elementales.

En la seccion 2.1 enunciaremos las propiedades basicas (similares a las de
ecuaciones de primer orden) de los sistemas de n ecuaciones (lineales o no) y de
las ecuaciones de orden n, que se pueden considerar como un caso particular de
sistemas. No daremos las demostraciones (bastaria casi sustituir en las del caso
n=1 los valores absolutos por normas). Como en la solucién general de un sistema
o de una ecuacién de orden n aparecen n constantes arbitrarias (asi lo sugieren
los ejemplos mas sencillos de sistema: x'=0, y'=0, y de ecuacion: x"=0) el problema
de valores iniciales consistird en hallar la solucion que satisfaga n condiciones
iniciales. Sera facil ver cuando este problema tiene solucion Unica local. También
daremos un resultado de prolongabilidad y la definicion de estabilidad.

No generalizaremos, sin embargo, dos secciones importantes del capitulo
anterior: el dibujo aproximado y los métodos numéricos. En el primer caso, porque
no se puede: las soluciones de un sistema son curvas en un espacio de dimension
mayor que dos (en el capitulo 4, para sistemas autonomos de segundo orden, si
nos preocuparemos del dibujo de las proyecciones de las soluciones sobre el
plano t=0). Los métodos numéricos si son faciles, pero tan parecidos al caso n=1
gue no merece la pena estudiarlos de nuevo.

La seccidn 2.2 se centra ya en el caso lineal y, para ir fijando ideas, en el mas
sencillo n=2. Tendremos una féormula (de variacién de las constantes) para las
soluciones de un sistema no homogéneo si conocemos lo que se llama una matriz
fundamental (formada por soluciones del sistema homogéneo). Esta matriz
sabremos calcularla (utilizando resultados de algebra) si los coeficientes son
constantes. De lo anterior deduciremos resultados para ecuaciones de segundo
orden. Hallar la solucion ser& especialmente sencillo para coeficientes constantes.
Si son variables, veremos los pocos casos en que aun se pueden resolver.

En la seccién 2.3 , y ya sin demostraciones, veremos los resultados para un n
general. Las cosas se complican para los sistemas. Pero si los coeficientes son
constantes sigue siendo fécil resolver ecuaciones homogéneas. Para resolver
algunas no homogéneas tendremos el método de coeficientes indeterminados.
Analizaremos también la estabilidad, que se podra precisar facilmente para
sistemas de cualquier orden con coeficientes constantes.

La seccion 2.4 introduce una técnica totalmente diferente, y tal vez mas rapida,
para hallar soluciones particulares de sistemas y ecuaciones lineales con
coeficientes constantes: la transformada de Laplace. Esta técnica es
especialmente interesante cuando los términos no homogéneos son discontinuos.

La ultima seccién, la 2.5, muestra como obtener informacion sobre el nimero de
soluciones periodicas de ecuaciones lineales de primero y segundo orden con
coeficientes periddicos, sin necesidad de resolverlas.

27



2.1 Propiedades generales de sistemas y ecuaciones

X1'= fr(t,Xq,...,X;)
Sea el sistema de n ecuaciones de primer orden [S]| v
Xp'= f(t,Xq, ..., X;)

cuyas soluciones son conjuntos de n funciones x,(t),...,X,(t) derivables y definidas en
un intervalo comun | que convierten cada ecuacion de [S] en una identidad.

Llamaremos [P] al problema de valores iniciales formado por [S] y las n condiciones

X1(to) =X10 s -+ » Xn(to) =Xpo
| 5 - Ox '=f(t,x) o diw thep
O escrito en notacion vectorial: [P] IX(ty)=xo | COM X=0° O f=0p X=0' o
x,0 0,0 Knol
d(l(t)D
Cada solucién de [S] sera entonces una funcién vectorial x(t)=5 : gde | en R".
Xn(H O

Consideramos en R" la norma ecuclidea ||l =/ x12+...+xn2 , Y llamaremos bola de
centro a yradio r al conjunto B(a,r) = {xOR": Ix—all<r}.

Los teoremas de existencia y unicidad y prolongabilidad para sistemas son muy
parecidos a los de ecuaciones de primer orden:

Teor 1. of; ]
Sean f; y Klk ,ik=1,...n continuas en [to—h,to+h]XB(Xo,r) .

Entonces [P] tiene solucién Unica definida al menos en un entorno de t,

(y si solo las f; son continuas existe solucion, aunque podria no ser unica)

Teor 2. . of; . . .
Si fiy aT(Ik son continuas en [ty,00)XR" 0 bien existe t; tal que [Ix(t)l| - o

cuando t-t; o bien la soluciéon x(t) de [P] esta definida para todo t >t; .

(y si son continuas en un conjunto DOR"™! las soluciones llegan hasta la frontera de D)

También existe dependencia continua de parametros y datos iniciales, aunque no
enunciamos los teoremas y pasamos directamente a la definicion de estabilidad, que es
como la de primer orden, sustituyendo valores absolutos por normas:

Una solucion x(t) definida en [ty,0) es estable si [ >0 [d >0 tal que toda solucién
X*(t) con [Ix(tg)—x*(to)lI<d existe, esta definida en [ty,00) y verifica |[Ix(t)—x*(t)lI<e
para todo t=>t,. Si ademas |Ix(t)-x*(t)/|l- 0 cuando t- o, se dice que x(t) es
asintoticamente estable.

(pero para un sistema puede ocurrir que [[x(t)—x*(t)l[- 0 cuando t-c Yy sin embargo
que no consigamos hacer que [Ix(t)—x*(t)Il sea menor que cualquier € prefijado)
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Consideremos ahora la ecuacién de orden n: [E] | x™ = g(t,x,x’,...,x(""D)

cuyas soluciones son funciones x(t) derivables n veces en un intervalo | que llevadas
a [E] la convierten en una identidad. Llamamos [PE] al problema consistente en
encontrar la solucion de [E] que satisface las n condiciones iniciales

X(to)=Xo , X'(to)=Xg » +.. » X" D(tg)=x,"Y

Toda ecuacion de orden n se puede convertir en un sistema. Basta hacer

X1 =X,
Xo' = X
X=Xq, X=X oo, XMW=, o [SE] T2
Xn' = 9(t,Xg,..-,%,)
, 5 o dwo*o 5
y esté claro que x es solucion de [E] siysolosi x=[: =[] [ es solucion de [SE].
X,0 X0
. . , 0% 0O
Siademas x satisface x(t;) = . ,0 entonces x es solucién del problema [PE].
Xo 0

Los teoremas 1 y 2 se pueden, pues, aplicar también a las ecuaciones de orden n.
Veamos la forma particular que adopta el teorema de existencia y unicidad.

Teor 3. | sean g, %(q _— aT(z‘%I’ continuas en un entorno de (to,Xy Xg » ... X)) .

Entonces [PE] tiene solucion uUnica definida al menos en un entorno de t, .

Por ultimo, se dice que x(t) es solucion estable o asintéticamente estable de
[E] si lo es la solucién x(t) del sistema equivalente (y por lo tanto se han de
parecer tanto x(t) y x*(t) como las n-1 primeras derivadas de de las dos soluciones).

x'=3tx3+Iny
y'=xy-t’
No sabemos, ni sabremos, hallar su solucién general, ni ver que soluciones estan
definidas para todo t, ni estudiar su estabilidad (aunque se podrian hallar los valores
aproximados para unos datos iniciales concretos por métodos numeéricos).

3
Es trivial comprobar que una solucion del sistema es x(t) = (tl)

(la anica que satisface x(1)=y(1)=1, aunque tal vez haya mas con x(0)=0, y(0)=1).

Ej 1. Posee solucion con X(tp)=X,, Y(to)=Y, Si ¥,>0 . Es Unica si x,#0.

Ej 2. | t2x"=2tx'+2x=0 | Posee solucién Gnica con x(tp)=a, X'(t;)=b si t,#0 .

En la préxima seccién veremos que su solucién general es x=cjt+cot?.

La Unica solucion que satisface x(1)=a , X'(1)=b es x=(2a-b)t+(b-a)t> (que, como

debia, es funcién continua de los datos iniciales). Las infinitas soluciones x=c,t?

satisfacen x(0)=0, x'(0)=0 , pero no hay ninguna satisfaciendo x(0)=1, x'(0)=0 .

La solucion con x(1)=1, x'(1)=1 ( x=t) es inestable pues para el sistema equivalente
OX'=y . [t t (2a—b)t+(b—a)t?
Y=ot 2xorly ©S inestable x(t) = (1) yaque || (1) ~\2an) +2(b_a)t) || - oo

para a y b tan cercanos como queramosa 1.
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2.2 Sistemas de dos ecuaciones lineales y ecuaciones lineales de
segundo orden

. x'= a(t)x+b(t)y+f(t)
Sea el sistema y|: C(t)X+d(t)y+g(t)

o en forma vectorial [S]| x' = A (t)x+f(t) |, donde x = (;‘/) , A:(i 2) y f= (;) .

Suponemos que a,b,c,d,f,g son funciones de R en R continuas en un intervalo 11, .
Por la seccion anterior sabemos que existe una unica solucioén de [S] que satisface
cualquier par de datos iniciales Xx(to)=Xo , Y(to)=Yo . Como ocurria en las lineales de
primer orden se puede probar que esta solucion Unica esta definida para todo tol.

Consideremos primero el sistema homogéneo [H] | x' = A(t)x

%18 ;28% cuyas columnas nglmy Xfa(zm son soluciones
1 2

A una matriz | W (t) = AR v,
1 2

de [H] y tal que el determinante |W(t,)|#0 la llamaremos matriz fundamental de [H].

El siguiente teorema nos asegura que conocida una matriz fundamental W(t) el
sistema [H] estéa resuelto (aunque no nos dice como calcularla).

Teor 1.1 i1 El conjunto V de soluciones de [H] es un espacio vectorial de dimensién 2

1i] Una matriz fundamental W(t) es no singular para todo tOl.
iii] El conjunto {x,,X,} constituye una base de V y por tanto la solucion
general de [H] es:

X=c, X, +C,X,=W(t)c, con c:glg arbitrario.
2

i] Es inmediato comprobar que cualquier combinacion lineal de soluciones de [H] es
también solucién. Veamos ademas que son base de V las dos soluciones e, (t) y e,(t)
de [H] cuyos valores iniciales son, respectivamente, (1) y (0) :

0 1)

son linealmente independientes: c,e,(t)+c,e,(t)=0 O c,e,(ty)+c.e,(ty)=0 O c¢,=c,=0.
cualquier solucién x(t) :(§8 se puede escribir como combinacion lineal de ellas:
z(t)=x(to)e,(t)+y(to)e,(t) es solucion con z(ty)=X(to,). Por unicidad es x(t)=z(t) LtOl.

ii] Si fuera |W(s)|=0 para algun sOl existirian b, , b, no los dos nulos tales que
b,x,(s) + b,x,(s) = 0. Entonces x(t) = b,x,(t) + b,x,(t) seria soluciéon con x(s)=0 .
De nuevo por unicidad x(t)=0 y por tanto |W(t)| seria O para todo t de I.

iii] Sean x,, X, soluciones cualesquiera. Si |W(ty)|#0 , dichas soluciones son
independientes: c x,(t)+c,x,(t) =W({)c=0 0 W(t,)c=0 0 c,=c,=0.

Conocida una W(t) podriamos calcular la solucion de [H] con x(t5)=X, resolviendo
el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas W(tg)c=X, que tiene solucién Unica.
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Consideremos ahora el sistema no homogéneo [S]:

Teor 2. j]Si x, es cualquier solucién de [S] y W(t) es una matriz fundamental de
[H], la solucién general de [S] viene dada por x = W(t)c+x,,.

ii] Una solucion particular de [S] es X, = W(t)IW‘l(t) f(t) dt

1] Si W,(t) satisface W, (to)=I (matriz fundamental candnica en t,) la
solucién de [S] que satisface x(tg)=X, €s

_ Uy 1 formula de variacién
X = We()Xo + We(t) Ito We(s) f(s)ds de las constantes ]

i] Sea x cualquier solucion de [S]. Entonces [x—X,] = Ax+f—Ax,—f = A[x—xp] . Por tanto
X=X, = W(t)c para algun c, pues satisface [H]. Toda solucion se puede escribir asi.

] Xp'= W' IW‘lfdt +WWif = Ax,+f pues W'=AW por ser solucion cada columna.

iii] Por i] y ii] es solucion de [S]. Ademas X(to) = W, (to)Xo = I Xo =Xo .

Observemos que si conocemos cualquier matriz fundamental podemos calcular la
canodnica : W,(t) = W(t)W(t,) , pues el producto de W(t) por una matriz constante sigue
siendo fundamental (sus columnas son combinaciones lineales de soluciones y por
tanto son soluciones) y evidentemente es la matriz unidad | en t=t,.

Conocida una W(t) podemos resolver, pues, tanto el sistema homogéneo como el no
homogéneo. Sin embargo sé6lo tendremos un método de calculo de tal matriz
fundamental para el caso de coeficientes constantes que tratamos ahora:

Sean [C] | x'= Ax+f(t) | y [Ch] | x'= AXx | , con A matriz constante.

_ . . 1
[Recordemos que la exponencial de una matriz B se define eB=1+B+ 582+ .. , que
para toda matriz B es convergente (sus elementos son series numéricas convergentes),
gue es no singular, que la inversa de eBese™® y que eB*+C=gBeC g; BC=CB]

Teor 3. W, (t) = eA%) es |a matriz fundamental canénica en t, de [Ch]
doac_d AN S d Al 2 A
En efecto, di € T dr ) ki 2 dt K —AZ (k=1)! = Ae

donde hemos utilizado que la serie converge uniformemente y hemos tomado t,=0 por
comodidad. Es, pues, eA =) matriz fundamental ya que entonces cada una de sus
columnas satisface también [Ch]. Ademéas eAlloo)= | con lo que es la canodnica.

El problema de resolver el sistema [C] se reduce, pues, al calculo de la exponencial
de una matriz. Tal exponencial es facilmente calculable a partir de la matriz J de Jordan
asociada a la matriz dada. Aunque en general no lo sea, es facil escribir la forma de
Jordan de A para el caso n=2 que estamos tratando (ver libros de algebra):
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Teor 4.| sean A, A, los autovalores de A [las raices de |A-Al|=0].
Entonces existe una matriz no singular P tal que A=PJP~! donde:
i] Si A;ZA, y v,,Vv, son vectores propios asociados a ellos [ (A—A;l)v;=0 ],
%0, po -
J= o Ar,0Y P= (v1 v2) , matriz cuyas columnas son v, y v, .
ii] Si A;=A,=A y sOlo existe un vector propio v linealmente independiente
0
asociado, J:% )\%y P=(W v), siendo w cualquier vector con (A-Ah)w=v.

iii] Si A;=A,=A y existen dos vectores propios linealmente independientes
asociadosa A, A es ya diagonal.

La e”Alesta relacionada con la eJt de la misma forma que la A lo estaba con la J:

@ AKiK _ @ pgkp-lik -1 Jip-1 k 1 1 k-1
=S T PZl 1= peltp-l | pues AL=(PIPY)...(PIP=PIP

y la e’tse calcula facilmente:

A
sig=0* °0 ) otz E’r LB 0R, et SOe = top
0 A,0 "Ho a7 2!Do 0t o el

e M
i _ﬂ‘ OD_@Oﬂ)OD_ t — oDt Nt — 0 d)o _EJr ODM
SII=H ,0 B \OE g DN, e’t=ee Ho eM B0 oo L0e

De lo dicho para coeficientes constantes y de la férmula de variacién de las constantes
obtenemos la siguiente expresion para la solucion de [C] que satisface x(to)=Xo:

t
x = Peltolp~ty, +p [ P ti(s)ds

donde todas las matrices que aparecen son calculables. Observemos que los A pueden
ser complejos, asi como las matrices P y €, pero si A es real han de ser reales la
matriz fundamental €At y la solucion x.

X'= 2X+y
y'= 3x+4y+et 0 Sea, X_E% Elf(JrEe tg XO)= ( )
[Sabemos que dicha solucion es Unica y que esta definida para todo tde R]

Ej 1. Resolvamos

con

5t
_ =2 =0 ti To = = - @ O oJt— 3 OD
|A—=Al| = A*=6A+5 =0 tiene por solucion A=5 y A=1. Portanto J = D 100 e = et

(A=5I)v=0 _ v= (é) L (A=lv=0 - v= (_11) nP= (; _11) npl=l (3 i 1) . Asi que
©=262) 6 (1 1) 0 DE(TIE) (1) (3) e

_1 e5t—et 95t_4SdSD 1 f5edt-5el—4tel
4 3e5t+et ftds 16 \15edt+et+4tet
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Deduzcamos de todo lo anterior resultados para ecuaciones lineales que, como
vimos en la seccion 2.1, se pueden considerar como un caso particular de sistemas.

Consideremos [e] | x"+ a(t)x'+ b(t)x = f(t) |, cona, by fcontinuas en .

Sabemos que entonces existe solucion Unica definida en todo el intervalo | para cada
par de datos iniciales X(tg)=Xo, X'(ts)=Xo' Si to[l. Haciendo x'=y obtenemos el sistema

Ox = Yy . , . . X\ _ X
Ey':—b(t)x—a(t)y +(t) cuyas soluciones seran funciones vectoriales (y) = (X) :

Este sistema estd resuelto conociendo una matriz fundamental, para lo que basta
conocer dos soluciones X, y x, de la ecuacion homogéna asociada a [e] (pues la fila
inferior de la matriz estara formada por las derivadas de X, y x, ) tales que el llamado

determinante wronskiano de x; y x, | |W|(t) = ZH sea no nulo en algun s de .

1X2

La solucion general de [e] serd entonces la primera fila de W(t)c + W(t)_[W‘l(t) (f?t))dt .

1 () —Xx(D _ _
Como W™(t) = Wi %X © x (t)E’ unas pocas operaciones nos llevan a:

Teor 5.|i] Si x, y X, son dos soluciones de la ecuacion homogéna cuyo
determinante wronskiano es no nulo para algun s de | 'y x, es cualquier

solucion particular de [e], la solucion general de [e] es X = ¢;X; + C, X, + X,

ii] Una solucion particular de [e] es Xp= X IIWI _I|W|

[formula de variacion de las constantes]

El calculo de las dos soluciones en términos de funciones elementales se podra
realizar si los coeficientes son constantes y en pocos casos mas (en el capitulo
siguiente se vera como resolver cualquier solucion de la forma [e] por medio de series).

Resolvamos la ecuacién con coeficientes constantes [c] | x"+ ax'+ bx = f(t)
Llamemos [ch] a la ecuacién homogénea (f=0).

: : : 0 1 ., -
La matriz del sistema asociado es A= (_b _a) , de ecuacion caracteristica | A2+ax+b=0

(se llega a esta ecuacion probando en [ch] soluciones del tipo e, método mas clasico).

Como los elementos del vector real Pe’tP-c, solucién general del sistema homogéneo,
estan formados por combinaciones lineales arbitrarias de los elementos de la matriz eJt,
la solucion general de [ch] es: Si A £\ A Aot

, reales , x=c,eMc,e
Si A doble (real) , x=(c,+c,t)e
Si A=p+qi , x=(c,cosqt+c,senqt)eP!

eMt o O pt i
pues e’! es, en cada caso, H De)‘t [ (cosqt +isenqt) 0 N

o elat O 0 eP(cosqt—isenqt)[]
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Para la busqueda de la solucién particular de la no homogénea disponemos siempre
de la férmula de variacion de las constantes, pero en muchas ocasiones sera preferible
el método de los coeficientes indeterminados que describiremos en la proxima seccion.

Ej 2. Resolvemos | x"-2x'+x = 6te! con x(1)=x'(1)=0

A°—2)\+1=0 tiene la raiz doble A=1, luego la solucién de la homogénea es x= (cl+czt)et

C W(t Da te! g2t _ gpel ettetdt 6ot [ gt = et
omo |W|(t) = (t+1)etD . Xp= 6t o dt — 6e [~ 5 dt =t°e

la solucién general de la no homogénea es x=(c,+ c,t)et + et .

X(1)=[c,+c,+1]e=0 D

_ 3
x(1)=[c,+2c,+4]e=0g ~ X=(2-3t+7)el.

Imponiendo las condiciones iniciales:

Aungue sea un mal camino, repasemos las matrices resolviendo el sistema equivalente

O X'=y " 01) 09 o _(o)

By':_x+2y+6tet ,0s€a,  X= (—1 2 - Bte' X(1)=\o) -

Como A=1 doble e’t= (i 2) el

(nunca la matriz de un sistema proveniente de una ecuacion puede ser diagonal).

. : 1
El dnico (salvo producto por un escalar) vector v asociado al A=1 doble es v=(l) .

Escogemos w tal que (j 1) w =v, por ejemplo W:(O) - P:(o i) - F"1=(Il é)

0N sl 1 O\/-1 Dt—3t+2Dt
y por tanto X—(1 1)I1e (t—s 1)(1 )E(Sse {+3t?—3t+10°

cuya X esladeantesycuya y esladerivadadela x.

Aungue no es practico pasar de ecuaciones a sistemas si lo es, en cambio, convertir
un sistema dado en una ecuacion , sobre todo si los autovalores son complejos:

Ej 3. | X'=x*+2y x(@=1} _ . Jt_@[C052t+|sen2t] 0 0
y'= —2x+y y(0)=1 =zl - e O 0 e'[ c o s2t-isen2t]U

11 1_-1 _ palt @[cosZHsenZt]D
y es pesado calcular P = ( ) P ( )y x =Pe P’ () {cos2t-sen21]0

Sin embargo, derivando la primera ecuacion: x"= x'+2y'.
Sustituyendo la y' de la segunda: x"= x'—4x+2y .
Sustituyendo ahora la y despejada de la primera ecuacion:
X" = X'—4x+X'—X - Xx"-2X'+5x =0 de solucién general x = (c,cos2t+c,sen2t) et

Imponiendo los datos iniciales: x(0)=1, x'(0)=x(0)+2y(0)=3 obtenemos el primer
elemento x del vector solucidn; que sustituido junto con su derivada x' en la
primera ecuacion nos proporciona el y de la solucion.
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Consideremos otros tres casos, ahora con coeficientes variables, de ecuaciones
lineales de segundo orden [e] que son resolubles por métodos elementales.

Ecuaciones de Euler: [u] | t?x"+ atx'+ bx = h(t) |, t>0

s.ox _1dx dile[dix_%
"dt “tds ' dt2 ~ t2lds?2 ds!

la ecuacion [u] se convierte en la ecuacion lineal con coeficientes constantes

Haciendo el cambio de variable independiente t=e®

d +(a—1) +bx h(e%) de ecuacion caracteristica | A2+(a—1)A+b=0

Como conocemos las soluciones de la ecuacion homogénea para esta segunda
ecuacion, deshaciendo el cambio ( s=Int ), tenemos que la solucién general de una
ecuacion de Euler homogénea es:

Si AZA, reales , x = cltAl + czt)‘2
Si A doble (real) , x = (c,+c,Int) t}
Si A=pxqi, x = [ c,cos(q Int)+c,sen(qgInt) ] tP

(observemos que la "ecuacion caracteristica" de una ecuacién de Euler seria la que
obtendriamos probando en la homogénea soluciones de la forma t}).

Para hallar la solucién particular de la no homogénea dispondremos siempre de la
férmula de variacién de las constantes con f(t)=h(t)/t?> (y para la ecuacién en s del
método de coeficientes indeterminados que veremos, si h(e®) es del tipo adecuado).

Ej 4. Hallemos la solucién general de | t?x"+tx'—x=t

La "ecuacion caracteristica”" es A>+(1-1)A-1=0 _ A=#1,

con lo que la homogénea tiene por solucién general x:clt+c2t‘1
(valida en este caso para todo tz0) .

0o ig 1 Lyt ety t
Como [WI() =0,  o[F-2"y =" - x -tj t_1dt tf adt=;Int—y

— la solucion general de la no homogéneaes x=c;t+c, 14 ] >lnt
(hemos englobado el segundo término de la solucion particular en c,t)

Si en la ecuacion [e] es b(t)=0 : | x"+a(t)x'=f(t)

el cambio x'=y convierte dicha ecuacion en una lineal de primer orden en vy,
resoluble con la formula del capitulo 1.

(Observemos que el cambio anterior reduce también una ecuacién no lineal en la que
no aparece la x en una de primer orden, tal vez resoluble: x"=g(t,x') - y'=g(t,y) . Este es
unos de los pocos casos de ecuaciones no lineales que se pueden resolver)
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Ej 5. Calculemos la solucion general de | tx"-2x'=tcost

xzy - y'=2+cost - y=c,t?+ [t 2costdt ~ x=c,+C, t+ [ [t°t*cos tdt] dit
integrales que no son calculables elementalmente.

La ecuacion es también de Euler (con a=-2, b=0 y h(t)=t’cost ) y se podria resolver
como el ejemplo 4: A2-3A=0 - A=0,A=3 - x=c,+ c,t>, solucién de la homogénea.

|W|(t) =3t - x=c,+c,t5+ tSIC?OtS} dt — thiStdt , que debe coincidir con la de antes.

Si conocemos una solucion x, de la ecuacion homogénea x"+a(t)x'+b(t)x=0,

el cambio | x =x,Judt | lleva la ecuacion [e] a una lineal de primer orden en u.

(no son, por tanto, necesarias las dos soluciones que exigia el teorema 5; el problema
es que en pocas ocasiones podremos encontrar esa solucion: a veces a simple vista, a
veces tanteando, a veces nos aparecera cuando estemos resolviéndola por series)

En efecto, llevando x, x'=Xx; fudt+x,u y x"=X"fudt+2x,/'u+x,u’ a [e] obtenemos:
X,U'+ (2%, +ax,)u + (x;+ax,+bx,)fudt = f(t) - u'= —(2x,'x,+a)u + f(t) x,*

pues x, satisface la homogénea. El conocimiento de la x, nos permite calcular también
una segunda solucion x, de la homogénea, pues integrando la ecuacion en u con f(t)=0:

u:e_Iadtxl‘2 - xzlefe_Iadtxl‘zdt

Ej 6. Resolvamos | t3x"—tx'+x=1

Evidentemente x, =t es solucion de la homogénea. Para resolver la ecuacion dada
podemos ahora seguir dos caminos diferentes:

1) Efectuar explicitamente el cambio x=tfu , x'=fu+tu , X"=2u+tu’', convirtiendola en
la lineal de primer orden no homogénea t*u'+(2t2~t?)u=1 - u'=(t"?=2t Hu +t7%.
Resolver esta lineal: u = c,t72e ™+ 72e7M[=2ellgt = ¢, 1727 M - 72 -

Deshacer el cambio: y =t (c,+ ¢, [t™2e'dt — [t72dt) = c,t+c,te ™/ +1
2) Calcular una segunda solucion de la homogénea por la formula deducida antes:
_f_+32
x,= tfe J-Od 2 = gt
y calcular una solucion particular de la no homogénea por variacion de constantes
W)= — x,=teMft-2eMdt — tft2dt = t+1

(aunque todo el trabajo con la no homogénea ha sido absolutamente
inatil porque la x, =1 se veia también a simple vista)
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2.3 Sistemas y ecuaciones lineales de orden n. Estabilidad.

Veamos, sin demostracion, los resultados esenciales, analogos a los del caso n=2,
para el sistema general de n ecuaciones lineales:

f11 " 81np f1g i
[S]| x'= A(t)x+f(t) | ,con A=[]: 0, Xx=g'n f=go, Ay f continuasen I.
[@ny - appd Xn O UnD

Existe entonces solucién Unica definida en todo | satisfaciendo x(tg)=Xg si tol.

o¥1(t) -~ Xgn(
Se llama matriz fundamental a una W() = g : [ cuyas n columnas son
D(nl(t) Xnn(t)D

soluciones de la homogénea x'= A(t)x y tal que |W(ty)|#O0 .

Teor 1.

La solucion general de [S] es x = W(t)c + W(t)J’W‘l(t)f(t)dt

De nuevo conocida una matriz fundamental el sistema esta resuelto, aunque su célculo
se complica, incluso en el caso de coeficientes constantes:

Sea [C] | x'= Ax+f(t) |, con A matriz constante .

Teor 2.

t
La solucién de [C] con  X(tg)=X, es x = e to) x  + I e =S) f(s) ds

Pero ahora no es facil el calculo de eAt, pues en general las matrices J y P son dificiles
de calcular (ni siquiera, normalmente, podremos hallar de forma exacta los autovalores
de A). Veamos, simplemente, el caso sencillo en que J resulta ser diagonal:

Teor 3. [g; hay n vectores propios v,,...,v, linealmente independientes (asociados a

™M o - o []
Aot
0 2 0
Au...\, ), entonces eAt=p [Jo e ~1 con P:(vl oV )
n D: . n

[Jo o - et []

(esto sucedera, desde luego, si los A; son raices simples de la ecuacion caracteristica,
pero también puede ocurrir aunque haya autovalores multiples; si hay menos de n
vectores propios la J no sera diagonal y apareceran términos de la forma t" en la matriz
exponencial; como siempre, dicha matriz sera real, aunque los A; puedan ser complejos)

En la proxima seccion, gracias a la transformada de Laplace, podremos resolver
estos sistemas, incuidos los de J no diagonal, sin usar matrices.
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X'=xX+2y
Ej 1. Hallemos la solucién general de |y'=2x+2y+2z| o sea, x'= %

NDNN

0
[
a0

z2'=2y+3z

Los autovalores y los vectores propios asociados son

D22

A=—1- vV %ule, A=2- vV leH A=5. v H y, por tanto, P EZ—% gH

Para el calculo de la solucién general no es necesario el calculo de la P

0
x = W(t)c = Pe’PPlc = P qo 2t o c*=c,e™!

oo 2 2
N 2t 0 O 5t 30
20+ c.ec H1L =+ c.e

Oo o o5t &H " A" %H

Sea ahora [e] | xM+a ()x" D+ . +a, (t)x'+a,(t)x = f(t) | con a;, f continuas en I.

Tiene solucién Gnica definida en | satisfaciendo X(t,)=X,,....x" (t,)=x,"Y , si to0l .

Teor 4.

Si los coeficientes son constantes: [c] | L[x] = xX™M+a;x("V+. . +a, ;x'+a,x = f(t)

Si X4q,..,X, son n soluciones de la homogénea tales que su wronskiano
0 Xy oo X, 0
W|(t) =0 . 0O esno nulo para algun sCl'y x,, es solucién de [e],
X (n-1) X (ﬂ—l)D
Y LX,
la solucién general de [e] es X = C1Xg+...+CXy+X,

para resolver la homogénea basta hallar las raices de una ecuacion de autovalores :

Teor 5.

Supongamos que A"+a, A"+, +a, ;A+a,=0 tiene m raices reales Aq,.... A\,
de multiplicidades rq, ..., r, Yy 2k raices complejas p;*iqq, ..., Pcidy
de multiplicidades s, ..., S [r+..+ ry+2(s;+...+s,) =n]. Entonces

frlght cehmt Tl gAmt

. t51—1 eplt

e)\lt

ePteosqyt, e

ePtcosq,t, ePsenqyt, ..., t cosqt, t

son n soluciones linealmente independientes de L[x]=0

Sq-
1t t 1lep1t

Sk-1 epkt

senqt, .. cosqt, senqgt, ... :

kt Sk-1 epkt

sen gt

Ej 2. | x'—4x"+3x'=0 | tiene por ecuacion caracteristica A°—4A%+3A=0 ,

cuyas raices son A=0, A=1 doble y A=—1#i/2 , con lo que su solucién general es

X = ¢;+ (Cp+cat) et + (c4cosV 2t+csseny/ 2t) et

Para resolver la no homogénea no disponemos ahora de una férmula sencilla para el
calculo de la x, a partir de las soluciones de la homogénea (aunque como ultimo
recurso podriamos resolver el sistema equivalente mediante matrices). Pero si la f(t) esta
formada por sumas y productos de polinomios, exponenciales, senos y cosenos
podemos acudir al método de los coeficientes indeterminados descrito en el
siguiente teorema:

38




Teor 6. | ] Si f(t)= e)‘tpm(t) , CON p,,, polinomio de grado m, y A no es autovalor de
[ch] existe una solucion particular de [c] de la forma X,= e“Pm(t) , donde
P, es otro polinomio de grado m cuyos coeficientes se determinan
llevando X, a [c]. Si A es autovalor de multiplicidad r existe X,= tre)‘th(t)

1] Si f(t) = ePt [p;(t) cos gt + q,(t) senqt] con p; y gy polinomios de grados |
y k, y pzxig no es autovalor de [ch] existe solucion particular de [c] de la
forma x,= ePt [Py(t) cosqgt+ Q(t) senqt] donde P,, y Q,, son polinomios de
grado m=max { j,k}, cuyos coeficientes se determinan llevando X, a [c]. Si piq

es autovalor de multiplicidad s existe x,= t%eP'[P(t) cos qt + Qp,(t) sen qt]

iii] Si (t) = f,(O)+.+,(t) y Lix]=f(t) entonces L[xy+.+X,] = f(t)

Ej 3. Hallemos, por este método, las soluciones particulares de los ejemplos 2 y 4 de la
seccion anterior ya calculadas con la formula de variacién de las constantes:

x"-2x'+x=6te' | Como A=1 es autovalor doble de la homogénea hay solucién de la
forma x,=t%e[At+B] - x,=e'[At*+(B+3A)*+2B1] - X" =e'[At*+(B+6A)t*+(4B+6A)t+2B]
Llevandolas a la ecuacion tenemos [6At+2B]e'=6te' - B=0, A=1 - x,=t%€'

t2x"+tx'=x=t | Teniamos que A=+1 . Como no tiene coeficientes constantes no
podemos aplicar directamente el método de coeficientes indeterminados. Pero como
sabemos que al hacer t=e° la ecuacion se convierte en x"—-x=e® _, existe para esta

. . i t
ecuacion xp:AseS ~ existe x,=AtInt para la ecuacionent - x,= 5Int ya calculada.

Ej 4. Calculemos soluciones particulares de | x"+x = f(t) | para diferentes f(t).
Sus autovalores son A=xi (su solucion general es, pues, X=C1COSt+CiSen t+Xxp)

Si| f(t) = e'cost | existe x,=e'(Acost+Bsent) ~ (A+2B)cost+(B-2A)sent = cost

A=

gl

_2 _atel 2
,B=5 - Xx,=e (gcost+gsent)

Si| f(t) = cos?t aparentemente no podemos utilizar coeficientes indeterminados,

pero como cos?t = % (1+cos2t) - existe x,= A+B cos 2t+C sen 2t - xp:% —% cos 2t

Si| f(t) = (cost)‘1 tenemos que acudir a la formula de variacion de las constantes:
IWOI=1 - x,= sent_[cost (cos t)‘ldt - cost_[sent (cos t)‘ldt =tsent+ cost In(cost)

Ej 5. Resolvamos xV+4x"+8X"+8X'+4x=4t con Xx(0)=—1,x'(0)=0,x"(0)=0,x"'(0)=2

Como A=0 no es autovalor existe x,=At+B - x,=t-2 ; lo dificil es calcular los
autovalores que, de hecho, son A=—1+i dobles, por lo que la solucion general es

X= (cqt+Cot) e tcost + (cgtcyt) elsent+ t-2 - imponiendo ahora los datos iniciales y
resolviendo el sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas obtenemos x= e lcost+t-2.
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Tratemos ahora la estabilidad de las soluciones del sistema [S]. Suponemos que A
y f son continuas en I=[t,,00) con lo que todas las soluciones de [S] estan definidas para
todo t >ty . Si W(t) es cualquier matriz fundamental y x(t), x*(t) son dos soluciones

[ x®-x*@) [| = [ WOW o)X (to)x*(to)] [ < K[| W) || || x(to)-x*(to) ||

(sean cualesquiera las normas utilizadas, pues todas son equivalentes; por ejemplo,
tomando como norma de W(t) la suma de los valores absolutos de sus elementos ).

Por tanto, a semejanza de los que ocurria en las lineales de primer orden, se puede
hablar de la estabilidad del sistema [S] pues, como se ve, todas sus soluciones tienen la
misma estabilidad: seran estables, asintdéticamente estables o inestables
dependiendo de que, respectivamente, la norma de una W(t) esté acotada, tienda a
0 cuando t-o0 0 nNno esté acotada . También se tiene como alli que la estabilidad no
depende de f(t) y que, por tanto, cualquier solucién tiene la estabilidad que tenga la
solucion trivial x=0 como solucion de la homogénea.

Para el caso de coeficientes constantes se tiene entonces el siguiente resultado:

Teor 7. Si todos los autovalores de A tienen parte real negativa, el sistema
[C] es asintéticamente estable

Si todos los autovalores de A tienen parte real menor o igual que O
y para cada A de multiplicidad m con Re A=0 existen m vectores
propios linealmente independientes, el sistema [C] es estable

En los demas casos, [C] es inestable

[los elementos de W(t):eAt son exponenciales eM tal vez multiplicadas (si la J no es
diagonal) por polinomios en t ; si Re A<0 cada uno de estos elementos, y por tanto la
norma de la matriz fundamental, tiende a O cuando t- o ; sihay A con Re Ax=0y la J es
diagonal hay términos que son constantes, Senos 0 cosenos y permanecen acotados; si
hay algin A con Re A>0 o0 si los términos provenientes de A con Re A=0 estan
multiplicados por polinomios la norma de la matriz no esti acotada]

Asi pues, la parte real de los autovalores nos informa sobre la estabilidad de un
sistema (y por tanto de una ecuacion) de coeficientes constantes. Pero el problema es
gue si n>2 los autovalores normalmente no son calculables (sin acudir a métodos
numeéricos). Sin embargo, el siguiente teorema (criterio de Routh-Hurwitz) nos precisa,
sin necesidad de determinar los autovalores, cuando hay estabilidad asintética.

Teor 8.1 Sea P(\)=A"+a,\"1+..+a, A+a,
i] Si algun a<0, existen raices de P(A) con parte real mayor o igual que 0

1 0 0 0 -0
1 OD

B . . [Esazall o - D
ii] Consideremos la matriz nxn: B = —as a, a3 a, a; 0

H)ooooo:;\n%

Entonces todos los ceros de P(A) tienen parte real negativa si y s6lo si son

molpg B2t )0
positivos los n determinantes |a,| , (. a,[] " [(Fsd a1 ], ..., |B]
3“2 La; a, ag
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Ej 6. Aunque no hubiésemos sabido hallar los autovalores del ejemplo 5 podriamos
determinar su estabilidad. Se tenia A*+4A3+8\3+8\+4=0 . Construimos:

Q?looﬂ 1 1OD_
= 841 D: 8 4 =
B %332% Como 4, 0 s[] 24,%48D-128, |B| =512

son todos positivos la ecuacién es asintéticamente estable.

Ej 7. La ecuacion XV+5xV+6xV+7x"+2x'+3x=0 | no es asintéticamente estable
(aunque no podamos saber si es estable a secas o inestable) porque en su ecuacion
caracteristica es 0 el coeficiente de A°.

Ej 8. | xV+5xV+6xV+7x"+2x"=0 | tampoco es asintdticamente estable. Pero como

A=0 es autovalor doble la solucion es de la forma c,+C,t+C,X;+C,X,+C X +CeX, VY la
ecuacion es inestable pues no esta acotada la matriz fundamental formada por esas
6 soluciones y sus 5 primeras derivadas (para las ecuaciones siempre es facil, sin
calcular vectores propios, ver lo que ocurre si hay A con Re A=0)

Ej 9. | x"+2x"+4x'+8x=sen(t-7) | , de ecuacién caracteristica A3+2A\?+4A+8=0 , no

intoti te establ B—%igﬂ 2 D'Lg B1=o0
es asintéticamente estable pues Pl AT , |B]=

En este caso podemos hallar los autovalores: A=x2i , A=—2 Yy comprobar que la
ecuacion es estable, aunque no asintéticamente (los de Re A=0 son simples)

. DO 0 1 ] . . . ;o 3 2
Ej 10. | x'= -3 -1 -2 HX tiene por ecuacion caracteristica A°+A“+2A+3=0. No es
010

intoti te establ B—%”D 1>0 ? 100 |BI<0
asintéticamente estable pues =g2lg- , pero .3 , |B]

No hay forma facil de calcular los autovalores. Veamos si los hay con Rex=0: A=%qi .
Debe ser iq(2—q%)+(3—g%)=0. Como esto no es posible para ningln gy sabemos que
debe haber A con Re A=0 -, existen A con Re A>0 - es inestable.

Ej 11. t3x"—tx'+x=1| (ejemplo 6 de 2.2)
Es lineal, pero no tiene coeficientes constantes. Pero como vimos que la solucion de

-1/t
—1/ Ot te O
cuya

norma es, evidentemente, no acotada. La ecuacion es inestable.

la homogénea era x=c,t+ c,te™", una matriz fundamental es
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2.4 Transformada de Laplace

Sea f(t) una funcién continua a trozos en [0,0). Se llama transformada de Laplace
de f alafuncion Lf=F definida por

F(s) = I:f(t)e‘Stdt para todo s tal que la integral converge.

Enunciamos, con pocas precisiones teoricas y sin demostraciones (la mayoria son
simples ejercicios de integracion), algunas de sus propiedades.

El operador L: f — F es claramente lineal. Dada una F(s) puede que no exista una
f(t) tal que L[f]=F , pero si existe hay una Unica f que es continua. Podemos, pues,
definir el operador L1 F - f. A L7F]=f le llamaremos transformada inversa de
Laplace de F. Esta claro que también L™ es lineal.

Lo béasico para resolver ecuaciones es el hecho de que la L transforma las derivadas
de una x(t) en una expresion en la que no aparecen las derivadas de X(s) :

Teor 1. | L[xM()]=s"X(s) - s"*x(0) — s"2x'(0) — ... — x("D(0)

Necesitaremos también conocer la transformadas de las siguientes funciones:

Sn+l +a2

Teor 2. =1L . |_[eat]:sf—a1 ; Llsenat]= 5% ; L[cosat]= 5

Y las siguientes reglas para calcular otras transformadas a partir de ellas:

Teor 3. | L[e*f(t)] = F(s—a) , L[t"f(t)] = (-1)"F"(s)

La transformada de un producto no es el producto de las transformadas. Pero se tiene:

Teor 4.1 se llama convolucién de fygalafuncién fxg (1) =J'Otf(t—u)9(u)du :

Se tiene que fxg =g*+f yque L[f*g]=L[f]L[g]

Especial interés posee la L para resolver ecuaciones en las que aparecen funciones
discontinuas, como la funcidén paso u,(t) , definida como

1Y=---- —
10 si t<a P Uy

u,(t) = 0O ) :

a() 01 si t=a ol Y

o la “funcion” delta &(t—a), cuya definicién rigurosa exigiria acudir a la teoria de
distribuciones, pero con la que no es dificil trabajar formalmente.
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La d(t—a) se puede definir intuitivamente como el "limite" cuando n tiende a o de

Este objeto matematico tiene las propiedades:

Dn si tO[a—-1/2n,a+1/2n] ——
DO en el resto

fa() =

dt-a)=0 si t#a; S u,t)=3(ta) ;

3(t-a)

Df(a) si al[b,c]

,rb f(t) o(t-a) dt = D 0 si al[b,c]

De estas definiciones se deduce facilmente:

Teor 5.

1
s €

s. a>0: L[ug(t)] ==e3 | L[3(t-a)] =

Por dltimo necesitaremos:

Teor 6.

L{ua(®) f(t-a)] = e™*° F(s) , a>0

Con estos resultados es posible resolver un gran nimero de ecuaciones y sistemas
lineales con coeficientes constantes (aquellos en que el término no homogéneo
esté escrito a base de polinomios, exponenciales, senos y cosenos; es decir, los
mismos en que se puede aplicar coeficientes indeterminados). Aplicando el operador L
convertiremos el problema diferencial en otro algebraico. Resuelto éste se tratara
simplemente de calcular alguna transformada inversa.

Ej 1.

xV+4x"+8X"+8X'+4x=4t con X(0)=-1,x'(0)=0,x"(0)=0,x"'(0)=2

(ejemplo 5 de 2.3)

Aplicando L a ambos miembros y utilizando su linealidad tenemos:
LIXV+AL[X"T+BLIX+BLIXT+ALX] = s*X+53-2+453X+452+85°X+85+85X+8+4X = 5 = L[41]

—s°—4s5"—8s°—65?+4
s2[s*+4s3+852+8s+4]

Despejando, X =

4

Ahora para calcular la L™1[X] descompondremos en fracciones simples.
Necesitamos calcular las raices del denominador (y para ello debemos poder
resolver la ecuacion caracteristica de la ecuacién, que en general, como en este
ejemplo, ser& un factor de dicho denominador). La descomposicion es:
—s°—45%—8s°—6s’+4 A B = Cs+D Es+F 2 1 s+1

$2[s2425+2]2 s T2 sZ+2s+2 T [sP+2s+22 T s T 52t sZ42s42

una vez resuelto el largo sistema de 6 ecuaciones con 6 incégnitas. Para la Gnica L™}
no inmediata, completamos el cuadrado del denominador y utilizamos el teorema 3

- s+1 _ s+1 e
1[ s%+25+2 =L 1[ (3+1)2+1] e'L 1[ 2+1] e'cost

Por la linealidad de L™ tenemos por fin: x = L™[X] =-2 +t+ e 'cost

[con la L hemos calculado la solucion del problema directamente, ahorrandonos el

proceso de calculo de la solucion general,

de una particular y la determinacién de las

constantes arbitrarias a partir de los datos iniciales; a cambio, hemos tenido que sufrir la
descomposicién en fracciones simples]
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_ 2
x'=2y—2e?! x(0)=0 sX=2Y-¢

y'=—2x+4y-2 y(0)=1

_Sy. 1 _ 8
- YEp Xt - X5 (s-2)%s

Ej 2.

—

SY-1=—2X+4Y-2

(3_82)35 = §+%+(S_CZ)2 +(SI_DT)3 se obtiene A=-1, B=1, C=-2, D=4
1 aty -1 1 at tk_l

(s 1T Tk = gy,

Podriamos calcular x mediante una convolucién pues X es el producto de dos

transformadas conocidas: t
LX) = 4 LML 5] = 4 10 e = 4 [ u? e du

Descomponiendo

Por tanto x= —1+e?'-2te’'+2t%e?' | puesto que L[

[normalmente este segundo camino no es viable y seré preferible, aunque lo sea, la
descomposicion en fracciones simples; deberemos acudir a la convolucién para invertir
fracciones simples cuyos denominadores sean polinomios de segundo orden, sin raices
reales, elevados a un exponente]

. X
Una vez calculada la x podemos calcular la y a partir de : y = e®+ 5 = e+ 2t%e?t,
También podriamos (aunque usualmente es mas largo) hallar la Y y calcular su

transformada inversa. En nuestro caso: Y = 3%2 + (Sf2)3 y se llega a lo mismo.
Ei 3 . _f _|]6tsi0$t<1 0)=—1 x(0)=3 x"(0)=—6
j 3. | xtx=f=0, o conx(0)==1,x(0)=3,x"(0)=-

Para calcular la L[f(t)] = 6 L[t —t uy(t)] podemos aplicar el teorema 3 o el 6:
—S
L[tus] = —% [Lug] = —% [e?] = e—s[sl +§] 6 L[(t=1)us+uq] = e SL[t]+[Luq] = e‘s[sl +§]

3yac2 2 _ 6 -s s+l _—s*+2s3-3s%+6 s 6
+5°—-35+6+ +s-3= &% — > = == "eo0 moo T
y por tanto S°X+s“-3S+6+s“X+s-3 2 6e 2 X (s+1)s? e 4
La descomposicion del primer sumando es — 1 +—32 - —63 + —64 :

S S S S
Para invertir el segundo, del teorema 6 se tiene L‘l[e‘aSF(s)] = uy(t) f(t-a), con lo que:

L] =6 - e 51 = u) (-1)°

si t<1

3
] _ 2 .43 3 _Ht-1)
Asipues, x =-1+3t-3t° +t* - uy(t) (-1)° =0 ™ 757 -

Resolvamos el problema de otra forma totalmente diferente. Hallamos la solucion
general x;, parat<l [f(t)=6t] y x, parat=1 [f(t)=0] y utilizamos el hecho de que como
f es una funcion integrable la solucion va a tener dos (pero no tres) derivadas
continuas en t=1 (resolver una ecuacion de tercer orden viene a equivaler a integrar
tres veces; no sera pues, estrictamente hablado, solucion en t=1).

En el primer intervalo x,=At?+Bt® - xp= t3-3t> - x,= ¢, +C,t+c,e +t3-3t2

Imponiendo los datos iniciales en 0 se obtiene ¢,=-1,c,=3,c,=0 - x,=(t-1)3, t<1.

La solucion general a partir de t=1 es x,= c,+c,t+c,e™.

No tiene sentido aplicarle los datos iniciales en 0. Pero por ser de clase 2 los valores
de x, X' y X" a la derecha de t=1 han de coincidir con los que da x: a la izquierda.

Imponemos pues a X, que X,(1)=X,(1)=0, X,'(1)=x,'(1)=0 ,X,"(1)=X,"(1)=0 - x,=0, sit=1.
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_1e”®

Ej 4 Xv:—x+e—16(t—1) X(0)=0 sX=—X+e le=s = e o1

. L - R 3 . .
y'=x-y y(0)=1 sY-1=X-Y ve b o4 o-1e

s+l (s+1)?

L gpl=et LY o] =te — L? S 1= we L (S+1)2] = i) (t=1)e

m sit<l e ! sit<l
y=e+uy(t)(t-1)e =

— —t _
. = =0 . = )
x=u(t) e e lsit>1 et si t>1

(observemos que la x ha salido discontinua en t=1 como debia ocurrir para que su
derivada pudiera ser una & ; rigurosamente no es pues solucién en ese punto).

Resolvamos el problema por otros caminos. Como la matriz del sistema ya esta en
forma de Jordan

0= Q) (4 ) ()= (2) (S e

la integral es 0 si t<ly ((t—l)el—t) si t=1, portanto: x = (e—t) Si t<1, x= (te—t) si 21.

Mas formas de resolverlo sin transformadas. La primera ecuacién so6lo contiene X.
Podriamos haberla resuelto directamente de una de las dos siguientes formas:
Como la solucién es x=c,e™ tanto para t<1 como para t>1y la x debe tener en
t=1 un salto de altura e~* para que al derivarla aparezca la e 13(t-1):
X(0)=0 - x=0 sit<l - x(17)=0 - x@1*)=e! - x=e! sit>1

Aplicando la férmula de variacion de las constantes para ecuaciones de primer
orden (la cosa funciona, aunque la demostramos para funciones continuas):

t o0 sit<1
x=¢€ Ioe €70~ ds = L tele-lopt g 121

Llevando esta x a la segunda ecuacion: y'=—y+u;(t) e que podemos resolver:
y=c,e'sit<lcony(©0)=1 - y=e'sit<l - y@a)=e!
yp=Ate™ _ y,=te™' - y=c,e”+te™" sit>1 con y(*)=e~! (y continua) - y=te™'sit=1
He ' sit<l

- — — t —
O bien: y=e™ +e t.[oese TU(S) ds = Ee“+e_tjt1ds: te~'si t=1
0 >
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2.5 Soluciones periodicas de ecuaciones lineales

Consideremos el sistema [S] \ X'=A(t)x+f(1) \ con Ay f continuas y de periodo T [ es
decir, A(t+T)=A(t) ; f(t+T)=f(t) ] (sus soluciones son Unicas y estan definidas para todo t ).

Teor 1. X(t) , solucién de [S], es de periodo T = x(0)=x(T)

La O es trivial. La otra implicacion no es cierta, evidentemente, para funciones
cualesquiera, pero esa condicion es suficiente para las soluciones del sistema [S]:

Sea X(t) solucion de [S] con x(0)=x(T) .Entonces z(t)=x(t+T) es también solucién [ pues
Z'()=x"(t+T)=A(t+T)X (t+T)+H (t+T)=A(t)x (t+T)+f (t)=A(t)z(t)+f(t) ] y satisface z(0)=x(T)=x(0) .
Por unicidad, z(t)=x(t+T)=x(t) paratodo T.

Teor 2. | EI sistema homogéneo tiene como Unica solucion T-periddica la trivial
x=0 < el sistema [S] tiene una Unica solucién T-periddica

Sea x(t)=W(t)c+x,(t) la solucién general de [S]. Por el teorema 1, x(t) es T-periodica si y
solo si- [W(0)-W(T)]Jc=x,(T)—x,(0) . Este sistema algebraico tiene solucion unica si y
s6lo si el sistema homogéneo [W(0)-W(T)]c=0 tiene sdlo la solucién c=0 y esto
equivale a que el sistema homogéneo tenga sélo x=0 como solucion T-periddica.

Si el sistema homogéneo tiene otras soluciones periddicas la situacion se complica.
Para precisar lo que ocurre es necesario conocer las soluciones del homogéneo, lo que
en general no se puede. Nos limitamos a considerar dos casos particulares:

Sean [1]| x'=a(t)x | y [2]] x'=a(t)x+f(t)

Teor 3.

,cona y f continuasy de periodo T.

1] [1] tiene como unica solucion T-periddica la trivial = J'O a(tdt 0

T
ii] Si [1] tiene todas sus soluciones T-periddicas [J’O a(tdt = O] [

T _
a Si [ye fo awa f(s)ds=0 todas las soluciones de [2] son T-periédicas
b] Si la integral no es 0, ninguna solucion de [2] es T-periddica

t
T
i] x(t) = celo® es T-periddica paratodo ¢ = x(T)=x(0) = J'O a(t)dt =0
Si esta ultima integral no es 0 la Unica solucién periodica se tiene para ¢=0 .
T T T s
ii] x(t) solucién de [2] es T-periddica = x(T)=x(0) = x(0)[1—el0?]= elo? [o eJo?tds,
de donde se sigue inmediatamente el resultado del teorema.

cost

: T . ) : )
Ej 1. x'=e®S+sen3t  Como Ji e®°stdt 20 la ecuacién homogénea tiene sélo la
solucion periddica trivial y la no homogénea tiene una Unica solucién 2r-periodica.

Ej 2. \ x '=ax+f(t) , f(t+T)=f(t) \ Si a#0 tiene una Unica solucién T-periddica.

Si a=0, la homogénea tiene todas T-periddicas (x=c) y la no homogénea x'=f(t) tiene

todas sus soluciones T-periddicas si J’gf(t)dt:O 0 hinguna en caso contrario.
(La primitiva de una funcion periddica es periddica si y solo si su promedio es 0)
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Consideremos ahora [c] | x"+ax'+bx=f(t) | con f continua y T-periddica.

Sabemos por la seccién 2.2 que la homogénea [ch] tiene soluciones peridédicas no
tiviales si y soélo si existen autovalores de la forma A=%q;i :

Sia=0y b>0 (A=xVbi ) la solucion general es x=c,cosVbt +c,senVbt, y todas
las soluciones son periddicas de periodo minimo 21/Vp (no tienen que ser de
periodo T).

Si b=0 (al menos un A=0) la solucién es x = c,+¢c,X, con X, no periodica, y

existen soluciones de cualquier periodo (aungue no todas sean periodicas).

El teorema 2 asegura que [c] tiene una Unica solucién T-periddica cuando [ch] tiene
como unica solucion T-periddica la trivial. Ademas:

Teor 4.| j]Sia=0, b>0 y T=2mAb para algin nON
(todas las soluciones de [ch] son T-periddicas) entonces:

a] Si Igf(t) cosVbtdt :J'g f(t) senVbt dt = 0, toda solucion de [c] es T-periddica
b] Si alguna de las integrales no es 0, ninguna solucién de [c] es T-periddica

ii] Si b=0 (infinitas soluciones de [ch], no todas, son T-periddicas) entonces

a] Si jgf(t)dt:O existen infinitas soluciones T-periddicas de [c] (no todas)
b] Si la integral no es 0, ninguna solucién de [c] es T-periédica

i] La férmula de variacion de las constantes nos da la solucién general de [c] :

?/ib sen?/btj:) f(s) cosVb s ds — Vib cosVb tJ'(t) f(s) senVb sds

Entonces, x(T)—x(0) =- L Tf(s) senvbsds y x'(T)—x'(0)= Tf(s) cosVbsds
Vb 0 0

X =c,cosVbt+c,senVbt+

El teorema 1 asegura que si las dos integrales son 0 cualquier x es T-periddica. Si
alguna no es 0, no hay soluciones T-periédicas.

ii] En este caso, si az0: x=c, +c,e”d + ij; f(s) ds — i e~ (t)f(s) e®ds. Debe ser:
X(T) = X(0) = ¢, [e®™-1] + I [§ f(s) ds — L e[ f(s) e*ds =0
x'(T) — x'(0) = —ac, [e@T-1] + e‘aTIg f(s) e®ds =0
Para que exista c, satisfaciendo ambas igualdades es necesario y suficiente que _l'gf:O.
Sitambién a=0: x=c, +c,t+ t_[(t) f(s)ds —j(t) sf(s)ds . Ahora debe cumplirse:
X(T) = x(0) = ¢, T+ TJ{f(s)ds — [{sf(s)ds =0 y Xx'(T)—x'(0) = [4f(s)ds =0

. . . . . .ol
De nuevo existe ¢, que satisface el sistema (cualquiera que sea c,) siy solo si _[Of:O.
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Ej 3.Si b>0 y a=0 le ecuacion [c] puede describir un sistema muelle-masa con
rozamiento (si a>0) proporcional a la velocidad, sometido a una fuerza externa de
periodo T. El x representa entonces la separacion de la masa de la posicién de
equilibrio. ¢ En qué condiciones es el movimiento de la masa de periodo T?

Si a>0, los autovalores tienen parte real menor que 0, con lo que
la ecuacion no homogénea tiene una Unica solucion T-periodica.
Como hay estabilidad asintética todas las soluciones se acercaran
a la periddica, con lo que, en la practica, se vera al cabo del tiempo
oscilar a la masa con el periodo de la fuerza externa (de hecho,
matematicamente, el movimiento no es periddico, pues, salvo que
los datos iniciales me proporcionen la Unica solucion periddica,
existen otros términos conteniendo exponenciales decrecientes).

Si a=0 (no hay rozamiento), la situacion puede ser mas complicada. Supongamos
por comodidad que b=1 [ la ecuacion es [d] x"+x=f(t) y x=c,cost+c,sent+x, es su
solucion ] e impongamos fuerzas externas periddicas de diferentes tipos:

f(t)=sen>(mt) . Su periodo minimo es 2. Como la homogénea no tiene soluciones de ese
periodo (salvo x=0) hay una unica solucion 2-periédicade [d]. SoOlo para
aquellos datos iniciales que nos den c,=c,=0 obtendremos esa solucion de
periodo 2. Las demas soluciones seran sumas de funciones de diferentes
periodos y no seran periédicas (ni siquiera asintéticamente).

f(t)=cost . De periodo minimo 2. Como las soluciones de la homogénea son todas de
ese mismo periodo es necesario evaluar las integrales:

Tt Tt 2
f)sentcostdtzo , Jicos tdt=0

con lo que [d] no tiene soluciones 21-periddicas. Podemos, en este caso, hallar
una yp por coeficientes indeterminados: x,=t sent /2 , y comprobar que todas
las soluciones oscilan con creciente amplitud (resonancia).

f(t)=eS®" . Periodo minimo 21 Ahora hay que ver si son 0 las integrales:
Jznese”‘sent dt=0 Jznese”‘cost dt=0
0 - y 0 -

La segunda se calcula facilmente: es 0. La otra no tiene primitiva elemental.
Sin embargo analizando la gréafica del integrando (0o numéricamente) es facil
ver que no se anula. No hay por tanto soluciones 2r-periddicas (ni de otro
periodo porque la segunda integral es no nula en cualquier intervalo [0,2k]). Y
en este caso no podriamos hallar explicitamente la solucion (si lo intentasemos
por variacion de constantes nos encontrariamos la integral de antes).

f(t)=sen?t . Periodo minimo T Hay una Gnica solucién de [d] de periodo Tt porque la

homogénea no tiene soluciones no triviales de ese periodo. Como
Tt Tt
J’é sendtdt=0 | J’; sen?tcostdt=0

todas son 2reperiédicas, aunque para afirmarlo no era preciso evaluar esas
integrales: si yp es de periodo 1 todas las c,cost+c, sen t+Xx, son de periodo 21
pues y, también lo es (de modo similar se probaria que si T/2r=m/n es racional,
pero no entero, existen infinitas soluciones de [d] de periodo nT)

f(t)=sen(2t) si tO[2kt,(2k+1)1] , KOZ y O en el resto. Tiene periodo minimo 21t Como

Jznf(t)sent dt :Insen 2tsentdt=0 _[znf(t) cost dt :Jnsen 2t costdt=0
0 0 v Jo 0

la masa se mueve periddicamente para cualquier posicion y velocidad iniciales
a pesar de aplicarle una fuerza del mismo periodo que el libre del muelle.
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