3. Soluciones por medio de series

En el capitulo anterior vimos las escasas formas de resolver elementalmente la
ecuacion con coeficientes variables [e] x"+a(t)x'+b(t)x =0 . Este capitulo trata una
forma general de atacarla: suponer la solucién desarrollada en serie de potencias
e introducir esta serie en la ecuacién para determinar sus coeficientes.

Si a 'y b son analiticas siempre se podran encontrar dos soluciones linealmente
independientes en forma de serie por este camino (seccién 3.1): llevando la serie a
la ecuacién conseguiremos expresar todos sus coeficientes ci en funcién de los
dos primeros cp y €1, que seran las dos constantes arbitrarias que aparecen en la
solucion de cualquier ecuacién de segundo orden. Un teorema, que aceptaremos
sin demostracion, nos asegurarad que las series solucion son convergentes al
menos en el intervalo en que ay b lo eran.

Si a y b no son analiticas, pero "poco", también se pueden utilizar series para
resolver [e] de una forma sélo algo mas complicada (es el método de Frobenius de
la seccion 3.2). Calcularemos primero una solucion x; que serd siempre de la
forma t"Y vy posteriormente otra x» linealmente independiente, que unas veces
serd del mismo tipo y otras contendra ademas un término incluyendo el Int . De
nuevo un teorema no demostrado garantizara la convergencia de las series que
vayan apareciendo.

Los célculos de los coeficientes de las series son sencillos (aunque algo
pesados). El problema basico de la utilizacion de series para la resolucion de
ecuaciones es la dificultad de obtener informacion sobre las soluciones obtenidas
(y mas cuando, en ocasiones, no podremos hallar siquiera su término general). Sin
embargo ecuaciones del tipo [e] surgen a menudo en problemas fisicos y las series
son el Unico instrumento para resolverlas. Por eso existen libros enteros (los de
funciones especiales de la fisica) dedicados a estudiar las propiedades de las
series solucion de algunas de estas ecuaciones (las de Legendre, Bessel, Hermite,
Laguerre, Tchebycheff, ...) . Una minima muestra de tales estudios son las
propiedades de las soluciones de las ecuaciones de Legendre y Bessel que se
tratan, respectivamente, en las secciones 3.3y 3.4 .
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3.1 Puntos regulares

Seala ecuacion [e] | x"+a(t)x'+ b(t)x =0

Se dice que t=ty es un punto regular de [e] si a y b son analiticas en t=tg .
En caso contrario se dice que t=ty es punto singular de [e] .

[Recordemos que una funcion f(t) es analitica en un punto ty si se puede escribir
como una serie de potencias en un entorno de dicho punto. Para que lo sea, debe tener
f infinitas derivadas en tp, su serie de Taylor en ty ha de tener un radio R de
convergencia mayor que 0 y ademas ha de coincidir f(t) con la serie en |t—tp|<R . Se
sabe también que la mayoria de las funciones elementales son analiticas, y se suponen

conocidos los desarrollos de el sent, cost, log(1+t), (1+t)?, ... en torno a t=0 ].

Supongamos que t=0 es regular y llamemos R al menor de los dos radios de
convergenciade a y b.Para |[t|<R se podra entonces escribir:

a(t) = Z a t<, b(t) = Z bt

Si los coeficientes son analiticos, se puede esperar que cualquier solucion de [e]
también lo sea. De hecho se tiene el siguiente teorema que no demostramos:

Teor 1. , . <
Si t=0 es regular, la solucion general de [e] es x = Z Cth = Ccoxg + Cp Xy

donde cgy, c; son arbitrarios y X;, X, son soluciones de [e] que admiten
desarrollos en serie convergentes, al menos, en el intervalo (-R,R).
Ademas, los coeficientes c, (para k=2) , se pueden determinar de forma
Unica en funcion de cy, y ¢4 llevando la serie de x a la ecuacion [e] (con
los coeficientes a(t) y b(t) desarrollados).

[este dltimo desarrollo, desde luego, no sera necesario si a y b son polinomios].

Obtendremos entonces las soluciones en la forma x;=1+2 , x,= t+2 , donde estas
series contendran potencias de t mayores o iguales que 2. Las x; Y X, asi definidas
seran soluciones de la ecuacion satisfaciendo x4;(0)=1, x;'(0)=0, X,(0)=0, X,'(0)=1, con lo
que su wronskiano en 0 es no nulo y son linealmente independientes .

Si lo que queremos es la solucion particular de [e] que satisface x(0)=X, , X'(0)=X,'
(que por ser a y b analiticas existe y es Unica) dada la forma de las series de x; y X,
se tiene inmediatamente que debe ser cy=X, , C1=X,' .

Para estudiar las soluciones de [e] en un entorno de otro t, que sea regular, el
cambio de variable s = t-t; nos conduce a una ecuacion en s para la que s=0 es
regular. Aplicando lo anterior para hallar su solucién obtenemos

X= Z cs¢ , esdecir, x= Z C(t=to)< .

En la practica operaremos como en los ejemplos siguientes:
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Ej 1. (1+t?)x"+2tx'=2x = 0 | , es decir, x"+%x'— 2
1+t 1+t

Las funciones a(t) = 2t/(1+t%) y b(t) = —2/(1+t?) son analiticas en para [t|<1.

[si P y Q son polinomios y Q(0)20, entonces P/Q, simplificados los factores comunes,
admite un desarrollo cuyo R es la distancia al origen de la raiz (real o compleja) de Q
mas préxima,; en el ejemplo el denominador se anula en *i que distan 1 del origen].
Existen, pues, soluciones que son series convergentes al menos en (-1,1). Como las
series de potencias se pueden derivar término a término dentro de su intervalo de
convergencia se tiene si |t|<1:

>x=0

X:Z Cth = coteqt + Cot?+... x':z ket = cp+2c,t +... x":Z K(k-1)C, t2 = 2¢,+...

Llevamos estas series a la ecuacion inicial (lo que es mucho mas practico que
desarollar a 'y b) e intentamos escribir los ¢, en funcion de ¢y y ;.

Z [k(k=1)C,t“ 2 + k(k-1)c, t¥] + Z 2ke, t€ — Z 2¢,t“= 0.

Para que ocurra esto es necesario que el coeficiente de cada potencia de t se anule
(hay que tener cuidado con los primeros términos porque no todas las series
empiezan a aportar términos para el mismo k):

t°:21.0,-2c0=0 - c,=cg
tl:32c3+[2-2]c;=0 - c3=0
2 : k(k-1)Cy + [(k-2)(k-3)+2(k-2)—2]C,p = O

De esta ultima expresion deducimos la regla de recurrencia que nos proporciona

el ¢, en funcion de los anteriores ya conocidos (en este ejemplo, exclusivamente en

funcion de c,_,); factorizaremos los polinomios que aparezcan calculando sus raices:
_ k(-3 _ k3

Haciendo uso de esta regla calculamos algunos coeficientes mas para facilitar la

busqueda de la expresion del término general:

-1 . __1 __ 3. _1 — k¥l _
C4=—3C=-3C , C=—5C=5Cy,... » Cxp=(1"" 5,7 Co, k=12,...
c5 =0 por estar en funcion de c5 que se anulaba. Analogamente c; =cg =...= 0

Por tanto la solucion general es (sobre ¢y y ¢c; no hay ninguna condicién; quedan
indeterminados como aseguraba el teorema):

@ 2k
1 1 t
X= CoXq+CyXp = Co [1+ = 5 th+ 5 . ] + ¢ t=co[1+ E 0 ]+ et
El teorema predecia que las series solucion convergerian al menos en (—1,1). Esto es

lo que sucede. La serie de x; (como se puede ver por el criterio del cociente) tiene
R=1. La "serie" de x, (truncada a partir de su segundo término) converge para todo t.

[Esta ecuacion se podia haber resuelto sin usar series. Era facil darse cuenta de que
X,= t era una solucion, y podriamos haber calculado la x; siguiendo la seccion 2.2:

a2t
x1=tft2ediedt = tft? 1+ dt = ~1-arctant
cuyo desarrollo, salvo el signo, coincide con el obtenido por anteriormente].
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Hemos tenido mucha suerte en el ejemplo 1 encontrando una regla de recurrencia
tan sencilla y pudiendo expresar el término general. Esto no sucede siempre como nos
muestra el segundo ejemplo:

Ej 2. x"+ (t-2)x =0, x(0)=2, X'(0)=1

Ahora a(t)=0 y b(t)=t—2 son analiticas en todo R, asi como sus soluciones x = Z cktk .

Llevando x y sus derlvadas a la ecuacion:
Z K(k-1)C, "2 + Z [tk l2c,tk] =

Igualando a 0O los coeficientes de las diferentes potencias de t :
to 2102—2C0—0 — C2:Co

1 = -_1

th:82C3+Cy—26,=0 - C3=—-¢

k-2 . - _ 1
7 k(k-1)C + C3— 2Ck =0 - C=— K(k—1) Cka ™ k(k 1) Ck2 » k=34,

regla de recurrencia de tres términos que suele traer muchos mas problemas que las
de dos.

Escribimos un par de términos mas en funcionde cy y ¢4 :
1

C4: Cl+ CZ CO_EC:L
_ 2 -1 1
Cs=— 20C2+2oc3‘_15C0+3ocl

No hay forma de encontrar la expresion del término general, aunque paso a paso
podemos ir calculando el nUmero de términos que queramos.

La solucion general es entonces:

1

1 1
s+ ]+ [t+3P-

4,15
LU+

x= Co[1+ P2+t ]

Y la solucién particular x = 2 +t +2t? + %t“—ll—o t°+... , serie convergente paratodo t .
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3.2 Puntos singulares regulares

Supondremos en esta seccidn que t=t, es un punto singular de [e] x"+ a(t)x'+ b(t)x=0,
es decir, que o a(t) o b(t) o las dos no son analiticas en t=t,, con lo que no es aplicable el
método de la seccién anterior. Sin embargo, interesa en muchas ocasiones conocer el
comportamiento de las soluciones de [e] precisamente en las proximidades de sus
puntos singulares. En general se podra decir poco sobre este comportamiento, salvo
para un tipo particular de puntos solo debilmente singulares: los singulares regulares.

t, es punto singular regular de [e] si (t=to)a(t) y (t=t5)?b(t) son analiticas en t,.

1, 1
(1)’ X' + 1(t-1) x=0.

t=0 y t=1 son puntos singulares de la ecuacion (los demas son regulares).

Como ademas —t/(t-1)*> y t/(t-=1) son analiticas en t=0, este punto es singular regular.
Como -1/(t-1) no es analitica en 1 (aunque (t-1)/t si lo sea), el punto t=1 es

singular no regular.

Ej 1. | t(t=1)°x"—tx'+(t-1)x = 0 | , esdecir, X'—

Supondremos a partir de ahora que el punto singular regular de [e] que estudiamos
es t=0. Sabemos que no supone ninguna pérdida de generalidad ya que en el caso de
gue queramos estudiar las soluciones cerca de un t,#20 el cambio s=t-t, nos traslada el
problema al estudio de las soluciones cerca de 0 de la ecuacion en s.

Multiplicando [e] por t? y llamando a*(t)=ta(t) y b*(t)=t’b(t) obtenemos:

[e*] | t2x"+ ta*(t)x'+ b*(t)x =0

Se trata, por tanto, de resolver [e*] en un entorno de t=0 suponiendo que a*(t) y b*(t)
son analiticas en dicho punto, es deC|r que admlten desarrollo en serie

ax(t) = Z ax t<, b*(t) = Z b, t&
vélido en |t|<R (minimo de los dos radios de convergencia).

Para hallar las soluciones de [e*] se utiliza el llamado método de Frobenius, que
detallaremos en el teorema de esta seccion. Aunque no lo demostraremos, intentamos
con las siguientes consideraciones hacer creibles sus hipétesis y conclusiones.

La ecuacion de la forma [e*] mas sencilla es la conocida ecuacion de Euler (para ella
la a*(t) y la b*(t) son "series" que se reducen a su primer término). Viendo sus soluciones
esta claro que no existen, en general, soluciones analiticas de [e*]. Pero ya que existen
soluciones de la ecuacién de Euler de la forma t' se podria pensar que existen para [e*]
soluciones en forma de serie que comiencen por términos t".

Probemos por tanto en [e*] la solucién x = t' Z Ct= coth+c t™M o, t2 4
Debe ser entonces:

S Dot + 0% ge kOO0 ket ] « ik 00 k+r O=
Z(k+r)(k+r 1)C, t<*" + Dzoa t Z(k+r)Ct + Zob t Z)Ct

El coeficiente que acomparia a la potencia de menor orden (t") debe ser cero:
[r(=1) + axgr+ b*y] cp=0
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Si la serie ha de empezar por términos de exponente r, debe ser ¢, #0 . Por tanto, las
raices del polinomio | q(r) = r(r—1)+a*,r+ b*y |, llamado polinomio indicial de [e*]

son los Unicos valores de r para los que pueden existir soluciones de la forma t' 2 .

Lo anterior es coherente con lo conocido sobre ecuaciones de Euler. Para ellas, si el
polinomio tenia dos raices distintas ry y r, dos soluciones linealmente independientes
de la ecuacion eran t"ty t"2 . Si la raiz era doble, sin embargo, solo existia una solucion

de esa forma, y la segunda era la primera multiplicada por el Int ; por tanto, también es
de esperar que en la solucién general de [e*] aparezcan logaritmos.

Pero en la ecuacion [e*] pueden aparecer otros problemas que no se presentan en el

caso particular de Euler. Igualando a O el coeficiente que acompafa a {rHk:
[(r+k)(r+k=1)+(r+k)a*g + b*p] €, + [(r+k-1)a*;+b*] ¢ g + ... =0

donde los puntos representan términos que incluyen c,,, ¢,3 , ... De esta expresion
podemos despejar el ¢, en funcion de los anteriores ya calculados siempre que el
corchete que le acompana, que es el polinomio indicial evaluado en r+k: q(r+k) , no se
anule. Si r; es la mayor de las dos raices q(r;+k)#0 para todo k. Pero si r, es la menor, y
la diferencia r;—r, es un entero positivo n, el q(r,+k)=0 si k=n, y, salvo que los demas
sumandos también se anulen (con lo que c, quedaria indeterminado), no hay forma de
anular el coeficiente de t"2"" y no existiran soluciones t'2 X .

Enunciamos ya el teorema (aunque se podria considerar el caso de raices complejas
del polinomio indicial, nos limitamos, por sencillez, a los casos reales):

Teor 1. . Supongamos que el polinomio indicial de [e*]: q(r) = r(r—1)+a*g r+ b*,
tiene dos raices reales r; y r, con ry=r, .

Entonces siempre existe una solucion x; de [e*] de la forma
X, = t'! Z c t<, co20
La segunda solucion x, linealmente independiente es, segun los casos:
a] Si r;—r, No es cero ni entero positivo: X, = t'? Z btk byz0
. 1w
b] Si 1;=f,, X,= t'*" Zbktk+ X, Int
c] Si r;—r,=n entero positivo, X, = trzz bt“+ax; Int , byz0 , alR

Todas las soluciones estan definidas al menos para O<t<R y
los coeficientes ¢, , b, y la constante a se pueden determinar
sustituyendo cada una de las soluciones en la ecuacion.

Se comprueba sin dificultad que a partir de las soluciones anteriores obtenemos otras
validas para —R<t<0 sin mas que sustituir Int por In|t| y las expresiones de la forma

t" que preceden a las series por |t|" .

En el caso c] la constante a puede perfectamente ser 0 (como en las ecuaciones de
Euler), con lo que, a pesar de todo, hay dos soluciones independientes t"2 .
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Ej 2. | 2tx"+x'+tx =0 | , 0 sea, t2x"+t% X' +%t2x:0.

t=0 es singular regular, puesto que a*(t) :% y b*() :%tz son analiticas (en todo R)
Como a*p=a*(0) y b*;=b*(0), el polinomio indicial es r(r-1)+ %r+0 = r(r—%) y por tanto
rn=1/2 vy r,=0, con r;—r, no entero. Las dos soluciones independientes son
X; = 2 c "2 co20 Yy X, = 2 b, t<, byz0 , series convergentes para todo t .
Llevando la primera de ellas a la ecuacion inicial:
i 2(k+ %)(k— %) Cy k=172 4 i (k+ %) Cx k=12 4 i Cy tk+32 - g

(obsérverse que ahora todas las series comienzan por k=0 ya que, a diferencia de los
puntos regulares, no se anulan los primeros términos al derivar).

Igualando a 0O los coeficientes de las diferentes potencias de t :
22 2 (%)(—%) + % ] co=0.co =0 y ¢, queda indeterminado como debia

2 2E)(1)+$1e=0 - ¢=0

—1/2 . 1 1 1 _ _ 1
M2 2 (ke )(k-5) + (ke 5) T e+ 62 =0 = Ck =~ kair1) Ckz + k=23

e = = -1 -1 _ 1
Portanto: c3=Cs=...=0 , C;=—5cCy, C4=— 49 C2 5159 Cos -

Luego la primera solucion es (eligiendo cy=1):

00

_ AR 0" 2m
xp= 2 [ 1+ Z 2.4..2m5.9. . (4m+1) ¢ ]
m=

Para la segunda raiz del polinomio indicial:

[ee] [oe]

Z 2k(k-1) by t<71 + Z kbt + i b, t*1 =0

to: b1:O
th: [+2] by + by =0 - by=—¢ by

- 1
1 [2k(k-1)+k] b, + b, =0 - b=~ 2ker) Prz k=230 -

1
2.4.3.7

2.4..2m.3.7..(4m-1)

b3:b5: ...=0 , b4:—% b2 =

Y la segunda solucion: x, = 1+ Z
m=

by, ...

Aplicando el criterio del cociente se comprueba que, como debian, las dos series
convergen para todo t . La x, es solucién vélida para todo t , pero la x; solo para t>0
(en t=0 no tiene siquiera primera derivada). Una x, vélida para t#0 es x;= [t|"?[1+Z] .

Mas complicadas son las cuentas para los otros dos casos del teorema:
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Ej 3. t°x"+2t°x'=2x = 0 | t=0 es singular regular, a*(t)=2t y b*(t)=—2 analiticas en R .

El polinomio indicial r(r—1)+0.r-2 tiene por raices r;=2 y r,=—1. Asi pues:
X; = Z c t°"2 cg20 - Z (k+2)(k+1) C\ X2 + Z 2(k+2) ¢ t<*3 — Z 2c, t¥*2 = 0

2(k+1)
~k(k+3)

k2(ksl) 2k 2(k=1) 2K+ 5
k(k+3) (k-1)(k+2) (k-2)(k+1) S0~ (k+3yr  ©0C0

- Co indeterminado, ¢ = Ckq » k=12,... -

- _3 _ 4 -
Cl__CO'CZ_gCO’C?)__ECO""' Ck—(—l)
o0

k d k
Por tanto, eligiendo c,=1/6 , X; = Z (w 2 L x,'= Z} (Wtk”

La segunda solucién es X, = Z b t“t + ax;Int, byz0

2a

¢ Xt axint -

X, = Z (k=1)b, t<2 + % X+ axInt , x," :;Z (k-1)(k-2)b, t*3 —t% X+

Z [ (k-1)(k-2) by < +2(k-1) by ti—2b, 1] + & 1+2tyx;+2tx,' ] + alnt[ t2x,"+2t%%,'-2x;] = 0

El dltimo corchete es 0 por ser x; solucion (lo que acompafa al logaritmo siempre se
anula). Utilizando las series de x; y X;" escritas arriba y agrupando potencias de t :

—2b0 —2b1 —2b2t + [2b3+2b2—2b3—% +3@ ] t2 +..=0 > bl: —bo , b2: 0 , a= 0

by Y b; quedan indeterminados (b; esta asociado a potencias t?, comienzo de la serie
de x;). Elegimos by=1 y b3=0 (para no volver a calcular x;). Como en la regla de
recurrencia cada b, depende del b,_: b,=bs=...=0 . Por tanto: X, :% (1-1) .

Ej 4. tzx"+2t2x'+(t2+%)x = 0 | t=0 singular regular; a*(t)=2t, b*(t):t2+% analiticas en R.

(o]
El polinomio indicial tiene r=% como raiz doble - x; = Z cy thr/2
i _ 2k-1 1
Z [ K2 ¢, t* 24 2k+1) ¢\ 1673240, t5752] =0 - ¢ =—¢y, ¢, = =52 G172 Ckar k=23...
_1 _ 1 _ okl _ A2 ot
— Cz—ECO,Cg——ECO,,Ck—(—l) ECO — Xl_t e

La otra solucion necesariamente contiene un logaritmo:
[x, = t32 > bt“+ x; Int  — > [(%+2k+1) by 7324 (2K+3) by t€*%/24+b, 44772] = 0
— b0:b1:b2:...:0 — X2=t1/26_t|nt

(la forma de las soluciones sugiere, para comprobar el resultado, hacer y = elx ;

se obtiene t?y"+ %y = 0, ecuaci6n de Euler de solucién y = ¢; tY2+ ¢, t¥2nt )
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3.3 Ecuacién de Legendre

Es la ecuacién [L] | (1-t?)x"—2tx'+p(p+1)x = O

Resolvamosla primero en torno a t=0 que es un punto regular. Como a(t)=—2t/(1-t%)
y b(t)=p(p+1)/(1-t?) son analiticas en |t|<1 la ecuacién tiene pues soluciones analiticas
al menos en ese intervalo. Probamos pues:

X = Z ot - Z [k(k-1)Cy X2 — k(k-1)c, tX] — Z 2ke, t€ + Z p(p+1)Citk = 0 .

: _ (p—k+2)(p+k-1) _
Que nos lleva a la regla de recurrencia ¢, = — k(k-1) Cy.o , k=2,3,... Por tanto:
— _ b(p+1) — _ (-1(p+2) — P(p=2)(p+1)(p+3) — (=1)(p=3)(p*+2)(p+4)
C2== 21 C0»C=— 32 G, &= 41 Co» C5= 51 Cri--

Asi que la solucion general de [L] es x= cgx;+C1X, donde:

[oe]

—2)...(p—2n+2 1 3)...(p+t2n-1
Xy =1 (1) PO P20 2HEr)..p420-1) 20

n=

o0

X, =t +Z (1) P=LAP=8)..(p=2n+1)(p+2)(p+4)...(p+2N) y2n+1
n=

(2n+1)!

Si p es un entero par positivo, p=2m , x; se convierte en un polinomio de grado 2m:
p=0 - x;=1 , p=2 - x=1-3% , p=4 - x;=1-108+2t¢" |, ..

Si p es impar, p=2m+1, es X, quien se reduce a un polinomio de grado 2m+1.:

543 215
3t t

— — 14 .3
, PIB Xt =TT, L

p:1—>X2:t , p:3_,X2:t_

A la solucién polinémica P, de la ecuacion [L] con p=nCN que satisface P,(1)=1 se
le llama polinomio de Legendre de grado n . Se tiene pues:

Po=1, Py=t , P,=Sf-7, Py=

NOl

3_3 _354 15,23 _63.5_35.3 15
E-3t, P20 -4 d  p=8 5 %84y

Como P,(—t)=(-1)"P,(t) , los P, tienen simetria par y los P,,,; impar. Observemos que
los P,,.1 VY las derivadas de los P,,, se anulanen O.

Se pueden probar ademas las siguientes propiedades
de los P,:

1 d"
Pn()= n

21 gt"

(t>-1)" , férmula de Rodrigues.

P, tiene n ceros reales, todos en (-1,1) .
Los P,, son ortogonales entre si:

1 — ; oflp2y_
[ PaPrdt=0 ,si m#n ;[ Pldt=5 "7
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Para las aplicaciones de la ecuacion [L] a las ecuaciones en derivadas parciales es
necesario saber qué soluciones estan acotadas en 1. Para analizarlo vamos a resolver
la ecuacion en torno a t=1 . Para ello hacemos el cambio s=t—1, obteniendo

[L1] s(s+2)x"+2(s+1)x'—p(p+1)x=0

Para ella s=0 es punto singular regular, con a*(s)=2(s+1)/(s+2) y b*(s)=—p(p+1)s/(s+2)
analiticas para |s|<2. El polinomio indicial tiene como raiz r=0 doble para todo p. Por
tanto dos squ0|ones linealmente mdependlentes de [L1] son:

xl—chs y X, = |S|Zbks + X4 In|s]

con cp=1 y las series convergentes al menos para [s|<2 . Sin necesidad de calcular
ningan coeficiente de las series podemos ya afirmar que la x; siempre esta acotada en
s=0 (t=1), mientras que la x, no lo estéa (tiende a —co cuando s-.0). Vamos a calcular x; y
comprobar que si p=n obtenemos de nuevo los P, [ pues x;(1)=1] . Debe ser:

[

Z [k(k-1)C; S* + 2k(k-1)c, sK71] + Z [2kc, sK+ 2ke, K71 — Z p(p+1)c, K= 0.

de donde obtenemos la regla de recurrencia c, = M"z‘("_l) Cr.1, k=1,2,3,...
2k

y la siguiente expresion para X;:

xy(s) = 1+ BB g 4 pEPE+)-21] 2, pE+D[p(p+l) 21] [p(p+1) k(k=1)] gn 4
1 2 16 2"(n)?
Si p=n la regla de recurrencia nos dice que el c,,; y todos lo siguientes se anulan.

En particular: p=0 - x; =1; p=1 - x;=1+s=t ; p=2 qx1—1+33+JQ1 2—7t2 f'

[ se puede ver que si p#n la x; no esta acotada cuando s - -2 (t- —1) con lo que las
anicas, salvo constantes, soluciones de [L] que estan acotadas a lavezent=1 y t=-1
son los polinomios de Legendre ]

Las series solucidn de [L] hablan sélo de lo que ocurre para tlJ(-1,1) . Las de [L1] de
tJ(-1,3) . Para analizar lo que ocurre "en el infinito" realizamos en [L] el cambio s=1/t :

2
& 2dx . d _ 40' 5 +2s3 ~  [Loo] s?(s?—1)x"+2sX'+p(p+1)x=0

dt ~ > ds ‘a2
s=0 es singular regular, con a*(s)—252/(52—1) y b*(s)=p(p+1)/(s®>~1) analiticas en |s|<1.
Las series solucion de [Leo] seran convergentes al menos en ese intervalo y por tanto de
ellas podemos extraer informacion sobre las soluciones de [L] para |t|>1. Por ejemplo,
como el polinomio indicial de [Leo] €s r2—r—p(p+1) (de raices —p y 1+p) y paratodo p
la mayor de ellas r;>0 deducimos que siempre hay soluciones de [L] que - 0 Si t- .

(pues x,°(s)= srlz csk 0 si s-0*; osea x;”(t)= t‘rlz Ct ™ -0 sitnoo )

Resolvamos por series [Lw] en el caso mas sencillo: p=0 (ahora s=0 es regular):

l3+1 5+]

k-2
X—chs SO = ) G kE23, - X = ot Cyfst 5 S5 £ sPHL] = ety [t S 13 S

serie (no de potencias) convergente si |t|>1 .
[No hubiésemos necesitado las series para p=0, pues [L] es resoluble: (1-t?)x"+2tx'=0
R x':cl(l—tz)‘ - X=CgtCp 5 In| , valida para todo t#1 (y la segunda - 0 si t-o0) ]
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3.4 Ecuacion de Bessel

Es la ecuacién [B] | t?x"+ tx'+ (t2=p?)x = 0 |, p=0

t=0 es punto singular regular de [B] con polinomio indicial r’—p? de raices r=p, r,=—p.

Existe pues una solucion de la forma x; = tpz ctX, t>0 , serie convergente en todo R.

e o G2
Llevada a [B]: 2[k(2p+k)thp+k+thp+k+2]:0 = €170 5 Ge=ggprg v K23
AS{ dUe: o moae —o-c—i'c‘#
q : 1—C3=...= ’ 2~ 22(p+1) ’ 4_242(p+1)(p+2)
(_1)mt2m
Portanto,  x; =cotP [ 1+
1 0 [ Z 22mml(p+1)...(p+m) ]

Podemos dar una expresion mas reducida de esta x; utilizando la funcibn gamma:

[(s+n)
(s+n+l1)...(s+1)s

r(s)=f; e*x5ds si s>0 ; [(s)= si —n<s<-n+1, nCON
gue tiene las siguientes propiedades:
M=1; I_(1/2):VT[; [(s+1)=sl(s) — [(s+n)=(s+n+1)...(s+1)sl(s) - [(n+1)=n!, n{N

Eligiendo c,=1/[2PT (p+1)] obtenemos entonces la siguiente solucion de [B]:

2m funcion de Bessel
Jp(t) = [ ] Z) [ ] de primera especie
m! r(p+m+1) y orden p

Como se ve todas las J, estan acotadas en t=0 a pesar de la singularidad.

_ . B 00 2m+1
En particular se tiene  Jy(t) = % - |) [] ;)= % m! (m+1)| []

La grafica de estas dos funciones es la siguiente:
1 ‘JO

a Al ig_ual que J_O y _Jl todas las J, son
. funciones oscilatorias:

. 5 B

0.4 ' JpD\/% cos[t—(2p+1)§] para t grande.

0.2

m /: (las propiedades de las funciones
-0.2 \}Z/ W 15\X/zn de Bessel se tratan en los libros

de "funciones especiales")

-0.4

Cada J,, tiene un ndmero infinito de ceros en (0,00) [que deben conocerse para resolver
algunas ecuaciones en derivadas parciales; los de J, son 2.4048, 5.5201, 8.6532, ... y los
de J; son 3.8317, 7.0156, 10.1735, ... ].
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Se trata ahora de encontrar una segunda solucién linealmente independiente de [B].
El método de Frobenius asegura que si r{—r,=2p no es cero 0 un entero positivo existe
una X, de la forma:

X, = t‘pz bt , t>0

gue nos lleva a los mismos calculos de antes, cambiando p por —p. Por tanto la funcion:

J_p(t) - [ ]_p i m! r((_—i)+mm+1) [ ]2m

es una segunda solucion linealmente independiente de J, si 2p # 0,1,2,... (que no
esta, evidentemente, acotada en el origen)

Si p no es entero, pero 2p siloes (p= % % % .) , se puede demostrar que oy Iy
siguen siendo lienealmente independientes (es el caso c] del teorema, pero es a=0).

Es facil comprobar que  Jq,(t) = V% sent , J_1(t) :V% cost

(en este caso la expresion asintotica vista para los J, es exacta).

_2
=7 Jp ,que expresa unos J, en

funcion de otros, resulta que todas las Jon.1y2 , NOZ son funciones elementales.

Como ademas se puede probar la relacion  J, 3 + Jp4q

Si p=0,1,2,... tenemos que calcular las series del teorema de Frobenius.
Para p=0 la segunda solucion es del tipo  Xx,(t) = Z bkt"+1 +Jo(t) Int , t>0.

Determinando los coeficientes se llega a:

m+1

Xo(t) = Zl((L[1+ tt AT+ 30 Int=Ke(0) |

funcion de Bessel de segunda especie y orden 0.

Si p=n>0, x,(t) = Z bkt"‘“ +aJ,(t)Int , t>0. Se prueba en [B] y se obtiene:

o) = 0 =3B (3 et IETS e [4T7) -

—;[2]%%([14, +1] [1+ +m+n])[ ] +J,) Int

funcién de Bessel de segunda especie y orden n.

De estas complicadas funciones resaltaremos el hecho de que (como se sabia desde
gue calculamos las raices del polinomio indicial) las K, no estan acotadas en t=0.
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